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INFORMACION DE LA MATERIA

Nombre: Métodos Numéricos
Depto. que la ofrece: Fisicay Mateméticas
Clavey unidades: MA-318-SITE

DESCRIPCION DEL CURSO
Se estudian los principales problemas numéricos de laingenieria reforzando e entendimiento
delos métodosy el uso de la computadora como herramienta fundamental .
OBJETIVO DEL CURSO
Objetivo general:

Desarrollar en €l estudiante la capacidad de seleccionar, aplicar y programar |os métodos nu -
meéricos mas apropiados a problemas de laingenieria.

Objetivos especificos:
Al terminar €l curso el estudiante sera capaz de:

Evaluar la convenienciaen el uso de un cierto método en la solucion a un problema numeérico
especifico.

Implementar en un programa rel acionados con |os tépicos estudiados i ndependientemente del
lenguaje y plataforma computacional disponible.

CONTENIDO DEL CURSO

Contenido Sintético:
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METODO DE ENSENANZA

El curso se dearrollaré através de la exposicion ora de los temas por parte del profesor, con laamplia
participacién del alumno en las discusiones promovidas en las clases y en la solucién de problemas bajo la guia
del profesor.
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1-ERROR

1.0 -Conceptos Basicosde Numerico

Objetivo de M étodos Numeéricos

El objetivo de Méodos Numéricos es reolver problemas numeéricos complegos utilizando
operaciones simples de la aritmética, con el fin de desarrollar y evaluar métodos para calcular
resultados numericos a partir de los datos proporcionados. Los méetodos de calculo se denominan
algoritmos.

Error

Tipos de error:

1) Error absoluto

2) Error relativo o Error relativo Aproximado
3) Error por redondeo

4) Error por truncamiento

Regreso a la pagina principal

1.1 Error absoluto

Si p* esunaaproximacion dep, y si p ese valor real, entonces: Error Absoluto= [p-p* osead
valor absoluto de p menos p*.

Debido a que la ecuacion se dio en términos del valor absoluto, el error absoluto no es negativo. Asi
pues, una coleccion (suma) de errores siempre se incrementan juntos, sin reducirse. Este es un hecho
muy pesimista, dado que el redondeo y otros errores rara vez estdn en lamisma direccion, es posible
gue lasuma (dlgebraica’) de errores sea cero, con aproximadamente la mitad de los errores positivay
la otra mitad negativa. Pero también es demasiado optimista esperar que errores con signo sumen cero
amenudo. Un enfoque realista es suponer que |os errores, en especial el redondeo, estan
estadisticamente distribuidos.

1.2 Error relativo
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El Error relativo se define como: Error relativo = conlacondiciondep 0. Generalmene
el denominador es una de tres elecciones; lamagnitud del valor exacto o real, la magnitud del valor
calculado o aproximado o €l promedio de estas dos cantidades. La mayoria de |as veces se usa como
el valor real, por lo que se usaré esta opcion. El Error Relativo es una mejor medida del error que el
error absoluto, en especial cuando se utilizan sistemas numeéricos de punto flotante. Puesto que los
elementos de un sistema de punto flotante no estan distribuidos de manera uniforme, la cantidad de
redondeos posibles depende de la magnitud de los nimeros que se redondean. El denominador de esta
ecuacion compensa este efecto.

Ejemplo 1:
ljp = 0.3=z10!

p* = 0.31xz101
Error_ahsoluto = [0.3z10* - 0.31x10%|=3.0 - 3.1]=|0.1 = 0.1

_|nsmI0t - 03110 gy
Error relativo= - = =33
|0.3x10"] 3

Ejemplo 2:

p=0.3x10"3

p*=0.31x10-3

Calcular €l error absoluto y el error relativo.
Error_ahsoluto = |III.31E-5:1III'3 — 0.31x107%| = 0.00001

lp—-p*  0.00001

= 3.33x10°2
[  0.0003

Error relativo=

Ejemplo 3:

p=0.3x104

p*=0.31x104

Calcular € error absoluto y el error relativo.

Error _absoluto = [0.3x10* - 0.31x10*|= 100

0.3x10% — 0.31=10%
| |= 100 o= 100 _ 2 22ip2
|0.3210°] 0.3x10% 3000

Emor relativo =

Conclusion:
Como una medida de precision €l error absoluto puede ser enganoso y €l error relativo es mas
significativo.

Regreso ala pagina principal
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2 2
Iteracién(i = 3) = e'® = 2.5 +% _254 )
362525

3625

5 2
[teraciém(i =4) =e'® = 3625+ Kg_l = 2625+ o)

=362

|E _relative _aprowximado| = [ ] *100=31.03%= 0.05%

= 4. 1875

41575 - 3625
4. 1875

4 4
Iteraciénfi = 5) = e =4.1875 + % _ 418754 1)

|E _relativo_aproxitnado| = [ ] *100=1343% > 0.05%

= 4 39E4375

439854375 — 41875
4. 3954375

= =
lteracién(i = 6) = e = 43984375 + KS—I _ 43084 4 1)

[E _relativo_aproximado| = [ ] “100=4.79% = 0.05%

=4 46171575

446171875 — 43954375
446171875

G

teracién(i = 7)=e'® =4 46171875 + };_I= 44775390625

|E _relative _aproximade| = [ ] *100=141%= 0.05%

4775290625 — 4 46171875
44775390625

7

Iteracion(i = 8) = e'® = 447753906 + % = 445092912946

|E _relativo_aproximado| = [ ] *100=0.35%>0.05%

44509291294 — 4.477 53906
4 45092912946

KEE

Iteracién(i = 9)=e'® =4 48092912946 + " 44815647602

[E _relativo _aproximado| = [

] 100 = 0.07% = 0.05%

44481 2647602 — 4. 48092912946
445156476702

|E _relativo_aproximado| = [ ] *100 = 0.014% < 0.05%
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(Zi=cosz=Tf(0)=cos(l)=1
fl2) = —senw = 1[0 = —zenil) =0
—cc:-sx:&f”[[lj=—ms[[lj -1

en{0)=10
L:n::-s[ 1=1

N f’IZDIIH+ DS (L) SR (1) -

1l 2 31 4

.\ —SEI‘;::D:E{ L cos(0® .\ sen(0)z=" .\

1xz*
flzl=cosx=1+ D—E+D+—++—...

Tolerancia= (0.5x10% 1% = 0.5%

0. 86292152 —
086292152

[Error_ERelative Apromimadd = ‘[ 1] * 1DD‘= 15, 88%

1=3

F (z6)?
CQSE=D.35292152+ 7 = 086605327161

086605327161 — 086292152
086605327161

[Error_Relativo _Aproximade < Tolerancia

[Errer_Eelative Aprozimadd = ‘[ ] *1 IIIIII‘ =36161x107°%

oY §= 0866053271613 = 08602 cifras  significativas)
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o_aproxa-§ Woact-Vant / Voact)*100
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1 #2 = +1# -.'-' +1*2 % +1*2 3 +1# -..'. +1* :1 +1%2 o _ o7

O*2% +0%2% 4+ 0%2% 4+ 0*2° + 0*22 4 0% 20 +0*2" =1

Exponente |

oCar acte

ristica

NUmero | 66 Bit No.-
positivo | Decimal } 14 |
| |

+ Bit No.-
14

n 1000010 | 1011 @ 0011 0011 1111 © 1111
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_ 1000010 1011 0011

179.0156097

= 1127« 0.50000

« 0.25000
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El nimero més grande:

0 1111111 111111111111112121211111111

+ 127 1/2+(1/2)2+(1/2)3+-+(1/2)24

+[1/2+(1/2)2+(1/2)3+--+(1/2)24]16127-6411 663117 23700557734E75

Underflow: Son los nimeros que tienen una magnitud menor que 16° 6° y que generalmente se les da
el valor cero.

Overflow: Son los nlimeros que tienen una magnitud mayor a 1653 y causa que los célculos se
detengan.

Regreso ala pagina principal

1.3.1 Error deredondeo

Es el que resulta de reemplazar un nimero por su forma de punto flotante. Cualquier nUmero real
positivo puede ser normalizado para que adquieralaforma:

Laforma de punto flotante fl(y), se obtiene terminando (recortando) lamantisadey en k digitos
decimales.
Existen dos métodos de terminar:

a) Cortando los digitos dy 1 dk+2.-

fl(y)=0.d,d,--d;, x10"
b) Redondeando € numero
Si di+1>= 5 se agrega uno a d, para obtener fl(y)
Si di;1< 5 se cortan todos excepto los primeros k digitos.

Ejemplo 1
Utilizar k=5
1) Primer método: (Método de cortado)
fI(M )=0.314159x101 quetiende al =3.1415
2) Segundo método: (Método de redondeo)
como €l sexto digito de la expansion decimal de 'l esun 9:
f1(N )=(0.314159+0.00001)x101
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fI(M )=0.31416x101
N =3.1416

Regreso ala pagina principal

1.4 Error detruncamiento

Este tipo de error ocurre cuando un proceso que requiere un numero infinito de pasos se detiene
en un nuamero finito de pasos.
Generalmente se refiere a error involucrado a usar sumas finitas o truncadas para aproximar la suma
de una serieinfinita. Note que el error de truncamiento, a diferenciadel error de redondeo, no depende
directamente del sistema numerico que se emplee.

Priz)=fx, 1+ g, -5, 1+ f”;:"j (-2, P 4.+ fnfﬁ“] (—x, )"
a plKI
Pu(s) = Sz -5.)"

Que es el polinomio de Taylor de grado n paralafuncion f arededor de x,,.
f[n+1] -

_ER)

(h+ 1)1

Que es €l residuo o error de truncamiento asociado con Pn.

f(x) = Pn(x) + Rn(x)

En el caso especifico de que xo = 0 el polinomio de Taylor se conoce como &l polinomio de

Maclaurin y la serie de Taylor se conoce como la serie de Maclaurin.

Eniz)

:II|.+1

Ejemplo 1:
Determine el polinomio de Taylor de segundo grado y también el de tercer grado paraf(x) = cos(x)
respecto ax,=0y use este polinomio para aproximar cos(0.01)

Solucion:
Polinomio de Taylor de segundo orden.
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= [0
= ) L

Loodf

. di—semnx)

= =[5 %

st L

dz
di-
dxz

con x =001

Eniz)+ Enix)

o 5
et L
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1on=1- l (0.01)° + —I (0.013°

[

107" |sem ¢

LT

A ShN 1 1) NP e {1
J=f+f 0+ —x" + ——
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(para x=[0.01)

(0.0 (0.00t

LDy G
2 24

[0.0170. + 4. 162107 ¢

0.01)- 0 5=4 16107 oo

(0.01)=1-

r

(0.017- 0.

(0.01)- 0.

; 4 1 - — 10 :
| <=4 162107 Error_de_ Truncarmients
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f II |:| '| i

L

Fn(z) + Eni
%' =0+ 0125
z” =0.125
e - 0] <= 0.125
Fara _comprobar
0.125=0.125%

Fz el error de truncamiento
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F.lzl=f{1)+ 7 {){=-11+ f

SEI=1+3(m- 1+ 3z -17
s fiz)=x" =f(11=1fx)= 3% =11 =3 =) =6z =) =6z =6

AE)=02305-1)=-0.125
E,x)=-012%_ Emor_de  Truncarmiento
fis)=Fnl=)+ Enix)

(=2 =1+ 3(z- 1)+ 3(=z-10" - 0.125
(05 =1+ 305-1+305-17% -0.125
= 0125
ke — 075 = -0.125

E,(z)=02505-11=-0.125

E . (z)=-0.125Fe siduo)

fizl=Fn=l+ Eniz)=F.(2)+E.(x)
(== =1+3=z-D+3=-1° -0.125

cuando (= 0.3)

20 =1+ 305-1+ 30517 -0.125

x = 0125

| < 0,125
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas
2.0 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas
2.1 Determinantesy Matrices

A continuacion se presenta la nomenclatura del determinante de una matriz cuya contraccion es
" detA" y lanomenclatura general de unamatriz.

a)Deter min ante
Ay By - Ay
W
b=
a':|1L1 a':m:;
b kdatriz
Ay Ayp Ayg
gy Aoy
&= (aijj=
ani a:ﬂ a':n..'n;

2.1.1 Calculo del determinantede A

Laformulaa utilizar para obtener el determinante de unamatriz de 2x2 es:

aii ai?
A

21 22

=dyqfan — Ay

I

Extendiéndose para un caso general como detA =i=t g ; Aj; conj=1,2,...,n. Donde:
ij esllamado Cofactor = (-1) 1 *Mj

Mij =Menor

M;; esel determinante que resulta de eliminar el i-ésimo renglony laj-ésima columna

Ejemplo:
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

4 1 =2
deta =0 5> 3
G -1 -3

det & = Da b,
i=1

paracadaj=1,2,...,n

Paralasfilasi y columnasj =1,2,3,....n
det & =ay 85, + a8 + 358
Ahoraparalafilasi lacolumnaj =1
detA= ay A 11t 1At 831A3;
Ahoraparalafilasi lacolumnaj =2
810A 12+ 8ppA 20+ B3A 3,
Ahoraparalafilasi lacolumnaj =3
813A 13+ Bp3A 23+ 833A33

paralasfilasi y las columansj=1,2,3...n

det A = Ta A

it * i

j=1 paracadai=1,2,...,n

detd = aghy tagpbs Tagph,
paralafilai=1y las columansj=1,2,3...n
detA=a 1A 11t apA 1ot 813A 13
paralafilai=2y las columansj=1,2,3...n
801A 21+ 8oA 20+ Bp3An3

paralafilai=3y las columansj=1,2,3...n
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

831A 31+ agoAgpt B33A 33
Tomando como gjemplo lamatriz (1) se calcularaparafilai =1:

detA= a9 A1+ apA 1o+ 3R 13

D3 0o 3 o 3
det & = 4{—1)'* + [+ 29171
t]_l_gtjﬁ_g‘t:u::lﬁ_l‘
det & 45 P ED ° 4i—1% 3 0-18)—2(0- 30
eth=d| -l e 2l =415 (-3))- (0-18)-2(0- 30)

detA=4*(-12)+18+60

detA=-48+18+60=30

detA=30

delamatriz (1) secalcularaparalafilai =2 :
detA= ag1Ap1+ 8oA ot 8p3A o3

2| J4
1 -3

1
detd =0
; ‘— & -3

detA=5* (-12+12)* (-1)2+2+3* (-1)2+3* (-4-6)
detA=-3*(-10)

detA=30

Con lamatriz (1) se calculara ahora paralafilai =3:
detA= ag)Az+ 8gpA syt a33A33

1

det & = 6{—17""
B (-1} s 3

detA=6* (3+10)+12-3* (20)=78+12-60

detA=30
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

2.1.2 Propiedades de los deter minantes

1) Si un renglén es multiplo o igual que otro renglén, el determinante es cero (también se aplicaa
columnas).

T2 284+ 28=1
14 _a|TTEETERT

-12+12=10

306
2 4|

2) Si un renglén o columna consiste exclusivamente de ceros, el determinante es cero.

> =1 3
I:I I:I D=D*1ﬁ121+n*1&122+n*1ﬁ123=n
4 7

3) El determinante de una matriz diagonal, triangular superior e inferior se obtiene multiplicando los
elementos de la diagonal principal.

70 0
0 -5 0=74a,=7-2)2)==70
o 0 2
Diagonal
1 -3 2
0 5 4)=1a, =(L>iz)=10
o 0 £
Triangularsuperior
—> 00
1 2 Ol==-0A,=(-212)7)1= =30
=7 3
Triangular Inferior

4) S se intercambian renglones o columnas, el resultado cambia de signo.

A piame PPO7
> 7 >

d=14-15=-1 d=15-14=1
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

5) Si se multiplica por una constante un renglén o columna, €l resultado también queda multiplicado

por esa constante.
| R
37 2 7

d=-1 d=-42+45 = 3 = (-3)(-1)

6) Si sele sumaaun renglén e multiplo de otro (también se aplicaa columnas) € determinante no se
atera. Equivale a hacer cero un elemento.

2 5
0 -1z

2 B2 (- H2]RI+R2
37

d=-1 d=2*(-1/2)+0=-1

7) El determinante que resulta de latranspuestaesigual a delamatriz original .
| =1
A . dets =14 -15=-1

= 3 7| E = - = -

k 2 3 k
al=| |detAl=14-15=—1

&) S c=a*By =141 Bl

P = S P il Gt T S O Yo
B ERA G R i E A N E R T I -

detA=-1

detB=4-6=-2

4 * Bl = (1) *(-2) =2
por o tanto 1= 141 * B
2=2
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

Aplicacion de las propiedades

> -1 3 Z

o 1 5
o2 -1 2
-1 3 4 1

En lugar de resolver por cofactores que seria muy laborioso, usamos propiedades y convertimos en
ceros varios elementos de alguna columna.

-1 3 2 B2 [-4S|R1+E2 2 1 3 2
U oo| ERUUENE b ous 7s 19
-1 2 o 175 -26f5 —4f5

1 4 1 o 145 235 75

No se alterd €l determinante y podemos ahora resolver por cofactores en la columna 1.

d=5*A 11+O* A21+O* A31+O* A4l

d =5 (109.6) = 548

2.1.3 Cofactores

liEtA = En.&ij‘éhij .
paracadai=1,2,...,n

i=1

[iCuidadoj, solo para matrices de 3x3]

i=1 i=3
M1 M1z %13 Y14 1 [+ -] +] - |
fp1 fzz Yz i o (-1 =
31 3z 33 Ygg li=3 |+ |-+ - |
841 42 F43 944 i=4 |- |+ -]+

Algorittnn de cofactores
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

Determitante Cofactor jleij={_1}i+j ’

e 2,44}

(Jndoio)

[| Ezcoger fita i) ||

impar itnpar
—

'_ﬂ_.' "
ODDE A nd (O DD}
Or
i 1 - mdemf TS ey V4 mod 0= 00 And{{f mod 03=0)
i+ jt “

ai

detds + deth+alij*Cofactor{ai i |

Det_metor 1
{mii} Caloular menor
i
Det_menor  + my;[1,1]0my;[2,2]- |-:u:-f=a-:t-:-r + Bigno iIIet_memrlinH}l

I:t'l.ii[z;l]tm_ii[l..z]

Il
(: Retornw [ Det_menor :IJ

[Retn:nrm [ Cofactor :IJ

Figura 2.1 Diagrama de flujo del calculo de cofactores.
A continuacion se presenta el procedimiento en pseudocddigo que calcula el menor.
Procedure Calcula_menor (amatriz;i,j:Byte;var m;;;matriz2);
Var
Fil,Col ,LFil,m : Byte;
Bandera : Boolean,
Begin
Lfil :=1;
Bandera:=Falsg;
for Fil:=1to 3do

Begin
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

m:=1;
for Col:=1to 3 do
If not (((Fil=i) or (Col=j))and(m<=3))
Then
Begin
Mij[LFil,m]:=a[Fil,Cal];
Inc(m);
Bandera:=True
End;
If Bandera
Then
LFil:=2
End
End;

2.1.4 Matrices
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

A= . L =(ai].:|
Apg Hgy . . Agg
A _ _...donde

n = renglones
m = columnas = matriz rectan pular
Ejemplos  de  matrices:

1 0 0

A=|0 2 0|«Matriz Diagonal
oo 3

A=l(ay™4;)_donde & =Delta_de Kronecker teniendo_a, =0_para_i= ]
oo a

A=|0 0 0)«Matriz MHula o cero
oo a

Unamatriz cuadrada es cuando A,y N=m entonces A .

En €&l caso de unamatriz cuadrada, si se cumple que la transpuesta de una matriz esigual alamatriz
original, entonces la matriz original es una matriz simétrica, A=A entonces A es simétrica.

Unamatriz simétrica es aquella paralacual g;=g;.

Ejemplo:

~1
é ,‘-;- Diagonal
T Principal

™~
2

2.1.4.1 Operaciones con matrices
1) KA=K*g; paratodo ij

Por gemplo: k=3
A (2342 f_[ ¢
1470 4Tz 1z
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

2) C=A+B solo s tienen la misma dimension

Cgj = 85y
Por gemplo:
A [2 3] B [1 2]
]' 4 2:-:2.I 3 4 252
C=4+E o
TR g

2.1.4.2 Multiplicacion

AB=C Solo se puede realizar lamultiplicacion si el nimero de columnas de A esigual a nimero de
renglones de B.

AmxnBrxp=Crxp

h

in - mj
paracadai=1,2,....my paracadaj=1,2,......,p.

Ejemplo:

. 1 2 5 5 6 9
13 o4),. 17 o8 10,

que tene gque dar una  matrigsuxi)
Cu=1*2+2%7=1%
C=1%"6+2%E=202
Ca=1%"94+2*10=29
Coy=3%2+4*7=43
Cope3%6+4*5=50
Cop=3"9+4*10=067

- [19 o 29]
43 50 67, .

Pseucddigo de la multiplicacion de matrices
Lamatriz A esunamatriz de (mxn) y unamatriz B que es una matriz de (nxp).
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

Procedure Multiplica_mat(A,B:matriz;var C:matriz );
{Se calculael producto AB donde A es un matriz m por ny B unamatriz n por p
m,n,p son Integer y son variables globales }
Var
K, i,j:integer;
Begin
Fori:=1tomdo
Forj:=1topdo
Begin
C[i,j]:=0;
For k:=1tondo
Cli,j]:= Ci,j]1+A[i K]* B[k,j]
End
End,
2.14.3 Matrizinversa

Sedice que unamatriz A de nxn es no-singular si existe unamatriz A-1 de nxn tal que AA-1=A-1A=I.
Lamatriz A-1sellamalainversade A. Unamatriz que no tiene inversa se llamasingular.

-1 k
AT =l S| =0 no tieneinversa, y por lo tanto A es unamatriz singular.

Ct =Matriz transpuesta de cofactores de A.

-1 1 2 Cacular laA-1
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

1 0 2 0 2 1
ety 42 o1
A= (D(2) - 2(4) - 1(2 + 1) =2 - 8- 3
o] = -9

[ A tieneinversa
Para comprobar se obtiene € determinante por |as propiedades de |os determinantes.

Matriz de cofactores

Iz -l B2 -2R1+R2 ‘1 2 -l
2 01 0|EE=EMER 4 3 2 |=1A,, +0A,, + 04,
1 1 0 ‘n 301
-3 Z
=1(-1)* 1‘=-3- =-9
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

1 0
Co= (-1 2‘=|:2—n:|=2
2 0
':12=|:_1:|1+2_1 2‘=_’4
2 1
C13=E—1]l“3_1 1‘=2—E—1J=3
2 -1
oy = (-1, 2‘-—[4+13=—5
1 -1
Con= (-1 2‘=|:2—1:|=1
1 2
Cm-(—ljm_l 1‘=—E1+EJ=—3
2 -1
(" =(=] 3+ =1
1 -1
O,y = (—1)7% _ -2
o= (172 D‘
1 Z
Coo = (-1 1‘=1—4——3
2 - 3
C=|-2 1 =3
1 -2 -3
a2 -2 1
Cto|-4 1 -2
-3 =3
| 2 =3 1
AT a-sl4 12
3 =3 =3

2.1.4.4 Propiedadesdelamatriz inversa

1) A-lexistesolosi | A | diferentede 0

2) A-lesUnica

3) Si A-lexiste, entonces | A-lj=| A['1=1/| A
4) (A-1)-1=A
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

5) (A-)=(AY L
6) (AB)1=(B) {A) L
7) (A2 1=( A2

2.2 Solucidon de ecuaciones Lineales Simultaneas

2.2.1 Solucion deun SEL usando lainversa
Setiene un SEL general :

Ay +AHy o +a,,X

Esto se puede expresar en forma matricial como:

Aq1 Ay o Ay [[Ey by
aii 3‘22 ain KE _ tlE
_a':n.l a':|:|2 . a':|:|.'|:|.__K:l:u._ _tln_
"'él"' n:-:nKn:-::n = tl:n:-:l
donde

ay = Coeficientes _de _las _ variables
b_ = Cons tan tes
i, = [ncognitas

Se despegja el vector x de laigualdad anterior.

A7 lay ="l

I =4l ok

n:-:l:u.:': nxl nxl

-1
}:Il.:l:i = ..é'.. nmh

nxl

Este ultimo despeje nos permite darle solucion aun SEL usando lainversa
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

Ejemplo:
X1+X>=6

5x 1-4X2= 12

Calcular e SEL usando A-1

A ll-dm 4_5-_gpt L=t -l
Tls gt TTIT T TEA T g

b= [162]
256

K—;"l";_i}{—i “t e —L
B a5 1 l12] -9

. H‘i =4

K, =2

(4,2)Conjunto solucion

Programa principal del Algoritmo parala solucién de un SEL por lainversa

Tomando como base que ya setiene el algoritmo de lainversa
Begin

Captura (A,b);
Caculalnversa(A_1);
MultiplicaMatVec(A_1,b,x);
I mprime(x)

End.

2.2.2 Solucion deun SEL por € Método gréafico
Ejemplo de Solucion unica:

X1+X=6 (1)
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas
5X1-4 X5=12 (2)

Despejando x1 de (1) y de (2)
X1=6-Xo

X2:(5X1- 12)/4

@ xd xl 104
-5.5 (-2 a4t
-4.25]-1 al
-3 1] al
-1.75)1 .
-0.5 |2 5. xl=d4
4 xd=2
SIEEE 51
511 Z
4 |2 1]
6 [0 ——t— ——t
Tl-1 -4-3-2-1_1_ 9 1011
g 1-2 (I
1 :'2' @
: -5l
@ Ll
_'I'.l-_

Figura 2.2.- Ejemplo 1 del método gréfico.

Ejemplo de Solucién Unica
X-y=7

X+y=5
Sedespejay de (1) y (2)

y=-7+x (3)
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

y=5-x (4)

Y dandole valores ax:

@ * | ¥ @ X ¥ 10+
-5 [-10 -5 | o= ql
-2 |-9 -2 | 7 al
-1 |-8 -1 | 6 ol
a|-7 1] 5 |
1 | -6 1 4
a2 |-5 2 3
3|4 3 2 &
B TEE0

Soluoidt Madics

Figura2.3.- Ejercicio 1 del método gréfico

Ejemplo de Sin Solucion
X+y=2

X+y=1
O y=2-x (5)

y=1-x (6)

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad2_htm|/Sub2_1/2_1.html (17 de 20) [10/01/2003 19:32:51]



2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas

@iz 1y (8

1
—_
PR S S LT SN ) | R

1
—

—— 1] —— 1

-4 -3-2-1,1 1 4 56 789101
'33" Mo hav zolucidn
MG

Figura2.4.- Ejercicio 2 del método gréafico
Ejemplo de Solucion infinita
2x+2y=4 (7)

x+y=2 (8)

Infinidad de aoluciohes

1
—

P el e I S | ES
1
—_

= e e e -

1
[y
1
—

Figura 2.5.- Ejercicio 3 del método gréfico

2.2.3 Solucion deun SEL por € Méodo de Kramer
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas
gy tags Tagss =Ty
Agy¥y TagpXs TagsXs = by

Aggiy Tagis T, = 13

by ayp 843 a3 by ys a1 B2 My

ba Agn 8g3 Ay Bp ags 21 222 bp

b3 agy agg| . |Bar B3 ags| . Py 8 B3
Xy = g = J¥n =

91 Byz 843 311 2 Ay A1 Aqp B4y

Flay Aga Bag A1 Age Bap A2y Bzn Bap

Pa1 A3z Bas 31 A3z B33 531 832 853

El sistematiene solucion solo si | A| esdiferente deO.
Ejercicio:

Resolver por e método de Kramer:

X1+XotX3=4

2 X1-3 Xo+5 X3=-5

3 X1+4 X517 X3=10

4 1 1 1 4 1
= -3 5 2 -3 5
m 4 7 -89 3 10 7 -48
S TR T e el TR W e i
2 -3 5 2 -3 5
3 4 7 3 4 7
1 1 4
)Z -3 -5
Ty= 31 41 : = _2233 =—l K = 3K, =80, =1
-3 5
4

Conjunto solucion: (3,2,-1)

Para resolver sistemas de ecuaciones linea es de nxn(cuadrados).

X1=dX; /d; X,=dX, /d; X3=dX3 /d; etc.
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2 Matricesy Ecuaciones Lineales Simultaneas
3X1-9Xo+4X3=25
X1-Xo+2X3=9
4xq+7XotX3=11

3 -5 43 -5
d=(1 -1 2|1 -1=-3-4d0+2Z25+16+5—-42 =-36

4 7 14 7
S —5 4
dxy=(9 -1 2[=-25-110+252 +44 +45-350 = —-144
11 7 1
3 25 4
dx. =|1 9 Z[=27+200+44 144 - 25 -66 =36
4 11 1
3 -5 25
dxz=1 -1 9|=-33-180+175 +100+55-189=-72
4 7 11
d =36 d =36 d =36

0 (4,-1,2) Es el conjunto de soluciones.

Regreso ala pagina principal
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2.2 ELIMINACION GAUSSIANA SIMPLE

Hﬂ}ii +an2};2 + ... +Hm}in =|'-:I|.

El método consiste en pasar este sistema de ecuaciones, a uno que pueda ser representado por una
matriz triangular superior.

a'11X1+a'12X2+ ...... +a'1an=C1

a'22X2+ ...... +a'2an:CZ

AnnXn=Cn

De la Gltima ecuacion ya se puede despejar X,,, para obtener un valor; x,, se substituye en la
ecuacion anterior para obtener €l valor de x,,. 1; asi se va substituyendo hacia atras hasta obtener el
valor detodas las X's.

Ejercicio:

X1+4 Xo- X3:6 (1)
2X1+5 Xo- 7X3=-9 (2)
3X1-2 Xo+ X3=2 (3)

Solucion:

l1o.- Dividir la (1) entre el coeficiente de x4, para tener como coeficiente de x4 un uno. En este caso ya

setiene.
20.- Eliminar x, de las ecuaciones (2) y (3), paraello, multiplicar la (1) por -2y sumarlaala(2) y

multiplicar 1a (1) por -3y sumarlaala(3).
X1+4 Xo- X3:6 (1)
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all, 1) =ia;.1) - -
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ali,n+1)

aln, 1)
al ] | — %l AR
a1, 11+ 1) jihi,_l, A4
all, 1)
1=fla =n-1ln-2..., 1

] =eolhuma

AT14] +— ali{-pivotetalic ]
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k=2 1:|i'-f|:|’r_E:

fyq —fgp +Ag5Ks _ .
(=2 B FT -1k =1_pivote
a4 w11

00 hi
cl, Ob,
Ol 5 [i] 4
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ail, lga, .
.. .. A
all.j) =al. ) - —
[k,k]

E=1ton
I=ltonconi<=k

E IT=kE+1,... tontl

donde:
k= filapivote; i= fila; j= columna; k=1,2,3,...... ,nconi?k; j=k,k+1,k+2,...... ,n+1.

3.- Senormaliza el elemento pivote

all,n+ 1) =M
all,1]
all i) =1

dondei=123,...... n

4.- Los valores resultantes de la solucion del sistemallineal estan en:
x(i)=a(i,n+1) parai=1,2,3,...... .nfilas.
A continuacion se presenta el programa para pascal que realiza €l cdlculo de Gauss-Jordan.

Procedure_Gauss-Jordan(N:byte; Var A:matriz);
Var
k,i,j:byte;
Pivoteredl;
Begin
{ Paso 1}
For k:=1to N do
Begin
{ If a[k,k]=0
Then
Intercambia filas(N,k,a);}
{ Lo que estd como comentario mejoraa método de Gauss-Jordan}
For I:=1to N do
Begin
If I<>k
Then
Begin
Pivote:=d[l K] / a[k,K];
For j:=k to N+1 do
ai,j]:=a[i,j]-Pivote*ak,j]
End
End
End;
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Rl =4
]
| F i 1754E
2.2916.150048.75)

000352 1459 173

0.003 5914
~ 104329 09(4 _ cligitos){104422
104300

¥, +29.14x, =39.17

-104500%, = -104400

= Tr

..':.1—  _

- 104400

X, = —— 1001
2 = 104300

59.17-59.14x,  59.17 - 59.14(1.001)

0.00> 0.003
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9217
Bold _cligitos )}

-104400

=3 71553(a _4 _cdigitoz) =-5.715




F0003 5914 [59. 17
.,_5.2'5' 1-6.130 AE..T:E:_J

‘0003 59.14 5817
104297 1 12'?‘IIZIMZIT..S'E-"_'.'.T_,.
%, +3%9.14%, =535.17
104257 1127 %, =104402 3327
104402 5307

1040971107

= r

=1.0010

RN

F0003 5214 [59. 17
.,_5.2'5' 1-6.130 alE..T:E:_,.

‘0003 5214 5917

104256 72104402 .54_,.|
0.005x, +59.14x, =32.17
104227 1127 %, =104402.25

104402 54
%2 T nange 7o

5917 -59.14x, 59.17 - 59.14{1 00)

=1.00

?=_1D
0.003 0,003
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I3 Y [ - [kl
|_1“':L"‘I-:'.=ii£n}:li}: |

L= J R L= SRR - .

¥ _efectuamas (R, ) «——{F )

SRR I & 1N I P | S T Aol Ao - (1)
lll.ﬂ.ll_}:lu- : | |-L__1 : |.-| = max(|0.003] 5.29]]) =[5.29]] =|.:121- |

3 (1]

My =—— =0.0005670
CIEA

1

v _la _operacion(E., -m,E J«——FE,
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111 -4210921 2010

401 102 -1.12-3.09
|109 0937.0.832( 421

sy, |y |2, |) = max (211|401, 1.09]) =|4.01 = o, |

B2

‘401 102 -1.12]-309"
71l -401:090 001
L1029 09370332421

401

102:

5.57¢

-1.7

-1.12| 309"

= o R T e 2
A | |:.=1.-.;.-_.‘|| =max(|-7.5762.|-1.7353]) =9.5762 =|:.
22" | [Aaz” ) | _ 5

F4.01 102 1123095
0
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306 - 1 S102x%,
-2.5760
-3.07 - 102, +1.12%,
— o 0l

04069
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R; : 30.00x4+591400%,=591700
R2 : 5291X1-6130X2:4678

S, = max([30.00| [591400]) = 591400
S, = max(|5.291].|-6.130]) =6.130

En consecuencia:

Fus| _ 3000 =0.5073E "
S, 591400

Rasf _ 5291 —0.8631

g, 6.130

El mayor valor corresponde a segundo renglon, y por lo tanto, selleva acabo € intercambiar:
(F., :I —(F, :I

5.291x,-6.130x,=46.78
30.00x,+591400x,=591700

Al aplicar la eliminacion gaussiana a este sistema mediante la aritmética de redondeo a cuatro
digitos, obtenemos | os resultados correctos:

X1=10y X,=1.00

Ejemplo:
Eliminacion Gaussiana con pivoteo parcial escalado de columna.

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales por medio de la aritmética de redondeo con 3
digitos.

2.11%,-4.21X,+ 0.921X5=2.01 S;
4.01x;+10.2x5-1.12x5=-3.09 S,
1.09x;+0.987x,+ 0.832x3=4.21 S;
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S, = 4218, = max([2.11} [-421] .921])
S, =102:8, =max( 401|102} |-1.121])
5, =1.09; 8, =max([.09] 0937} |0.832))

Rl _ 211 gons g,
PR

Rl
5,

E,«~——F,  k=le—k=3

= 11mj=1_,2_,..n

_ ) L )
109 08ET.0532) 4210 vy

B S RI4+RD
4.01

10.2; -1.12-3.09 109
211 -4210.921) 201

=1.451=3(fila)

_ M e =fla _a_ cambiar

107 0887 0532|4210

0 637 -4153|-156

0 -6.17%-0639-6.16

F,«——=F k="t =3flla _a_cambiu)

‘1009 0937, 0337|421

0 -6.12; -0633|-6. 16
6.37, 4.13|-15.46,

=512

107 0987, 0837|421
0 -6.12;-0639|-6.16
0 0 -49|o5n
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24 FACTORIZACION DE MATRICES

2.4.1 M étodo de Doolittle o M é&todo de Crout

Este método de Dooalittle se utiliza para resolver sistemas de ecuaciones simultaneas a traves de
factorizacion de matrices.

El método de Dooalittle consiste en descomponer lamatriz A (matriz de coeficientes de las incognitas)
en dosmatricesL y U.

Lasmatrices L y U deben ser matrices triangulares. L es una matriz triangular inferior, lacual enlo
particular tiene todos los elementos de la diagonal principal igual aunoy U es una matriz triangular
superior.

l 0 o 0 Uy Uy Uy Uy
[ - Ly 1 0 0 U= 0 Uy, Uy Uy

Ly Ly 1 Of I 0 U, U,

Ly Li Ly 1 I 0 o U,
A=LU
A1 HAyp gz Ay 1 0 0 04Uy Uy Uy Uy
Azy Azz Hzz Hpe| Ly O 0 0 Uy Uy Uy
51 fg g Ase| |Lar Lag it 0 Uz U
Aqy fga Az Agef (Lay Ly Lgg 1/ O 0 0 U,

El método de Dooalittle consiste en encontrar los valores de los elementos de las matricesL y U a
partir de lamatriz A.
Después, pararesolver € sistema:

Ax=b
Se efectlian |as siguientes sustituciones:
LUx=b
Lz=b donde z=Ux
De tal manera que:
1.- Secalculaz apartir de Lz=b

2.- Se calcula x a partir de Ux=z
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=L Uy =a4g =Ly =-7
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f 100 033 . P 1.0 i
-1l 145 _ =101 1.0

432 -1e0 1.00
3.

4.00 11 269 -504 100}, O 500 )

1.0 I
-201 10
432 -1s60 100
, 311 -2ef 604 100/4z,,
100z, =3.00
=54
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0y 10 -3 ]
O 0 83710 -26/10

0 -559

10 =L

U+ LUy + LUy

1 —1 * 1 & [ AR
10=1*T,, +0*0+0*0
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20 -Ux =z

-

o

: 1™ A =LUU=doncle L
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=l b + 1o, =4

<

LUz =D
doncde{ux =z2)
ne —Lz=h
i 1
1/10
L —2f 10
z, =245
mustituyendo _ walores
o 1,
+Z,=-F=I1,=-5-—I
: 10

~1145) = -40.41
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04 -1 2 Conanto _ solucion
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i-1
L1, ]| =all, ]I - EL{i, 1'::'.“':1':- ]I
k=1

i_i |III L.
i1 1) =|ail ) - EL{L lg) eefle, ) ."'IL':-I' 1
k=1 I|I

i-1 !
. e PENE TR II| .
Zi1) =|bi1) - +EiL (1,lc)zil) / Li1,1]

fdoncle 1 =123 ... 1

L
1) =201 - Sul k=l
k=1+1

fdoncle i=nn-ln-"n-3...1
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Else
U[i,j]:=0
End
End;

Procedure pasol Crout (N:byte;A:matriz;Var L,U:matriz);
{A=LU}
Var
K,i,j:byte;
Begin
For i:=1toN do
Forj:=1tondo
Ifi>5
Then
Begin
L[i j1:=ali,]
Fork:=1toj-1do
L[i,j]:=L[i,j]-L[i,K]xU[k,]
End
Else
Begin
Ui j]:=li 1;
Fork:=1tol-1do
U[i,j]:=U[ij]-L[1LK]xU[K,j];
U[i,j]:=U[i,j]/ L[i,i]
End
End;

Procedure paso2_Crout(N:Byte;L :matriz;B:vector;Var z:vector);
{Lz=B}
Var
I,k:byte;
Begin
Fori:=1ti N do
Begin
z[i]:=B]i];
Fork:=1toi-1do
z[i]:=z[i]-L[i,k]xz[K];
zZ[1]:=z[i]/L[i,i]
End
End;

Procedure paso3_Crout (N:byte;U:matriz;y:vector;Var x:Vector);
{Ux=2z}
Var
I,k:byte;
Begin
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Aplicacion de Matrices

2.5 Aplicacion de Matrices

Setiene un grupo de matrices que son muy importantes para las transfor maciones tales como
traslacion, rotacion, escalamiento, etc. Estas sirven para graficacion, robética, realidad virtual,
y computacion para larepresentacion de objetos en segunda dimension (2D) y en tercera
dimension (3D). Las matrices para 2D son :

Cosf —Send O
Eot = Rotacién = | Send Cos& O

I I 1
1 0 Tx=
Traz= Traslacion=|0 1 Ty
0 0 1
sz 0 0
Eszc = Escalamiento = | 0 5% [
o0 1

Ejemplo:
L os puntos P1=(2,1); P,=(2,4) y P3=(5,1) forman un triangulo, por lo que se desea rotar 45
grados, despuéstrasladar en Tx =2y Ty =4y finalmente escalar en Sx=2y Sy = 2, represente
cada una delastransfor maciones par a visualizar como queda €l triangulo después de cada
transfor macion.

Solucion :

Los 45 grados = 0.7854 radianes.

L os puntos pueden ser representados en una matriz de puntos::

2 2 5
1 4 1
1 1 1

MatPtos = ; que al dibujarse queda como € triangulo No. 1.
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Aplicacion de Matrices

[Cos(07854) -Ben{0.7854) 0][2 2 5

menil.78%4)  Cos(0782) 011 4 1
MatTrans=L 0 0 it 11

[0.7071 —14142 23234

21213 42426 42426
MatTrans= L ! ! 1

Quedibujarse queda como € triangulo No 2. Ahorasetraslada Tx =2y Ty =4

1 0 207071 -14142 ZE284
0 1 421213 42426 42426
o 0

MatTrans= I ! I !

27071 038338 48284
61213 82426 52426

MatTrans= I ! !

Que al dibujarse queda como € triangulo No. 3. Ahoraseescalaen Sx =2y Sy =2:

o 0 027071 03838 4 8284
0 2 061213 32426 52426

MatTrans=0 U 1 ! 1 !

24142 11716 96568
122426 16485 164832

MatTrans= L | ! !

Que al dibujarse queda como € triangulo No. 4.

Si queremos ver como se multiplican las matrices, vamonos hacia atras :
MatTrans = Esc*MatTrasl

Pero,¢Quién esMatTrasl?

MatTrasl = Tras*MatTras2

Asi quequeda:
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Aplicacion de Matrices

MatTras=Esc*TrasMatTras2
Pero,¢;Quién esMatTras2?
MatTras2 = Rot*MatTras3

Asi quequeda:

MatTras= Esc*Tras*Rot*MatTras3
Pero,¢;Quién esMatTras3?
MatTras3 = I*MatPtos

Asi que queda:

MatTras= Esc* Tras*Rot*|*MatPtos

Siendo:

[ S
e =
—  —

MatPtos= Matriz de puntos =

MatTras3 se hace necesaria desde e punto de vista computacional para no alterar la matriz de
puntos por s se deseainicializar nuevamente el proceso.

Lasiguiente figura muestra los cuatro triangulos cor respondientes a las difer entes
transformaciones del tridngulo original No. 1.
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Aplicacion de Matrices
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Regreso ala pagina principal.
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25MINIMOS CUADRADOS

L os minimos cuadrados lineal, se utilizan, entre otras cosas 0 principamente, para ajustar datos a una
linearecta de laforma y=ax+b. Para€llo |o que se quiere es minimizar el valor real con respecto al
valor calculado y para ello se emplea la siguiente ecuacion:

Froin= S[v; - (ax; +b)}
¥ 1)

Donde se desea que F seala minima diferencia entre los valores reales (y;) y los valores calculados a
partir de: y; ca=ax; +b (2)

Para encontrar los valores de ay de b se deriva parcialmente la ecuacion (1) con respecto aay b. De
manera que se obtienen 2 ecuaciones las cuales se trabajan simultaneamente, y asi finalmente
encontrar losvaloresde ay b.

MH
2
"'{'.
+
H
be
+
[

I:|=

M
I}
oy

0=

“Mp
:"
+
tEAe
ﬁ
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&
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Ecuacidn(f)
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2

Sumatoria x; :=suma
End,

Function SumatoriaX; y; (N:Byte;x,y:vector):red;
Var

Begin

Suma=0;

For i:=1to N do
Suma=sumatx[i]*y[i];
SumatoriaX; Yy; :=suma
End;

Ejemplo:

Tratemos de aproximar a una recta:

L
1 2 2

2 4 11

3 6 28

4 8 40
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2

a=nZKiFi_ 2E 2V
HEK:LE_':EKJE
42*2+4* 11 +6* 28+ 8% 401 —[2 +4 + 6+ 8][2 + 11+ 28 + 40]
2% +4* 465 1B -2 +4+ 6+ 80

A= E=t‘§-.55
all
h = 231223’1 - DE ¥ > HE
nyxc - (9x )
(27 447 462 £ 82) (24 11+28+40)— (2% 2+ 4% 1146 %28+
3% 402+ 446 + 8)
B 422 +4% +65 4+ 85 -2 +4 +6 4+ 8)°
. 9720 - 10720 _ —1000 __125
4a0 — 400 all
v = + b

.l = 6 552, — 12.5

I R O
1 2 2 0.6

b

2 4 11 13.7
3 6 28 26.8
4 8 40 33.9

Donde los valoresy; ca significan valores calculados con la ecuacion obtenida a través del método de
minimos cuadrados que son valores aproximados de'y; |os cuales caen sobre unalinearecta Y esta
linea recta pasa entre todos los puntos y; experimentales. Se pueden usar como valoresde x; que
estén en el intervalo delos x; dados.

Ejercicio:

Encontrar larectay; =ax; +b que mejor represente a los siguientes puntos.
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1 1 13
2 2 CHE,
3 3 4.2
4 4 5.0
5 5 7.0
6 6 8.8
7 F 10.1
8 8 12.5
9 9 13.0
10 10 15.6

Respuesta:

W

. 383(B1) - 55(5724) _ 0,360

10(385) — (55)°
v, =ax; +b
v, =1538x, - 036

I N I
1 1 1.3 1.18
2 2 35 2.72
3 3 4.2 4.25
4 4 5.0 5.79
S 5 7.0 7.33
6 6 8.8 8.87
7 7 10.1 10.41
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8 8 125 11.94
> 9 13.0 13.48
10 10 15.6 15.02

Regreso ala pagina principal .
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APROXIMACION MULTILINEAL CON MINIMOS CUADRADOS

Aproximacion Multilineal con Minimos Cuadrados

Con frecuencia se tienen funciones de mas de una variable; esto es, f(u,v,z). Si se sospecha una
funcionalidad lineal en las distintas variables; es decir, S se piensa que a funcion

y=ag+au+ay+agz

puede ajustar losdatos de la tabla siguiente

Puntos u Y Z y
i U Vi Z; f(uq, vy, 29)
2 Uy Vo Zy f(uy, vy, 25)
3 Us V3 Z3 f(uz, Vg, Z3)
M M M M M
n Up Vi Z f(Un, Vi Zp)

Se puede aplicar el método de los minimos cuadr ados para deter minar los coeficientes ay, a1, ay y
ag que mejor aproximen la funcion de varias variables tabulada. El procedimiento es analogo al
descrito anteriormentey consiste en minimizar la funcién

2
I
E[(au +a +aLv, +aszij| - }.ri]

i=1

que derivada par cialmente con respecto de cada coeficiente por determinar: coeficientes ag, a,, a,
y a3 eigualada a cero cada una, queda

%g[(an+a1u +a,V, + AT ] —22[a0+a1u +a,v, +a z] ;:.ri] 1=0
ég[[a +aU, +a,v, +a,3; ]—22[31 +al, +a,v, +a,2, ]u_[l
ig[(au+au + ALV, +ALE; ] —22[a0+au +av+az] j.ri] v, =0
ég[(au+alu +a,7, +agz ] —Ez[au+a1u +a,7, +a32 ] z, =1

ecuaciones querearregladas generan €l sistema algebraico lineal siguiente::

DA, +3, yU+a, ¥¥+a, Y2=%¥

A, Pu+a; u’ +a, Tuv+a; Tuz="Tuy
A, TV+A, T+, TV +a, WVE= DYy
Ay mZ +a122u+a222v+a3222 = ¥zy
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APROXIMACION MULTILINEAL CON MINIMOS CUADRADOS

En lasincégnitas ay, a; y as. Para smplificar la escritura se han omitido losindicesl|, deu, v,y zy
los limites de las sumatorias, que van de 1 hasta n.

Problema:

A partir de un estudio experimental acer ca de la estabilizacion de ar cilla muy plastica, se observo
gue el contenido de agua para moldeo con densidad optima dependia linealmente de los

por centajes de cal y puzolana mezclados con la arcilla. Setuvieron asi losresultados que se dan
abajo. Ajuste una ecuacion delaforma:

y=8tau+ayy

alos datos de dicha tabla.

Agua (%) Cal (%) Puzolana (%)
y u Y
27.5 2.0 18.0
28.0 3.5 16.5
28.8 45 105
29.1 25 25
30.0 8.5 9.0
31.0 105 45

Solucién en excdl.
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3.0 RAICES DE UNA ECUACION

3.1 METODOSPRELIMINARES

L os métodos numéricos para tratar |0s problemas rel acionados con raices de una ecuacion, sirven para
obtener aproximaciones a las soluciones de ecuaciones de las cuales no es posible obtener respuesta
exacta con métodos algebraicos (Solo respuestas aproximadas). Por g emplo, la ecuacion:

1564000=1000000* €* +(435000/\ )* (€ -1)

dela cual se deseara obtener “A .
Uno de los problemas basi cos de |a aproximacion numérica, es el problema de la blisqueda de las
raices.

Regreso ala pagina principal

3.1.1 M étodo de biseccidn o bisecciones sucesivas 0 busqueda binaria

1.- Método de biseccion o bisecciones sucesivas de busqueda binaria.

Este es uno de los problemas de aproximacion mas antuguos y sin embargo lainvestigacion
correspondiente todavia continua.

Supongamos que f(x) es unafuncién contintia definida en el intervalo [a,b] con f(a) y f(b) de signos
diferentes.

El método de biseccion nos dice que de acuerdo al teoremadel valor intermedio existe un nimero p
en a,b tal que f(p)=0.

Aunque el procedimiento en el caso en que f(a) y f(b) tengan signos diferentes y exista mas de una
raiz en €l intervalo (a,b), por razones de simplicidad suponemos que laraiz de este intervalo es Unica.
El método de biseccién requiere dividir varias veces ala mitad los subintervalos de [a,b] y, en cada
paso, localizar la mitad que contenga ap.

Para empezar se supone que a;=ay by=by que sea p; €l punto medio def(a;) y f(b;), es decir:

1

P1 =§|:3-1+t'1:|
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Se elimina

f{al}

Figura 3.1.- f(p,) tiene signo diferente af(a;) entonces aca estalaraiz; f(p;) tiene signo igual af(b,)
entonces esta mitad se elimina.

s f(p;)=0 entonces p=p;
s f(py) y f(ay) tienen e mismo signo, entonces p & (py,b;) Y a&=p; y by=b;
s f(p;) y f(ay) tiene signos opuestos entonces p & (a;,p1) Y &=ay Y bo=p;

f':El} f{P]_}

e elimina

-
__

Se elimdna

f{ﬂl}

NN

Figura 3.2.- Areas de eliminacion.
Después volvemos a aplicar € proceso a intervalo [ay,b,]. Asi se continua hasta alcanzar algun

criterio de convergencia. Un buen criterio de convergencia es €l que hace referenciaa error relativo
aproximado (ERA).

|1:'H - PH—1| <¢
By para py10

Donde ¢ representa la tolerancia permitida con respecto al error relativo. Al trabgar programas de
computadora conviene fijar el nUmero maximo de iteraciones que se efectuaron.

En lafigura 3.3 seilustra gréficamente el método de biseccion.
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1.5 32000]

ERA 21332

L5 5
signo(p_act=1.5)¢es=?signof(f(a)=-5) no entonces:
b=p act=15
a=1

pante pact=15

Itera := ltera+1 =1+1=2

p act=(atb)/2=(1+15)/2=1.25
f(p_act) = (1.25)3 + 4*(1.25)2 - 10 = -1.7968
f(p_act = 1.25) = -1.7968 ¢es=? 0 no

ERA = M 0.2
[L.25] no es menor gue &
Signof (fp_act =-1.7968) ¢es=? signof (f(a) =-5) s
a=p act=125
b=15
p ante p act=125
Itera:= Itera+ 1 =2+1=3
P_act = (ath) /2 =(1.25+1.5) /2= 1.375
f(p_act) = (1.375)3 + 4*(1.375)2 - 10 = 0.1621
f(p_act = 1.375) = 0.1621 ¢es=? 0 no

ERA = w 0.020%
|1.575] no es menor que ¢
Signof (fp_act= 0.1621) ¢es=?signof (f(a) = -1.7968) no
a=125
b=p_act=1.375
p_ant=p act=1.375
ltera=Iterat+1=3+1=4
p_act = (atb) /2= 13125
f(p_act) = (1.3125)3 + 4*(1.3125)2 - 10 = -0.8483
f(p_act = 1.3125) ¢es=7-0.8483 ¢es=?0no

ERA — |1.2125 1375 0.0476

[L.3125] no es menor que ¢
Signof (fp_act=-0.8483) ¢es =? signof (f(a) =-1.7968) s
a=p act=1.3125
b=1375
p ant=p act=1.3125
Itera=Iterat+1=3+1=4
p act = (atb) / 2=1.3437
f(p_act) = (1.3437)3 + 4% (1.3437)2 - 10 = -0.3515
f(p_act =1.3437) =-0.3515 ¢es=?0no

1.3437 - 1.3125
ER&=| |=D.D232

|1.3437] no es menor que ¢
Signof (fp_act ) =-0.3515 ¢es =? signof (f(a)) =-0.8483 s
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a=p_act =1.3437

b=1.375

p_ant=p_act =1.3437
Itera=lterat1=4+1=5

A+ h] 13437 + 1375

p_act = [ 2 2

f(p_act) = (1.3593)3 + 4*(1.3593)2 - 10 = -0.09736
f(p_act) =-0.09736 ¢es=?0no

ERA — [1.3671-1.35%3 001147
13671 no es menor que ¢
Signof (fp_act ) =-0.097 ¢es=?signof (f(a) = 1.3437 )=-0.3515s
a=p_act=1.3593
b=1375
p_ant=p_act =1.3593
p_act = (atb) / 2 = (1.3593+1.375)/2 =1.3671
f(p_act) = (1.3671)3 + 4*(1.3671)2 - 10 = 0.03118
f(p_act ) =0.03118 ¢es=?0no
|1.3671—1.3593

=1.35%3

ERA = = 0.0057 < &
13671 oy

Encontrado = Truey laraiz:

Raiz = 1.3671

En resumen:

0 [ @ [ o [ e [ 0
1 1 2 15 2.375
2 1 1.5 1.25 -1.7068
3 1.25 1.5 1.375 0.16214
4 1.25 1.375 1.3125 -0.8483
5 1.3125 1.375 1.343 -0.333
6 1.343 1.375 1.359 -0.102
7 1.359 1.375 1.367 0.029
8 1.359 1.367 1.363 -0.036
9 1.363 1.367 1.365 -0.0037
10 1.365 1.367 1.366 -

11 1.365 1.366 1.3655 0.0044
12 1.365 1.3655 1.36525 0.0003
13 1.365 1.36525 1.36515 -0.0021
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14 1.36515 1.36525 1.36517 -0.0009

A continuacion se presentan los procedimientos y funciones requeridos para
implementar el problemaen Turbo Pascal.

Procedure Biseccion Sucesivos (a,b;real);
Var
Begin
If f(a)*f(b) <0
Then
Begin
p_ant := maxint;
Itera:=1;
¢ :=0.001;
maxItera:=10;
Encontrado := Falsg;
Repeat
p act = (at+b)/ 2,
fp_act :=f(p_act);
If fp_act=0
Then
Encontrado := true
Else
If ERA(p_act,p_ant) < ¢
Then
Encontrado := true
Else
Begin
If signof (fp_act)=signof(f(a))
Then
a=p_act
Else
b:=p_act
p_ant:=p_act;
End;
ltera:= lterat+l
Until (Itera> maxltera) or Encontrado
Writeln (‘Raiz=",p_act: 0: 4)
End
Else
Writeln (*No hay raiz');
ReadIn
End;

Function Signof(Num:real):shortint;
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p_:aﬂt = P

Itera a4— Itera+l
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—d
2]:1'

|PH _1:'|E

Donde by a(ver figura 3.3) son las cotas entre las cuales se desea encontrar laraiz.
N = # de bisecciones.

[Py — Dles el error absoluto permitido

-4
Por gemplo: Hagamos referencia al ejemplo anterior donde b=2, a=1y [P - p[=10

104 < (2-1)/2N
104 < U2N
104< 2N
Resolviendo con logaritmos:
—4log,, = -MNlog, 2
DespgjamosaN
i |
log,,

[1 N >= 13.28 |teraciones 0 bisecciones.
Regreso ala pagina principal
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3.2INTERPOLACION LINEAL INVERSA O FALSA

POSICION Y METODO DE LA SECANTE

3.2.1 Método dela Interpolacion Lineal Inversa o M étodo dela falsa posicion.

Se trata de encontrar laraiz de una ecuacion. La ecuacion tiene laformaf(x), es decir, esuna
funcion de x. Ademés, f(x) estadefinidaen €l intervalo [a,b].

)

fiak

Becta L

k)

Figura 3.5.- Intervalo de f(x).

El método de lainterpolacion lineal inversa, requiere varias condiciones:
1.-f(@*f(b) <0
Es decir, que € producto de lafuncion de x, f(x), evaluada en a, f(a), multiplicada por la funcién de
X, f(x), evaluada en b, f(b), sea negativo (menor a cero).
2.- Que lafuncion f(x) se aproxime por otrafuncion L(x).

f(x) es aproximadamente igual a L (x)

Donde L(x) es:

L(x) =f(@ + (x-a*S

Donde: S=Pendiente

S= [f(b)-f(a)] / (b-a)

O L(x) =f(a) + (x-a) *[(f(b)-f(a)) / (b-a)]

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_2/Sub3-2.html (1 de 9) [10/01/2003 19:35:12]



3

Delo que en realidad se trata es de que L(x) seaigual acero para cuando x seaigual alaraiz que se
busca, o sea cuando x=C. L (x)=L(C)=0

L{z)=Lic)=0
~SLfE)l=0=fia)+(x - aj[@}
ST
_ —fia)y  -flafb-a] -bf{a)+af(a)
=) —f@) " F(0)—f@) (5] Fla)
h-a
. —tffa)+af(a)  a[fib)-fla)]-bfla)+af(a)
AT T Y —fa) F(b)—f(a) -
_af (b — af(a) - bf(a) + af (a)
B fib) - f(a)
af (b — bf{a)]
~ f(b)-f(a)

Sin embargo como hicimos L (x)=0 para cuando x=C, es decir cuando x seaigual alaraiz que se
anda buscando, entonces la ecuacion de arriba se debe de escribir como:

. _ ()~ bl
fihi—1ia)  donde C eslaraiz que se anda buscando

Después se calcula f(C) paraver su vaor. Si se obtiene cero, no se debe avanzar mas, pero en caso
de no ser asi, serealizalo siguiente:

Se calculaf(C)*f(a) si este producto es menor a cero (negativo), entonces ahora C equivaldraab, y
se repite el calculo para encontrar una nueva C.

En e caso de que f(C)*f(b) seala que haya dado el producto menor a cero, 0 sea negativo, entonces
ahoraaequivaldraac, y se repite el caculo para encontrar una nueva C.

A este método, se le conoce como: Método de lafalsa posicion.
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fb=f(b=2)=-0.4161

- SO COND 05
f=f(Cact =1.5649)= cos(1.5649)= 0.005896
f(Cact )= 0.005896 ¢no esigua a0? no

ERA (C,qt =1.5649, C_ant = 99999)= 1.5649 - 99999 / 1.5649 ? no es menor a ¢
fC*f(a) <0

(0.005896)* (0.5403) ? es diferente a cero L1

a=C,.¢ = 1.5649

b=2

Iltera=1

C_ant <-- C,.¢ = 1.5649

fa=f(a=1.5649)=0.005896
fb=f(b=2)= -0.4161

o LS649(-04161) - 2(0.005896)
et -0.4161 - 0005596

f(Caer =1.5709)= cos(1.5709)= - 0.0001036

f(C)=- 0.0001036 no esigua a0

ERA (C_,4=1.5709, C_ant = 1.5649)= (1.5709 - 1.5649) / 1.5709 = 0.0038194 ? no es menor a ¢,
fC*f(a) <0

(-0.0001036)* (0.005896) ? si es menor a cero [

a=a=1.5649

b=C,.t =1.5709

ltera=2

C _ant =1.5709

=1.5709

f(a=1.5649) = 0.005896

f(b=1.5709)=cos 1.5709 = -0.0001036
o _ L5643(-0.0001036) 1 5703(0.0058% )

aet = —0.0001036 — 0.005396
f(C5ct =1.5707)=cos (1.5707)= -0.00000006629

f(Cyet )¥f(a) ¢ esigua?no

=1.5707

ERA(C = 1.5707,C_ant = 1.5709) = |1'5???5;;'?5?D9|= 1272107 = 0.000127 < 0.001(s{)

Raiz =
1.5707

Tarea:

1) Sea f(x)=x2-6 con [2,3] encontrar laraiz por el método de lafalsaposicion con & =0.001.
R=2.45454

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_2/Sub3-2.html (4 de 9) [10/01/2003 19:35:12]



fua— 0.001

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_2/Sub3-2.html (5 de 9) [10/01/2003 19:35:12]



Método de 1a secante

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_2/Sub3-2.html (6 de 9) [10/01/2003 19:35:12]



3

fx; = f(x4=0)=cos0-0=1
X5 = f(x,=1)=cos 1- 1= -0.4596
Coafng) —apfing ) O(—-0.4596) — 1l
£, — £ —0.4596 — 1

fx3 = f(x3=0.6850) = cos 0.6850 - 0.6850 = 0.08937

f(xg) ¢, esigual acero? O no esigua a0

ERA (x3Xp) <&

005937 -1
0.05937

X1 <-- Xo=1

X5 <-- X3=0.6850

J<-- H1=1

fxq = f(x,=1) = -0.4596

X5 = f(X,=0.685) = 0.08937
1{0.08937) — 0.655¢—0.4596)

T 0.08937— (0459

X3 = f(x3=0.7362) = cos 0.7362 - 0.7362 = 0.004825

f(x3) ¢, esigual acero?Onoesigua a0

ERA (x3=0.7362, X,=0.6850) < ¢

|0.7362 — 0,685

EE

X1 <-- X2=0.6850

Xo <-- X3=0.7362

J<-- H1=2

x4 = f(x,=0.6850) = 0.08937

X5 = f(x,=0.7362) = 0.004825

. 0.685(0.004525) — 0.7362 (0.08937)
e 0.004825 - 0.08937

X3 = f(x3=0.7391) = cos 0.7391 - 0.7391 = -0.000024

f(x3) ¢esigual acero? O no esigua a0

ERA (x3=0.7391, x,=0.7362) no es menor a ¢

07391 - 0.7362

[ 073w

X1 <-- Xo=0.7362

X5 <-- X3=0.7391

J<-- H1=3

X, = f(x4=0.7362) = 0.004825

X5 = f(x,=0.7391) = -0.000024

_ 0.7362(—-0.000024) - 0.7391{ 0.004825)

—0.000024 — 0004525
X3 = f(x3=0.7390) = cos 0.7390 - 0.7390 = 0.0001424

= [1.6350

‘ =10.158 = 0.001

X = 07362

= 0.06966 = 0.001

=0.7391

= 0.003923 = 0.001

=[.7390

i

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_2/Sub3-2.html (7 de 9) [10/01/2003 19:35:12]



3

f(x3) ¢esigual acero? O no esigua a0
ERA (x3=0.7390, X,=0.7391) es menor a ¢

<¢dg
[J Raiz =0.7390
Tarea:
Ejercicios

1) Seaf(x) = x2 - 6 con x,=3 y X,=2 encuentre X5. Aplicar el método de secante con & =0.001. (Raiz =
2.45454)

2) Seaf(x) = x3 - cosx con x4= -1y X, = 0 encontrar x5 con el método de la secante. Probar para
J=1,2,3 (3 iteraciones).

A continuacion se presenta el procedimiento a seguir en Turbo Pascal.

Procedure Secante( X4, X, : real)

Var
Jmaxltera:byte;
Epsilon, X3, fX, fX,, fxs:red;
Begin
If f(x1)*f(xo) <0
Then
Begin
Encontrado:= False;
J=0;
Epsilon := 0.001;
maxltera=10;
Repeat
fx1 <-- f(X4);
fx2 <-- f(X,);
X3 <-- (X1*f(Xo) - Xo*f(Xq) / (X5 - TX1);
fx3 <-- f(X3)
If fx3=0
Then
Encontrado := True
Else
If ERA (X3,X5) < Epsilon
Then
Encontrado :=True
Else
Begin
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3.3ITERACION O METODO ITERATIVO DE PUNTO FIJO

Este método sirve para encontrar las raices de una ecuacion y consiste en |0s siguientes pasos.

1.- Nos deben dar lafuncion ala cual |e debemos encontrar laraiz, es decir, debemos conocer f(x)=0.
Ejemplo: f(x)=05*x-4=0

2.- Nos deben de dar un valor inicial x,. Ejemplo x, = 0.

3.- Delafuncion f(x) debemos de despgjar X de manera que encontremos una nueva funcion de x
llamada ahora g(x).

Ejemplo:

(2/12)*x - (1/2)*x - 4 = 0 donde (1/2)*x no se dtera

X-(U2)*x-4=0

O x=(U2*x+4

gx) =x=(U2)*x+4

4.- Se derivalafuncion g(x). En € caso de que €l valor absoluto de la derivada de g(x) sea menor a

uno, se asegura gque &l despeje realizado funcione.
oy = 132 B L 2L
gl =S —+—— =l E,IE{:-:}I-*lsi
5.- Luego se evalla g(x) utilizando primero X,. El resultado de esta evaluacion se convierte en el

nuevo valor de x y asi se continta hasta encontrar laraiz deseada desde luego, satisfaciendo un error
deseado.

Solucion:

Xo=0, ¢ =0.001

X1=(Xs/2) +4=0+4=4

ERA (Xlixo) 3

Xo=(X1/2) +4=6

ERA (x2X1) &

X3=(Xol2) +4=7

ERA (x3Xp) €

Xq4=(X3/2) +4 =75

ERA (X4 =7.5,X3=7)

75-7
7.5 (que no esmenor aé )

Xg = (X4/2) +4=T7.75

ERA (X5,X4) &

X6 = (X5/2) +4=7.875

‘ = 0066 > &
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7875- 775 .
}7‘ = 00158 > &
ERA (Xg, X5)=! 7873 (que no esmenor a g )

X = (Xg/2) + 4 = 7.9375

ERA (X7, Xg) €

Xg = (X7/2) + 4 = 7.96875

796575~ 79373 _ 000039 > &

ERA (xgXx7)=! 796875 | (que no esmenor ag )
Xg = (Xg/2) + 4 = 7.984375
7984375 - 79687 oo g
ERA (Xg,Xg)= 79843 |

X10= (Xg/2) + 4 = 7.9921875

(que no esmenor ag )

ERA (X10Xg)=
[J Raiz = X1 = 7.9921875 (tiende a 8)
El ndmero 7.9921 se le llama punto fijo de g(x), sin importar cual sea el x,,. El punto fijo de g(x) esla

raiz de f(x).

Ejemplo :

Seaf(x) =x +4 =0y X, =0 Encontrar unaraiz por el método iterativo del punto fijo.
Hagamos un posible despge:

2*X-x+4=0

x=2*x+40g(xX)=2*x+4

g& acute;(x) = 2 donde g& acute;(x) no es menor a 1, por o tanto, no se asegura que este despge sirva:
Probemos:

Xo=0

X1=2*(0)+4=4

Xo=2* (4)+4=12

X3=2* (12)+4=28

X4=2* (28)+4=60

x tiende al infinito de manerata que no vamos a encontrar ninguna raiz, desde luego comenzando con
Xo=0.

Al analizar f(x)=x+4=0. Vemos que la solucion es x+4=0 [] x=-4.

Y desde luego, s iniciaramos con la solucion, es decir, que X, = -4, s tenderiamos a encontrar |a
solucién. Sin embargo, el método trata de que dado un valor inicial que no sealasolucién, se
encuentre la solucion.

Xg = -4; X1=2*(-4)+4 [0 x,=-4

Seaf(x) = x+4 = 0 con x,=0

2*X-X+4=0?x=2*x+40 g(x) =2*x+4

g&acute;(x)= 2 que es mayor a1 [1 g&acute;(x) no es menor que 1y por |o tanto no se asegura que
este despgje sirva.

Probemos
Con x,=0

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_3/Sub3-3.html (2 de 7) [10/01/2003 19:35:21]



3

X1=2* X +4=2* (0)+4=4

Xo=2% X +4=2% (4)+4=12

X3=2* X,+4=2* (12)+4=28

X4=2* Xa+4=2* (28)+4=60

x tiende a infinito de maneratal que no vamos a encontrar ninguna raiz.
I ntentemos otro despeje:

f(X)=x+4=0

se despeja con respecto a (3/2)x

B2)*x - (U2)*x+4=0

(312)*x=(1/2)*x - 4

x= (2/3)* (1/2)*x - (2/3)* (4)=(1/3)*x - (8/3)
0 g(x)=(1/3)*x - (8/3)

1
kx| = E;Ig’{:-:}l <1

checando que (1/3) < 1 se aseguraque € despeje realizado Sl sirve.
Probemos con x,=0 x_ant =x,=0

X act=(x_ant/3)-2.66=0-2.66=-2.66

ERA (x_act =-2.66, x_ant = 0)

—2.66— III‘ d
= 1 = f}"
‘ -2 .66
X_ant = Xx_act =-2.66
ltera=1

x_act = (-2.66/ 3) - 2.66 = -3.5466
ERA (x_act =-3.5466,x_ant = -2.66)

|—3.54_55—|:—2.55}| 02500 > &
| 35466 |

X_ant = x_act = -3.5466
Itera=2

(que no esmenor ag)

X_act = (-3.5466/ 3) - 2.66 = -3.8422

ERA (x_act =-3.8422,x_ant = -3.5466)

[73.8422 — {—5.5466)| _ 007603 = o

| —sm4zz | (que no es menor a &)
X_ant = x_act =-3.8422

Itera=3

x_act = (-3.8422/ 3) - 2.66 = -3.9407
ERA (x_act =-3.9407,x_ant = -3.8422)

39407 - (-38422)| _ | o .
| —3.9407 | 5

(que no esmenor ag)
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X_ant = X_act =-3.9407
ltera=4

x_act = (-3.9407/ 3) - 2.66 = -3.9735
ERA (x_act =-3.9735,x_ant = -3.9407)

|—3.9?:—:_5 mLac ol L] RPN, &
| 30735 |

X _ant=Xx act =-3.9735
Itera=5

(que no esmenor ag)

x_act = (-3.9735/ 3) - 2.66 = -3.9845
ERA (x_act =-3.9845,x_ant = -3.9735)

|—3.984_53 —g {8;2.9?35}| 000276 >

X_ant = x_act =-3.9845
Itera=6

(que no esmenor ag )

x_act = (-3.9845/ 3) - 2.66 = -3.9881
ERA (x_act =-3.9881,x_ant = -3.9845)

I—S.gaa_;—g{a—ac-.;.QMS:.I: 0.00090 < &

0 Raiz = -3.9881
Esto tiende a nimero -4. Al nimero -4 se le llama punto fijo de g(x), sin importar cual sea el X, El

punto fijo de g(x) eslaraiz de f(x).

(quesi esmenor a¢ )
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Para x=0 gue no es menor que 1 [1 no se cumple

Por lo tanto vemos que pasa con x>0 y x<O0:
para = [l =}|—e"‘| < 1(21 se curmple)

g& acute;(X)= - ex e _%= . =}|_E_x =1
Por gjemplo para:

—x| * -5 .
e e ™| =4.53*10 <1 SR

x| = |—4.53:-:1n'5| <1

¥ =—10 e " = 22026 .46
)| = [-22026 4600 _es_menor_a_uno. [ ng se cumple.

Esto asegura que el despge hecho si funciona para valores de xO0.
Probemos:
Dado que x,=0 I se debe empezar con otro valor como x,=0.1 0 X,=1y con la ecuacion iterativa

Xact: e—X&nt

X1=1
Xo=e1=0.367879441171
X3=€X2 =0.692200627556
X,=€%3=0.500473500563
Xs=€*4=0.606243535086
Xg=€%5=0.545395785975
X7=€%6=0.579612335503
Xg=€%X7=0.560115461361
Xq=€*8=0.57114311508
X10=€%9=0. 564879347391
X11=€%10=0.568428725029
X1o=€*11=0, 566414733147
X13=€*12=0,567556637328
X14=€%13=0.566908911922

x15=eX14=0 567276232175
0.567276232175 — 0.566708911922 |
0.567276232175 |

Esto tiende a converger al nimero 0.5673 Al nimero 0.567276232175 se le llama punto fijo de g(x),
sin importar cual sea el X,. El punto fijo de g(x) eslaraiz de f(x).

ERA = = 0.0006475 < &= 0.001(si)

Tarea:

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_3/Sub3-3.html (6 de 7) [10/01/2003 19:35:21]



3

1.-Encontrar laraiz de f(x)= eX - 3*x = 0 que se encuentraen [1.4,1.5] usando x,=1.5 por el método
iterativo del punto fijo.
2.- Encontrar laraiz de f(x)= x® + x2 = 9 que se encuentraen [1.4,1.5] usando x,=1.5 por el método
Iterativo del punto fijo.

Regreso ala pagina principal.
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3.5 TERACION RAZON DE CONVERGENCIA

Este tematiene que ver con todo lo mencionado anteriormente paraiteracion (3.3y 3.4). Sin
embargo, hace énfasis en evaluar la derivada de la funcion g(x) paraver s €l despeje realizado nos va
aservir o no nosvaaservir.

Por gemplo:

Encontrar laraiz de f(x)=x2- x - 6 =0 usando el método iterativo del punto fijo. Esimportante analizar
porque algunas formas equival entes x=g(x) de f(x)=0 conducen a unaraiz en el método de punto fijo
y otros no, aun empleando el mismo valor inicial en ambos casos.

Un método practico de emplear este resultado es obtener distaintas formas x=g(x) de f(x)=0y

calcular & ) as que satisfacen e criterio g (=) <1 prometerdn convergencia
Aqui no nosdan deinicio el valor de X,.

1ro.- Encontraremos la funcion g(x),

Despejemos con respecto a x2:

X2-x-6=0

X2=X+ 6

X = (X +6) 12

g(x)=x = (x + 6) 12

'jE[K:' - E |:}S':+ E'jj'llz - l |:}S':+ 6)1,!'2—2,!‘2 [Ij'lz}: + E':I]
dx dxx 2 dx
| !
o= = E[xﬂij 21+ 0)
)= 5 (04 6)7
Ahora nos preguntamossi —* g7 ()| < 1] g que substituimos la g'(x) y queda:
%(x +E17¥ <1

(1/2)* (x +6)V2<1
(U2)<(x+6) 12

[%]2 -::[[K+ 67 ]2

(1/4) < x+6
x+6 > (1/4)
x> (1/4) -6
X>-575
Esto lo que quiere decir es que para que encontremos un punto fijo de g(x) y por lo tanto unaraiz
de f(x), €l valor buscado vaa ser mayor de -5.75. Debido a esto, podemos iniciar nuestro proceso
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iterativo con un valor de X, mayor a-5.75. Probando dos casos, uno en €l cual X, seaigual a3y €l
segundo en el que X, seaigual aO.

Probemos primero con x,=3

Xo=3

X1=(X,+6)V2= (3+6) V2=3

Xo=(X1+6) V2= (3+6) V2= 3

o —Hy

=0«

ERA= s

[J Por lo tanto, 3 es un punto fijo de g(x) y es unaraiz de f(x).
Probemos ahora con x,=0 €l cual cumple que seamayor a-5.75.

Xo=0

X1=(X,+6) 1/2= 2.44948974278

X>=(x,+6) 1/2= 2,90680060251

X5=(Xo+6) V2= 2.98442634396

X4=(X5+6) V2= 2.99740326682

X5=(x4+6) 1/2= 2.99956717991

Xg=(X5+6) 1/2= 2,99992786245

X7=(Xg+6) 1/2= 2,.99998797705

tiende a nimero 3. Por o tanto 3 es un punto fijo de g(x) y es unaraiz de f(x).

g

Conclusion de este ejemplo, es que independientemente del valor inicia de x,, Ilegamos a mismo
resultado siempre y cuando X, > -5.75.

Ejercicio:
Encontrar unaraiz para f(x)=5*x2-4*x-7 por el método iterativo del punto fijo dentro del intervalo (-
0.9,- 0.8).

Solucion:

Propongamos primero una funcion g(x)

5*x2-4*x=7

factorizando ax y trabgjando con respecto ala x que se factorizo:
X(5x-4)=7 y despgjando a x

X=7/(5*x-4)

g(x)=7/(5*x - 4)

dg(x) / dx = d/dx(7 / (5* x-4) = (d/dx)(7* (5*x-4)1)

g ()=7*[(-1)* (5*x-4) 1-L((d/dx) (5* x-4))]

g (X)=7[(-1)(5*x-4)%(5-0)]

g (X)=(7*(-1)* (5)) / (5*x-4)2 = -35 / (5*x-4)2k 1z«
Probemos para los limites del intervalo dado para -0.9.
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-5 |
"'|:—|:| | =
A e
{—0.9%| = 0.454 < 1{s1)
Ahora probemos para-0.8.

-5 |
(—0.5) |

N T
ke (—0.8)| = 0.54 < 1(z1)
Por |o tanto el despeje propuesto, es decir g(x) sl nos sirve.

|-0.454| = 0 454

0 54| = 054

Encontremos el punto fijo de g(x) es decir laraiz de f(x). Ademas de percatarnos que no es
necesario un intervalo sino un solo valor de arrangue, por |o que se trabajard con el valor inicial de
X,=-0.85 €l cual se encuentra dentro del intervalo (-0.9,-0.8).

Xo= -0.85

X1=7 | (5*x,-4) = -0.848484848486

Xo=7 | (5*X5-4) = -0.849264705882

X3=7 [ (5*x5-4) = -0.8488631129735

X4=7 | (5*x3-4) = -0.849069868054

Xs=7 | (5*x4-4) = -0.848963423031

El valor tiende a-0.849 punto fijo de g(x) y raiz de f(x).

Ejercicio:

Encontrar unaraiz para f(x)=x2-x-2 por € método iterativo del punto fijo cuyas raices son (-1,2)
Propongamos varias funciones de g(x) y veamos cuales de ellas si nos pueden servir:
1) respecto ala segunda
X2-x-2=0

X2-2=x

g1(X)=x= x2-2

2) respecto ax?

X2-x-2=0

X2=2+X

X= +(2+x)V2

2) gp(x)= -(24x)12

3) ga(x)= (2+x)V/2

4) respecto ax?2

X2-x-2=0

X2=x+2

se despeja con respecto a x* x
X*X=X+2

x=1+ 2/x

da(X)= 1+2/x

5) factorizamos a x

X2-x-2=0
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X*(x-1)-2=0
x*(x-1)=2
x=21(x-1)
O5(x)= 2/ (x-1)
Probemos si g4(X) nos puede servir para encontrar las dos raices (-1,2).
g1(X)=x2-2
g1 (X)=2*X
o (x2)] < 1
2*x<1
x<1l/2
Esto quiere decir que € despgje propuesto nos va a servir para encontrar laraiz con x que sea una sola
palabra sea menor a 0.5.
Probemos con x,=0
XAct=XAnt=2
X1= X2-2
X1='2
Xo= X12-2=(-2)2-2:2
Xq= (-2)2-2=2
O 2 esd punto fijo de g(x) y eslaraiz de f(x).

Como sabemos que unaraiz es 2 veamos si 1.5 lo aproxima:
Probemos con x,=1.5

X1= (1.5)2-2

x,=0.25

Xo= X12-2=-1.9375

Xg= X»2-2=1.75390625
X4= X52-2=1.0768713379

No tiende a dlguna convergencia. Esto demuestra que debe respetarse que x<(1/2) para esta ecuacion
iterativa.

Probemos ahora g,(x)

Go(X)=-(2+x)/2

GL(X)=-(L2)* (2+x)1/2

1 -
Iaa{x}|=‘-5{2+x} v

e

(1/2)* (2+x)V2< 1

(2+x) V2 esta dividiendo y pasa multiplicando:

1/ (2*(2+x)V2)< 1

1/2 < (2+x)V2

elevo al cuadrado y reacomodo para despegar a x:

<]

=1
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2+X > 1/4
Xx>1/4-2
x> 1/4-8/4
X >-7/4
x>-1.75

-1.75 —l :ﬁ_/__-/'j rs:iz ,___\H\ﬁ |

-2 -1 1] 1 2

Figura 3.10.- Raices en €l plano cartesiano

Esto lo que quiere decir es que el despeje propuesto g,(X), nos debe de servir para poder encontrar las

dosraices-1y 2.
Probemos con x,=0 en g,(X):

Xpc=-(2+Xa 1) Y2 Ecuacion iterativa
X1= -(2+X,)V/2=-1.41421356237

Xo= -(2+%41)Y2=-0.765366864732
Xa= -(2+X,)12=-1,11114046604

X 4= -(2+%2)1/2=-0.94279347365
Xe= -(2+X4)1/2=-1.02820548839
Xg= -(2+x5)1/2=-0.9857

tiende a-1, punto fijo de g(x) y raiz de f(x).
Probando con x,=0 en g3(X):

Xpc=(2+Xant) Y2 Ecuacion iterativa
X1= (2+Xo)12=1.41421356237
Xo= (2+x1)1/2=1.84775906502
Xg= (2+X5)12=1.96157056081
X4= (2+%3)1/2=1.99036945335

tiende a 2, punto fijo de g(x) y raiz de f(x).
Por lo tanto X, S nos sirve para encontrar las dos raices.

Probando con g,(X):
da(x)=1 + 2/X

94 (X)=2*(-1) / x2
g4 ()= -2/ %2
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2 (=) =
=

KE

2| <x*

1t = |2

X2> 2

x > 212

X >1.4142

Esto quiere decir que e despgje hecho, nos podra servir para encontrar laraiz mayor a 1.4142 o sea
para encontrar laraiz.

Probemos ahora gs(X):

Se desea saber si ¢este despeje es valido para encontrar laraiz de -1? O bién ¢este despeje es valido
para encontrar laraiz 2?

g5(X)= 2/ (x-1) = 2*(x-1)1

g5 (X)=2* (-1)* (x-1)-2 dx/dx

g5 (X)= -2/ (x-1)2

_Z

=]
2
3

=1

.
S pere:
Probemos si esto fuese valido para encontrar laraiz igual a-1.
2 | |2 | |2 H
i-1- 12| [-2F| a4l [z
o lesix] =1

y el despeje propuesto, Si Nos Sirve para encontrar estaraiz.
Ahoraprobemos si €l despeje de g5(x), nos sirve para encontrar laraiz igual a 2.

—2
{2 —1°

gelx) = 1
y €l despeje propuesto, no nos sirve para encontrar la segunda raiz.

=‘j‘=|—2|=2
1
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m=tan® =f"(x) pendiente de |a recta que pasa por (X; ,f(X; )).

flz,)

- £1%;)
m=tan® = Cateto opuesto / Cateto adyacente = i ~ i+

Lo que en realidad se desea saber es cuanto vale x; .1 paratomarlo en cuenta paralasiguiente
iteracion, y asi seguiria sucesivamente, hasta obtener laraiz.

- %)
LR )
i —Hyy |
fz,) )
fa,)
—Ea T m
v g _ D)
i+l i f.-lzz{izl
Ejemplo:

Encontrar laraiz de f(x)=x5+x2=9 con un valor inicial de x,=1.5y & = 0.001.

Solucién:

f(X)= x5+x2-9 f*(x)= 5*xH+2* X

f(x4=1.5)= (1.5)5+(1.5)2- 9 = 0.84375

f(x,=1.5)=5* (1.5)4+2*(1.5)= 28.3125

X1 = X - f(Xo) / f'(Xo)= 1.5 - (0.84375 / 28.3125) = 14701986755
[L.4701986755 1.5 _ 002027

ERA (X1, xo)=| 1 4701986755 | (que no esmenor ag )

f(x1 =1.4701)= (1.4701)5+(1.4701)2 - 9 = 0.03027251527
f( Xy =1.4701)=5* (1.4701)4+2* (1.4701)= 26.300465906

Xo= Xq - f(xq) 1 ' (x1)= 1.4701 - (0.03027 / 26.3004) = 1.4690476496

[t 46904764968 —1 4701986755 | _
ERA (X,, X1)=! 1 46904764965 |

(que no esmenor a¢ )

f(x, =1.469)= (1.469)5+(1.469)2 - 9 = 0.0004339341
(X, =1.4609)=5* (1.469)4+2* (1.469)= 26.2250948663
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X3 = Xo - F(Xo) / ' (x5)= 1.469 - (0.00043 / 26.2250) = 1.46903110316
[L. 46903110316 — 1.46004764968| _
ERA (X3, Xo)=/ 1 46003110316 |

[ Raiz= x3=1.46903110316

(que si esmenor a& )

A continuacion se presenta el procedimiento a seguir en Turbo Pascal.

Procedure Newton-Raphson (X,:Real);

Var
X_ant, x_act, Epsilon :real;
Itera, maxltera :byte;
Encontrado :boolean;
Begin
X_ant :=Xg;
Itera :=0;
Encontrado :=False;
Epsilon:=0.001;
max_Itera :=10;
Repeat
X_act :=x_ant - f(x_ant) / fp(x_ant);
If ERA (x_act,x_ant) < Epsilon
Then
Encontrado :=True
Else
X_ant :=x_act;

Itera . =lterat+l

Until (itera> max_ltera) or Encontrado;
If encontrado
Then
Writeln(“laraiz =" ,x_act:0:4)
Else
Writeln("El método fracaso después de’,Itera,” Iteraciones’);
ReadIn
End;

Fallas del método de Newton-Raphson
1.- El método es atrapado por unaraiz imaginaria f(x).
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Solucion:

f(X)= X-3*x
de® o
recordemos que 9
F ()= ex-3
fiz,) e —3x,
i =K — 2 =¥ -——
Fx,) ot 3

sustituyendo para x1 con xo=0
8" — 30 e — 30
=

e — 3 e — 3

05-0|_,
ERA (x4=0.5, x,=0)=! o= (esmayor ag)
e —3x, 2™ — 3(0.5)

E:':I _3 ’ E[D'E]I _

= 0.1804

‘D.Eullill -05
ERA (x,=0.6101, x;=0.5)=! 85101 (esmayor a &)

e’ — 3%, _ 16101 e _ 06101

B ®e 3 E[D.E-iﬂl], _

0618997350866 06101 _ oo
ERA (x5=0.618997350866, X,=0.6101)=/ 06169 ! (esmayor a& )
X4= Xa- (€3-3* X4/ €63-3 = 0.6189 - (€0-6189-3* (0.6189) / €0-6189-3)= 0.619028039928
ERA (x5=0.6190280399928, x,=0.6189)

0.6190250399928 ~ 06189 | _ oo
| 0.5190280399925 ' < & =0.001

[J Raiz=x,4=0.619023039928

=05

Hy=Hy

= 06101

= (.6 18997 350866

Ejercicio:
La siguiente férmula se aplica a un vertedor con contracciones:

Q=3.33*(B-0.2*H)* (H3)V2
Donde:

Q - Cantidad de agua que pasa por |e vertedor en pies3/seg

B - Ancho del vertedor en pies

H - Carga sobre la cuesta del vertedor en pies.

Si B=3; Q=12 entonces cual es el valor de H=¢?.

Calcular por el método de Newton-Raphson con & =0.001 y H,=B/2

Solucion:
12=3.33*(3-0.2*H)* ( H3)Y/2
f(H)=12 - 3.33*(3-0.2*H)*( H3)Y2=0
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f(H)= - 3.33*(3-0.2* H)* (1/2)* ( H3)-V2 (3*H2)+ ( H3)1/2*(-3.33)*(-0.2)

£ (H)=-3.33* (3)* (1/2)* (H)-3/2(3* H2)* (-3.33)* (-0.2H)* (1/2)* (H)-3/2(3* H2)+(3.33)* (0.2)* (H32)
f(H)=-14.985* HY/2+0.99* H* H-3/2* H2+0.666* H3/2

' (H)=-14.985* H/2+1.665* H3/2

f(H)=12-3.33* (3-0.2H)* (H3)1/2

f(H)=-14.985* HY2+1.665* H3/2

g, T
o FH )
i +1= Iniciar con Ho=B/2, Ho=3/2, Ho=1.5
-- ) | e -
-4.51 -15.32 1.20517
1 1.20517 -0.16 -14.26 1.19362 9.5837x103
2 1.19362 - -14.20 1.19360 0.000016756
0.000278

O laraiz es H,=1.19360.

Regreso ala pagina principal .
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3.8 Raices complgas

L a eficacia del método de Newton-Raphson requiere obtener una buena aproximacion inicial.

Una forma adecuada de encontrar |10s ceros aproximados, o raices de un polinomio p(x), esla
siguiente:

-Evalte p(x) en x; parai=1,2,...,k; s p(X; )p(xj ) < 0 entonces p tiene un cero entre x; y X;.

Otro problema que se presenta al aplicar el método de Newton-Raphson a los polinomios, esla
posibilidad de que & polinomio contenga raices compl g as, cuando todos |os coeficientes son nimeros
reales.

Si laaproximacion inicial mediante e método de Newton-Raphson es un nimero real, también o
seran | as aproximaciones subsecuentes. De maneratal que para poder encontrar las raices complegas
se debe de comenzar con una aproximacion inicial complejay efectuar todos los calcul os por medio
de la aritmética complgja.

Regreso ala pagina principal.

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad3_html/Sub3_8/Sub3-8.html [10/01/2003 19:35:43]



4.0 RAICESREALESDE SISTEMASDE ECUACIONESNO
LINEALES

Anteriormente estudiamos €l problema de aproximar soluciones a una sola ecuacién no lineal de laformaf(x)=0.
Ahora estudiaremos | as generalizaciones de |as técnicas que nos permiten aproximar las soluciones de |os sistemas de
ecuaciones no lineales.

4.1 El método del descenso masrapido (Richard Burden 614-620).

El método del descenso més rapido tiene una rapidez de convergencia menor que otros métodos numeéricos, como por
gjemplo: e método de Newton Raphson. Sin embargo, este método casi siempre convergiraincluso con aproximaciones
iniciales deficientes.

El método de Newton, efectivamente converge mas rapido, sin embargo, esto es cierto una vez que Se conoce una
aproximacion suficientemente exacta. En consecuencia con el método del descenso més rdpido se logran aproximaciones
inicial es suficientemente exactas para las técnicas que tienen como base el método de Newton.

Este método del descenso mas rdpido es de gran utilidad como primer método para resolver 1os sistemas no linealesy se
emplea para aproximar la solucion a siguiente sistema de ecuaciones no lineales.
f1(X1,X2,",X,)=0
fo(X1,X2,,X,)=0 Sistema de ecuaciones no lineales.

fn(X1,X2,%n)=0
Es decir, este método se emplea para aproximar las raices reales del sistema de ecuaciones no lineales.
Esto se hace, reemplazando a sistema de ecuaciones no lineales anterior, por lafuncion g.

- 2
E(KIJXEJ "'JKn:I = %[fil:xi.l Ea "'an:l]

alacual selebusca que tengael valor minimo de cero.
El método del descenso més répido para encontrar un minimo de una funcién arbitraria & puede describirse asi:

SN _fer O e O oht
1.- Evalle g con una aproximacion inicial X':D:'_(Xi 1 E2y - Ey :I :

2.- Determinar una direccion desde #™ gue origine una disminucién del valor de g.
3.- Desplace una cantidad apropiada hacia esta direccion y llame a nuevo vector 7]

4.- Repitalos pasos 1 a 3 reemplazando %™ con #,
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Dezplazar una cantidad - _~,': 1

apropiada e wha =
direccion
"o
E}—f{ F] Si ez sio =2 Determinar una
P . ditecoidn deade %° e .02
Eztimaciin de maters gue origine H
inicial uwhs distmdnrcion de g
Agui podemoz pre-
guntar 2i glx x L...x =0

Si ez azi =$i¥a llegazte a la 2olucidn!

Figura4.1.- Desglose de direcciones apropiadas para disminuir estimaciones.

Primero evalUe g con una aproximacion inicial

= STl S Sl |

Segundo determine una direccién desde '™ que origine una disminucién del valor de g.
Para hacer esto se requiere calcular:

1) El gradiente de lafuncion g

eI

2) Al resultado anterior selellamaZ = Va(E")
3) Encontrar el tamafio de £y selellamaz, (Si el tamafio de un vector es cero entonces el gradiente es cero)

En el caso de que z, seaigual acero se terminael procedimiento.
4) Convertimos a £ en un vector unitario

(1)
]
| [ [

(]
o

Z nos va ayudar a determinar una direccion desde x”(0) que origine una disminucion del valor de g (lafuncién).
01, Up, 93 Significa que tanto va adisminuir o aumentar en una direccion para que, g siga disminuyendo o aumentando.

Losvaloresde ay, @&, ag son asignados por €l método y son fijos.
Sya, =0
ay =1

a

g = ?3
g = g{ Ay ]'
g2 = gl: ]I
gx= g(:Tc - &aﬁ]
Al evaluar g4, g, Y g3 debemos de asegurarnos de que gz Sea menor que 9.
En el caso de que esto no ocurra, entonces hacemos ag= ag / 2y volvemos acalcular g4, g, Y 03
Tolerancia

13

=k

ik
Cak

—a,

a3 <
Volvemos a checar si gz< g4, en el caso de que esto todavia no suceday si 2 , entonces aqui paramos.
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4

Bihy = (g2 —24) /82
hy = (Es _Ezll.-'rliaﬁ _&2)
hy = {hy —hyd/fag

_ Iy
Tha, = III.S[aaL2 o ]

3
g, = 2(¥ — a2
8) Hay que escoger el valor de aque de el g mas peguefio cuando g se evallacon g, Yy as.
9) Al valor escogido lo Ilamamos a.

Tercero: Desplace una cantidad apropiada hacia esta direccion y Ilame al nuevo vector "
10E™ = g% —az;

A

]

calcularnos | g8
11)Finaliza _cuando = |g|;~z[°] - g(g j|| < Toleranrcia

12381 no se regresa al pase 1 con— g™ = g

Ejemplo:

EJncorI?trar unaaproximacion inicial razonable ala solucién del sistemano lineal.

f1(X1,X2,7X)=3* X1 - COS(Xx*X3) - /2=0

fo(X1,X0,", X)) =X12 - 81% (X+0.1)2+senx5+1.06= 0

f3(Xq, X0, X)) =€ XX2420% X5+ (10*(-3)/3=0

con unatolerancia de & =0.05; un nimero de iteraciones méaximo de 10 y con una aproximacioninicial £ =(x;(9), x,0),
xa@)t = (0,0,0)t .

Solucion:

Sea g(x1,X2X3) = [f1(X1,X2,X3)]2+[f (X1, X2, X3)]2+[f3(X1, X0, X3)]%-
con #"%'=(0,0,0)t tenemos:

f1(X1, X2,X3)=3*Xq - COS(X5*X3) - 1/2

En radianes:

£,(0,0,0)=0- cos(0) - 1/2=-15

[f1(0,0,0)]2= (-1.5)2=2.25

fo(X1, X2,X3)= X412 - 81* (xo+0.1)2+senx5+1.06= 0

£,(0,0,0) = 0-81* (0+0.1)2+0+1.06 = 0.25

[2(0,0,0)]2= (0.25)2= 0.0625

f3(Xq,X0,X3)=€XIX2420* X5+ (10* (1-3)/3

f3(X1. X Xg)=e OO+ 0 + 9.472 = 1+0+9.476=10.472
[f3(0,0,0)]2 = (10.472)2 =109.66278

0 (& X0 )=g(x,0, %22, X3%)=IF1(x1%X° X 20X, 2 X 50 X50) 2+ f5(X10, X2 x30)]2
9(0,0,0)=2.25+0.0625+109.66278

9(0,0,0)=111.97528

El siguiente paso es encontrar 1o que se conoce como gradiente de una funcién. En este caso, debemos de conocer €l
gradiente de lafuncién g.
El gradiente de lafuncién g, se denota como:

V(%)
Y se define por medio de:
L[ ) )]
VolE) = &,k
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4
Ahoravamos aevaluar ¥ 2% )para— Vz(0,0, 0)

o AE) L L E L
ValEl=[2"f (@) - + 2L (H) I +arf(E) R

oAy (

MI-

g, sy B A s ()

2% B (R)* T 4 2 ()

Sustituyendo valores:
vg':i:'= vgl:Xi.l XEJ KS :I = vgl:[l.l D.l I:I:I

V22 =[2(-1.5)(3)+2(0.25)(0)+2(10.472)(0),2(1.5)(0)+2(0.25)(-16.2)+2(10.472)(0),

2(-1.5)(0)+2(0.25)(1)+2(10.472)(20)]

V(2 =[-9-8.1,418.88]

Llamemos a este (iltimo resultado como el vector 20Z): esdecir £ = " £1Z)por o tanto Z=(-9,-8.1,418.88).

El siguiente paso es encontrar € tamafio de este vector:

El = i-97° +(—5.13% +{418.85)° = f| = 419.05497

Llamemos a este valor z,

7, =419.05497

Si z,=0, entonces el tamafio del gradiente esigual acero, y aqui seterminara el proceso( el sistema puede tener un minimo).
- 2

Si esto no ocurre, entonces hay que buscar cuanto va a avanzar, entonces hacemos ° % esdecir, convertimosazenun

Vector unitario.

-
E=—

%2 =(-9/419.05497,-8.1/419.05497,418.88/419.05497)
z=(-0.0214768,-0.0193292,0.9995824)
El siguiente paso es hacer:
a,=0 Valoresfijos einiciales del método
8g=1
A3

donde =a, = >

gy=glE-a, *g)

2. =E(E_az *ZII

g; =glE-a; *Z)

Al evaluar g4, 9o, Y 03, debemos de asegurarnos de que gz sea menor que g;. En €l caso de que esto no ocurra, entonces
_ 85

a
hacemos P72 , y volvemos a calcular g4, g, Y 93. Volvemos a checar S gz< gq,en caso de que esto todavia no suceday

toleratcia
At ———

s 2 , entonces aqui paramos y nos salimos (procedimiento terminado, puede tener un minimo). Si embargo, en
el caso de que ya no se cumpla que gz< g;,continuamos con & procedimiento. Para este ejemplo se tiene que:

~0,a, = 5‘2—3=%=n_aa3 -1

g, =g2-a, *2=glz)=11197528=g(0,0,0)

o, = 111.9?528

o, =gX-a, 8= g(( j| 0.5(-0.0214765, —0. 0193292, 0.9995524))

g, =253057 g, =g(E—a, *E)=20(0,0,0)-1* (00214765 -0 0193292 0.9995524]]

g, = 03.5640
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g

: : 2y - g™y = Toleranci . :
En el caso de que esto no fuese cierto, se dice que k{x } el PR seincrementaen uno el nimero de

iteracionesy se checa s ya se alcanzo €l limite de iteraciones para parar € programa, pero si no se ha alcanzado el niUmero
méximo de iteraciones, entonces se vuelve acalcular el gradiente de lafuncion & (2],

Lasiguiente tabla contiene €l resto de |os resultados.

0 90, 3,0
x3))

0.137860 || -0.205453 || -0.522059 1.27406 |
|| 0.266959 || 0.00551102 || -0.558494 || 1.06813 |
0272734 | -0.00811751 || -0.522006 | 0.468309 |
|
|
|

| 0308689 || -0.0204026 || -0.533112 | 0.381087
| 0314308 || -0.0147046 || -0520923 | 0.318837
|| 0324267 | -0.00852549 || -0.528431 || 0.287024

N[ o g AW N

El dltimo rengldn, es un resultado que puede ser adecuado como aproximacionesiniciales en e método de Newton. Es decir,
gue en este momento, seria conveniente utilizar una técnica de convergencia mas rapida.

Ejemplo:
Aplique el método del descenso més rapido con & =0.05, para aproximar la solucion del siguiente sistema de ecuaciones no
lineales.

1
A% - 20, +fo +a3=0_con_x™ =0

;—:::1:-:22 +Z2x, — 5%, +8 = 0 _ziete_decimales)
Definims :

1
f(% %00 = 4%, - 20%, +?‘:22 +8
1 2
Xy Xa) = PR +2x; 5%, +8

Eal My Ka) = [fi':xia:’:z}]z +[I'2{}{1,3{2}]2

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad4_html/Sub4_1/Sub4-1.html (8 de 14) [10/01/2003 19:36:31]



teracion _ Mo

- _;;.;[f @]+t

£,(0,00=4(0)% - 20(0)+ ! (09% + 8
4
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99— 1(0.2194
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|g2 —£,) 377039688 - 63.3317192

h, = =-61.2455008
2y 0.2
h, = (gs - g2] _ 304008725 - 57 7089688 _ 146161976
a; —a, 1-05
h,-h,] -
h, - (h, 1]= 146161926 + 61.2450008 _ 4, £202052
a, 1
Caleuwlando _a,
4 = III_S[III.S _ —61.2455008
46 6293082

a, = 09067275

v _calculande g,

g, = g(i - a_jjl = g[ (04120558, 0.1144599) — 0.9067275(0.2194769, -0.9756177]
= g{0.2130501,0.9990743)

f,=4.1701001
£, = 25370333
g, = 209003392

escogiendo entre a, y ag tenemos que a, da mas pequefio:

a=a,
a= 02087275
2

=2l

Tablaresumen

== a7 = (04120558, 0.1144599) — 1{0.2194769, 0.9990793)
= (02130500, 0.9990741)
lglz™ ) — g(=!") = 583317192 - 128 = 596682808 = &

R e |
| 1 | 04120558 || 01144599 || 683317192 |
| 2 | 02130500 || 09990791 | 29.9003392 |
| 3 | 04300149 || 10468405 || 15.0816216 |
| 4 | 03491509 || 15154867 || 6.6372612 |
| 5 | 04571904 || 15337223 | 3.2594558 |
| 6 | 04240333 || 17618942 || 15149149 |
| 7 | 04766078 || 17694624 | 0.7512996 |
| 8 | 04598268 || 18933321 || 03742844 |
| 9 | 0485133 || 18956275 || 0.1486623 |
| 10 | 0482011 || 19589769 | 0.05597207 |
11 0.4954701 1.9597449 2.171025x10°2

L as raices son:

x1=0.4954701

X,=1.9597449
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4.2 Iteracion de punto fijo multivariable.

El siguiente método se conoce como meétodo de iteracion o Método de punto fijo Multivariable, y
sirve para encontrar las raices reales de un sistema de ecuaciones no lineales.

Pasos del método iterativo del punto fijo multivariable

1) Despegjar x de una ecuacion de manera que quede unax en €l lado izquierdo generando F(x,y)=.....
2) Despgjar y deigual forma que x generando G(x,y)=......
3) Verificar si:

(R B
| Bl

4) Si las condiciones son validas usar esos despejes como ecuaciones iterativos. En caso contrario,
despeglar nuevamente para encontrar unanuevaxyy.
5) Al iterar el término de convergencia, es la norma euclidiana

2 2 &
HE = I\J'::':i+1J_:':i:' FFau TV <
s secumple X1y Yi+1 Son lasraices, en caso contrario volver aiterar.

Problema:

Considere el siguiente sistema de ecuaciones no lineales:
f(X,y)=x2-10*x+y2+8=0 con x,=0 y y,=0
g(x,y)=x*y?+x-10*y+8=0

Solucion:

El método de iteracion de punto fijo consiste en despegjar x de unaecuaciony y de la otra:
x=F(x.y)
y=G(x.y)

Después se van encontrando valores de x de x=F(x,y) y dey a partir de y=G(x,y) utilizando a
principio unasuposicion inicial paraxy paray (Xo, Yo), ¥ después los valores anteriores a una
iteracion.

Xi +1 =F(Xi , ¥i )
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4

y1= (Xo* y02+ Xo+8) 110= G(X,, ¥0)=0.8

NE =|f(x, - 2,07 + (v, -3,/ |» ¢

Segundaiteracion i=1
Xo=(X12+ y12+8) /10 = F(Xy, y1)= ((0.8)2+ (0.8)2+8) /10=0.928
Yo= (X1* Y12+ X1+8) 110= G(X4, Y1)= ((0.8)* (0.8)2+ (0.8)+8) /10=0.9312

NE =|1'r|:32 -% )"+ (y2 - ) |:" ¢

Terceraiteracion i=2
X3=(Xo2+ Y,2+8) /10 = F(X5, Y,)= ((0.928)2+ (0.928)2+8 )/10=0.9728
Y3= (Xo* Y2+ Xo+8) 110= G(X», Yo)= ((0.928)* (0.9312)2+ (0.928)+8) /10=0.9732

NE =|yf(z, - 2,07 + (7 - 72)7 | = ¢

Cuartaiteracion i=3
X4=(X52+ y32+8) /10 = F(x3, Y3)= ((0.9728)2+ (0.9732)2+8) /10=0.9957

V4= (Xa*y52+ Xg+8) 110= G(X3, y3)= ((0.9728)* (0.9732)2+ (0.9728)+8) /10=0.9957

NE=|‘I.|I|:K4 —Kaf + (¥4 _Fﬁfl} Py

Quintaiteracion i=4
X5=(X42+ Y42+8) /110 = F(X,, Y4)= ((0.9957)%+ (0.9957)2+8) /10=0.9983
Y= (X4* Y42+ X4+8) 110= G(Xg4, Y4)= ((0.9957)* (0.9957)2+ (0.9957)+8) /10=0.9983

NE=|‘\|[|:5‘=’~5—K4:|2+|:5’5_5’4:|2I}5f

Sextaiteracion i=5
Xg=(X52+ y£2+8) /10 = F(Xs, Y5)= ((0.9983)2+ (0.9983)2+8) /10=0.9993
Y= (X5* Y52+ X5+8) /10= G(Xz, Y5)= ((0.9983)* (0.9983)2+ (0.9983)+8) /10=0.9993

NE:H[}:E _st + (¥ _stl:’ &

Séptimaiteracion i=6
X7=(Xg2+ Yg2+8) 110 = F(Xg, Yg)= ((0.9993)2+ (0.9993)2+8) /10=0.9997
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—x +
20 a0’

4 + 0257 ° + 8
20
05xy® +02x + 8

iy =

|E"= H(Kmt — H :IE - (Fm — ¥ :IE|

4(0.47° + 025167 +5

20
0.5(0.49(1.67° +2(0.4)+ 8
g

IRl = (0464 - 047 - (18624 - 16)7| = 027> ¢

— 0454

2, =

Vo= = | 5624

4(0.464)2 + 025(1.8624 )% + 8
3 = 20

2
g - DO0AB1 8624 + 20046404 8 | o pcanoges

3
5
|z = |1.'|;u.4354153?2 — 04841 — (19465399665 — 1.8624)° | —0.087 > &

= 0486415872
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4.3 M étodo de Newton Raphson multivariable o método de Newton.

El método de Newton para encontrar |as raices reales de un sistema de ecuaciones no lineales, se

basa en la expansion de la serie de Taylor, pero paradar tres o mas variables segin sea el problema
que setenga

Por gemplo, para un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
f(x,y)=0
g(x,y)=0 con valores aproximados X, Y Y.
Se busca que |a solucion exacta seaigual a
X=Xq+A X
Y=YotAy
Para buscar losvaloresde A x y de Ay se empleala serie de Taylor para 2 variables,expandida en
solo dos términos.

flz+ bz v+ Avi=1(x v+ [.-'_"-.K%+ ﬂ?ﬁ] =

5!?
_ L |
g[}:+ﬂxj}.r+ﬂ§.rj—g[xj}.rj+[ﬂ.}s:{%{+ ﬂ}.r(_%r]—lil

(1)
Se trata de encontrar las 2 incognitas A X y de A y de este par de ecuaciones.

Para hacer esto se utiliza el método de Kramer respetando la siguiente nomenclatura:
f=flzy)

g=glxy)
(-2

2 ()
Substiuyendo en (1) las ecuaciones (2)
f+ baf, + hyf, =10

o+ AXD + .-'ln.}.rgy=lil
pasando v oal otro rmiembre
Axt, + Ayt = -1

hxg, + Ay, = &g
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n 5 1 I-I ]
TT | — TITT ¥ = _ TT
1 .I = aa) + £ g + L]

! 7] ! |;|
2t -10=E+ v + 8

vt +E- 10y + 8
]

. = T _
=% 4+ Jier — || + || W || N
L —_—u — .0 = Lo

o
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f=(0.8) -10{0.8)+ [0.88)* +& =14144

A+ 8= 061952

hog, = 1744 592

|'-1r

) 0196175354805

=0.1117117%;
a7

I—.

[ B )
rl — = —
I.:"..I -_— 1| I .:"..-:__. - ....1 | + |I 15.?.-_. - 1E.F1 II -_—

“

|| = /5 T 964 =0

27 + 5= 0014103

"1:|—1||||_| 099171+ 8=0.05

1.9961(09917) - 10 = —8.02416241587
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4.4 Polinomios de inter polacion

4.4.1 Newton L agrange o Diferencias Divididas

L os polinomios de interpolacion de Newton Lagrange o de Diferencias divididas son polinomios
gue sirven para encontrar €l valor de una funcién f(x) para un cierto valor de x.

Uno de los polinomios de interpolacion de lagrange pueden tener diferentes nimeros de términos,
desde dos términos hasta n+1 términos.
Por gemplo, &l de dos términostiene laforma:

f(x)=aytay x
y se emplea cuando se conocen 2 puntos Yy |os respectivos valores de sus funciones, es decir: X, f(Xg)
y X1, f(X1), y Se desea conocer mas valores de la funcion f(x) para unax dada

Otro gemplo sera el de tres términos:

f(X)=ag+ay x+apx?
Este polinomio se emplea cuando se conocen 3 puntos'y |os respectivos valores de sus funciones, es
decir: X, f(Xo), X1, F(X1) Y X5, f(X5), y se desea conocer con valor de lafuncion f(x) para unax dada.

Otro ggemplo sera el de cuatro términos:

f(X)=ay*+ay X+ax2+agx3
Este polinomio se emplea cuando se conocen 4 puntos y |os respectivos valores de sus funciones es
decir: X,, f(Xo), X1, f(X1), X2, f(X52), ¥ X3, f(X3), ¥ Se desea conocer un valor de lafuncion f(x) para una
x dada.

Esto seguiria asi sucesivamente:

f(X)=a,+ay X+apx2+agx3+a,x4 (para 5 puntos conocidos)

f(X)=ay+ay X+ax2+agx3+a,x4+asx® (para 6 puntos conocidos)
f(X)=a,+ay X+apx2+agx3+a,x4+acx5 +agx8 (para 7 puntos conocidos)

Para encontrar los valores de a,, @y, @, s, &y, &s,...., €tC, Segin sea el caso, se emplean los valores
conocidos de X, f(Xo); X1, F(X1); X2, f(X2); X3, f(X3); X4, f(X4); X5, f(X5).....etC.

Este método tiene la ventaja de que no necesitaresolver el SEL y los calculos serealizan
directamente, con las siguientes férmulas:
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1=1+11+2,1+3,. .1

X i M M A

n=1
piE)= ¥a, =2, +a,(x-x,)

k=0

= = [ > = [Tr ™r 'tr r
= d s £ = . Y s
o \ o 20 oAl i
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Walor Eeal — WValor Aprommad:

“Error= =100

=100
E+ RS

(2] = In(x)

=100

.|1 I._"'"" — & "

| = :| = tl a + tli:: - tlj_:{.:.

flzl=b, + byx—-b,x,
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S

fl=,1=1[%x_ 1+
s L
L = ! L [

fl=.1—fi=, ]
ey | E,

fizzy ) —-fiz,

= =r
L 1 E+

fx,)-f(x,)

1=1{x=_ )+
E il e I B
4 -
g F

- 04771=0.17
- 04771=1.
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0.1174 - 0.110%
—0.3
0. 0085

Fz)= 04771+ 0.1109{1) + (1)(=1)

F(xz)=log(4)= 04771+ 0.1109 +

(=1]

log(4)= 04771+ 0.1109 + 0.013
log(4)= 0601

A rrore Valor Real — Valor ﬁprc-mmadcﬂgl a0
Valor Real |
Eeror | 602059991328 - 0601]
0602059991328 |

%Error=|0.0017606074864:=100
Yarror= 0.176%

Otra manera de expresar |os polinomios de interpolacion Newton Lagrange es através del uso de
diferencias divididas.

Por gemplo, para el caso del gercicio anterior en donde se desea conocer € log(4) sabiendo que
conocemos tres puntos, es decir:
log(3)=0.4771
log(5)=0.6989
log(4.5)=0.6532

1] 3 0.4771 0.1109

1 g 0.6959 _ \,F-n.nm
2 45 06532 . 0.0914 |

El significado de esta tabla es que:

iz ) -fix)

A f, quiere decir diferencia 12 es decir: (2, -%,)
flz,)-flx,) fix,)-fix,)

[y — 3y # — X

A?f, quiere decir diferencia 22 es decir :

Y laecuacion de Newton Lagrange o de Diferencias Divididas expresada en forma de diferencias
divididas para cuando se conocen tres puntos es.
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Ptk (. PR
[Ki _K-:-:I
bz, )- f(x,) f(x,)-f(x,)
(3, —2,) B £ —E,

— (x-%, )%~ %))

Por |o tanto expresado en forma de deltas:
fle)=1fl=, 1+ Af{z—x= 1+ ﬂzf[}z— H, ME—3,)
Sustituyendo valores, para el problema de encontrar f(x)=log(x)=log(4)
log(4)=0.4771+0.1109(4-3)+(-0.013)(4-3)(4-5)
log(4)=0.4771+0.1109+0.013
log(4)=0.6010
Como el valor real 10og(4)=0.602059991328
0602059991325 — 0. 6II|1| 100
0602059991328 |

#Emor = 0.176%

“ZEmor =

Ahora vamos a presentar otro gemplo, para ver como podriamos resolver un problemade
interpolacion de Newton Lagrange para cuando conocemos mas de tres puntos y expresado en forma
de diferenciadivididas:

0.5 a9=1 215 ™
£ 2k 1.64 -0.54

1.5 3.94 %7 206%04 IIIEu-'iI i

& a.7e 3.56 I:I'T"E-qp I:Ilildh"“ni

25 | se9 g 594_I"2 SEj 056 le0.07_ly:0.044

{0 Y I T B R R B o,
—

sPE =l )+ Ml —n )+ Al —x lx-x)+
+ 0 (- Jm-w E—-w, )+
M- Jm-w We-x)z-2,)+

B*(x - %, )X - %y )(% — X, )(X — X5 )X - %) (]
lo que queremos encontrar es el valor de f(1.6)[]
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(0. 1)+ (004431 5

0.9504 + 067584 + 0.004224 + 0.001

T = =r T
Ly L 1.| Ly Lal
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Se calculan las cuartas diferencias divididas
f[KiJ KEJKSJK“- ]_ f[KaJKIJKEJ Kﬁ ] _ 072064

f[gm Ki.l K‘EJ H‘SJ 1‘5{4 ]= W, — % 2 _ I:I = DD‘q'
4 o
fKJKJK i _fKJKJKJK 0.58 =072
f[KnKz;KaJK-th]: [2 ot 1:] K[i s 4]= G =—[.07
5 —Hy S =

Se calculan las quintas diferencias divididas
f[:s{ ¥, H. K, X ]—f[:{ ¥, E. H. K ]
1ast20 250 2425 o) TR RRQy SRgy S g
f[KDJKIJKEJKEJKq'JKE]: =
KE - K-:h

—-0.07 - 0.04

2.5-0

Se substituyen en [1] y se obtiene f(1.6)=4.219522556. Un resumen de las formulas empleadas se
danenlatablal

=—0.044

Ejemplo:
Se dispone de los siguientes datos en una tabla:

Off 1 56.5

1) 5 113.0

21| 20 181.0

3 || 40 214.5

Y sedeseainterpolar ax=2.0

Solucion:;
i 1 1
0 1 565
1 5 1130 =™ 14.125 |
) 20 151.0 _;'“-4.533:"‘:-0.5043 = e
3 40 2145 ——| 575 — [ 05165 ——0 01085

Se calculan las primeras diferencias divididas

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad4_html/Sub4_4/Sub4-4.html (10 de 18) [10/01/2003 19:37:40]



http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis Numerico_html/Unidad4_html/Sub4_4/Sub4-4.html

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad4_html/Sub4_4/Sub4-4.html (11 de 18) [10/01/2003 19:37:40]



http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis Numerico_html/Unidad4_html/Sub4_4/Sub4-4.html

Tarea:
Obtenga la aproximacién polinomial de Lagrange con todos los puntos. Interpole €l valor de la
funcion parax=1.6.

NN
0 0 1
1 0.5 2.09
2 d; 291
3 1.5 3.94
4 2 5.72
5 2.5 8.69

Regreso ala pagina principal.

4.4.2 Polinomios de inter polacion de Lagrange

L os polinomios de interpolacion de L agrange se calculan a partir de la siguiente formula:
f, == Eﬂ L, (=)f(x;]

donde :

nesel grado del polinomio

L) = [
i ;E EKi_Kj:I

por gemplo, para cuando n=1
1
f,(x)= __EDLiIIKJfIZKJ

fylz)= L, ()=, )+ Ly (=)f (z )
fil::{:l= wf[}{gj+wfigij
EK-: _Ki:l EKI _K-:h::l

Ahora dasarrollemos el polinomio para cuando n=2
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folz2)=3L,(xfx)

Ejemplo de aplicacion préactica
Ladensidad de la mermelada varia con su temperaturay la concentracion de fruta, de acuerdo ala
siguiente tabla:

Concentracion
(%)
) 1.03 1.02 1.01 0.98
20 114 113 111 1.08
40 1.31 1.29 1.27 1.24
70 1.69 1.60 157 1.54

Deseamos encontrar la densidad de la mermelada a 50°C y 60% de concentracion.
Observando la tabla, encontramos que la densidad de la mermelada no se encuentrani aesa
temperatura, ni a esa concentracion.
Primeramente vemos que, podemos usar |os polinomios de interpolacion de Lagrange paran=1.
(—3,) (-3,

fy(x) = = f(x, )+ ———=f(x)

EK-: _}51‘-1:| (Ki—}{a]
Primero vamos a calcular la densidad a 50°C y 40% de concentracion utilizando los valores de la
densidad conocidos entre 30°C y 60°C.
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f,(50°C )= 2060 #1297 + 20— 50 *(1.27)
30 - 60 60 — 30
. —10 20
F(S0°C)=| o5 | *(129)+| 55| *(127) = 0.43 + (0.845)

£ (50°C) =1.276(Densidad a 5000 v 40% de concentracion’

Ahoravamos a calcular ladensidad a 500C y 70% de concentracion, utilizando los valores de la
densidad conocida entre 30°C y 60°C.

50 — 60 50— 20

F(50°0 )= * 116+ ] 57

il ) 20— &0 (1.6) &0 — 20 (1.57)
f1[5D°C]=[_;E]*(1.6]+[%]*[1.5‘?]=D.533+1.D45

f, (507 =1.579(Densidad a 5007 v 70% de concentracién’

La nuevatabla que ahora tendriamos seria:

Concentracion
(%)
40 1.276
70 1.579

Finalmente, ahora vamos a calcular la densidad a 50°C y 60% de concentracion, utilizando los
valores de la densidad conocidos a 50°C entre 40% y 70% de concentracion.

EK_KIII EK_KQII
= () ()

|:'1‘5{-:- _Hij (Ki_gnj
£ (60%)= 60% - 70% (1.276) + 60% — 40%

0% - 70% T0% —40%

—10 * @*
T (1.276)+ 30 (1.579)

f(60%)=0425+1.052
f,(60%)=1.477Densidad a 200C v 60% de concentracidn]

*(1.579)

£, (60%)=

Ejemplo de aplicacion préactica:
Vamos a hacer otro gjemplo de aplicacién utilizando lamismatablainicial del egemplo dela
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mermelada.
¢Cuadl serdlatemperatura para una concentracion de la mermelada de 30% y una densidad de 1.215?
Primero vamos a encontrar la densidad de la mermelada para una concentracion de la mermelada del

30%. Para esto vamos a usar |os datos que caigan entre las temperaturas de 10°C y 30°C.
Primero o vamos a hacer para 10°C.

f, (%)= wfiga]+wfigij
|:'1‘5{-:- _Kij (Ki _H-:-:I
f,(30%)= 0% - 40% , (.14 + 0% - 20% *(1.31)
20% — 40% 40% — 20%
-1, 10,
£ (30%)= —o * {114+ 25+ (131)
£,(30%)=0.57 + 0.655
f,(30%)=1.225Densidad a 30% ¥ 100C)
Ahoralo vamos a hacer para 30°C.
f, (%) = wfithwfixij
EKG _Kij (Ki _Kn]
f,(30%)= 0% - 4%, (1.13)+ % - 2%, (1.29)
20% - 40% 40% - 20%
~10 10
£ (30%)= —*(1.13)+ —*(1.29
1(30%)= — o * (L13)+ o (1.29)

f,(30%)= 0565+ 0.645
£, (30%)=1.21{Densidad a 30% v 200C)
L a nuevatabla que ahora tenemos es:

10°C 300C

30 1.225 1.21

Como nos piden la temperatura para una concentracion de la mermelada de 30% y una densidad de
1.215, realizamos la interpolacién correspondiente.
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L) =] [M]

Fo| (%, — %)
F1l

= % Li(slf(zy )= Lo (s)f (z, )+ Ly (2)f (g )+ Lo (0 (200 )+ Ly ()05

L. (x)= (-2, E—-%, x-H,) =[1.8—1][1.8—3][1.3—5]=_D_224
(2, -3y )(E, - (2, —%;)  (0-1)(0-3)(0-56)

L) = (E-w, )E-2)(E-%) (18- 0)1E-3)1.8-6) 0
(7 - %, 07 -5 )E, —x)  (1-0)1=-3)(1-6)

=326

L )- e mEox) (180X

_ 18-11(1.3 - 6)
EHE _H-:-:I[KE - 1)(32 _Kaj ':3_ DHE_”[E_E':'

L. ()= E-x ME-x)E-%)  (1§-0l.8-1jil.5-3) 00192
(2 =% JEs — 3 J(Es — %) (B -U)(O-1)(6-3)

(}:j (—0.224)(=3)+ 0.9072(0)+ 0.336(5)— 0.0192(7)
Pix)=22176

Tarea:

Ladensidad del carbonato neutro de potasio en solucién acuosa varia con latemperaturay la

concentracion de acuerdo con:

1.0381 1.0276 1.0063 0.9931
12 1.1160 1.1013 1.0786 1.0663
20 1.1977 1.1801 1.1570 1.1451
28 1.2846 1.2652 1.2418 1.2301
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a) Calcular ladensidad a 40°C y 15% de concentracion
b) Calcular ladensidad a’50° C y 28% de concentracion
c) Calcular ladensidad a90° C y 25% de concentracion
d) Calcular la concentracion a60° Cy densidad de 1.129

Procedure Lagrange (N: Byte; X; , fx; : vector; Var Pnx: real; Var Lx; : Vector);
Var
[, J: byte;
Lxi, X : redl;
Begin
x: 1.8; { Interpolar el valor de lafuncion parax= 1.8}
Pnx:= 0;
For I:=0tondo
Begin
Lx; [l]:=Lagrangeix (x, I, Xi);
Pnx:=Pnx+Lx; [I]*fx; [I]
End
End; { Fin del procedure Lagrange}

Function Lagrangeix (x: red; i: byte; x; : vector: red);
Var
J: byte;
Productoria: redl;
Begin
Productoria:=1;
For J=0Otondo
IfJ<>1
Then
Productoria:= Productoria* ((x-x; [J])/ (% [1]-%; [J));
L agrangei x:=Productoria
End; { Fin delafuncion Lagrangeix}

Regreso ala pagina principal.
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5.0 INTEGRALESDEFINIDAS

Laantitesis del concepto de derivacion es lade integracion. Se realiza por primeravez unaintegral en
el siglo XVII, apartir del problema"de las cuadraturas"; es decir del problemadel clculo de las areas
limitadas por curvas. Por gemplo, si se desea evaluar €l area de un circulo se puede trazar una
circunferencia del mismo radio, yaque eslacurvaque limitaesaarea. Si setomaél circulo unitario,

entonces lafuncion quedaria:

w24+ v% =1 despejandn ¥
v=1l+x =
y=m Al o wv={xi=
£ = 1+ %2

donde f(x) representariala mitad del circulo como se muestra en la siguiente figura:

F
i = 1+t

a=

Si sedivide € intervalo [-1, 1] en varios subintervalosy s se construye un rectangulo inscrito sobre
cada uno de ellos.

‘ Cuadratura del circulo

fi =1+ "
o -
-1 1] 1

L os nimeros < miden la amplitud de cadaintervalo; los valores f(x,,) indican € valor de la alturade

cada rectangulo. Puede observarse que este valor coincide con € valor minimo de la funcion f(x) en
cada intervalo considerado. El area de cada rectangulo serdigual a producto de su base por su altura,
y el areatotal puede expresarse como la suma de las areas de cada rectangulo :

&= 3 ilx, ntlx,)
=1
Lasumade todos los rectangulos no esigual a areadel semicirculo. Pero se aproxima por defecto, y
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5

con un error tanto mas pequefio cuanto mayor es el nimero de interval os considerados.

L os matematicos del siglo XVl supusieron que podian hacerse un nimero infinito de subintervalosy
sumar €l areade los rectangulosy que esta seria €l area buscada. Se cambio asi |a notacion para
indicar el calculo del area bajo la curva por estasumainfinita:

Jf{:-:}:l:-:

esta notacion sugiere la palabrasuma’ por medio de laestilizacion dela"s'. Estaidea que data del
siglo XVII, en la actualidad pareciera primitiva, sin embargo es la base de la mayoria de |os métodos
aproximados para evauar integrales en formanumeérica. Existen otras formas de construir
rectangulos, como se muestra a continuacion:

2 - =

Integral de Punto medio Integral de Trapecio

. I

Regreso ala pagina principal
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5

5.1 La Regla Rectangular, Trapezoidal y de Simpson

Se encontrara laintegral definida de unafuncion f(x), através de métodos numéricos. Es decir,
cuando hablamos de unaintegral definida, nos referimos a que conocemos los limites de integracion.

Limite de integracion superor

Func ion {0
/ e

b
[ flx)d=
Limite de integracidn infe bor

Muchas veces |o que se hace es aproximar f(x) a un polinomio de grado n, porgue a menudo es
necesario evaluar laintegral definida de unafuncion alacua no sele conoce el valor exacto dela
integral (en otras palabras, no se conoce explicitamente laintegral, o no esfécil de obtener).

Regreso ala pagina principal

5.1.1 Regladel Trapecio

Enlaregladel Trapecio lo que se hace es aproximar lafuncion f(x) con un polinomio de grado 1,
es decir con unarecta.

Para esto empleamos &l polinomio de interpolacion de Newton-Lagrange o de Diferencias
Divididas de gradol, es decir, unarecta.

fe)= Ty,

flad

] e o Folindtndo de interpolacidon
i ) de Mewto Lagrange de
fxg ) s gradol |, ez decir, uha linea

recta,

L

Figura5.1.- Figuradel Polinomio de interpolacién de Newton Lagrange
Normalmente la nomenclatura que se emplea en los libros, cuando se presenta el método del
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. e =fa)
=)= ;m a)+ fla)

Fa) }:1.

—af (b)+ af(a) ”ﬁ}
T —— L f(a) fix

b—a

rlh 1-fla) N —af(b)+affa)+(b-ajf(a)],_
b — '
s[fib)-fla) N —af(b)+af(a)+ bf{a) — af(a) 4o
h—a bh-a -
—af (b + bf(a) :|
bh-a
wbfia)l—af(b)

HOE 4+ 1_—r1::
l—a
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e P)=fla)(b® a®|  bf(a)-af(h
|‘: f I.:.“j: = M I_ — 1T M | D —a |

bh-a |2 2 b-a

. f(bI—fla)(b% —a?) bf(a)—af(b)
|‘: fizidx = Hb)-Ha) b —a7) * bia) —af(h) L(h—a)

tl —4a st h —4a
_fib)-fia)ib+aj(b- :-:1| bf{a) — afib)

b-a £ h-a
_r|h|—r|1|

rf)d= (b—a)
CTLE,

|‘:'f'|j::-:]||:1.:-: (b+a)+bf{a)—afib)

(==

RISy | fih)—fla) |1_ . | fih)-fla) |

a+ bffa)—af(b)

_ bf{h) - 1:|f'|j::;1| af(b)—af(a)

r:'f' (Z)dx = +bf(a) —af(b)

v of (b)) bifa) af(b) af(a)
|‘:f[_:-:,:||:1_:-: = ¥ - 1 +— L + bf(a)—af(b)

- e = -._-

b b a3
[ h::n:l::—hh[ +——-1}+r|1|[__'__1+1-,}

[

[ r|::||:1.::—t|h|[

o fib)+ fia)
.'.i|‘:r' (xdz=(b-a) [;

[ =)
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f(x) =0.2 +25% — 200x° +675x” —900x" +400%°

e

T

z | i

2.5 @ &

2 L] I:ll:l

1.3 ® Error .

D_; @ 'Dn;::- ° e ® @ .- @

1S TREEGRAl Sataan s T |
] 0.z 0.4 0e 0.se 1

Una estimacion para calcular el error en laregla del trapecio, es usando la siguiente ecuacion:

Segunda dedvada

-

-(bh—al” .,
Emor = |:—f A
B ()
donde x estden algun lugar en €l intervalo de"a" a"b". Laecuacion de Error indicaque si lafuncion
sujeta aintegracion es lineal, lareglatrapezoidal sera exacta. De otra manera, para funciones con
derivadas de segundo orden y superior (es decir, con curvatura), puede ocurrir algun error.

Ejercicio:
Calcular:
o [0.2+ 252 2005% +6752° - 900x" + 400" jx

por el método del Trapecio.

a=0

b=0.8

f(x)=0.2+25x-200x2+675x3-900x4+400x5
f(a)=f(0)=0.2+25(0)-200(0)2+675(0)3-900(0)4+400(0)>

f(2)=0.2
f()=f(0.8)=0.2+25(0.8)-200(0.8)2+675(0.8)3-900(0.8)4+400(0.8)>
f(b)=0.232
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e
b5 —

= L'T[f'[u::] + fa)]+ ¥[r| b+ fic)]

s &

h

[flc)+fa)]+ 1—l[r (b1 +fic]]

(=)

i[r (o) +fia)+ £y +fic)]
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[ flEx= fl=)a=x+ |
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0.1 6.84
0.3 4
0.5 4.2
0.7 5.51
0.95 .77
1.2 1.0

I-
1~

—_ = =

Lol S U, B (R [ Y R SR
t +—t t t

o el

b 3 e e e e e e

[ 35, 3 i it i, I e
St !

A 9 1011 1.4 1.3
"'\_\h__" "'\_\.h__"

I
1~

Figura 5.7.- Descripcion del intervalo en partes fraccionarias.

Como se observa en lafigura anterior, para aplicar al regla del Trapecio, necesitamos tener
intervalosiguales h. Sin embargo |os datos que nos dan no se encuentran todos ellos a interval os
iguales. Por lo tanto paraaplicar laregladel trapecio, primero identificamos cuales tramos de la
graficatienen intervalos iguales, y después realizamos integral es separadas para cada tramo, con la
ecuacion apropiada de laregla del trapecio en cada caso. Finalmente sumamos | os resultados

obtenidos para cada integral.

Empezamos con la primera parte, laintegral de 0 a0.1.
: bh-a 0.1-10
[y =)z = T[f[b] +f(a)]= T[f[ﬂ.lj+ £(07]

[ s = %[5. 34+ 10]=0.842

Ahora hagamos la segunda integral: (Regladel Trapecio)
n-1

(7 sz = 121 Flz, +2 Sz, )+ f(x, )
i=1

N = numero de divisiones o de trapecios=3
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0+ 2+ fE )

i=1
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+16 -6y + 4% + 64 - 35° 4+ 4y°

Pr16 464 14y 4+ 47
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k] PR 1 P
—Q00z" + 400x

Cxln]-x[0]/ 2%n
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h® o, s
- —f" (£
conun error de 20

Donde & estaen agun lugar en €l intervalo desde "a" a"b". Asi laregla de Simpson 1/3 es mas exacta
gue lareglatrapezoidal. Sin embargo, en comparacion con la ecuacion anterior, indica gue es mas
exacta de |o esperado. En lugar de ser proporcional alaterceraderivada, € error es proporcional ala
cuarta derivada. Esto es porgue, €l término del coeficiente de tercer orden va a cero durante la
integracion de lainterpolacion polinomial. En consecuencia, laregla de Simpson 1/3 tiene una
precision de tercer orden aun cuando se base en sélo tres puntos.

Es decir, como el término de error involucra ala cuarta derivada de f, laregla de Simpson 1/3 dara €l
resultado exacto cuando se aplique a cualquier polinomio de grado menor que cuatro. ! En otras
palabras, da resultados exactos para polinomios cubicos aun cuando se derive de una parabolal

Para poder calcular un valor numérico de la cuarta derivada necesitamos conocer el valor numérico de
X. En lugar de esto, 10 que se puede hacer es calcular la media de la cuarta derivada.
Lamedia de la cuarta derivada, se calcula de la siguiente manera:

-1 a)
Media de la cuarta derivada = h—a
Ejercicio:
1 25
CalcularJ‘DEIS'E:' da

Utilizando laregla de Simpson de 1/3 simple.

Solucion:
Sabemos que n=2
h=h—a=1—D=l

n 2 2
h=05

F(z)=(15.3)25

X f(x)
1
05 | 30.26
1 915.65
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Primmer
aubintervale  subintervalo

o+ )+

1+ 121,04 + 915.65]
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*100 =‘ e 100 = 45

s
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(4 + Zzers)dx
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Primer d
interralo interralo

H + 2zern)dx
I, . -
(4 + Zzers)d=

H + 2281
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1, _
~ a0 (01= Emor=1[

JHIT o 91T LT A
(4 +Zeem)dz = ddx 4+ 2

ZeersdE = -4‘|;:H dz + E!J‘;H ezl
= 4(4T1 - 0) + 2{-cos x)|;" = 1611+ 2[-cos 41 — (—cos 0]]
= 1611+ 2[-1 - (-1]] = 16IT+ 2{-1 + 1) = 16T1 + 2{0)
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- - Il-_i - - — II._E. . - - -
flz 1+4 & fiz 0+ Wiz )+(z )
L7 :i_:f-' 3 1 e 3 ] S

<ay g

%[fl:: %)+ 4[f'|j: z, 1+ fi 2[f(m, )+ £, ]]

: = [0 + 4[1217.67

“dx = %[III + 4
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JEC = N | _1 =
[, f=)d

el x| X
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8)— 12(4) + 64 = —64 — 43 + 64 = —48

—12(4) + 64 = 64 — 48 + 64 = 0

1+ 4f (s, 0+ ]

)
- T a0 o
-2 a3 "yl
=TT =rTT '|:_:r-'|'r'r —_ 1'._
- + s Ij..."..l_. o= _‘-l [
g | E
'

Y5 zimple

fx;[0]
far [1]
fxj [2]

Para rezolver
AT
fd+ 2% zenn
-1
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< ~ A A5
—a00x* +400%°

- 3 - - = 4
Iz + 2000
L& S A

400 + 4050% — 10800=° + 000"

GO0 + 24000%"
=4050 - 15

=—{0. 3(0.001

Emor = [

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad5_html/Sub5_1_3/Sub5-1-3.html (3 de 12) [10/01/2003 19:39:05]



—— A -
r 'I ” I'-::r‘- F
£a SULET 4+ 0 =

S 1+ HiE  +

9 =161149

Fib)—f" :-:1]]

bh-a

EIT'Z:ZII" [ = h g |:

f''" (=)= 4050 - 21600z + 24000
f.| 1 I:-I:I :| — 1:.|| 1 I:I:I
£ (b = 4050 10

40

TE R P
Emor =——h" [M}
bh—a

£ (x) = 4050 — 216003 + 24 000"

£ (b= " (0.8)= 4050 - 21600{0.8) + 24000(0

£ (a)= £ (0.48) = 4050 - 2
Emor = - i (0.16]

ap
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n—1 n-2

I+4 w4+ 2 W=+ =)
o :_, L ' I S
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o= gy = 0.24143 + 0,17

o~ g = [1.42

h_ [r Y- (a j]]
QM

b—-a

1 bh—a

Error — 00005 = — 2 - &l /m” L [r 4= i)
T 10 -1

(0.0005)(
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rfixidz= = h[f' (z, 0+ 3f(x, 0+ 3.0+ fix, :]]
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ot w2 4 4% _ gt 3
,I'_EEET—EFEK+F3?:'|D'1F=J‘_22[ Z —33’2(4—D3+%(42—923}j}’=

44 FS
=J-_22 i 3y° [4j+?[16j}jy=ﬁ2[43 —12v" + 8y )dy =

= [ (64 - 12y® +8y° )y

Ahoraresolvamos laintegral con respecto ay.

7 (64~ 1257 + 87" My =[64y - = 5" + 25" 1F, =
= 64(2 - (-2))- 4(2° - (-2 )+ 22" —(-2)") =
=644 -8+ 81+ 22(16 - 16)=256-64 + 0 =192

( Alx° - 39% + x° Jiuly = 192 —Solucién _ Analitica

Resumen de | os resultados
z2 4
ol (15-:3 -3 4y );lm:lj.r =

Solucion Analitica 192 0%
Regla del trapecio 224 16.66%
Reglade Simpson 3/8 {|191.9795 0.01%

|Solucién_ Analitica — Método _ Nimmerico |

%HErorconrespecto ala integral = | Solusion_ Analitica | 100
Tarea
10
[nzdx
Calcular lasiguiente integral 1 con 5* 104 de precision, utilizando €l método de Simpson 3/8.
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5.2 Integrales Definida Problematicas

A menudo es necesario evaluar laintegral definida de unafuncién que notieneuna
antiderivada explicita o cuya antiderivada no esfacil de obtener. EI méodo basico con que se

t
aproxima laks Fz)d= recibe el nombre de cuadratura numeéricay emplea una sumadel tipo:
Saf()
i=0
de maneratal que:
CH)dxs Ya,f(z,)
i=0

Ejemplo de estos métodos basicos son la regla del trapecioy laregla de Simpson.

Como € término deerror delaregla del trapecio contiene la segunda derivada dela f(x), es
decir f''(x), laregla del trapecio da €l resultado exacto cuando se aplica a una funcion cuya
segunda derivada sea cero, esdecir, cualquier polinomio de grado 1 6 menos. Desde luego que
aqui tendriamos un problema un problema s laregla del trapecio se aplicara a un polinomio de
grado 2 6 mayor, ya que no tendriamos € resultado exacto.

En el caso delaregla de Simpson, dado que el término de error contiene la cuarta derivada de
f(x), proporcionaresultados exactos al aplicarla a un polinomio cualquieradegradotresé de
grado menor. Nuevamente aqui tendriamos un problema s laregla de Smpson seaplicara a un
polinomio de grado 4 6 mayor, ya que no tendriamos € resultado exacto.

Regreso ala pagina principal
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5.3 Otra formula de Newton-Cotes

Laregladel trapecio y de Simpson son gemplos de una clase de métodos denominados formulas de
Newton-Cotes. Existen dos categorias de formulas de Newton-Cotes: Abiertasy cerradas.
Laférmula cerrada de (n+1) puntos de Newton-Cotes utilizalos nodos X; =x,+ih parai=0,1,2,...,n,

donde x,=ay X,=by h= (b-a)/n.

fh20e Futizidn real

Mewtoh Cotesz

q=X, Xy X Ep-1 He7h
T T HODos T T

Figura5.24.- Figura de Newton-Cotes

A estaformulase le llama cerrada, porque los extremos del intervalo cerrado [a,b] seincluyen
como nodos.
Laformula cerrada de (n+1) puntos de Newton-Cotes adopta laforma:

e Taf(x,)

Algunas de las formulas cerradas comunes de Newton-Cotes son:
1.- Laregladel trapecio

2.- Lareglade Simpson de 1/3

3.- Lareglade Simpson de 3/8

En las formulas abiertas de Newton-Cotes, |os nodos x; =x,+ih se usan paracadai=0,1,2,...,n
donde h= (b-a)/(n+2) y x,=at+hy x,=b-h. L os extremos se marcan haciendo:

a=X.1 Y b=Xp4+1
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Figura 5.25.- Newton-Cotes abierta

L as formulas abiertas de Newton-Cotes contiene todos |os nodos usados para hacer las
aproximaciones dentro del intervalo abierto (a,b). Las férmulas se convierten en:

[P = 0 fx)dx s 3 af(x

Algunas de las formulas abiertas de Newton-Cotes comunes son:

Lareglade punto medio. (Pag 196)

hﬁ
Fla)ds = Zhf(x, )+ —f'"' (&)
f. 3 donde x_ ;<& < x4
Regla del punto medio n=0
x Zh 3h®
flaide = —|fx, )0+ ) |+ —
J. 2[ (=) + ()] 4 |:zjldondex 1<€ <X,

Regladel punto medio n=1

) an 14h° :
fladx = —|2f (=, ) - Fix )+ 2F (3, ) |+ — fH]':E-zJ‘l
I 3 [ 1 2 ] 45 donde x_ <& < X3
Regla del punto medio n=2
x = 95h° i,
[ fiz) _E[Hf': j+f(xij+file+llfif{ﬁ?']““_qu £

donde x_ 1 <& < X4

Regla del punto medio n=3

En términos generales, las formulas de Newton-Cotes no son adecuadas para utilizarse en interval os
de integracion grande. Para estos casos se requieren formulas de grado superior, y los valores de sus
coeficientes son dificiles de obtener. Ademés, las formulas de Newton-Cotes se basaron en |os
polinomios interpol antes que emplean nodos con espacios iguales, procedimiento que resulta inexacto
en interval os grandes a causa de la naturaleza oscilatoria de los polinomios de grado superior.

Para poder resolver este problema se utiliza laintegracion numeérica compuesta, en lacual se
aplican las formulas de Newton-Cotes de bajo orden. Estos son los métodos de mayor uso. Ejemplos
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de estos métodos son: La regla compuesta de Simpson y la regla compuesta del Trapecio.

En laintegracion de Romberg se usa la regla compuesta del Trapecio para obtener aproximaciones
preliminaresy luego el proceso de extrapolacidn de Richardson para mejorar |as aproximaciones.

Las férmulas de Newton-Cotes se derivaron integrando los polinomios interpolantes. En todas las
formulas de Newton-Cotes se emplean valores de la funcion en puntos equidistantes (igual distancia
entre un punto y otro). Esta préactica es adecuada cuando las formulas se combinan paraformar las
reglas compuestas sin embargo, esta restriccion puede afectar considerablemente la exactitud de la
aproximacion.

L a cuadratura Gaussiana sel ecciona | os puntos de |a evaluacion de manera Optimay no en una
formaigualmente espaciada. Se escogen |os nodos X1, X»,...X,, en €l intervalo [a,b] y los coeficientes

C1,Cy,...,Cn parareducir en lo posible el error esperado que se obtiene al efectuar |a aproximacion:

PHees Sedlx,)

i=1

En esta formula de aproximacion de laintegral, |os coeficientes ¢4 ,C,...,C, SON arbitrariosy los
nodos X4, X»,...X,, €stén restringidos solo por |a especificacion de que se encuentren en [a,b], €

intervalo de laintegracion.
Un gjemplo de método de cuadratura, es e método de Gauss-L egendre.

Regreso ala pagina principal
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EI h, ) hf
T E| h,) hi

Iih, 1+ Efh,1=1h, 1+ E(h, )
Iih, 1+ h 1

1111| E(h,)— Eft, )= I{h, - Ifh, ]
12 )

E(h, |[| aly" 1] = I{h, ) - Ik,

Ith, - I|h1

Eih, 1=

Iih, |—I|h1

[=TIh 1+
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Baile =0 haryo
1

=zen(a>* 0+ 1l1=sen(l)=102:
fzl)=sen(>* 04712+ 1) =zen(
1/ o
[= = flz, )+ 23 (= )+ =)
B i=1

04712 -
I=;[I_I_Ei‘41'4 + (-

[=01451
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Una vez obtenidos estas primeras integrales, se procede a hacer un proceso parecido ala
interpolacion de Newton Lagrange. El proceso en el caso de laintegracion de Romberg se conoce
como extrapolacion de Richardson. Continuando con € ejempo, vamos aplicar la extrapolacion de

Richardson.

n
Himer

i &

subiner valns

o0 L

0.471z
0.z2356
0.1173
0.05589

Inegraiin con

laregh del
Trapecio
COm puesta

0.1451
0.2675
0.2947
03012

NN

Para calcular la siguiente columna de esta tabla, aplicamos la ecuacién obtenida de la integracion de

Romberg.
[=Ih, 1+

lhy ) -

lihy)

Empezemos:
[=02675+

[=02947 +

[=0301% +

(&)

02675~ LI4EL _ g 505
[n.4?12] B
2356 _
02947 - 0.2675 _ 00
[n.zssa]z »
lLo17s)
03012 - 02947 _ | 5000

[u.n?a]? i
0.058%

Ahora ya podemos escribir la siguiente columna de la tabla:

n h
Himer ode
Subin &1 vdos
1 0.4712
Z 0.2356
4 0.1173
g 0.05349

Calculamos €l error relativo

Inegradinconla re-

£la del Trapecio Com-
PESHD
0.1451
02675
0.2947
03012

Apliadinde la Ecua-
cion de lainegr amn
de Romberg.

0.3073
0.3033
0.3033
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YVactual — Vanterior| 100
Vactual |
0.30338 - 0.3073,
0.2038 1o
0.3033 - 0.3038|
0.303% |

=1.1%

100 =0.16%

Calculamos la siguiente columna aplicando nuevamente la ecuacion parala integracion de Romberg.
IThal- Ik
= () 2)= )

2,
i) -

ha) |
[=03038+ 0.3035 - 03073 _ 0.3035

[n.4?12 ]
0.1178
[=03033+ Lo = L8 g gnang

[n.2355]2 1
0.0589

Ahora ya podemos escribir la siguiente columna de la tabla:

n h InEegradn Aplradin de Apltacon de
Hilmero com larega la ecuadon de 1a ecuacon de
de del Trapecio la Integradin Ia I ntepradin
subidervans C Oon puesto de Ronber g de Romber g
1 04712 01481 =" 03073 ~ 7 0.3035 7
& 0.2356 02675 =" 0.3035 ? 0.30326
4 n.117s 02347 —m 0.3033
& 00589 03012

Calculamos €l % error relativo
[artal — ‘f’anteﬂ-::r] 100

i Yactual
[0.30326 - 03035
0.20326

]*IDD = [.079%

Como todavia no alcanzamos el % de error relativo, calculamos la siguiente columna aplicando
nuevamente la ecuacion paralaintegracion de Romberg
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[=030326 + 0.50326 — 0.305> 020325

[ 04712 ] £ 1
0.058%

Ahora ya podemos escribir la siguiente columna de la tabla:

n h Inegradn Aplradin de Apltacon de
Hilmer o con lareda la ecuacion de l1a ecoacon de
de del Trapecio la Inegradin l1a I nterracin
subiner valos C om puesto de Ronber & de Romber &
1 01431 = 03073 =" 03025 ~ 0.30325
s 02875 =" 03038 = 030326
4 02347 —= 03033
o] 03012

Calculamos & % de error relativo:
[‘Jau:tual — ‘Janteric:r] 100
Vartual <

|0.30325 - 0.30326],
100=0.002%
| 03035 | ?

Yaselogro el % de error relativo solicitado, de hecho el % alcanzado es menor que €l pedido.
En el caso de que € error hubiese sido mayor al solicitado, entonces se tendria que haber ampliado
el nUmero de subintervalos. Lamanerade ir incrementando el nimero de subintervalos es:
1,248, 16,32, ....
2 i=0,1,2,3, ...

Todo el proceso anterior, se puede elevar a cabo usando una ecuacion, conocida como la ecuacion
para laintegracion por medio de Romberg. La ecuacion es:

(4" ety — Lo
I].-k = 4&—1 _ 1
dondej eslalintegra y k es el Nivel de Integracion.

Probemos usar esta ecuacion con el ejemplo anterior. Desde luego, para aplicar esta ecuacion
necesitamos primero calcular las integrales por el método del Trapecio Compuesto. Estas integrales
corresponden ala primera columna del eiemplo anterior.
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[

1 0.4712 || 0.1481

2 0.2356 || 0.2675

4 0.117/8 || 0.2947

8 0.0589 || 0.3012

(45 M0, - I, (4)(0.2675) - 0.1481

Iz = PE= S — = .3073
(45 M, - Loy (4)(0.2947)— 02675

Loz =" 1 = oy, = 03038
(45 - Loy (4)(0.3012) - 02047

laz = prEurE— . =0.3033

Por |o tanto ahora la tabla, quedaria como:

04712 | 014581 40,3073
0.2356 | 0.2675 03036
01172 | 02947 1703033
nosas | 0301z |#

Q0 | L (D0 |

Nuevamente apliquemos la ecuacion paralaintegracion por medio de Romberg.
(4°1)0,, -1, 4°1(0.3038) - 0.3073

I;= e = =0.2035
47N, - 1 -
L, ( 4&2 1 22 _ 15[0.303?35 03038 _ 0 onooe

Por |o tanto, |a tabla queda finalmente como:

K=1K=2K=3
1 01481 l].3l]'i"3 03035
& 0.2675 EI 3033 ; 030326
4 0.2947 7 0.3033
g 03012

Nuevamente apliquemos la ecuacion para la integracion por medio de Romberg
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n-1
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[, 1+ & E Pl )+ (=)
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=zenml)=zen(l)=0={

j=sengll=seng=0=f(x =10

—[flxz, )+ 2f(x, )+ [z

FO071+ 07071+ 13]

F071+ 07071+ 1) =08
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= [1.500,

VA F( )+ fim, )+ )]+ iz

17071+ 0.3826) + 0]
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= 1.000 =f{

= —[ A= )+ dF (= )+ )+ flz ) + £z, )+ g )+ flz.)

[=

h

IR LGP b P o i b U i AP I o -0 - S o -y |

a."a.l:| 5 E+ 1':' i a."a.11 i i 4 1:3; a."a.iq- L

+ 0.19507 + 0]
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n h K=1 K=2 K=3
1 1 0 0.6666
2 0.5 0.5 0.63806
4 0.25 0.60355 || 0.63665
8 || 0125 || 0628375 | 0.63655
16 || 0.625 || 0.6345125
. S PSS P
” 4%t 1
.= (43‘;&;_—1 Lz _ (4)2(&5?1??)1— 0.6666 _ o1
31
. (4 411_::,1_—112,2 _ (4)2(&53?;35_)1— 063805 _ | ocecs
Lz = E#S';jﬁl_i;_—l Loz _ (4)? (n_fas;:aﬁssijl- 0.63665 _ 0636543
Por |o tanto ahora la tabla quedaria como:
n h K=1 K=2 K=3 K=4
1 1 0 0.6666 || 0.63615
2 0.5 0.5 0.63806 || 0.636556
4 0.25 0.60355 || 0.63665 || 0.636543
8 || 0125 || 0.628375 || 0.63655
16 || 0.625 || 0.6345125
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ik 4|'E-1 _ 1
4 4—11 _ I 3 _
L, _ M) Lol (4] (n.5355§u5;| 063615 _ | o ic
’ 47— 1 (47" -1
N+, -1 3 -
L, _ 4 oo~ 1o _4) [D.6355433]| 0636556 _ . occan
! 47 -1 (47 -1
Por |o tanto ahora la tabla quedaria como:
n h K=1 K=2 K=3 K=4 K=5
1 1 0 0.6666 || 0.63615 || 0.636562
2 0.5 0.5 0.63806 || 0.636556 || 0.636542
4 0.25 0.60355 0.63665 || 0.636543
8 0.125 0.628375 0.63655
16 0.625 || 0.6345125
CH) PR P
ik = 4|‘=-1 _ 1
. (4 Mae — L (9)*(0.636542) — 0.636562
15 45—1 _ 1 quﬂ- _ 1
Ly = 256(0.636542) — 0636562 0636541
256 — 1
Por |o tanto la tabla quedaria como:
n h K=1 K=2 K=3 K=4 K=5
1 1 0 0.6666 || 0.63615 || 0.636562 (| 0.635641
2 0.5 0.5 0.63806 || 0.636556 || 0.636542
4 0.25 0.60355 0.63665 || 0.636543
8 0.125 0.628375 || 0.63655
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‘ 16 0.625 || 0.6345125

Vartual — Vanterior|, 0636541 — 0636542
100 = *100 = 0.0001
Vachial | | 0.636541 |

ZEmor = ‘

Algoritmo del Método de Integracion de Romberg

Método de Romberg

For I:=1to5do

Begin

A[l,1]:=Trapecio(Dos alal(l)) ;Equivaldriaa 2i
End;

For k:=2to5do ;Dondeel Allegaa5

Begin

For J=1to 5 do ;Donde5 es el # de integrales
1[j,K]:=(4%- 1 I[j+1,k+1]-1[j,k-1]) / (4K- 1-1) ;Puede usarse cuatrok_1(k)
%Error

End;

Regreso ala pagina principal.
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5.3.2 Formulas de Gauss-L egendre

L as formulas de Gauss-L egendre, son férmulas que permiten calcular unaintegral.
Estas férmulas tienen la forma general:

1+

I= EcifIIKiZl

Para poder aplicar estas formulas, se requiere desde luego conocer |os valores de ¢;

y f(xi ).
Veamos cual eslaformula de Gauss-Legendre para cuando n=1, es decir:

I+1

1=2cif|:zij=_%tifiﬁi:'

I=c,fiz )+c.fix)

Desde luego que en toda ecuacion no conocemos c1, i Cy, Ni f(X1), ni f(X5).

Lo que vamos a hacer ahora es encontrar € valor de las incognitas para aproximar
laintegral a modo de Trapecio pero de manerata que lalineade laformula de Gauss-
L egendre, no contenga tanto error.

10
- litwes de la formels
de Gauzz-Lagrenges

1 ixg )

Figura5.27.- Linea de laformula de Gauss-L egendre

Para poder conocer |as cuatro incognitascy, C,, f(x1) y f(X,) tenemos necesidad de

conocer cuatro ecuaciones.
Para |a primera ecuacion, tomemos y=f(x)=1
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4 |t 4 4
' % LA L B

fleide = 2idz="o =—- - _
Jf08= 4 4 4 4 4

o Bl =0 = (%, )+ 0of(x,)
f':}513|=31
fla, )1=x,°

. 3 3 _
SO H,T A+ =0

Ahora ya tenemos cuatro ecuaciones con 4 incognitas: Es un SENL (Sistemade
Ecuaciones no Lineales).

C1+ Cr=2

C1 X1 +C, X2=0

C1 X12 +Cy X22=2/3

C1 X132 +Cy x23=0

Resolviendo este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas se obtiene:
c1=1
C2:1

K1= -

Entonces la formula de Gauss-L egendre quedar&:
I= _J‘ filzdz =c,fiz )+ c.flz.)

I= flx)dx = f[EHf(—E)

Ahorabién, laformula anterior de Gauss-Legendre tiene un grado de precision
tres, esto es, produce € resultado exacto con cada polinomio de grado tres o menor.

Ahorabién, unaintegral T en un intervalo arbitrario [a, b] se puede
transformar en otraen [-1, 1] usando &l cambio de variable siguiente:
X=gy,tayt
donde
ay = (bt+a) /2
a1=(b-a)/2
y ademas dx= aj dt

+[h+aj][h—a]

(b—al
_|‘f u:l—_rf[ > > dt
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I
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=04 05-0 .
0.4 = 04 _IZI.4- -

[ [0.2 + 2504+ 0.4t) — 200(0.4 + 0.41)* (04 +041)° -
=0 d-o4 -4

04 04 0.4
S00(0.4 + 0.4t)* +400(0.4 + 0.41)%]0.4dt
r_i1 [0.2+ 2504+ 0.4t)—200(0.4+ 0.4)° (0.4 + 04t)° -
S00(0.4 + 0.44)* +400(04 + 0.41)%]04dt

1 - -
I (0.08+10(0.4 + 0.4H)—5000.4 + I:I_ﬂ}t.f +270004 + 041)° - 360(04 + III.'th.jdr
-1

+1r-II|II 441 -H| ]rH
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f[E] = 051674 = (1, ]
f[—\g] —1.30583 = {1, )

o Bt = Bty )+ e Elt, )
donde
c,=1
o, =1

oL B(tHE = 0.51674 + 1.30583
[ F(tit = 1.82257

Laformula de Gauss-Legendre sirve para cuando n=1 es decir para cuando setiene
dos puntos.

De forma similar se pueden obtener férmulas de Gauss-L egendre para
n=2 (3 puntos), n=3 (4 puntos), n=5 (6 puntos), etc.

La siguiente tabla contiene para cuando n=1,2,3,4,5,6..

NUmero de Raices x; Coeficientes ¢
puntos
0.5773502692 1.0000000000
-0.5773502692 1.0000000000
2 0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888889
-0.7745966692 0.5555555556
3 0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
-0.3399810436 0.6521451549
-0.8611363116 0.3478548451
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4 0.9061798459 0.2369268850
0.5384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888889
-0.5384693101 0.4786286705
-0.9061798459 0.2369268850

n+l

[ = Ecif[}{ij

Ejercicio:

M =, J
Encontrar = ® *¢®% nor e método de Gauss Legendre, probar varios valores de n
Vact = Va1 ng L g.05

hastaque: | “act

Solucion:
Primero hagamos el cambio de variable para poder integrar entre 1y -1.

de x se despgjat= (x-0.39) / 0.39 para calcular los limites. Substituyendo los valores
gue se encontraron para poder efectuar laintegral entre 1y -1.

=059 p'd-0749
= —
059 0:39

1

[ {3103%+05%56m2(0 39 + 1. 391)}0 39dit
x—059_0-059_
059 059

[, 039 H4 ™ Meen(0 78 + 0.75t) it

Laintegral anterior ya se puede evaluar utilizando laférmula de Gauss-L egendre,
yague los limites superior e inferior estan entre 1 y -1. Desde luego esto es
independiente de que la variable seat en lugar de x.
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S+l 15t =m2=035+1.15

dx=a,dt=1.1dt =dz=11dt
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c o —[0asHLag]t b
L fit)=e"" "

1+ (109519111 =1.5¢

Tdt= (04 549979) = 0.711099

(0354 154"

2 dit =0.7110¢
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5

[0 35+ 15+0 774 5a66692)

Fi0.77459666492) =8 2 — g 0TS
fi0.77459666092) = 0463117 = fit,)

(0L35+1.1540)

f(0)=e 2 =P _ 0940588
F{0)=0.940588 = f(t,)

_[035+1 154 0.7 M Sa6eEa)) ¢

Fi-07745900692 ) = 2 = 0148224
Fi—0.77459606492 ) = 0863964 =11, )

Ademas:;
c1=0.5555555556
c,=0.8888888889

C3=0.5555555556

UL TELT
e 2 db=cf(t )+ cof(ty )+ esfity )

=0.5555555556* (0.463117)+0.8888888889* (0.940588)+0.5555555556* (0.863964)=
=1.573345

Sin embargo como laintegral esta premultiplicada por 0.45878, el valor final dela
integral ser&:

Repitamos €l gercicio con n=3 0 sea con 4 puntos. La ecuacion que vamos a integrar
es.

(0.354H .15t

0458787 2 dt

[0.35+1.15) 2

~fitl=e 2
Evaluemos ahora f(0.8611363116), f(0.3399810436),f(-0.3399810436),f(-
0.8611363116)

£(0.8611363116)=0.407297=f(t1)

f(0.3399810436)=0.759933=f(t2)
f(-0.3399810436)=0.999160=f(t3)
f(-0.8611363116)=0.814650=f(t4)
ademas;

c1=0.3478548451
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¢,=0.6521451549
c5=0.6521451549
C4=0.3478548451

UL TEL
J‘_iie 2 dt=c f(t )+ oot )+ e it )+ e, f(1, )

(03541 15

(e % dt=1572244

Sin embargo como laintegral esta premultiplicada por 0.45878, el valor final dela
integral ser&

_[0.35H.151)°

045878 e % dt=(045878)(1.572244)

(0.354H .15

045878 e 2  dt=0721314

Repitamos el gercicio con n=4 ¢ sea con 5 puntos. La ecuacion que vamos a integrar
es.

(0354 .15

045878 2 dt

_[0.35+.15)°

~fft=e 2

Evaluemos ahora f(0.9061798459), f(0.5384693101), f(0), f(-0.5384693101), f(-
0.9061798459)
£(0.9061798459)=0.379469=f(t1 )

f(0.5384693101)=0.625181=f(tp)
f(0)=0.940588 =f(t3)
f(-0.5384693101)=0.964403=f(t4)
f(-0.9061798459)=0.787016= f(i5)
ademas.

c1=0.236926885
c,=0.4786286705
c3=0.5688888889
c4=0.4786286705
c5=0.2369268850

NUETELT
J‘_iie SR S D R P N i R P T o

o5 s

e *  dt=1572282
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6 DIFERENCIACION

6 DIFERENCIACION

6.1 Operadores en Diferencia

Existen operadores en diferencia que se utilizan en algunas de las formulas para calcular la derivada
de unafuncion.
Por gemplo:
Considere f(x) unafuncion en lavariable x. El operador en diferenciaA f(x; ), significa:
Af(x; )=F(xi +1)- T(Xi)
L as potencias méas Af(x; ) se definen recursivamente por medio de:
AKf(x; )= A (AK-1f(x; ) parak >= 2
Esta definicion anterior significa que:
A% (x; )= B (A (X )= [F(X; +1)- 10 )= AF(X; +1)- DG )= [ +2)- F(x; +2)]- [F(X; +1)- F0x; )]
A2f(x; )= (X +2)-2 F(X; +1)+ F(x;)
Ahora para ASf(x; )
A3F(x; )= A [A%(x; )]= A [ F(X; 42)-2 (%) 42)+ F(x; )]
A3f(X; )= A F(X; 42)-2A F(X 1) +A (X )
D3(x; )= T +3)- T +2)1-2[F(X; +2)- F(x; +1)I+F0X +2)- F0X; )]
A3F (X )= (%5 13)-3 F(Xi 42)+2 (X 1)+ (X +1)- F(X;)
A3F(x; )= F(%; +3)-3 F(Xi +2)+3F(X; +1)- F(X;)
Ahora para A%(x; )
A% (x; )= A [A3F(x )= A [F(X; +3)-3F(X; +2)+3F(X; +1)+ (X )]
A% (x; )= D F(X; +3)-30 F(X; +2)-3A (X +1)-A f(x;)
A% (x; )= [ F(X; +4)- TG +3)] -3 F(X; +3)- F(X; +2)]+3[F(X; +2)- F(X; +0)]-[F(X; +1)- F(x; )]
D (%; )= F(X; +4)-41(%; +3)+6 F(X; +2)-4 F(x; 1)+ T(x;)
Asi sucesivamente se podria calcular ASf(x; ), A8f(x; ), etc...
Usualmente en lugar de escribir A f(x; ), A2f(x; ), A3f(x; ),...€etc, solo se escribe A f, A2f, A3f,... etc.
Es decir, se asume que lafuncidn en x, esta evaluada en x; , 0 se f(x; ).

Por otro lado, para evaluar |os operadores en diferencia se requiere conocer lafuncion f(x) o una
tabla de x contraf(x). Parailustrar la aplicacion de estos operadores en diferencia consideremos la

siguiente tabla, en la cua deseamos evaluar A f y A2f parax; =3
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6 DIFERENCIACION

® |f)

0 1

1.5]3
*i 3 |-t
i+l % 4.5|-6
Xtz ho|1

flgh
13t + 1)
Y

Figura 6.1.- Evaluacion de los incrementos.

Af=1(x +1)- (X))

A f=-6-(-1) ?2A f=-5

A= 1(X; 42)-2 F(X; +1)+ F(X;)
N2= 1-2(-6)+(-1)
A2f=1+12-1

A2f=12

Ejemplo:
Dadalafuncién
f(X)=x54+3xH4x3+2x2+x+1

generar unatablade x contraf(x) para valores de x desde o hasta 10. Unavez generadalatabla,

obtenga A f, A2f, A3f, A4f y ASf parax; =5

Solucion:

Primero vamos a generar latabla de x contraf(x).
f(X)=x2+3xH+4x3+2x2+x+1
f(0)=(0)>+3(0)*+4(0)3+2(0)2+(0)+1=1
f(1)=(1)>+3(1)4+4(1)3+2(1)°+(1)+1=12
f(2)=(2)>+3(2)4+4(2)3+2(2)2+(2)+1=123
f(3)=(3)>+3(3)4+4(3)3+2(3)?+(3)+1=616
f(4)=(4)>+3(4)*+4(4)3+2(4)%+(4)+1=2085
f(5)=(5)>+3(5)*+4(5)3+2(5)>+(5)+1=5556
f(6)=(6)>+3(6)*+4(6)3+2(6)>+(6)+1=12607
f(7)=(7)>+3(7)4+4(7)3+2(7)?+(7)+1=25488
f(8)=(8)>+3(8)*+4(8)3+2(8)°+(8)+1=47241
f(9)=(9)>+3(9)*+4(9)3+2(9)°+(9)+1=81820
f(10)=(10)5+3(10)4+4(10)3+2(10)2+(10)+1=134211
Ahora generamos la tabla:
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6 DIFERENCIACION

= Alf(s, ) - 4z, 0+ r.':':-f'[:-:iﬁ |

t|::1+4']—'~1[" ivd | —f'[:". .
- Tz, |]+[t|"1+1 1—fi
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6

6.2 Formulas de Diferencia hacia Adelante

Segun el teoremade Taylor:

= 5 (aliz—a)"

fl)= 3 3”;{' :
k=0 :

Desarrollando la sumade la serie de Taylor:

fla)iz-a) fla)z- a)? N

flz=)l=flal+ T ol
Tomando dos puntos:

a=X;

X=X 1

y sustituyendo en la serie de Taylor desarrollada:
f! . . — %, f-‘°"’ . ) g @
Pl ) =12 )+ (}51:”:}5;;,1 Klj+ EKJEK; ) .

Tomando solo dos términos:

Pl ) ==+ Pl i — %)

1l
Despejando f( x; ):
Pt )-flg)  AF
h

=, 1= =
|Z ' :I ':Ki+1 — & :'
Laanterior eslaformula con diferencias hacia adelante 6 férmula de dos puntos.

En general se puede encontrar la derivada de una funcion no solo con laformula de dos puntos, s
no que se puede emplear laférmula para 3 puntos, para4 puntos, para 5 puntos, etc.

Laformula general para 2 puntos, 3 puntos, 4 puntos, 5 puntos, etc es:

frixty= l[ﬂf- Lep o Lose o Lye, ]

h 2 * 3 * 4 *
2 puttoz  Jpuntoz dpuntoz Spuntos
Ejercicio:
Por el método de Diferencia hacia adelante encontrar la derivada de la funcion evaluada en x=1; es

decir, f'(1)=".
Pararesolver este gercicio utilize la siguiente tabla:

% i)
¥ (1 J1 flxgd
Hipp | 1.1 | 155 ) fimgpq0 Ly puntoz
Hiya 1.2 11.72%8 f{:{i_'_z;l

Figurab.1.-Tablal

Solucion:
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AR = a1 — 2F 0, 0+ Fix =1 1+ 1=0.066

-, =11-1=12-11=01
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i )+ T Ei ) - [1' (Zirz) = TlEin .-'] + [1'|,_ Hi ) — T ]

JHf(E, ) -tE )+ =, J+i(E, -1

S
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0.1 0.1

j:=_i[|:|.125—_j Lio.1esy | = 2 [0.125 + 0.0¢

I P S AP o |

h*
F (o L A F (o Y EF " T
—{3, VA = (s 0+ 215 )

h*

Pl s ) — 20 (E )+ 20, ) — T30
h”
F (= L A F o L A F = ™ ey L Effer 1
_-_-'1- I-_ Y i+4 _|I + 141’ I-_ .:"..i+::; _|I - ._41- I-_ ‘:.."i+2 _.I + ]. l_lr I._ .:"..i_'_i _|I - -_-'1- I-_ .:"..i _|I
2
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r|"|—"'+:: R+ +1

b, I R R

T

(011310 - 1 (0.016&E) + l|j'I:I.I:II:I1E! ']]
. T c - .

— 0.0042 + 0.00024]
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h® =0.01

PEyp)="

P12 |_|__ 156
- 0.01

F'(1)=

£y =113.1
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Analitica
Puntos Puntos Puntos Puntos
Segunda\ 49.87 38.56
derlvada‘
BE -“
Cuarta‘ 144
derlvada\
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6

Af =f(x,,, ) - T

1

Af = 1064 — 642 = 422

B = F(x 00 ) — 26y )+ (2,

A*F = 1640 — 2(1064) + 642 = 154

B = £, )= 3R ) + 3 (25, ) - £z

AR = 2394 — 2(1640) + 3(1064) — 642 = 24

NS (- SRR - S B | - SR L A - SR E S A b0
AT = 3350 — 4(2394) + 6(1640) — 4{1064 )+ £42 =1

S (5] = l[ﬂf—len Losp_ Lassy ..}J[qzz —1[1543+1|:24:|}
h z 3 4 1 z 3

£ (5) =353

Laprimera derivada analitica es:
f(X)= 4x3+5x2+3x+2
f'(x)=12x2+10x+3
'(5)=12(5)2+10(5)+3
f'(5)=353

En este Ultimo gercicio, se observa nuevamente gque para obtener el mismo valor de la derivada
numérica, con respecto al valor de la derivada analitica, serequiere usar A f, A%f y A3f. Esta delta
cubicadef ¢ terceradiferencia coincide con el hecho de que & grado del polinomio de lafuncién f(x)
es de grado 3. Ademas se observa que |as deltas superiores a 3, o sea: A4, ASf,0, etc, todas son
iguales a cero.

De los gercicios realizados hasta este momento, podriamos construir la siguiente tabla:

Funcién f'(5) f'(5) Deltasf

Numeérica || Andlitica || utilizadas

3X+2 3 3 Af
2X2+x+4 21 24 Afy A%
4X3+5x2+3x+2 353 353 Af, Ny
A3f

Figura6.8.- Tabla8

De esta tabla podemos concluir lo siguiente:
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6

1.- Paraun polinomio de grado 1, la Unicadeltausadaes A f.

2.- Para un polinomio de grado 2, |as deltas usadas son A f y A2f.

3.- Para un polinomio de grado 3, las deltas usadas son A f, A2f y A3f.

4.- Para un polinomio de grado n, las deltas usadas para obtener el valor exacto de la derivada por las
formulas de diferencia hacia adelante serén: A f, A%f, ASf,O, Anf. Ademés, las An+1f, An+2f O,etc.,
seran todas iguales a cero.

Otra conclusién que no se deriva directamente de latabla, pero que estaimplicita, eslasiguiente:

1.- Cuando se tenga unatabla de x contra f(x) solamente, es decir que no se conoce explicitamente la
funcion f(x), se podria saber € grado del polinomio que gjustaralos datos, si se llegase a encontrar
algunadelta delafuncién igual acero. Por giemplo si A>f=0, entonces el grado del polinomio que
gjustaria seria grado 4. Si A4=0, el grado del polinomio que ajustaria seria 3. Si A8f=0, el grado del
polinomio que gjustaria seria 7. Desde luego que ladeltaigual acero, debe ser laprimeradeltaigual a
Ccero.

Ahora obtengamos segundas derivadas:

Para poder calcular segundas derivadas diferentes a cero, se necesita partir de un polinomio, cuyo
grado minimo debera ser 2.

Por tanto resolvamos el siguiente ejemplo. Por el método de diferencia hacia adelante calcular la
segunda derivada de la funcion:

f(X)=5x2+x+1

Evaluar la segunda derivada en x=5.

Para emplear e método numeérico genere unatabla de x contraf(x) variando x de 0 a 10 de uno en
uno.

Solucion:

£l
1

a3
49
a5
151 [z

157 |4 il g
233 ‘—f{}:i+g}
329 |4 £, 50
415
0 [511

i+l
itz
]{i+3

L
e
ol =l Fae N e N | Y PN T ol Fen ) ]

Figura6.9.- Tabla9

Calculo de la segunda derivada con 3 puntos:
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—tiE, L )+, ) — o, )+ 2T ()

£ (%, )= e
P (5) o 0850+ 4(4nn€1;25(259) +2(156)
£ (5)=32

Calculo de la segunda derivada Analitica:
f(X)=x3+x2+x+1
f'(x)=3x2+2x+1
f"(X)=6x+2
f*(5)=32
Observamos con este resultado, que cuando se tenga una tabla generada con un polinomio de grado
3, serequiere usar laférmula con 4 puntos, para obtener e mismo valor numérico que analitico.
Desde luego que en la derivacion numeérica, no se conoce € polinomio como en los gjemplos que
hemos hecho, solo se conoce unatabla de x contra f(x), o se conoce lafuncién la cual es dificil de
evaluar analiticamente.
Sin embargo las conclusiones y comentarios que se han hecho aqui sirven para darse unaidea de
gue ecuacion usar o que A f usar para calcular las derivadas. También puede servir para que se tenga
unaidea de que grado de polinomio podria usarse para gjustar |os datos de x contra f(x).

Regreso ala pagina principal.
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6.3 FOormula de diferencias centrales

Considere la serie de Taylor:

Flx)= fla)+ F (a)(x—a)+ — 'Za:”:; -a)’ |
Hagamos:

A=Xiz1

a=X;

Sustituyamos estos valores en la serie de Taylor y consideremos solo hasta la primera derivada.
fxi - 1)=F0 )0 ) (X5 2 1- %)

Xj.1 = Xj - h

Xj.1- X =-h

Sustituyendo esta Ultima ecuacion en lade f(x; - 1):
f(Xi - 1)=F(x; )+'(x; )(-h)

f(xi - f0q )-f'(x; )h

Sabemos que de las diferencias hacia adelante:

f(X; +1)=F(x; )+H'(x )h

Restando | as dos Ultimas ecuaciones:

f(Xi +1)=f(x; )+'(x; )h

-F(x; - ) )-F'(%; )h

f(Xi +2)-f(x; - 1)=2f"(x; )h

Esta eslaformula de diferencias centrales para dos puntos.

Laformula de diferencias centrales con 4 puntos:
Pz, )= —{He 1 + 3f':31+11:|2;13f[5{i-1] +1(x )

Ejercicio:
Por el método de diferencias centrales, encontrar la primera derivada de f(x) para cuando x=3 0 sea
f'(3) utilizando los datos de la siguiente tabla:
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Parala segunda derivada con 3 puntos:

Flstg ) — 200 )+ %, )

B (=)= 2

Parala segunda derivada con 5 puntos:

(g )+ 10z, ) - 3080z, ) + 166 (2, ) -, )

(=)= o

Paralaterceraderivada con 4 puntos:

Flse ) —2f{m )+ 2 () - Tz, )
2h°

w)=

Paralaterceraderivada con 6 puntos:

(s ) B H o ) - 13 [y I+ 13 (g J— 0l )+ T(H, 5]
2h*
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_ il -2z )+ 02, )

h*
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Terceraderivada con 6 puntos:

0 ) B (R ) - 13F (2, )+ 1300, ) BF (R, )+ F(H, ;)

£ (%, )=
;] e

f(x 15)=12.75603
f(x; . 5)=2.94117

o 1275603 + 8(9.92992) — 13(7 715611 + 13(4 68559 ) — 8(268928)
rl= 30 1)°

£ (1) =90

Laterceraderivada analitica es:
f(X)=XO+HXAHX3+X2+x+1
f'(X)=5x4+4x3+3x2+2x+1
f"'(X)=20x3+12x2+6x+2

"' (x)=60x2+24x+6
£(x)=60(1)2+24(1)+6
f(1)=90

Resumen

f(X) =X+ xHx3+x24+x+1
Calculo de derivadas evaluadas en x=1.

2 Puntos||3 Puntos||4 Puntos||5 Puntos||6 Puntos|/Analiticg
Primera|| 15.15 14.99 15
Derivada
Segunda 40.12 40 40
Derivada
Tercera 90.3 90 90
Derivada

Figura6.13.- Tabla 13

Ejercicio:
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Considere la siguiente funcién de x.

f(X)=3x3+2x2+x+4

genere unatablade 7 (X )variando x de 0 a 1 en intervalos de 0.1. Y finalmente calcule f'(0.5),
f"(0.5) y f"'(0.5) y compare sus resultados con la solucién analitica

Solucion:

i

4.125 |4m fixg_4)
4.304 |4m fixg_g)
4.561 |4 fx;_ o)
291z |4 flxi—q)
5575 | flxg)

5065 |4 iy
6.700 |4m flxj, a0
T.A1G |4 f{]{i+3}
5.707 |ty )

0 | 10.000

Ll B =N == e | = S | = L U Ll Ee Y ]

Figura6.14.- Tabla 14

Cdalculo de la primera derivada con la férmula de diferencias centrales para 2 puntos:
i ) - f2i )

' fw. =
(x:) .
5,963 —4.912
£ (0.5 =
(0:5) 2(0.1)
£ (1)=528

Célculo de la primera derivada con la formula de diferencias centrales con 4 puntos:
(e )+ BF (3, ) - 80 (3, )+ T 5)

f'{z;)= Lon

P (1) = —6.709 + 5(5.968) - 3(4.912) + 4.561
- 12(0.1)

f'{1)=525

Calculo de la primera derivada analitica:
f(X)=3x3+2x2+x+4
f'(x)=3(3)x2+2(2)x+1

f'(X)=9x2+4x+1
f'(0.5)=9(0.5)2+4(0.5)+1

f'(0.5)=5.25

Laférmula de diferencias centrales con 4 puntos da €l resultado exacto cuando los datos de latabla
son generales por un polinomio de tercer grado.
Calculo de la segunda derivada con laformula de diferencias centrales para 3 puntos:
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09+ 16

£ (05)=13

' (0.5)=18
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£(0.5)=18

Laférmula de diferencias centrales con 4 puntos y con 6 puntos dan €l resultado exacto cuando los
datos de la tabla son generados por un polinomio de tercer grado.

Resumen

f(x)=3x3+2x2+x+4
Cdalculo de derivadas evaluadas en x=0.5.

2 Puntos||3 Puntos||4 Puntos||5 Puntos||6 Puntos||Analitica
Primera|| 5.28 5.25 525
Derivada
Segunda 13 13 13
Derivadal
Tercera 18 18 18
Derivadal

Figura6.15.- Tabla15
Ejemplo:
Considere la siguiente funcion de x:
f(X)=x4Hx3+x24x+1
genere unatabla de =71 (X ]variando x de 0 a 10 en intervalos de 1,0. Finalmente calcule f'(5),f(5)

y £"(5), y compare sus resultados con la solucion anadlitica.

Solucion:

X )

i+smp| o [1.0 o 13 _c)
Xj—gmp|1 |50 = £l 0
X mp|z  |31.0 b el bk
Xi—omp| 5 (1210 o flx o)
ij—1 M| 4 [ 3410 e flx;—q)
x; W5 (710 e fxy)

xiep M6 15550 4 flxg )
Wipo w7 | 2801.0 s D0
Wipo w8 (46810 s DI aS
}‘i+43 mp| 9 [Tzl o D)
g mp 10 11111, o Tl )
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Las férmulas de diferencia centrales con 5 puntos dan €l resultado exacto cuando los datos de la
tabla son generados por un polinomio de cuarto grado.
Cdélculo de latercera derivada con laformula de diferencias centrales para 4 puntos:

Flfin ) —2f (Mg )+ 2002, ) -T2 )

£ (x, )= .
Zh
pre (5 ZB0L=201555) + 2(341) 121
2(1)
£ (5)= 126

Céalculo de latercera derivada con laformula de diferencias centrales para 6 puntos:
e - ) o o U o f b ST O 5 - A -3 - S S -

iz )=
3h°
e (46817 + 8(2801)- 13(1555) + 13(341) - 8(121) + 31
£ (5)= ‘
3(1)
£ (5)= 126

Cdlculo de latercera derivada analitica:
f(X)=x4x3+x24x+1

f'(X)= 4x3+3x2+2x+1

f"(x)= 4(3)x2+3(2)x+2(1)

f"(X)= 12x2+6x+2

f"'(x)= 12(2)x+6(1)

f"(5)=24(5)+6

f"(5)=126

Laférmula de diferencias centrales con 4 puntosy con 6 puntos dan €l resultado exacto cuando los
datos de la tabla son generados por un polinomio de cuarto grado.

Resumen

f(X)=xHx3+x2+x+1
Cdalculo de las derivadas evaluadas en x=5.

2 Puntos||3 Puntos||4 Puntos||5 Puntos||6 Puntos||Analiticg
Primera 607 586 586
Derivada
Segunda 334 332 332
Derivada
Tercera 126 126 126
Derivada
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Figura6.17.- Tabla17

Observando el resumen del gjemplo anterior y el de este tltimo g emplo se puede concluir o
siguiente paralas férmulas de diferencias centrales:
Para un polinomio de grado n serequiere usar la formula de diferencias centrales para n

puntos o para mas puntos con €l fin de obtener el mismo resultado que €l de la derivada
analitica.

Regreso ala pagina principal.
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6.4 Erroresen diferenciacion numérica

El error a encontrar la primera derivada por la férmula de diferencia hacia adelante
fim.., - fl=z.
fl [Ki:'= I:‘.:'51‘-:|.+1 :Ih EK:.:I =%

Esigua a
h

_Ef” (£)

Desde luego que para poder evaluar €l error, necesitamos conocer & y (€ )

o
& esun valor entre #i y Fi+1 con Fi 5 T Hi
Usuamente no se conoce este valor; 1o que se puede hacer es evaluar € error que resulta cuando &
=X; Yy cuando & =X; 41, de maneratal que con estos dos valores extremos se tenga unaideade |os

limites extremos del error.
Por otro lado si lafuncion ala cual |e deseamos evaluar su primera derivada, f'(x), no tiene segunda

derivada, autométicamente su error sera cero, independientemente del valor que pudiese tener € .

Por g emplo:
f(x)= 5x+9
f'(xX)=5
f'"(xX)=0
gy AL

%, :
[0 Al evaluar numéricamente la primera derivada f'(x) con L e error seracero.
Hagamos el gjercicio, construyendo primero unatablade =7 (%), Tomemos x de cero a 5.

x| £
9

0
1 14
2 19
X omp| 5 24
gl 4 | 29
5 | 34

Figura6.17.- Tabla 17

Ahora calculemos " (x) parax; =3, esdecir f'(3)
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El mismo resultado se obtiene numéricamente y analiticamente, ya que el error es cero. Desde

luego que cuando tenemos unatabla de z71(%) no conocemos lafuncion de x explicitamente, y por
lo tanto no podriamos saber si la segunda derivada es igual acero.

L o que se puede hacer en los casos de conocer Unicamente la tabla de x71(%) eshacer un guste de
los datos a un polinomio y determinar que polinomio y de qué grado es € que gjustamejor alos datos
tabulados.

Y aconocido el polinomio, se puede tener unaideade si la segunda derivada va a ser igual acero o
no, y desde luego s €l error vaaser igual a cero o no, independientemente del valor de € .

El error que acabamos de describir es cuando calculamos f'(x; ) con A solamente, pero recordando

f' [z, )= l[ﬂf— Lpzpy Lasp Lyve Lase,
que f'(x; ) lo podemos calcular con: h 2 3 4 g

el calculo de error sera diferente, seguin el niUmero de diferencias que empleamos.

En general la ecuacion para calcular €l error a calcular la primera derivada por las formulas de
diferencia hacia adelante es:
(=1 b0
n+ 1
donde n es el nimero de diferencias que se utilizan.

Emor =

Por gemplo s se utiliza Af:

(-1 h -
E — — __f-ll
ror > 5 (&
Si seutiliza &°f
Emor = 3 =?f [ &)

Si seutiliza &°f
(—1PRH S B
E —_ _—
ITor 3 p

I ()

Y asi sucesivamente.
Desde luego que en todas las ecuaciones anteriores la derivada no existe para el gjemplo propuesto,

entonces € error sera cero independientemente de cual sea €l valor de £
El error al encontrar la primera derivada por laformula de diferencias centradas
Fletg, )— T2, )
' iz )=
(1) o
h® .
: -—f""ig)
Esigua aa ©
L os mismos comentarios que se hicieron paralaecuacion del error de las formulas de diferencias
hacia adelante, aplican ala ecuacion del error de las formulas de diferencias centradas.

&
Hig =g Sy
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Ejemplo:
fla)= 22" + 3 +4

f'izl=4x+3
f'' (x) =4
' (=z=10

Pz )= Fleg, ) - 12, )
Al evaluar numéricamente |la primera derivadaf'(x; ) con 2h

el error debe de ser cero, ya que f*(x)=0
Hagamos el gercicio, construyendo primero unatabla de z71(%)  Tomamosx de cero a5.

x| £
o4

q

14
51
448
a4

wn || |ea | = |

Figura6.18.- Tabla 18

Ahora calculamos f'(x; ) parax; =3, es decir f'(3)
flm=. . 1— =, —
f-l |:Kl:|= |:H'1+1:| [Kl-ijl=48 18=ﬂ=15
Zh 2(17 2 = fi3=15

El mismo resultado se obtiene numéricamente y analiticamente, ya que €l error es cero.

Laecuacion del error a calcular la primera derivada con laformula de 4 puntos por diferencias
centradas es.
h4

ﬁf (£)

Esta ecuacion aplica para cuando se usa:
P, )= —f(H e )+ B8 ) - B[, ) +TE, )
" 12h férmula de 4 puntos.
Cuando se calcula la segunda derivada con la férmula de tres puntos por diferencias centrados.
fla, 01— 2f0z 1+ fix,
fn [Kij= [K:&i:l ]:E:;:L:I-'_ (Kl—ijl
hz

iy :
laecuacion del error es; 12 Hig =& <Xy

Al calcular las derivadas numéricamente se pueden cometer dos tipos de errores. Una parte debida
al error de redondeo y otra al error de truncamiento . Si queremos reducir €l error de truncamiento
debemos de reducir h. Pero al reducir h, el error de redondear crece. Asi pues en la practicararavez
conviene que h sea muy peguefio, porque €l error de redondear predominara en los calcul os.
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Por gjemplo en el calculo de la primera derivada por laférmula de 2 puntos de diferencias
£
£

centradas, €l error de redondeo se calculacomo !t y el error de redondeo de truncamiento como
h by

Ef”' (&)

En estas férmulas se ve claramente gue conforme h disminuye, €l error de truncamiento se hace
mas pequerio, pero e error de redondeo se hace més grande.

Regreso ala pagina principal .
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7 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE PRIMER ORDEN

7/ ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIASDE PRIMER
ORDEN.

7.1 Ecuaciones Diferencialesy en diferencia

L as ecuaciones diferenciales sirven para modelar problemas que requieren el cambio de un variable
respecto alaotra. En lamayor parte de estos problemas hay que resolver un problemade valor inicial,
es decir, resolver una ecuacion diferencial que satisface una condicion inicial dada.

En lageneralidad de las situaciones de la vidareal, la ecuacion diferencial que modela el problema
resulta demasiado complicado para resolverla con exactitud, por 1o que se recurre alos
procedimientos para aproximar la solucion. El primero consiste en simplificar la ecuacion diferencial
de modo que podamos resol verla exactamente y utilizar después la solucion de la ecuacion
simplificada para aproximar la solucion de la ecuacion original. El segundo, se valer de métodos
numericos para aproximar la solucion del problema original. Este ultimo procedimiento es el que se
emplea por lo regular, pues los métodos de aproximacion dan resultados mas exactos.

El método numérico que aqui veremos no produce una aproximacion continua a la solucion del
problemade valor inicial. Por el contrario, se obtienen las aproximaciones en algunos puntos
especificos y, a menudo, igualmente espaciados. Si se requieren valores intermedios, se utilizaun
método de interpolacion.

El método de Euler es un método numeérico que emplea una ecuacion que se llama: Ecuacion de
Diferencia. EIl método de Euler se emplea para aproximar la solucién de una ecuacion diferencial.

Regreso ala pagina principal .

http://mailweb.udlap.mx/~ccastane/Analisis_Numerico_html/Unidad7_html/Sub7_1/Sub7-1.html [10/01/2003 19:41:18]



7.2 Método de Euler

El método de Euler tiene por objeto obtener una aproximacién de un problema bien planteado de
valor inicial. Es decir, se trata de obtener una aproximacion de:

funciondety dey

d
=t

W ¥)
dt a<t<by(a=a
derivada de y con respecto det

En la practica, no se obtendra una aproximacion continua a la solucién y(t); por € contrario, se
generaran aproximaciones a esa solucion en varios valores, llamados: PUNTOS DE RED., en €
intervalo [a,b]. Una vez obtenida la aproximacion en los puntos, podemos obtener por interpolacion la
solucion aproximada en otros puntos del intervalo.

En primer lugar, estipulamos que |os puntos de red tienen una distribucion uniforme en todo €l
intervalo [a,b].
Garantizamos esta condicion al seleccionar un entero positivo N y 1os puntos de red: to, t1, t2,...,ty;

donde:

t; =atih paracadai=0,1,2,3,...,N

h= Tamario de paso

Se utiliza el Teorema de Taylor paraderivar el método de Euler.
Se supone que y(t), la solucién unica de la ecuacion diferencial, tiene primera derivaday segunda
derivada en €l intervalo [a,b], de modo que para cadai=0,1,2,3,...,N-1.

':ti+1 _tijz Ve E
Vit ) =¥+ (i — 0% (1) + TF’ ()
donde
t; ‘:E-f‘“‘:tiu
y st h=t 4q-t;

Entonces:
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Pt )= ¥00) + B (8] + 23" ()

2
Sustituyendo:
y'(tj ) por

: d
y(t) = = f

T [ty ¥it; )

Fiti )= ¥ty )+ Dt w(ts )0+ %F" ()

El método de Euler sustituye w; g roqse: Y(ti ) paracadai=1,2,3,...,N, eliminael término con
segunda derivaday consideraw, =[] .

Por |o tanto, |a ecuacion anterior queda como:
W, 11 =w; +hf(t; , w; ) paracadai=0,1,2,...,N-1

A esta Ultima ecuacion se le llama Ecuacion de Diferencia. Esta Ultima ecuacion es la ecuacion del
método de Euler.

Ejemplo:

Utilize e método de Euler para aproximar la solucién al problemade valor inicial
dy 2

—=v=v-1" +1

Friab el Al

para0<t < 2y(0)=0.5 con N=10
Solucion:

b-a
h=
M

a=0
b=2
N=10
2-1
"=
h=0.2
ti =at+ih
ti =O+|(02)
ti =0.2i
Wo =0 .
W, =0.5

Con la ecuacion del método de Euler:
Wi 11 =W; +hf(t , w; )

Wi 11 =W +h(Wi - 2+1) y-t2+1 donde y=w; yt=t
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Wi 11 =w; +0.2(w; - (0.2i)2+1)
Wi 11 = W, +0'2(Wi : (002|2+1)
w; 41 =1.2w; -0.008i2+0.2 parai=0,1,2,...9

i [ioa [ w
0 0 0.5
1 0.2 0.8
2 0.4 1.152
3 0.6 1.5504
4 0.8 1.98848
5 1.0 2.458176
6 1.2 2.9498112
7 1.4 3.45177344
8 1.6 3.950128128
9 1.8 4.4281537536
10 2.0 4.8657845043
Ejercicio:

Aplique el método de Euler para aproximar la solucion del siguiente problemade valor inicial.
y'=te3t -2y 0<t < 1y(0)=0 h=0.5

Solucion:
a=0
b=1

,_b-a_1-0_1
N N N

1

SN =—
0.5

MN=2

t,=a+ih

b, =0+1i(0.5)

b, =03

W, =

w, =10

Con la ecuacion del método de Euler:

Wi 41 =W +hi(g, w; )

Wi .1 =W; +h(t; e3ti-2w;)te3t-2y dondey=w; yt=t;
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Wi 11 =W; +h(0.5i e3(0-9) 1.2, )
W; .1 =W; +0.5(0.5i el- 5 -2 w; )
Wi 41 =W; +0.25i el 51 - w,

W; 41 =0.25i el 51 parai=0,1,2

Parai=0

w; =0.25(0) el- 5(0)
w; =0.25(0) (1)

wy =0

Parai=1

w, =0.25(1) el- 5(1)

w» =0.25(1) (4.48168907034)
Wo =1.12042226758

Resumamos | os resultados en la siguiente tabla:

] us02 ] W
0 0 0
0.5 0

1.0 1.1204222675

A continuacion se dalasolucion real al problemadel valor inicial de este gercicio:

1, s 1 s 1 g
t)=—te® - —e® 4 —
¥t =3 5% T og®

Compare la solucién real, con la solucion por el método de Euler.

Parai=0
1 St 1 St 1 -2
t,)l==t """ ——e™ + —g 7"
¥it.) St e 7e
t, =10
E-":t =|:|:I=l|:|:|:E3[D] _LES[D] +LE-2[D]
: o ) 20
(t —Dj—[l—i+i—lil
ite = 25 " 25
¥it, =0)=10
parai=1
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Flly)=—t" ——e™' + —e
o

SR “AE
S S

= L,

vit, =05==[05%"
S 1 ’ | Y X
h]

yit, =0.5)= 044816390703

vit,=0.2)=10.:
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Sabemos que la ecuacion del método de Euler es:

Wi 41 =W +hf(t, wi)

Wi 41 =W; +0.5[1+(t - w; )7

Wi 41 =W; +0.5[1+t 22t w; +w; 9

Wi 11 =W; +0.5+05t 2-2(0.5)t w; +0.5w; 2

Wi 41 =W, +0.5+0.5(2+0.51)2-(2+0.5) w; +0.5w; 2

Wi 41 =W, +0.5+0.5(4+2(2)(0.5)i+0.25i2)-2 w; -0.5 w; +0.5w; 2
W; 11 =Ww; .0.5+0.5(4+2i+0.25i2)-2 w; -0.5w; +0.5w; 2

Wi 41 =W; +0.5+2+i+0.12i2-2 w; -0.5i w; +0.5w; 2

W; 11 =0.5w; 2. w; -0.51 w; +i+0.125i2+2.5 parai=0,1

parai=0

wy = 0.5W,2. W, -0.5(0)w,, +0+0.125 (0)2+2.5
wj = 0.5wg2. W, -0+0+0+2.5

wq = 0.5(1)2-(1)+2.5

wp =2

parai=1

Wy = 0.5Wq2. Wy -0.5(1)wy +1+0.125 (1)2+2.5
Wy = 0.5(2)2 (2)-0.5(1)(2)+1+0.125 (1)2+2.5
Wy, = 0.5(4)- (2)-1+1+0.125+2.5

W5 =2.625

Resumen:

0 2 0
2.5 2
3.0 2.625

A continuacion se dalasolucion real al problemadel valor inicial de este gercicio:

Pt =t =yl =t +

Compare la solucién real con la solucion por € método de Euler:
Parai=0 t,=2
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-t 1-2

yit, =2)=1,+

y(t, =2)=1

Parai=1t,=2.5
1 1

=204
1-t 1-25

1

vit,=2.2)=1 +

v(t, =2.5)=1833

Parai=21,=3.0

: =3+L
1-1, 1-3

¥ita=3)=t, +

Comparacion

] | 0 | O
0 2 0 1 1

25 2 1.833 0.167
3.0 2.625 2.5 0.125

Aplique el método de Euler para aproximar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial ;
¥

L 1<t<2y(1)=2 h=0.25

Primero calculamost; =atih

a1

b=2

h=0.25

ti :2+(05)|

t =1+0.25i

v=1+

Wq =0

y(1)=2

y(1)=0

L) O =20 wg =0 U wy =2
W, =2 Este es €l valor inicial

L a ecuacion del método de Euler es:
Wi 41 =W +hf(g, w; )
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Parai=0t,=1
y(to)=to Inty +2 t,=1n(1)+2(1)
y(tp)=2

Parai=1t,=1.25
y(t1=1.25)=t; Int; +2 t;=(1.25)In(1.25)+2(1.25)
y(t,=1.25)=2.7789294

Parai=21t,=1.5
y(t2:1.5): t2 In t2 +2 t2:(15)|n(15)+2(15)
y(t,=1.5)=3.6081977

Parai=3t,=1.75
Y(t3=1.75)= t3 In t3 +2 t3=(1.75)In(1.75)+2(1.75)
y(t3=1.75)=4.4793276

Parai=4 t,=2
y(t,=2)=t, Int; +2 t,=(2)In(2)+2(2)
y(t,=2)=5.3862944

Comparacion:
1 1.25 2.75 2.7789294 0.0289294
2 1.50 3.55 3.6081977 0.0581977
3 1.75 4.3916667 | 4.4793276 0.0876609
4 2.00 5.2690476 || 5.3862944 0.1172468

Aplique e método de Euler para aproximar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial:
y' =cos2t+sen3t O< t < 1 y(0)=1 h=0.25

t=radianes

Primero calculamost; =atih

a=0

b=1

h=0.25

t, =2+(0.25)i

ti =1+0.25i

N - b—a 1-10

h 025 =4
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W, =0

y(0)=1

y(0)=0U

O O =10 wy =00 wy =1
W, =1 Este es el valor inicial

L a ecuacion del método de Euler es:

Wi +1 = W; +hf(t, w;)

Wi 41 =W; +0.25[cos2t; +sen3t; |

Wi +1 =W; +0.25[c0s2(0.25i)+sen3(0.251)]

Wi 41 =w; +0.25[cos(0.5i)+sen(0.75i)] parai=0,1,2,3

Parai=0
W1 = W, +0.25[cos(0.5(0))+sen(0.75(0))]
wq = 1+0.25(1+0)=1.25

Parai=1
Wy = w; +0.25[cos(0.5* 1)+sen(0.75* 1)]
wq = 1.25+0.25[0.8775825+0.6816387]=1.6398053

Parai=2
w3 = W, +0.25[cos(0.5* 2)+sen(0.75* 2)]
w3 = 1.6398053+0.25[0.5403023+0.9974949]=2.0242546

Parai=3
w, = w3 +0.25[cos(0.5* 3)+sen(0.75* 3)]
W3 = 2.0242546+0.25[0.0707372+0.7780-731]=2.2364572

Resumen

1 fusosi ] wi
0 0 1
1 0.25 1.25
2 0.50 1.6398053
3 0.75 2.0242546
4 1.00 2.2364572
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7t = 0.50) ==

yit, = 0.50)= =(0.8414709) - l. 0.070

yit, = 050)=1.
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Comparacion:

e L |
1 0.25 1.25 1.3291498 0.0791498
2 0.50 1.6398053 || 1.7304898 0.0906845
3 0.75 2.0242546 || 2.0414719 0.0172173
4 1.00 2.2364572 || 2.1179795 0.1184777

Regreso ala pagina principal.
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