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Prefacio

Este libro expone el formalismo de la Mecdnica Cudntica al nivel que se exige
en el tercer curso de Ciencias Fisicas de la UNED. Aunque, como es obvio,
este texto serd de gran utilidad para aquellos alumnos que siguen sus estudios
en esa Universidad, esperamos que sea también de ayuda a los estudiantes de
otros centros que cursen una Mecédnica Cudntica a un nivel parecido.

En la UNED, el curso se articula en dos cuatrimestres, en cada uno de los
cuales se estudia bésicamente un libro de texto. En concreto:

- En el primer cuatrimestre de la asignatura se sigue el texto Fisica Cudn-
tica de E. Wichman, volumen 4 del Curso de Fisica de Berkeley (publi-
cado en espanol por la editorial Reverté), en el cual se introduce de una
manera excelente la necesidad de una nueva formulacién de la mecénica
para el estudio de los objetos microscépicos.

- En el segundo cuatrimestre se estudia el formalismo cudntico propiamen-
te dicho. Es éste el objeto del presente libro.!

~ Asi, en la primera parte del curso, el alumno se familiariza con aquellos
conceptos claves del formalismo cudntico, como pueden ser la funcién de on-
das, los niveles de energia o la interpretacién probabilistica. Sin embargo, el
rigor matematico es el minimo imprescindible. Una vez que el alumno cono-
ce el mundo cudntico, es cuando se le exponen los principios de la Mecénica
Cuéntica desde una perspectiva formal, aunque adecuada a los conocimientos
de un estudiante de tercer curso (o de segundo curso dentro de un programa
de cuatro anos) de una licenciatura de Ciencias Ffsicas.

No podemos olvidar que la Mecénica Cudntica es, para la mayorfa de los
fisicos, una herramienta necesaria para profundizar en otras disciplinas, como
la Fisica Atomica y Molecular o la Fisica del Estado Sdélido. Por esa razén,

'El libro Introduccién a la Mecdnica Cudntica de Gillespie, publicado por la editorial
Reverté, tiene un temario también adecuado para esa parte del curso.

iii



iv Prefacio

hemos preferido hacer hincapié en los aspectos metodolégicos generales mas
que en las aplicaciones concretas, puesto que éstas serdn el objetivo de cursos
superiores.

Acorde con estas ideas, el libro estd estructurado en tres capitulos:

- Un pequeno capftulo introductorio, que repasa someramente la necesidad
de un nuevo formalismo para la descripcién del mundo subatémico, cuya
fenomenologia ha sido objeto de la primera parte del curso.

- Un resumen de la teorfa de espacios de Hilbert, que el Alumno ya de-
be conocer en buena parte tras el estudio previo de la asignatura de
Andlisis Matemdtico II de la licenciatura en CC. Ffsicas de la UNED
(o de otras asignaturas equivalentes en otras universidades). El mate-' -
rial que aquf se presenta pretende establecer una notacién matemadtica
consistente para su uso en el texto. A su vez, este capitulo permitird
que posteriormente nos concentremos en los aspectos conceptuales del
formalismo cudntico, sin tener que introducir digresiones técnicas que
dificultarfan la comprensién del mismo.

- En el tercer capitulo se estudia el formalismo de la Mecdnica Cudntica
propiamente dicho. Aunque el texto sigue el orden de los postulados que
aparece en el ya citado libro de Gillespie, nuestra presentacién serd méds
general. En concreto, a diferencia del mencionado texto, consideraremos
desde el principio la posible degeneracién de los valores espectrales de
un observable y también la eventual aparicién de una parte continua del
espectro. Por otra parte la formulacién de los postulados de la Mecéni-
ca Cudntica que aqui presentaremos serd lo mds general posible. Asi,
no especificaremos una representacién concreta de los estados, aunque
l6gicamente dedicaremos apartados especiales a las representaciones de
posiciones y de momentos que son (sobre todo la de posiciones) las que
se usan con maés frecuencia.

Al final de los capitulos 2 y 3 el lector encontrard una coleccién de pro-
blemas resueltos en detalle. Como es légico, la coleccién del capitulo 3 es la
méas amplia y se ha hecho hincapié en ejemplos relacionados con la aplicacién
de los postulados a sistemas unidimensionales de una particula sin espin. El
alumno debe notar que los problemas no son una mera aplicacién mecénica de
las férmulas obtenidas en cada capftulo pues en muchos casos los problemas
suponen un desarrollo y profundizacién de los conceptos tedricos. De hecho,
algunos grupos de problemas constituyen, por si solos, una presentacién de
la teorfa cudntica de ciertos sistemas sencillos, que en otros textos podrian
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encontrase en los apartados tedricos y no en la parte de problemas resueltos.
Por eso insistimos en que los alumnos trabajen especialmente los apartados de
problemas de este libro.

Igualmente, a lo largo del texto hemos intercalado ejemplos y ejercicios que
clarifican (y que en algunas ocasiones complementan) la teorfa de los distintos
apartados.

El material de los apartados marcados con un asterisco puede omitirse en
un primer estudio del texto, aunque contienen informacién interesante sobre
algunos puntos importantes del formalismo. También queremos mencionar
que el capitulo 2 no es completamente imprescindible para la comprensién
de la teoria cudntica tal y como aqui se expone. Como hemos comentado,
partiendo de la base de que el alumno posee los conocimientos matemaéticos
correspondientes a los dos primeros anos de licenciatura, el objetivo principal
de este capitulo dedicado a espacios de Hilbert es el establecimiento de una no-
tacién consistente. Bien es cierto que también servird para entender el porqué
del lenguaje empleado en el formalismo, debido a la notable correspondencia
que hay en este caso entre la abstraccién matemsdtica y la informacién fisica.
Asi, con la inclusién de este complemento matemético relativamente amplio
hemos querido facilitar la comprensién de la teorfa cudntica, no entorpecerla.
Por tanto, no es nuestro deseo que el alumno dedique una parte sustancial
de su tiempo a asimilar una cantidad excesiva de informacién, que rara vez
va realmente a necesitar. No estd de mds el recordar que para un fisico las
mateméticas son una herramienta, que cumplen su labor en tanto en cuan-
to proporcionan el lenguaje requerido para describir con precision la realidad
fisica.

No queremos cerrar esta presentacién sin agradecer a nuestros companeros
del Departamento de Fisica Fundamental, especialmente a la doctora Elka
Koroutcheva, a David Garcia Aldea y a Miguel Angel de la Casa, que nos han
ayudado a intentar corregir los errores y las erratas, que son casi imposibles
de evitar en cualquier texto.
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M CIONES
Escoja y resuelva sélo dos de los tres problemas. Recuerde que no basta con indicar cdmo se podrian resolver los
problemas, sino que hay que resolverlos realmente y disctutir, si procede, los resultados.
Deberd contestar razonadamente a cada una de las cuatro cuestiones tedricas.
Cada problema se calificard con una puntuacién mdzima de 5 y cada cuestion con una de 2.5. Se necesita un minimo
de 4 en cada parte para aprobar el examen.
No se permite el uso de calculadora ni de material auxiliar alguno.

CUESTIONES

1.- Una partfcula se mueve en tres dimensiones sometida a un potencial V (7) = a (mz + y2)2, siendo a una constante
positiva. Encuentre al menos dos constantes del movimiento (ademés de la energfa) para dicho sistema,

2.- Consideremos un oscilador arménico unidimensional de frecuencia w. Se sabe que al medir la energfa sélo se pueden
obtener los valores hw/2 y 7hw/2, ambos con igual probabilidad. Obtenga, para cualquier instante de tiempo, la
incertidumbre de la posicién de la particula.

3.- Una partfcula de masa m en un potencial cuadrado infinito con paredes en z = :I:L‘/Q se encuentra en un estado
normalizado dado por ¥ (z) = (1/ﬁ) ¢, () + by (x) + eds (), siendo ¢, (z) la n-ésima funcién propia del pozo.
Calcule el valor esperado de la paridad <ﬁ>¢, para dicho estado sabiendo que el valor esperado de la energia es <f[ >¢ =
157212/ (8mL?).

4.- Sea un potencial V (z) = kz?, y sea una particula en el estado inicial
$(2,0) = 561 (2) + =3 (2) + 305 (2)
W) Pl VoAt 2%s

siendo ¢, (x) los estados propios del sistema con energia E,. Sean ()? y X >2 los valores esperados de la posicién en
los instantes t1 = h/ (F3 — E1) y to = b/ (Bs — E1). ;Cual de ellos es mayor?

PROBLEMAS

1.- Una particula de masa m se encuentra en un potencial de oscilador arménico V (z) = grmuw?z?. Su estado inicial
es tal que al hacer una medida de la energfa existe un 75% de probabilidades de obtener el valor iw/2 y un 25% de
obtener el valor 3fuw /2.

a) Escriba la funcién de ondas de la partfcula ¥ (z,t) para cualquier instante de tiempo.
b) Obtenga el valor esperado de la posicién y del momento lineal de la partfcual para cualquier instante de tiempo.

Sugerencia: recuerde que T = 4/ % (@* 4+ @), donde @t y @ son los operadores de creacién y aniquilacién que actiian

sobre el n-ésimo estado estacionario del oscilador ¢, (z) como @t ¢, () = Vn+ 1¢, 1 (&) y @, (z) = Vo, (z),
respectivamente.

2.- El hamiltoniano de una particula de masa m es

-~ i Locoia ) e
H=ogl s = (Pa® + @p)
donde T es una constante positiva. Se sabe que la partfcula estd en un estado tal que el valor esperado del momento
lineal B, en el instante ¢t = 0 es distinto de cero. Demuestre explicitamente que la particula no puede estar en un estado
estacionario. :

3.- Una partfcula de masa m se encuentra en el estado fundamental del potencial V (z) = —gé (=), donde g es una
constante positiva y é () la funcién delta de Dirac.

a) ;Cudl es la energfa de la particula?

b) Encuentrar xp tal que Prob(|a| < @) = 1/2 (es decir, la probabilidad de encontrar a la partfcula en el intervalo
[—z0, +=0] es 1/2).



Capitulo 1

INTRODUCCION

e A principios del siglo XX diversos fenémenos relacionados con la radiacién y
la estructura atémica de la materia plantearon dificultades para ser interpre-
tados por la ffsica cldsica. La radiacién del cuerpo negro parecfa contradecir el
principio de equiparticién, y este problema llevé a la idea de la cuantificacion
de la energia. Por otra parte, algunas propiedades de la materia (por ejemplo,
algo tan bdsico como el tamano de los propios 4tomos) resultaban inexplicables
para la mecdnica y el electromagnetismo cldsicos. Una primera aproximacién
para tratar de explicar estos fenémenos consistié en complementar las leyes de
la mecdnica clésica con ciertos principios de cuantificacién, como era el caso
de la teorfa del 4&tomo de Bohr. No obstante, y pese a que con esto se obtenian
algunos resultados sorprendentemente buenos, la solucién parecia artificiosa e
incoherente: los principios se introducian ad hoc y, ademds, resultaban incom-
patibles con las leyes del electromagnetismo clésico.

e Otros fenémenos, descubiertos posteriormente en relacién con el comporta-
miento puramente mecdnico de las particulas subatémicas, no sélo resultaban
inexplicables dentro de la mecdnica clésica sino que parecfan escapar al propio
marco de descripcién de la misma. Una particula clédsica tiene una trayectoria
bien definida en el espacio ordinario tridimensional. El estado de la particula
en un instante dado estd determinado por su posicién y velocidad. Por ello, es
conveniente matematicamente representar la particula por un punto de coor-
denadas (z,y, 2, Pz, Py, P-) €n un espacio abstracto de 6 dimensiones (3 de ellas
correspondientes a las componentes del vector posicién y 3 a las componentes
del vector momento lineal') que se denomina espacio de fases. La evolucién
temporal del estado de la particula viene dada por el movimiento del pumto

'En lo sucesivo, cuando se hable de momento, sin especificar si es lineal o angular, ha de
entenderse momento lineal.



2 INTRODUCCION

representativo del espacio de fases (Z(t),p(t)), que obedece a un sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden, que a su vez se sigue de las leyes de
Newton.

Sin embargo, los fenémenos de difraccién de particulas por estructuras
periédicas requieren una explicacién que se base en conceptos propios de la
fisica ondulatoria. Los primeros experimentos de difraccién de particulas,
que llevaron a cabo Davidson y Germer en 1927 e, independientemente, G.
E. Thomson en 1928, utilizaban haces de electrones que incidian sobre redes
cristalinas. Pocos afos més tarde, Estermann y Stern obtuvieron difraccién
de dtomos de helio y actualmente se ha observado difraccién de electrones,
protones, dtomos y moléculas, tanto por redes cristalinas como por el campo
periédico creado por una onda electromagnética estacionaria. En todos los
casos, las direcciones de los haces difractados son las que corresponderian a
una onda plana incidente exp (i2rx/A) de longitud de onda A = h/p (longitud
de onda de De Broglie), siendo p el momento de las particulas del haz incidente
y h ~6.64 x 10734 J - s la constante de Planck.

No obstante, estos experimentos de difraccién por estructuras periédicas
admiten también una explicacién alternativa en términos de particulas y prin-
cipios de cuantificacién. En efecto, una forma de obtener la direccién de los
haces difractados consiste en admitir que en la colisién con la estructura pe-
riédica se verifica la condicién Ap;-a = nh, siendo a el periodo de la estructura
difractante y Ap, el cambio de la componente del momento de la particula
paralela a la estructura. (Esta explicacién fue defendida por W. Duane en los
anos 1930).

e Por ello, resulta més interesante e instructivo un experimento en el que la
estructura periédica “infinita” (en realidad, basta con que sea mucho mayor
que la anchura del haz de particulas) queda reducida a un par de rendijas
paralelas®’. Una fuente de partfculas lanza un haz de particulas en el mismo
estado (es decir, preparadas de la misma forma) sobre una pared en la que hay
dos rendijas paralelas separadas una distancia a. (La anchura de las rendijas
también es importante pero, por simplicidad, supondremos simplemente que es
mucho menor que a). Tras atravesar las rendijas, las partfculas inciden sobre
una pantalla situada a una distancia d, donde son registradas por detectores
distribuidos por la misma (ver Figura 1.1). Cuando sélo estd abierta la rendija
1, el registro de las particulas que llegan a los diferentes puntos de la pantalla

?Una exposicién especialmente interesante de dicho experimento puede encontrarse en
Seis Piezas Faciles, de Richard Feynman (editorial Crftica). Véase también el capitulo
quinto del libro Fisica Cudntica de E. Wichman, volumen 4 del Curso de Fisica de Berkeley
(editorial Reverté).



corresponde a la curva Pj, que tiene un iinico méximo frente a dicha rendija.
Esto parece légico, puesto que todas las particulas que llegan a la pantalla
han tenido que pasar necesariamente por la rendija 1; el ensanchamiento de
la curva (mayor cuanto més estrecha es la rendija) no serfa diffcil de explicar
teniendo en cuenta que los bordes de la rendija pueden afectar a algunas de
las particulas que la atraviesan. Una curva similar se obtiene cuando sélo estd
abierta la rendija 2.

-l fy

-
i AT

[+}

P s

LTI WQIW
‘\
\
\

Pantalla

Fig. 1.1. Experimento de la doble rendija. Arriba, las probabilidades de llegada
cuando estd abierta una u otra rendija (no las dos). Abajo, en linea de trazos la suma
de las probabilidades P; + P5; en linea continua la probabilidad de llegada cuando
ambas rendijas estdn abiertas simultdneamente.

Ahora bien, desde el punto de vista cldsico parece claro que la trayectoria de
una particula que pasa por la rendija 1 no deberfa verse afectada por el hecho
de que la rendija 2 esté abierta o cerrada. Por consiguiente, cabria esperar que
cuando estdn abiertas las dos rendijas, la curva que da la distribucién de los
puntos de llegada de las particulas fuera la suma de las curvas 1 y 2 (para una
misma duracién del experimento). Sin embargo, no es esto lo que se observa
cuando ambas rendijas estdn abiertas; lo que se observa realmente es una
figura con varios mdximos y minimos, similar a los patrones de interferencia
de las ondas. Lo mds destacable es que existen puntos en la pantalla a los
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que pueden llegar partfculas cuando estd abierta sélo la rendija 1 o sélo la
rendija 2, pero a los que apenas llegan particulas cuando est4dn abiertas ambas
rendijas. Asimismo, existen puntos para los que el mimero de particulas que
llegan cuando ambas rendijas estdn abiertas es mayor que la suma de las
que llegaban atravesando la rendija 1 (cuando la 2 estaba cerrada) y las que
llegaban atravesando la rendija 2 (cuando la 1 estaba cerrada).

La forma de estas curvas puede explicarse, una vez mds, a partir de un
formalismo tomado de la teorfa ondulatoria. En efecto, supongamos que p =
hk es el m6édulo del momento lineal de las particulas incidentes, con A = h/ (27)
la constante de Planck racionalizada. Si suponemos que la interaccién de las
particulas con las rendijas es una colisién eléstica, cada rendija se convierte en
la fuente de una onda cilindrica, siendo coherentes ambas ondas emergentes,
es decir, que tienen una misma fase bien definida. Para un instante ¢, las
amplitudes de la onda 1 y la onda 2 en un punto (0,z) de la pantalla serdn
respectivamente

$1(0,2) = V,i_ e 4a(0,2) = —jf-_; R

siendo 71 y 7o las distancias desde cada rendija al punto de la pantalla. Las E
intensidades de dichas ondas en dicho punto son

i z .t |A|2 = |A|2
Tilluzy = hla (0= i \/d2+(z—a/2)2
A2 |A]”

I(0,2) = [95(0,2)]* =

rn @+ (E+a2?

Ambas curvas presentan un tinico méximo (centrado en z = +a/2) y decrecen
a medida que nos alejamos de él. Estas expresiones describen a las curvas 1 y
2 que, recordémoslo, son las que se obtienen cuando sélo la rendija 1 o sélo la
rendija 2 estd abierta. Por su parte, cuando ambas rendijas estdn abiertas la
amplitud de la onda en (0, z) serfa la suma de las amplitudes de las dos ondas
procedentes de 1 y de 2

(44

A
P15(0, 2) = 9;(0,2) + ¢(0,2) = ﬁ exp ikry + \/_172 exp tkry

y su intensidad

L20,2) = [12(0,2)1" = [#1(0,2) + (0, 2)"
2
= 10,9 + (0P + L

cos [k(r1 — r9)].




Si d > a podemos aproximar o —r1 =~ za/d. Ademds, a/d ~ 6, siendo éste el
dngulo subtendido por las rendijas desde el centro de la pantalla. Asi, pues,

I12(0,2) = I1(0, 2) + I2(0, 2) + 2+/11(0, 2)I2(0, 2) cos (kbz) . (1.1)

Vemos que, superpuesto a la suma de las intensidades de ambas ondas, hay
un término oscilante que da lugar a varios mdximos y minimos en la curva.
La distancia Az entre dos méximos sucesivos viene dada por %

kOAZ =28+ — .&2::-2-31::&5

k- pa

Lo realmente notable es que el formalismo de la teorfa ondulatoria explica
exactamente los resultados. Por ejemplo, la figura 1.2 muestra una compa-
racién de la teorfa con los resultados de un experimento con neutrones frios
(de baja energfa) correspondientes a A = 2 nm. Las rendijas tienen 22 pm
de anchura y estdn separadas 104 pum (es decir, la separacién entre rendijas
es 50000 veces mayor que la longitud de onda asociada a los neutrones). La
distancia de las rendijas a la pantalla es de 5 m.

e Lo tdnico que hemos hecho hasta aquf es utilizar un artificio matemaético ba-
sado en ondas para calcular la distribucién de puntos de llegada en la pantalla.
Podemos ir més alld y dar algin significado fisico adicional a estas funcio-
nes de onda? ;Quiere esto decir que las particulas se comportan en todos los
aspectos como ondas? Evidentemente, no. Una onda es un objeto extenso y
continuo que cubre todo el espacio, mientras que las particulas se detectan de
una en una y en un punto concreto de la pantalla.

Una posible solucién consistirfa en decir que la onda describe a un conjunto
de particulas que actiian colectiva y simult4neamente, pero esta interpretacién
queda fécilmente refutada si podemos asegurar que sélo hay una particula en
vuelo entre la fuente y la pantalla. Consideremos, por ejemplo, un experi-
mento llevado a cabo por Tonomura et al. en 1989. En este experimento, las
particulas son electrones en un microscopio electrénico y la doble rendija es
lo que se denomina un biprisma de Mollendstat. La particularidad de este
experimento es que el ritmo de emisién de los electrones es muy lento (1000
por segundo), aunque la velocidad de los electrones en vuelo es de 0.4 ¢, siendo
¢ la velocidad de la luz. Por lo tanto, cada electrén tarda aproximadamente
1078 en llegar a la pantalla. Después de eso, hay que esperar un tiempo
aproximadamente 10° veces mayor hasta que sea emitido el siguiente electrén.
Es decir, sélo durante un cienmilésima parte del tiempo total del experimento

3Cuando se tiene en cuenta también la anchura finita de las rendijas, hay que introducir
algunas correcciones; la expresion exacta puede encontrase en cualquier libro de 6ptica.
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Fig. 1.2. Figura de difraccién por una doble rendija para neutrones frfos con una
longitud de onda de 2 nm, correspondiente a una velocidad de 200 m/s. Las rendijas
tienen una anchura de 22 um y estdn separadas una distancia de 104 pm. Los dngulos
de difraccién resultantes son del orden de 10 microrradianes, de modo que el plano
de observacién estd situado a 5 m de la doble rendija para poder resolver esta figura
de interferencia (de un experimento de Zeilinger et al Rev. Mod. Phys. 60 (1988)
1067).

hay electrones en vuelo. Es mads, si los electrones no fueran frenados por la
pantalla, un electrén se habrfa alejado cien kilémetros antes de que saliera el
siguiente. (A modo de analogfa, esto es similar a una etapa ciclista contra reloj
que se recorriera aproximadamente en 1 hora y en la que los corredores salie-
ran con intervalos de 10 afios). En estas circunstancias resulta diffcil pensar
en que cada electrén puede transmitir a los que le siguen alguna informacién
de por dénde ha pasado.

Gracias a este ritmo de emisién relativamente lento, puede registrarse la
llegada de cada electrén a la pantalla. Asf, las fotograffas de la figura 1.3
muestran de arriba a abajo los impactos acumulados tras la emisién de 10, 100,
3000, ... electrones. En la primera fotografia podemos ver que los electrones
inciden en la pantalla de una forma aleatoria. No aparece ninguna pauta
discernible y no hay forma de predecir dénde ird a parar el préximo electrén.




Fig. 1.3. Evolucién temporal de la figura de interferencia de los electrones que atra-
viesan una doble rendija. El nimero de electrones registrados en cada placa es: (a)
10, (b) 100, (c) 3000, (d) 20000 y (e) 70000. De un experimento de Tonomura et al
(Am. J. Phys. 57 (1989) 117). Nétese que las fotografias estdn giradas y las franjas
aparecen verticalmente.

No obstante, a medida que aumenta el mimero de electrones aparece una
pauta clara en la pantalla, y cuando el mimero de electrones acumulado es
muy grande, aparece una pauta de interferencia bien definida que se mantiene
estable. En otras palabras, cuando el nimero de electrones emitidos es muy
alto, el cociente entre el nimero de electrones N(z) que inciden en un punto
determinado de coordenada vertical z en la pantalla y el mimero total de
electrones emitidos N7 tiende a un valor constante, es decir

L £
NEEIOO N = Prob(z}).

Esta es precisamente la llamada definicién frecuencial de la probabilidad.
Nétese que la existencia de este lfmite y, por lo tanto, de una probabilidad
definida, sélo se manifiesta cuando se acumulan muchos sucesos (impactos en
la pantalla), pero la probabilidad se asigna a cada suceso individual. Esto es
caracterfstico de las teorfas probabilistas, del mismo modo que se habla de la
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probabilidad de obtener una determinada cara de un dado cuando lo lanzamos

sobre una mesa.
ir-: En resumen, el experimento nos dice lo siguiente: i) los electrones se emiten
” de uno en uno y se detectan en puntos concretos de la pantalla, es decir, se

detectan como partfculas puntuales; ii) no es posible predecir el punto de
impacto de cada electrén individual; iii) pese a todo, cuando el mimero de
electrones emitidos es suficientemente alto existe una probabilidad definida
de detectar un electrén en un punto; iv) la figura global muestra una pauta
de interferencia, aunque ésta sea el resultado de sucesos independientes; esto
quiere decir que existe coherencia entre las diferentes particulas en el mismo
estado de preparacién.

El experimento nos sugiere también la interpretacién que hay que dar a
la funcién de onda. A cada estado de preparacién de una particula le corres-
ponde una funcién ¥ (7), en general compleja, de las coordenadas espaciales;
la probabilidad de encontrar la particula en un volumen infinitesimal d3r en
torno a un punto 7 es

= i

Prob(7) dr = |o(7)|* d®r

(més adelante, y dado que estamos hablando de probabilidades por unidad
de volumen o densidades de probabilidad, utilizaremos la notacién p(7) d®r =

(o) dr).

e La interpretacién probabilista de la funcién de onda ya fue propuesta por
Max Born en 1926, antes incluso de que se realizaran los primeros experimen-
tos de difraccién de particulas. No obstante, tal interpretacién va acompanada
a menudo de otras hipétesis més fuertes. Por ello, conviene dejar claro que
todo lo que tenemos por el momento es una forma de calcular las probabi-
lidades de los diferentes resultados de un experimento. Nada se dice sobre
el comportamiento de las particulas antes de ser detectadas. En este sentido
més estricto, la interpretacién anterior se suele denominar interpretacién
minima.

Desde luego, el recurso a una teorfa probabilista no es privativo de la Me-
cénica Cuéntica. Sin embargo, hay una diferencia crucial entre las probabilida-
des clésicas y las cuanticas. En mecdnica estadfstica cldsica las probabilidades
se obtienen como medidas de volumen del espacio de fases en que evoluciona
el sistema. Por ello, la probabilidad de encontrar un sistema clésico en una u
otra regién del espacio de fases es la suma de las probabilidades de encontrarlo
en cada regién por separado. En otras palabras, la probabilidad de que una
particula siga una trayectoria u otra es la suma de las probabilidades de cada
trayectoria por separado. En el caso concreto de nuestro experimento de la do-




ble rendija, la probabilidad clésica de detectar particulas en un punto cuando
ambas rendijas estdn abiertas serfa la suma de las probabilidades Prob;(z) y
Probs(z). Sin embargo, las probabilidades cudnticas no se suman, como
vemos en la férmula (1.1). Lo que se suma son las amplitudes de onda o,
si queremos, amplitudes de probabilidad (para distinguirlas de las probabilida-
des; nétese que las amplitudes de probabilidad pueden ser complejas mientras
que las probabilidades son reales).

Esta tltima es una propiedad esencial. Una funcién de onda que corres-
ponde a un estado fisico del sistema puede construirse como suma de otras
funciones de onda correspondientes a estados cudnticos diferentes. La suma
de dos funciones de onda admisibles es también una funcién de onda admisi-
ble. Este es el principio de superposicion, e implica que las funciones de onda
deben obedecer a ecuaciones lineales.

e Como muy bien puede concluirse de la discusién anterior, exp (ipz/k) co-
rresponde al estado fisico de una particula con momento p perfectamente de-
finido.* Por tanto, debido al principio de superposicién, el estado definido por
Aexp (ip1xz/h) + Bexp (ipaz/h) corresponde a un posible estado fisico, cons-
truido a partir de dos estados con p; y p2 bien definidos, aunque en este nuevo
estado el momento lineal ya no estard bien definido. En general, cualquier
superposicién

v(a) = [ atp)explipa/h) dp (1.2)

—00

es también un posible estado cudntico. Mds importante incluso es la afirmacién
recfproca; es decir, cualquier funcién admite un desarrollo de este tipo (salvo
excepciones que no vienen al caso). En otras palabras, podemos construir cual-
quier funcién de onda a partir de una suma de ondas planas a(p) exp (ipz/h),
siendo a(p) la amplitud de la onda correspondiente a un momento p.

Esta expresién es simplemente un caso especial de la transformacién mate-
mética conocida como transformada de Fourier. Las propiedades de la trans-
formada de Fourier nos permiten establecer algunas relaciones sencillas entre
la forma de la funcién ¢(z) y la funcién a(p): cuanto mds localizada est4 ¥(z)
menos localizada estd a(p) y viceversa. Es decir, cuanto més localizada est4 la
partfcula [esto es, m4s estrecha es la funcién 1(z)] mds amplio es el intervalo
de valores de p de las ondas planas que intervienen en la superposicién [esto
es, mds ancha es la funcién a(p)] y, en consecuencia, m4s indeterminado est4 el
momento. El principio de indeterminacidn posicién-momento constituye una

“En el resto de este capftulo, para simplificar la notacién, hablaremos de sistemas
unidimensionales.
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formulacién cuantitativa de este hecho, y desde un punto de vista matemético
no es mas que un resultado inmediato de la transformacién de Fourier.?

e En definitiva, resulta imposible determinar simultdneamente la posicién y el
momento de una particula y, por consiguiente, no es posible una descripcién
de los estados cudnticos en el espacio de fases. Necesitamos por tanto otro
espacio matemdtico en el que sea posible construir unos estados a partir de
otros mediante superposicién, esto es, un espacio lineal.

La siguiente cuestién es saber cémo vamos a obtener ahora los valores de
las variables dindmicas. En mecénica clésica, a cada magnitud dindmica A le
corresponde una funcién A(z, p) definida sobre el espacio de fases. Asf, el valor
de la magnitud fisica A en el estado (xg,po) de un sistema unidimensional es
A(zo,po) = Ap. Ahora bien, si los estados cudnticos ya no se definen como
puntos en un espacio de fases (correspondientes a posiciones y velocidades
definidas) sino que son funciones de una variable x, jcémo se obtienen ahora
los valores de las magnitudes ffsicas? Para la posicién (o cualquier funcién de
la posmlén) no hay ningiin problema. En efecto, si hemos dicho que p(z) dz =
|1L(:c)| dz es una densidad de probabilidad de posicién, la simple deﬁmmén
estadistica de valor medio es

@= [ epada= [ sy = o : ¥ odE)dz,  (13)

o =00 o =00

y para una funcién f (z) cualquiera

s = [ " f@)ple)de = . " f(@) W) Pde = / " ¢*(@) £(@) () da.

Este valor medio nos servird para asignar valores a la posicién o a la magnitud
¥

Pero, ;cémo podemos ahora calcular los valores medios del momento? Ya
hemos visto que cualquier funcién ¥ (z) que describa el estado cudntico de una
particula puede escribirse como superposicién de ondas planas de la forma
(1.2), donde a(p) mide la contribucién de la onda plana de momento p a la
funcién de onda (x). Ademds, por las propiedades de la transformada de
Fourier, sabemos que [ |¢(z)|?dz = [ |a(p)|?dp. Asf pues, del mismo modo
que p(z) dz = |¢(z)|?dz es la densidad de probabilidad de posicién, cabrfa
pensar que p,(p) dp = |a(p)|’dp pueda interpretarse como una densidad de
probabilidad de momento, de modo que tendriamos

o0

(p) = f pla@)Pdp. (1.4)

—0o0

®Véase la seccién sobre la transformada de Fourier en el capftulo 2.
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Ahora bien, la funcién a(p) es una funcién cuya variable es el momento p y
no la posicién z. Lo que nos interesa realmente es cémo calcular directamente
(p) a partir de la funcién ¥ (z). Evidentemente, dada cualquier funcién v (x)
siempre podriamos calcular su transformada de Fourier y luego utilizar la
expresion (1.4). Sin embargo, no tendrfa sentido estar pasando continuamente
del espacio de posiciones al de momentos. Ademds, ;jcémo podriamos calcular
entonces valores medios de magnitudes tales como (xp)?

Notemos que para una onda plana ¢, () = exp(ipoz/h), de momento
lineal bien definido py, se tiene

d
_z‘ﬁfa ¢pg (m) =Po ';bpg (:I:)

85 (@) (—m%) po () = D0 | 0o (2)]°.

Vamos a ver que esta relacién se puede generalizar para calcular el valor medio
de p para cualquier funcién de onda ¢ (z) en una forma similar a (1.3), a saber:

e [ : () (—mé) ¥(2)dz. (15)

En efecto, escribiendo la funcién como un desarrollo (1.2) tenemos

—ihdﬁ(xx) = —z’h% /oo a(p) exp(ipz/h) dp = [Zp a(p) exp(ipx/h)dp

—o0 v

y asf
]_c:; P*(z) (—ih%(m)) da=

= [ ([ atresitzma) ([ paw)expiinsn ) do

—o0 —0o0 —00

= [ [ raw)am ( [ e*'@ﬂ”’)ffﬁdw) a5

= /;Z/_Z&(p—p’)pa*(pf) a(p) dp dp’ = [ZPI@@)F dp,

con lo que queda demostrada la equivalencia de las expresiones (1.4) y (1.5).



12 INTRODUCCION

Para este cdlculo hemos utilizado la delta de Dirac que estudiaremos
en detalle m4ds adelante. En realidad, es una pequefia trampa introdu-
cir directamente esta “funcién”, pues en ella estd contenido parte del
secreto del formalismo cudntico. En cualquier caso, el resultado mate-
mético anterior es intuitivo: si multiplicamos dos ondas planas infinitas
de diferentes longitudes de onda, en el producto se alternardn las partes
positivas con las negativas y, en la integral total, unas se cancelardn con
otras. La unica forma de que no haya cancelacién es que las longitudes
de onda sean iguales.

e Veamos una forma general de expresar todo lo visto hasta ahora. Si definimos
dos operadores X y P, que actian sobre 9 (x) de modo que

R(z) = 29(a) Pas(z) = ~in ),

y definimos un producto escalar de funciones en la forma
@) v@) = [ & @w)ds,

podemos escribir las expresiones (1.3) y (1.5) para los valores medios como

(@)y = (3, X) (p)y = (@, Pat)).

Podemos preguntarnos ahora si estos resultados pueden extenderse: es de-
cir, si otras magnitudes fisicas representadas por un operador lineal () permiten
el cdlculo de los valores medios como

@)y = qu: p(a) = ¥, Qu),

siendo p(q) una distribucién de probabilidad normalizada. Supongamos que
existe un conjunto de funciones {¢;(z)} tales que el operador @ actiia sobre
ellas de la siguiente manera

Qé:(z) = ¢ ¢i().

Llamemos a esto condicién 1. Supongamos, ademds, que cualquier funcién
¥(z) puede desarrollarse como suma de estas funciones {¢;(x)} en la forma

Y(z) = Z cid;(x).
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Llamaremos a esto condicién 2. Entonces podemos escribir

®,Q0) = | Y ci9;(2),Q) citi(@) | = _acjci (6;(2), ¢i(x)) -
j i jsi
Si, finalmente, exigimos (condicién 3) que

1 si 3:3
(6;(2), ¢i(x)) = 855 =
0 sii#j,

resulta

(¢: Q’ﬁb) = ZQ§|C’¥:|2J

que es un valor medio estadistico si interpretamos |c;|*> = p(gi) como una
probabilidad para el valor g;. 3

En definitiva, para que un operador @ represente a una magnitud cuéntica,
y cuyo valor medio para la funcién de onda v (z) pueda calcularse mediante la
expresion (¢, @@b), debemos de exigirle que tenga un conjunto de autofunciones
(esto es lo que significa la condicién 1), que estas funciones constituyan una
base del espacio de funciones que representan estados cudnticos (condicién 2)
y que estas autofunciones sean ortogonales (condicién 3). Como veremos més
adelante, estas condiciones definen a un operador hermitico o autoadjunto.

e Resumiendo: para trabajar con los estados cuédnticos necesitamos un espa-
cio lineal que permita construir unos estados a partir de otros mediante la
combinacién lineal de ellos. Ademds necesitamos un conjunto de operadores
sobre dicho espacio que representen a las magnitudes fisicas. Por consiguiente,
el formalismo matemadtico apropiado para la mecdnica cudntica es una teorfa
de operadores lineales en un espacio vectorial lineal. En el préximo capitulo
expondremos los fundamentos mateméticos de esta teorfa.






Capitulo 2

ESPACIOS DE HILBERT

La teorfa de espacios de Hilbert, ademds de ser la principal herramienta mate-
mética de la Mecdnica Cuéntica, ocupa un lugar cada vez mayor en cualquier
rama de la Fisica tedrica. En este capfitulo presentaremos un amplio resumen
de la misma que sirva para una mejor comprensién del formalismo de la Me-
cénica Cuéntica, que se explicard con detalle en el préximo capftulo. Muchas
de las ideas aqui expuestas ya deberfan ser conocidas, puesto que han sido
el contenido de la asignatura de Andlisis Matemético II de la licenciatura en
CC. Ffsicas de la UNED! (u otra equivalente en otros centros). Sin embar-
go, el alumno encontrard algunas diferencias, tanto en el enfoque como en la
terminologfa, con respecto a dicha asignatura. Una buena referencia para pro-
fundizar en la teorfa de estos espacios es el libro de L. Abellanas y A. Galindo
Espacios de Hilbert (Eudema Universidad).

Esencialmente, los espacios de Hilbert son espacios vectoriales, o lineales,
en los que se ha definido un producto escalar y en los que se pueda extender
el concepto de combinacién lineal finita a un nimero infinito de sumandos.
Por ello, la parte més delicada de su formulacién estd en la extensién de los
resultados ya conocidos para espacios de dimensién finita a otros espacios,
como los espacios de funciones, cuya dimensién es infinita.

!Véase, por ejemplo, el libro de Linés Escardé Andlisis Matemdtico I, publicado por la
UNED.

15
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Definicién: Un espacio vectorial (o lineal) complejo? U es un conjunto
de elementos, llamados vectores, al que se ha dotado de dos leyes de compo-
sicién:

1. Una ley de composicién interna, que denotaremos por el simbolo
“4” . que asocia unfvocamente a cada par de elementos u,v € U otro
elemento 4 + ¥ € U. Esta ley debe satisfacer las propiedades siguientes:

i) Asociativa. Para cualquier trio de elementos @,v,w € U se cumple:
U+ (V+w) = (d+7) +w.

Il

<y
+
£

ii) Conmutativa. Para todo par @, v € U se cumple: 4 + T

iii) Existe un elemento nulo, denotado por 0, tal que 7+ 0 = ¥ para
todo U € U.

iv) Para todo ¢ € U existe un elemento inverso, denotado por —v, tal
que 7 + (—v) = 0.

2. Una ley de composicién externa, llamada multiplicacién por un es-
calar complejo, que asocia a cada par v € U, A € C un vector A\v € U.
Esta ley debe satisfacer, para todos 4, v € U y a, 3 € C, las propiedades:

i) Es distributiva respecto a elementos de U; es decir, a(i+7) = ati+ad.
ii) Es distributiva respecto a elementos de C; es decir, (a+3)7 = at+3v.
i) a (87) = (ap) 7.

iv) 19 =17.

v) 07 =0,

siendo 0 y 1 los elementos neutros para la suma y la multiplicacién,
respectivamente, en C.

Nota: Aunque hemos utilizado la notacién ¢ para denotar a los
elementos de un espacio vectorial, no hay que identificarlos con
los vectores a los que estamos acostumbrados en el cédlculo vecto-
rial ordinario (por ejemplo, los del espacio euclideo n-dimensional
E™). Asi, el conjunto de todas las matrices complejas de dimensién
N x N, con la suma de matrices ordinaria y la multiplicacién por
un escalar, tiene estructura de espacio vectorial. Asimismo, el con-
junto de todas las funciones complejas 9 (z1,x2,... ,Z,) definidas
sobre R®" =R xR x ... x R, con la suma ordinaria de funciones y

20 espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros complejos.

el
es
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la multiplicacién por un escalar complejo, tiene también estructu-
ra de espacio vectorial. En una definicién més general de espacio
vectorial, el cuerpo usado en la ley de composicién externa no tie-
ne por qué ser C. Asf, si sustituyésemos C por R, tendrfamos un
espacio vectorial real. Supondremos que los espacios lineales a los
que nos referimos en el texto son todos complejos.

Cuando tratamos con espacios vectoriales de dimensién finita puede resul-
tar 1til hacer analogfas con los vectores del espacio ordinario. Sin embargo,
estas analogfas fallan cuando llegamos a espacios de dimensién infinita y en
tales casos la intuicién puede enganarnos. A lo largo de este capitulo pon-
dremos especial énfasis en las cuestiones especificas que se plantean en estos
casos.

Definicién: Un subconjunto W C U es un subespacio vectorial (o lineal)
de U si es cerrado respecto a las dos leyes de composicién; es decir, para
cualesquiera pares U, € Wy a, 3 € C, se tiene ai + {7 € W.

Ejemplo: El conjunto L£2(R") de las funciones complejas de cuadrado
integrable (las que cumplen que [, |9 (Z) |2 d"z < 00) es un subespacio
del espacio de las funciones complejas de n variables reales.

Ejercicio: Demostrar que la interseccién de dos subespacios lineales es
también un subespacio lineal. (Né6tese que dos subespacios no pueden ser
disjuntos puesto que el vector 0 forma parte de todo subespacio vectorial.
A su vez, {6} es un subespacio lineal en sf mismo).

Definicién: Sea U un espacio lineal complejo. Una combinacién lineal es
toda suma finita de elementos de U, cada uno multiplicado por un escalar
complejo:

N
Za,;ﬁ',; con «; €C y T; €U.
i=1
Definicién: Un subconjunto finito V, {vi},_;  y, formado por elementos no
nulos de U, es linealmente independiente si la tinica combinacién lineal de

elementos de V igual al vector nulo es aquella en la que todos los coeficientes
escalares son iguales a cero, es decir

N
Zaiﬁzﬁ cont; €V — a; =0.
1=l ;
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Definicién: Sea W un subconjunto cualquiera del espacio Y. Llamamos
lin (W) a la envolvente lineal de W, que es el conjunto formado por todos

Si V estd formado por un nimero infinito de vectores de U, enton-
ces V) es un conjunto linealmente independiente si todo subconjunto
finito de V es linealmente independiente. (Né6tese cémo el concep-
to de combinacién lineal estd siempre restringido a un mimero
finito de términos en la suma).

los elementos de U que son combinacién lineal de elementos de W.

Definicién: Un conjunto B de vectores linealmente independientes de un
espacio lineal &/ se denomina base lineal si su envolvente lineal, lin (B), es el
espacio U.

Dado un espacio vectorial ¢, puede demostrarse que si una base lineal tiene
un nimero finito de elementos, todas las bases lineales tienen igual mimero
de vectores. A este cardinal, dim (I/), se le denomina dimensién del espacio

vectorial U.

Definicién: Una norma sobre un espacio lineal & es una aplicacién de U en

R

A su vez, también puede demostrarse que un conjunto linealmente
independiente no puede tener un nimero de vectores mayor que
la dimensién del espacio vectorial Z. Ademds, si dicho nimero es
igual a dim (i), entonces dicho conjunto es una base lineal. Re-
ciprocamente, si la envolvente lineal de un conjunto W es igual a
todo el espacio vectorial I, el nimero de vectores de dicho conjun-
to tiene que ser mayor o igual que dim (i/). En el caso de que el
niimero de vectores de este conjunto W sea igual a la dimensién
del espacio, W serd también linealmente independiente y, por tan-
to base lineal. Como consecuencia de lo anterior, una base es todo
conjunto mdzimo de vectores linealmente independientes o bien
cualquier conjunto minimo cuya envolvente lineal sea igual a todo
el espacio vectorial. De esta forma, si un espacio vectorial U tie-
ne conjuntos linealmente independientes arbitrariamente grandes,
entonces U es un espacio lineal de dimensién infinita.

U—-R: d—|d|

£ < P~
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tal que, para cualesquiera #,v € U y para cualquier escalar a complejo, se
cumplen las cuatro propiedades siguientes:

a) ||@| = 0. g
b) ||| =0 « @ = 0.
c) |lad] = |af - ||].

d) ||@+ 7| < ||@|| + ||7]| (desigualdad triangular).

Todo espacio lineal en el que se ha definido una norma se denomina espacio
normado.
Un vector 4 se dice normalizado si ||| = 1.

Ejercicio: Consideremos el conjunto C5° formado por las sucesiones
convergentes de niimeros complejos @ = (a1, az,as, ...) tales que la suma
infinita E?i} laﬂQ < ©00. Definiendo la suma y el producto por un
escalar complejo en la forma habitual, es decir

@+b= (a1 +bi,a2 +bs,a3+b3,...) ; c@=/(cas,ca,cas,...),

9° es un espacio lineal de dimensién infinita sobre el cuerpo de los
nimeros complejos. Sobre este espacio se puede definir la norma ||d|
como

Demuestre que, efectivamente, esta definicién cumple las propiedades de
una norma.

Ejercicio: El conjunto de las funciones complejas de variable real, de-
finidas en el intervalo [0,1] y que son continuas (al que designaremos
por C [0, 1]) también es un espacio vectorial de dimensién infinita. En él
definimos la norma en media 2 (habitualmente llamada norma estdndar
por el motivo que pronto veremos) como

1 1
lloll = \/]D é(2)* ¢ (z)dzx = 1//0 |6 (z)|? d.

Compruebe que esta definicién satisface las propiedades de una norma.

Definicién: Sea I un espacio normado. Dada una sucesién {;, dy, i3, ...} de
vectores de U, decimos que la sucesién es convergente si existe un vector
i € U, llamado limite de la sucesién, tal que

lim ||, — || = 0.

n—oo
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Esto es, si para cualquier real ¢ > 0, existe un N tal que ||i, — U] < € para
todon > N.

Definicién: Una sucesién de vectores {1, 2, U3,...} C U es una sucesién
de Cauchy si

lim ||@, — 4|l =0,
m,n—oo
esto es, si para cualquier real € > 0, existe un N tal que |4, — @,| < € para
todo par de mimeros m,n mayores que N.

Es fécil demostrar que toda sucesién convergente es de Cauchy.
En espacios vectoriales de dimensién finita la reciproca también es
cierta, pero no lo es para espacios vectoriales de dimensién infinita:
en ellos hay sucesiones de Cauchy que no son convergentes (bajo
la norma en cuestién) debido a que el lfmite de la sucesién no
pertenece al espacio lineal que se estd considerando.

El siguiente ejemplo lo aclara. Sea P[0,1] el espacio lineal de
los polinomios con coeficientes complejos definidos en el interva-
lo [0,1] de la recta real. Considérese la sucesién de polinomios
{¢1 (z), 09 () ,¢3(x),...} C P[0,1] cuyo término general es

n(x)zZ%mj.
j=1

Bajo la norma estdandar ||@|| = wfﬁl |6 (z)|? dz, esta sucesién es

de Cauchy (compruébese). Sin embargo, el limite de esta sucesién
es la funcién exp (z), que no es un polinomio y que por tanto no
pertenece a P [0, 1]. La sucesién anterior, aunque es de Cauchy, no
converge en P [0, 1].

Definicién: Sea U un espacio normado. Se dice que U es un espacio de
Banach o que es completo si toda sucesién de Cauchy es convergente:

[H es espacio de Banach < Sucesién de Cauchy=Sucesién convergente.

Ejemplo: Sea el intervalo cerrado [a,b], sobre el que definimos los
siguientes espacios lineales:

i) el de las funciones continuas y acotadas C [a, b]

ii) el de los polinomios con coeficientes complejos P [a, b]
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iii) el espacio £A [a, b, conjunto de funciones complejas de variable real
que verifican fé) |6 (z)|> de < oo (funciones de cuadrado integrable).

Definida en todos ellos la norma estdndar

b b
oIl = \// ¢(z)" ¢ (z)dx = \/Z |6 (2)|* dz,

tanto el espacio de los polinomios como el de las funciones continuas no
son espacios de Banach, aunque sf 1o es el £ [a, b].

Definicién: Un producto escalar (o producto interno) en un espacio lineal
complejo U es una aplicacién U x U — C, que asocia a cada par 4,7 € Y un
escalar complejo, que designaremos por (i, %) € C, de modo que se satisfacen
las siguientes condiciones

i) (@, (@+9)) = (@,8) + (@,9).

i) (@)=

iii) (7,7) >0, y (#,7) = 0 si y s6lo si 7 = 0.

iv) (4, a?) = a(i, 7).

A partir de estas propiedades, se deducen también fécilmente las siguientes
v) (i + B0,%) = o (@, W) + 5 (¥,7).
vi) si V¥ € U se cumple que (@, 7) = 0, entonces u = 0.
vii) si V@ € U se cumple que (&, w) = (¥,4), entonces i = v.

Definicién: A los espacios lineales en los que se ha definido un producto
escalar se les denomina espacios pre-Hilbert.

Definicién: Un par de vectores i, ¥ € U son ortogonales si (i, 7) = 0.

Un subconjunto W C U es un conjunto ortogonal si todos sus elementos
son ortogonales dos a dos.

Se verifica que todo conjunto ortogonal es linealmente independiente, aunque
_evidentemente la recfproca no es cierta. (Intente demostrar esta importante
afirmacién. Para ello pruebe la contrarreciproca, esto es, que dado un conjunto
que no sea linealmente independiente, éste no puede ser ortogonal).

Dos subespacios Wy, W, C U son mutuamente ortogonales si cualquier vector
de W, es ortogonal a cualquier vector de Wh; es decir, si para cualquier par
71 € Wy, Ua € Wh, se cumple que (7, 72) = 0.

Definicién: Sea U un espacio pre-Hilbert. Sobre dicho espacio se puede
definir una norma como ||@|| = (@,i)"/?. Esta norma se denomina norma
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estdndar o asociada al producto escalar. (Demuéstrese que, efectiva-
mente, la norma asi definida satisface las propiedades (a)-(d) de la definicién
de norma). De aquf en adelante admitiremos que todo espacio pre-Hilbert est4
dotado de una norma, que es la asociada a su producto escalar.

Ejemplo: Sea el espacio de funciones de cuadrado integrable £2 [a, b].
En L2 [a,b] el producto escalar habitual o estdndar es

(59) = [ @ v@as,

y la norma asociada,

=,/(%.3) = \/ :gﬁ(x)*(,ﬁ(x)dm - \/ : 16 (2)[? da,

es precisamente la norma estdndar (en media 2) que vimos en la seccién

anterior.

Nétese que hemos escrito (5 y 'J; porque las funciones ¢(x) y ¥(x) son
elementos de un espacio vectorial. Para evitar la (improbable) confusién
con una funcién vectorial 9 (z), escribiremos muchas veces el producto

escalar como (¢, ) o como (¢ (z) ,9 (x))

Definicién: Un subconjunto, con un mimero finito o infinito de elementos,
W = {iy, tiz, U3, ...} CU es un conjunto ortonormal si es ortogonal y est4
formado por vectores normalizados, esto es, que para todos los pares i y j se
cumple que (i, ;) = d;;, siendo §;; la delta de Kronecker.

Hemos visto antes que todos los vectores de un espacio vectorial de dimen-
sién finita pueden representarse como combinacién lineal de vectores de una
base lineal. Los vectores de la misma no tienen por qué ser ortogonales. Sin
embargo, de entre las posibles bases lineales, aquellas que sean ortonormales
son particularmente ttiles, pues si B = {€1,€2,... ,€x} es una base lineal orto-
normal, y U = Zi\;l v;€;, es facil calcular los coeficientes v; de la combinacién.
En efecto,

N N N
(€,9) = (Z) = ui(&,8) =) uby =v;.
=1 g=1: =1

Asimismo, el producto escalar de dos vectores puede escribirse de forma simple

ETH T E utes,g ;€5 =E E u; Vj ez,ej)—g Ui v;.

i=1 j=1
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Antes de continuar es necesario aclarar una cuestién que se plantea
al trabajar en espacios de dimensién infinita. En efecto, el desarro-
llo 7 = SV, v;&; no plantea ningtin problema, pero ;qué sentido
hay que dar a la suma ) ., v;€;7 Cuando tratamos con sucesiones
de escalares {a,} sabemos que

o0

E a; = lim E a;.
; N—oo

i=1

Pero jcémo se puede extender esto a los vectores de un espacio
vectorial de dimensién infinita? Supongamos, como paso previo,
que construimos dos vectores vy y Uy de la forma

M N
U = E V; €5, N = E ;65
= =1

Estos vectores son evidentemente distintos pues uno es una suma
de M términos y el otro una suma de N. Sin embargo, debe haber
una forma de decir si Uy y ¥y estdn muy préximos cuando M y N
son muy grandes. Para ello, lo que hacemos es construir un escalar
a partir de dichos vectores y aplicar la definicién de convergencia
para escalares. Evidentemente, el escalar mds obvio para este fin
es la norma que hemos definido antes. Sin embargo, sélo en espa-
cios de Banach bajo una norma dada podemos tratar directamente
sumas infinitas. De lo contrario, el resultado de la suma infinita
bien pudiera ser igual a un objeto que no pertenezca al espacio
en el que estamos trabajando; ese es el caso ya comentado en el
apartado 2.4 de la sucesién cuyo término general es E?:l 311 2.

Definicién: Sea H un espacio lineal. H es un espacio de Hilbert si es un
espacio pre-Hilbert y de Banach bajo la norma asociada al producto escalar.

Definicién: Dado un espacio de Hilbert H, un subconjunto W C H es un

subespacio de Hilbert si es un subespacio lineal y es de Banach.

Ejemplo: Evidentemente, todo espacio pre-Hilbert de dimensién finita
es un espacio de Hilbert.

Ejemplo: Definido el producto escalar estdndar en £ [a,b], esto es,
( ) = f ¢ (x)* 9 (x) dz, L?[a,b] es un espacio de Hilbert. El
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subespacio vectorial de las funciones continuas C [a, b] de £ [a,b] no es
un subespacio de Hilbert porque no es completo.

Nétese que no hemos impuesto restriccién alguna a la dimensién del espacio
de Hilbert. De hecho, muchos de los espacios de Hilbert de interés en Mecénica
Cuéntica serdn espacios lineales de dimensién infinita. Sin embargo, como
acabamos de ver en la seccién anterior no habrd mayor problema a la hora
de tratar en un Hilbert las sumas infinitas, pues es un espacio de Banach y,
por tanto, toda sucesién de Cauchy es convergente en el espacio. Para ello
empecemos definiendo el concepto de desarrollo de Fourier, entendido éste
figuradamente como una combinacién lineal con infinitos términos.

Definicién: Sea H un espacio de Hilbert y C = {f;,fé,f;,, } un conjunto
ortonormal numerable. A la suma

Zvjj?, v; € C
J

se le denomina desarrollo de Fourier con coeficientes complejos {v1, v, v3, ...}.

Fijese que esta definicién es mas amplia que la de combinacién
lineal, puesto que ahora la suma no estd restringida a un nimero
finito de términos (aunque es m4s restringida en el sentido de que
los vectores que aparecen han de ser ortonormales).

Definicién: Sea H un espacio de Hilbert. El conjunto ortonormal By =
{ﬁ,ﬁ;,f;, } es una base ortonormal o de Fourier de H si todo vector

de H se puede escribir como un desarrollo de Fourier v = }.v;f;. Los
niimeros (en general complejos) v; son las coordenadas del vector @ en la
base By

Evidentemente, para espacios de dimensién finita esta definicién
no es sino un caso particular de base lineal. Sin embargo, para
espacios de dimensién infinita la distincién entre los dos tipos de
base es esencial, pues puede demostrarse que las bases de Fourier
no son bases lineales. En un espacio de dimensién infinita sélo
consideraremos bases de Fourier.

Por otro lado, cabe preguntarse si en un espacio de Hilbert de
dimensién infinita existe una base de Fourier numerable, tal y como
la acabamos de definir. En todos los casos de interés fisico la
respuesta es afirmativa, aunque desde una perspectiva puramente
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matemaética se admite la existencia de espacios de Hilbert en los que
las bases de Fourier no son numerables. Obviamente, y a la vista
de este comentario, supondremos en lo que sigue que el espacio
de Hilbert H posee una base de Fourier numerable (en cuyo caso
puede demostrarse que todas las bases de Fourier son numerables;
nétese la analogia entre esta afirmacion y el hecho de que en un
espacio vectorial finito todas las bases lineales poseen el mismo
nimero de elementos).

Teorema: Dada la base de Fourier By = { Fao b ]Fé,} de un espacio de

Hilbert H, las coordenadas v; del desarrollo de Fourier v = ). v; f; estan

dadas por
i — (f;, ﬁ) ;

Como consecuencia del anterior teorema, dados dos vectores @ = ). v;f; y

Bl = > Il
j

@d) = ) vy
J

w=73 . wjﬁ-, se cumple

Ejercicio: Demuéstrense las dos igualdades anteriores.

Ejemplos de bases ortonormales en espacios de Hilbert son los si-
guientes (admitdmoslo sin demostracién):

-

1.- En C3°, la base By = {€1,€2,€3, } con €] = (1,{]?0, ), €y =
(0? 1101 "') : g

8- En £? [0, L]:

- La base exponencial de Fourier Br = {7 (2),7; (%),7_; (@),...}
con 7, () = y/1/Lexp (i2mnz/L).

- La base en cosenos de Fourier Bp = {(q () ,¢; (z) ,¢3 (2) ,¢3(2), ...}
con (,, (x) = +/2/Lcos(nmz/L).

- La base en senos de Fourier By = {x; (), X, (), x3(2),...} con

Xn () = /2/L sin (nwz/L).
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3.- En £2 [—1,1], la base de polinomios de Legendre By = { Py, P, P, ...}

con
T B s [ [(x2 e 1)“’}
Po(2) =\ —5—7ion -

4.- En L2 (R*), con Rt = [0,+00), la base de funciones de Laguerre
BF — {20,21,22, } con

Ln(z) = % exp (—x/2) - Lp(x),

siendo Ly () los polinomios de Laguerre,
dn’ T
Ln(z) = exp (z) S (z" exp (—x)) .

5.- En £2 (R), la base de las llamadas funciones $)y, (z) de Hermite Bp =
{90 (z), 91 (x),9H2(x),...} con
fa(x) =

m exp (—2*/2) - Ha(@),

siendo Hy, () los polinomios de Hermite,
n 2 d* 2
H, (z) = (—1)"exp (2°) e (exp (—2?)).

Aunque en este capftulo nos movemos a un nivel puramente formal, con-
viene mencionar que estas bases van a jugar un papel importante en
Mecénica Cudntica. En concreto, las bases de Fourier, Legendre, Lague-
rre v Hermite desemperian papeles esenciales en el tratamiento cudntico
del pozo cuadrado infinito, la teorfa del momento angular, el dtomo de
hidrégeno y el oscilador arménico, respectivamente.

Definicién: Sea H un espacio de Hilbert y W C H un subespacio de Hilbert.
Se dice que un vector ¥ € H es ortogonal a W si ¥ es ortogonal a todos los
vectores de W (esto es, si ¥/ Ll YW €W).

Al conjunto formado por todos los vectores que son ortogonales a W se le
denomina complemento ortogonal de W, simbolizdndose por w.

Ejercicio: Demuestre que el complemento ortogonal W+ es un subespa-
cio lineal de H. (Puede también probarse, aunque con mayor dificultad,
que W+ es subespacio de Hilbert).
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Teorema (de la proyeccién ortogonal): Dado un subespacio de Hilbert
W de un Hilbert H, todo vector v’ € ‘H puede escribirse de forma tnica como

T=Tw+tyL, contyw eW y tyu =8

Al vector %y se le llama proyeccién ortogonal de @ sobre W.
Se dice entonces que el espacio de Hilbert H es suma directa de los subes-
pacios W y W+ y se escribe H = W @ W+,

Definicién. Sean H(Y) y H(?) dos espacios de Hilbert. Se dice que son iso-
morfos si existe una aplicacién biyectiva entre H(!) y H(? | llamada isomorfis-
mo, que conserva el producto escalar. Esto significa que si la aplicacién asigna
a un vector cualquiera 1) € H") un vector tinico 72 € H?), y hace corres-
ponder a otro vector cualquiera @) € H() otro vector unico @ € H@),
entonces la aplicacién conserva en H(2) el producto escalar en ’H(l), esto es,
que se cumple que (7{V,51)) = (#2),w5?).

Teorema: Todos los espacios de Hilbert con igual dimensién finita
son isomorfos entre si.

Teorema: Si un espacio de Hilbert es de dimensién infinita y posee bases
de Fourier numerables entonces es isomorfo a C3° (este es el llamado teorema
de Reisz-Fisher).

Ejemplo: Sea By = {fi, j_'é, _f;;, } la base de Fourier usual de C§°, y

consideremos el espacio de funciones £2 (R) y una base de Fourier B, =
{¢1 (z),09(x),¢3(x),...} (por ejemplo, la formada por las funciones
de Hermite). Tomemos un vector 7 (z) € £2 (R) escrito como

n(z) = Z n;9; (), siendo 7, = ((35;,-' (x),n (m)) )

j=1

donde se ha escrito la dependencia explicita en = de los vectores de
L% (R). Establezcamos ahora la aplicacién

o0
n(@)—»a=Yy n;f; eCP,
=1
que nos da un vector @ de C§°, cuyas componentes en la base By de C3°
coinciden con las componentes de 7) () en la base Bf, de £? (R). Esta
aplicacién cumple las propiedades de isomorfismo.
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Nota: Naturalmente, que dos espacios sean isomorfos no quiere
decir que el isomorfismo que los conecte sea tinico. En el ejemplo
que hemos discutido, el isomorfismo depende de la base concreta
B; utilizada. Este teorema de Reisz-Fisher es la clave para enten-
der que las formulaciones de Heisenberg (matricial) y Schrodinger
(funcional) de la Mecédnica Cudntica son equivalentes: la primera
trabaja en C3°, mientras que la segunda lo hace en el espacio de
Hilbert isomorfo £2 (R).

Tras haber caracterizado los espacios de Hilbert es necesario, como ya se apun-
t6 en el primer capitulo, hablar de los operadores definidos en un espacio de
Hilbert. La discusién de las proximas secciones no serd exhaustiva, ya que nos
centraremos sélo en los puntos que vayamos realmente a necesitar. Invitamos
al alumno interesado en un tratamiento més extenso y riguroso a que consulte
la Bibliografia sugerida al final de este libro.

Definicién: Sea H un espacio de Hilbert. Un operador A es cualquier
aplicacién de un subespacio lineal (no necesariamente de Hilbert) D(A) G,
llamado dominio del operador, en H tal que a cada vector ¥ € D(A) le hace
corresponder un segundo vector AT que pertenece al espacio de Hilbert H.

Nétese que para definir un operador no basta con indicar su regla
de actuacién, sino que ademés hay que establecer su dominio D(A),
esto es, A : D(A) — H.

Por otra parte, imponer que ’D(ﬁ) sea un subespacio lineal de H
puede parecer restrictivo. El no hacerlo serfa el origen de proble-
mas meramente técnicos y, por tanto, perjudiciales para nuestros
propésitos. Por igual motivo introduciremos una hipétesis algo
mds fuerte en lo relativo a los dominios de definicién: sélo consi-
deraremos aquellos operadores cuyo dominio contenga una base de
Fourier (no tnica, naturalmente) de H. Técnicamente, éstos son
los llamados operadores con dominio denso.

Definicién: Sea Aun operador en un espacio de Hilbert H. El recorrido de
A es el subconjunto R(A) de 'H definido por

R(ﬁ) = {11' € H tal que existe w € D (ﬁ) de forma que 4 = ﬁtﬁ} !

esto es, el conjunto de resultados de la aplicacién de A a todos los vectores de
su dominio. El recorrido R(A) recibe a veces el nombre de imagen de D (A)
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Definicién: Sea A un operador de un espacio de Hilbert H. Se dice que Aes

lineal si, para todo par u,7 € ’D(A) y para todo complejo «, se cumple que
A(@+7)=Ai+ ATy que A(ai)) = a Ad.

Ejercicio: Sea A un operador lineal sobre H. Demuestre que R(ﬁ) es
un subespacio lineal de H.

Definiciones: Sean A y B dos operadores lineales de un espacio de Hilbert
‘H, y @ un nimero complejo.

1. El operador i §, suma de A y §, se define de la forma
(4+B)a=Aa+Ba,
siendo su dominio D(A) N D(B).

2. El operador aﬁ, producto de A por el escalar complejo a, se define

mediante
(mzf) U= (Aﬁ)

y su dominio es igual al dominio de A.

Nétese que, implicitamente, a todo escalar a € C le corresponde un
operador aI donde T es el operador unidad definido como Ti = i, para
todo # € H. Es por ello por lo que se suele escribir ese operador como
a en lugar de ol.

Ejercicio: Demuestre que, bajo la suma y el producto por un escalar que
acabamos de presentar, el conjunto de los operadores lineales definidos en un
espacio de Hilbert H posee estructura de espacio lineal.

3. El operador ﬁg, producto o composicién de los operadores A v B se

define como
(A‘E) i=A (Eﬁ)

y su dominio es el subconjunto de D(B ) formado por aquellos vectores
ii tales que Bii € D(A).

A la vez, dado el nimero natural n, definiremos el operador lineal A™
como el resultado de componer A consigo mismo n veces:

A" = A A...A (n veces)
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Por convenio A° = T, , donde Tesel operador identidad.

Ejercicio: Pruebe que la composicién de dos operadores lineales es un operador
lineal. Demuestre que, al igual que la suma, el producto de operadores verifica
la propiedad asociativa. Andlogamente, pruebe que el producto de operadores
es distributivo respecto a la suma.

Ejercicio: Demuestre que la suma de operadores verifica la propiedad conmu-
tativa, pero que esto no es cierto en general para el producto.

4. El operador lineal A se dice invertible si para cualquier par 4,7 € D(A)
con i # ¥, entonces Ail # Av. Como consecuencia, si A es invertible se
puede definir el operador inverso A~1, con dominio igual al recorrido
de A, y cuya regla de actuacién es

Alg= w, donde A = @.
Nétese que el recorrido de A1 es, precisamente, D(ﬁ).

Ejercicio: Demuéstrense las siguientes propiedades relativas al operador inver-
so (no preste atencién a los problemas relativos a los dominios de definicién):

a) A~ es lineal.

~ =1 X
d) (aA) = (1/a) AL
Ejercicio: Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que un ope-
rador lineal A sea invertible es que AT = 0 < 7 = 0.

e El lector ya sabe que la consecuencia mds relevante del cardcter completo de
un espacio de Hilbert es el poder tratar las sumas infinitas de vectores como si
fuesen finitas. En Mecdnica Cudntica aparecerdn también sumas infinitas de
operadores lineales, por lo que también es necesario saber en qué condiciones
podemos asegurar su convergencia. Este serd el objetivo general del resto de
esta seccién.

Definiciéon: Se define la norma de un operador lineal como
[ A2

4] - aer Tl

La norma de un operador H;{H verifica las cuatro propiedades (a)-(d) de una
norma.
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Un operador se dice acotado si tiene norma finita.

Al conjunto de los operadores acotados definidos en un Hilbert H lo des-
ignaremos por A(H). Dados A, B € A(H), se tienen las siguiente propiedades
(demuéstrense como ejercicio):

1. aA+ ,6§ € A(H) siendo «, 3 € C.

9. ABE A(H) y ”ﬁﬁ” < Hﬁ” “§H Por tanto A" € AH) y ‘ﬁn|l <

o~

Al| , con n un nidmero natural

3. Las propiedades anteriores dotan a 4 (H) de una estructura de espacio
de Banach; sin embargo, en general no es posible dotarle de una estruc-
tura de espacio de Hilbert puesto que normalmente no encontraremos un
producto escalar de operadores cuya norma estdndar sea la norma que
acabamos de definir.

La caracteristica mds importante de los operadores acotados es que éstos
son continuos. Es decir, cambios infinitesimales en un vector implican cam-
bios 1nfimte:51males en la aplicacién del operador sobre dicho vector. En efecto,
dados A € A(H) y los vectores @ y u + 6u (con 6% un vector infinitesimal)
entonces A (@ + 8@) — Al = Aéii. Ahora bien, A es acotado por lo que

A @+ 80 - 4| = | 452

| < R,

siendo R = “AH Como R es finito, R | 6| es infinitesimal, que es lo que

se queria demostrar. Otra forma de decir lo anterior es que sucesiones con-
vergentes en el dominio de un operador acotado se transforman en sucesiones
convergentes en su recomdo Por ello, dada la sucesién {1, us, ...} C D(A)
con limite @ € D(A) podemos estar seguros que el lfmite de la sucesién

{Aul,Aug, } es Af.

Veamos dos consecuencias de la continuidad de los operadores acotados. En
primer lugar es posible extender la linealidad de un operador acotado
a una serie de Fourier (y, en general, a toda suma infinita convergente de

vectores): si {ﬁ,f-é, } es una base de Fourier contenida en ’D(ﬁ), tenemos

que para todo @ € D(A):

d=Y oufs = M= il
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Ademads, debido al cardcter acotado de A la expresién anterior
siempre converge, incluso aunque i no pertenezca al dominio de
A. Nada impide entonces extender el dominio de un operador
acotado a todo el espacio de Hilbert y asf lo haremos a partir de
ahora.

En segundo lugar, si g (z) es una funcién de variable compleja que admite
el desarrollo de Taylor g () = )", 7,2", 7, € C, dado el operador acotado A

podremos definir el operador lineal g (ﬁ) a partir de la regla de actuacién

¥, si el limite existe, escribiremos simplemente g(ﬁ) = 7nﬁ“.

Puesto que, como acabamos de comentar, el dominio de un ope-
rador acotado es todo el espacio de Hilbert, no existe problema

alguno relacionado con el dominio de g (2‘: . El tnico problema
es determinar cudndo converge la serie. Esto ltimo es sencillo, ya

que si R = HA| , entonces para cualquier @ se cumple
N N N
lim Yy, A" = lim ||) v, A < lm Y |y,| R |||
N—oo 0 N—o0 0 N—oo
n= n=

n=0

(en el primer paso hemos tenido el cuenta el caracter completo del
espacio de Hilbert, mientras que en el segundo hemos aplicado la
desigualdad triangular y propiedades de la norma de un operador).
Por tanto,

b () -

Asf, si la serie Y oo |7,,| R™ converge, el operador lineal g (Z) =

N
lim Z VA"
N—oo

n=0

< (thRn) I

3% 1, A" existe y es acotado (con norma R, < 3°°° |7, R™).

El problema es que los operadores lineales de interés en Mecdnica Cudn-
tica no tienen por qué ser acotados. Sin embargo en el formalismo aparecen
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habitualmente las expresiones
-~ o -~
g(4) = ) 1.A"
n=0

B g (E uf) = Y w A,

que, en principio, son sélo vdlidas para operadores acotados. La primera igual-
dad (funcién de un operador) basta con entenderla en sentido simbélico, pero
teniendo en cuenta que pueden existir vectores para los cuales la actuacién de
g(A) no tenga sentido (bien por problemas relacionados con el dominio de los
operadores o bien porque el resultado sea divergente, aunque conviene notar
que esto 1ltimo es lo que sucederfa también si A fuese acotado pero la se-
rie Y o2 o || R™ no convergiese). Para discutir la segunda igualdad debemos
esperar a algunos de los resultados de la siguiente seccién, aunque podemos
anticipar que, a efectos practicos, es cierta para los operadores de interés en

Mecéanica Cudntica que no sean acotados.

Tras la discusién general de la seccién anterior nos vamos a centrar en aquellos
operadores lineales que serdn necesarios en el formalismo cuéntico. Para ello
definiremos en primer lugar el operador adjunto y, a continuacién, describire-
mos varios tipos de operadores lineales.

e Definicién: Sea el operador lineal A definido en un espacio de Hilbert
‘H. Definimos el operador adjunto de A, al que llamaremos Af, como el

operador que verifica
(ﬂ’, "a) — (f’-ﬁﬁ, «a)
para cualquier vector 7 € D(A) y @ € D(AT).

Algunas propiedades del operador adjunto son (demuéstrense como ejerci-
cio):

(ﬁ', At '&') = (ﬁﬁ?,ﬁ), para cualquier vector ¥ € 'D(ﬁ) v uE ’D(ﬁ*).

—~ —~ 1' —~ o~
(aA + ﬁB) = a* Al + p*Bt, donde a y 8 son nimeros complejos.
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sz o
(A B) = Bt At (jatencién al cambio de orden!).

- -1
() = (a)"
o [ - =
(A*) 7= A7, ¥ 7 € D(A).
e Definicién: Se dice que un operador lineal A es hermitico si
A = Al para todo @ € D(A).

Nota: Por definicion, si A es hermitico se tiene que D( Al C D(AT)
y que A actda igual que At sobre los vectores @ € D(A). Ahora
bien, en principio nada impide que el dominio de At sea més amplio
que el de A. Si éste no fuese el caso, D(A) 'D(AT) y podremos
afirmar estrictamente que A=At Entonces el operador, ademés
de hermitico, es autoadjunto. En lo que sigue identificaremos
operadores hermiticos con autoadjuntos (lo que muchas veces se
podra hacer tras una redefinicién adecuada del dominio de A) Es-
ta falta de rigor sélo serfa relevante en formulaciones matemaéticas
maés rigurosas que las que pretendemos ofrecer en este libro. Em-
pero, el lector deberd advertir que algunos de los resultados de las
siguientes secciones sélo pueden aplicarse estrictamente a operado-
res autoadjuntos.®

Algunas propiedades de los operadores hermiticos son (demuéstrense como
ejercicio):

1. SiA y B son hermiticos y a,b € R, entonces aA + bB es hermitico.

2. Si A es hermfitico, entonces A", con n un mimero natural, es hermitico.
? ] ?

Teorema: La condicién necesaria y suficiente para que un operador lineal A
sea hermitico es que (ﬁ', A'&f) = (A'Ef', 11) para todo 4,7 € D(A).

En efecto, si A es hermitico (17, ﬁﬁ) — (ET'E} 'E:') = (gﬁ; ﬁ)a que-
dando probada la condicién necesaria. Para probar la condicién

*Al final del capitulo hay un par de problemas en los que se discute la diferencia estricta
entre operadores hermiticos y autoadjuntos.
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suficiente, consideremos una base ortonormal { fi, f;, } G D(ﬁ)

Dado un vector ¢ € D(;‘I) intentemos evaluar At7. Asf
o= (7o B9) o= 3 (AFer0) Fo
™ T
pero, por hipdtesis, (ﬁﬂ,ﬁ) — (ﬁ;,ﬁﬂ), luego
Ag=%" (f;,,,ﬁﬁ) =
ki

¥y, por construccién, Al7 existe y es igual a AT para todo vector U
del dominio de A.

A partir de este teorema de caracterizacién se puede demostrar otro equi-
valente:

A es hermftico < (ﬂ', ﬁﬁ) €R para todo @ € D(E)

Ejercicio: Sea A un operador hermitico y consideremos la funcién

gley=Y 2" . eR

Si el operador g(ﬁ) existe, demuestre que también es hermitico. Andlo-

gamente demuestre que si g (tﬁ) existe, entonces
(g(-iﬁ)a, U) - (ﬁ,g(——iﬁ)v) .

e Definicién: Un operador hermitico es positivo si (11’, Aﬂ,’) > 0 para todo
@ € D(A).

Dados dos operadores hermiticos A y B con dominio comiin, se dice que Aes
mayor o igual que B si A — B es positivo.

Sea A un _operador positivo. Puede demostrarse que existe un tnico operador
positivo B, con igual dominio que A, tal _que B2 = A. Al operador B se le
denomina operador raiz cuadrada de A.

e Definicién: Un operador lineal U es unitario si UUT = UTU = 1.

Algunas propiedades de los operadores unitarios son (demuéstrense como ejer-
cicio):
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1. U es unitario si y sélo si se cumple que H{j’ﬁ| = ||7]|. Los operadores

unitarios son, pues, acotados, siendo su norma la unidad.
2. Si Uy y Uy son unitarios, entonces U;Us es unitario.

3. Si A es hermitico, entonces ‘4 es un operador unitario.

Hemos comentado que la validez de la expresién

A= uAf

no estd garantizada, excepto para operadores acotados. Sin embargo, con la
ayuda del operador adjunto, vamos a ver que en la mayoria de los casos po-
dremos extender la linealidad de un operador a desarrollos de Fourier siempre
que consideremos las coordenadas del resultado en una cierta base.

Sea A un operador lineal de H y By = { fi, fa } una base de Fourier

contenida tanto en el dominio de A como en el de su adjunto E: (esto serd
siempre posible en la practica). Entonces, dado un vector @ € D(A)

hi=Y" (fo, 40) fu= (A'f0,@) fu
Sustituyendo @ por su desarrollo 3, u f en la base Bp

o Z(Etﬁ’zk:ukﬁ‘)ﬁzzzk:uk (ﬁfﬁl,ﬁ)ﬁz

b3 i

- E{gman)s

T

Por tanto, si wy, es la coordenada n-ésima de A en la base Bf, se tiene que

iy = (ﬁ;,ﬁﬁ') = Z (ﬁ;,gﬁc) = ZAnkuk
k

k

donde la “matriz” de coeficientes
Aﬂk = (ﬁhgﬁ)

se denomina representacién matricial del operador A en la base Bg.
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Fijese que la idea subyacente ha sido evitar la actuacién de A sobre
una suma infinita, trasladando la actuacién del operador al otro
lado del producto escalar usando el operador adjunto. Ademds, a
partir del desarrollo anterior, se tiene que

oA wfi) = 3 (Fuedfe)
k

k

Esto no quiere decir eractamente que Ezk ukf;c =Ys ukﬁﬁ, ya
que como hemos dicho la segunda suma puede ser divergente. Lo
que hemos presentado es una expresién que relaciona las coordena-
das de At con las de 1 a través de la representacién matricial. Bien
es cierto que dicha expresion se puede “deducir” sin recurrir al ope-
rador adjunto partiendo de la hipétesis Azk U fk = Ek ukA fk
Esto tltimo nos permite afirmar que la suma ), ukA fk, de con-

verger, lo hace a At y esa es también la razén por la que muchas
veces se escriba directamente la tltima igualdad, aunque enton-
ces ésta ha de entenderse condicionalmente si el operador no es
acotado.?

De similar manera puede demostrarse que:
1 (ﬁ + §)nk =Ank + Hnk-
2. (@A)nk = @Ak

(AB)uk = X2 Anj Bijt

4. ﬁlk = Aj,,. Fijese entonces que la matriz de Af es la traspuesta conju-
gada de la de A.

Especial importancia tienen los productos escalares (11’, ﬁtﬁ) , denominados
elementos de matriz. Asi, si {u,} y {w,} son las coordenadas de i y W

‘De todas maneras, para que la igualdad no fuese cierta tendria que producirse una
situacién en principio excepcional: que la suma Y, ur A, fx fuese igual a un elemento no
perteneciente al espacio de Hilbert (por ejemplo a una funcién 7 (x) no normalizable) pero
tal que se cumpliese ( f_,;,ﬁ'} =3 ﬁl,ﬁﬁ}. En la coleccién de problemas resueltos de este
capitulo veremos un ejemplo sencillo en el que tal situacion aparece, pero tenga en cuenta
que la esencia del formalismo cuéntico no se ve afectada en absoluto por este tipo de detalles.
Témense éstos, simplemente, como meras advertencias complementarias de los riesgos de
trabajar con expresiones que contengan sumas infinitas.
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respectivamente,

(a, 2&3) = (ﬁfﬁ,u?’) = (A‘*a‘,zwn*n) =3 " w, (A‘Tﬁ,,gn) "
™ T

y, en definitiva,
(@ A0) = 3>~ ui Apnon,
n k

con @ € D(A) y @ € D(A?).

Dado un operador hermftico, todas las expresiones anteriores son vélidas
puesto que las hipétesis adicionales que hemos hecho se cumplen automética-
mente. También lo son para un operador unitario para el que, al ser acotado,
las precauciones expuestas estdn de més.

Definicién: Un operador lineal P, cuyo dominio sea todo el espacio de Hil-
bert, es un proyector si es hermitico y ademés P2=pPP=p (esto es, si es
idempotente).

Como ya hemos comentado en el apartado 2.6, un subespacio W de H y su
complemento ortogonal W+ verifican el teorema de la proyeccién ortogonal,
de manera que cualquier vector @ € H puede descomponerse de forma univoca
como suma de un elemento de W (llamado proyeccién ortogonal de i sobre
W) y de un elemento de W+:

G=dw+dys con GweEW y iy € W

Usando una base de Fourier By, = { ﬁ . f;, } de W, tenemos que la expresién

Byi= "w=2(ﬁnﬁ)ﬁa

nos da la proyeccién ortogonal de @ sobre W vy, ademds, define la actuacién
de un operador lineal ﬁw cuyo dominio es todo el espacio de Hilbert. Este
operador f-iw es, por tanto, el proyector ortogonal sobre el subespacio W.
Anslogamente, 1 — ﬁ’w es el proyector ortogonal sobre W+,
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No es dificil demostrar que 13w es un proyector (en el sentido de
que es hermitico e idempotente). También la reciproca es cierta:
dado un proyector cualquiera P existe un subespacio de Hilbert
tal que P es el proyector ortogonal sobre dicho subespacio. En
efecto, partiendo de la igualdad trivial v = Py + (1 - f’) v =
7 + U es facil demostrar que v, y ¥s son ortogonales y, usando
la desigualdad triangular se tiene ademds que HPv

1 < ||7]l, con

lo que P es acotado con norma unidad. Por tanto, P proyecta
ortogonalmente sobre su recorrido, que es un subespacio vectorial
de H. Que dicho subespacio es también de Hilbert se prueba a
partir de la acotacién de P.

Como ya se ha comentado en el apartado 2.6, se dice entonces que el
espacio de Hilbert H es suma directa de los dos subespacios W y W+ y se
escribe H = W @ W-. El concepto de suma directa puede generalizarse a un
nimero cualquiera (incluso infinito) de subespacios de Hilbert mutuamente
ortogonales. En efecto, dado un espacio de Hilbert H, éste es suma directa de
los subespacios Wi, Wh, ... (simbolizdndose como H = W1 @ W @ Ws @ ...) si
todos estos subespacios son ortogonales entre si y si cualquier vector 4 € H
puede escribirse como

p—

U= W1+11’W2+11'W3+'"3

donde

@y, = Pw, @
es la proyeccién ortogonal de @ sobre W,. Nétese que esta relacién entre
vectores se traduce en la relacién siguiente para los proyectores

= Bw, + Pw, + Pw, +

Ejercicio: Sea Byy una base ortornormal de W y By, una base del
complemento ortogonal W, . Demuestre que By U By, es una base
ortonormal de todo el espacio de Hilbert. ;Cudl serd la representacién
matricial del proyector ﬁw en esta base? ;Y la del proyector ﬁw , =1-
ﬁw? Generalice el resultado al caso de una descomposicién del espacio
de Hilbert en una suma directa de un mimero arbitrario de subespacios
de Hilbert ortogonales entre si.



40 ESPACIOS DE HILBERT

Las siguientes definiciones son de gran importancia, ya que tendrdan una inter-
pretacién fisica directa dentro del formalismo cudntico.

Definicién: Sea A un operador lineal de H y @ € H un vector no nulo.
Diremos que # es un autovector de A (o funcién propia si estamos en un
espacio de funciones) con autovalor a, en general complejo, si se cumple que

AUsan

(Los autovalores y autovectores reciben también el nombre de wvalores propios
y wvectores propios, respectivamente). El conjunto de todos los autovalores de
un operador se denomina espectro puntual y se designa mediante el stmbolo
e

Un autovalor a de A es no degenerado si, salvo constante multiplicativa,
sélo tiene asociado un autovector, esto es, si sélo existe un vector ' linealmente
independiente tal que A¥ = a¥. Nétese que la condicién de independencia
lineal es obvia, ya que si 4 es un autovector con autovalor a, también lo serd
W = at para todo a € C, pero @ y W no son linealmente independientes. En
cualquier caso, esta consideracién resultard irrelevante en Mecénica Cudntica,
puesto que ésta sélo toma en cuenta vectores de norma unidad, definidos salvo
un factor multiplicado de médulo unidad (factor de fase).

Puede darse el caso, sin embargo, de que existan g, vectores linealmente
independientes ¥, Ung, . .. ,Ung, asociados a un mismo autovalor a,. Enton-
ces se dice que dicho autovalor es g,-degenerado. En este caso, cualquier
combinacién lineal de los g, vectores es también un autovector con el mismo
autovalor. En efecto

SHEdn gn In 9n
A E Gl ) = E CiAvp; = E CinUni = Qn E CiUni
i=1 =1 i=1 $=1

Asi, pues, los autovectores asociados con un autovalor g,-degenerado consti-
tuyen un subespacio vectorial de dimensién g,, llamado subespacio propio
asociado al autovalor en cuestién.

Definicién: Para algunos operadores lineales A pueden existir valores com-
plejos a ¢ op (A) para los que, no existiendo ningin vector @ que satisfaga
estrictamente la expresién Ai = a1, es posible encontrar una sucesién de
vectores normalizados i, de H tales que la sucesién {(A - 0:) ﬂ'n} tiende a
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cero. En ese caso, se dice que el niimero complejo a ¢ o (A) es un auto-

valor impropio. El conjunto de autovalores impropios de un operador A se
denomina espectro continuo y se designa mediante o.(A).

Definicién: A la unién del espectro puntual y del espectro continuo de un
operador lineal A (esto es, el conjunto de todos los autovalores de un operador,
sean propios o no) se le denomina espectro del operador, designandose
por o(A). Los valores del espectro se denominan, genéricamente, valores
espectrales.

Nétese que podemos definir simultdneamente todos los valores es-
pectrales de un operador lineal A de la siguiente manera: un nime-
ro complejo « pertenece al espectro de A si existe al menos un vec-

{20yl

arbitrariamente pequena. Si ademds, dicha norma puede hacerse
idénticamente cero, « serd un autovalor de A con autovector .

tor normalizado 4 € D ﬁ) para el cual la norma es

Sin embargo, muchas veces, y por abuso del lenguaje, llamaremos
autovalor a cualquier valor espectral, aunque éste sea un autovalor
impropio. Estrictamente, algunos de los resultados anteriores sélo
son vélidos para operadores hermiticos o unitarios; dado que los
operadores de la Mecdnica Cudntica son, en su practica totalidad,
de un tipo u otro, no merece la pena incluir més detalles.

Definicién: Al igual que un autovalor a € op(ﬁj tiene asociado un espacio
vectorial propio formado por todos los autovectores de A con dicho autovalor,
podemos preguntarnos si existen autovectores impropios, esto es, elemen-
tos 77 tales que A'r,i = @i}, con o € O’C(A) Naturalmente, estos objetos, de
existir, no pueden pertenecer al espacio de Hilbert, ya que entonces estarfamos
hablando de autovalores del espectro puntual. La respuesta es afirmativa y,
aunque la incorporacién de estos objetos a la teorfa de espacios de Hilbert no
estd exenta de problemas, veremos mds adelante que pueden tratarse en pie
de igualdad con respecto a los autovectores propios de un operador. Asi, sea
el operador lineal A y @ € o.(A). Un objeto 7j no perteneciente al espacio
de Hilbert (por ejemplo, una funcién de norma infinita) es un autovector
impropio de A si se satisface la siguiente igualdad

Af = ai.

Nétese que para poder escribir esta igualdad necesitamos extender de alguna
manera la actuacién del operador sobre elementos no pertenecientes al espacio
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de Hilbert. En cualquier caso, en aquellas situaciones de interés fisico, esto se
podrd hacer sin mayor dificultad.

Ejemplo: Un ejemplo caracteristico es el operador }?’m = —1i d/dx
cuyo dominio son las funciones continuas y normalizables de £ (R). Si
planteamos la ecuacién de autovalores

radd
—i—n(x)=a
i——n(z) = an ()
vemos que las tinicas posibles soluciones son
n(x) = Aexp (iax) aecC,

con A una constante multiplicativa arbitraria. Dado que el vector 7 ()
no estd normalizado (por lo que no pertenece a £? (R)), el espectro
puntual P, es el conjunto vacfo, esto es, Jp(ﬁx) = @&. Ahora bien, si a
no es real, 77 (z) es una funcién divergente y resulta imposible construir
una sucesién como la que hemos indicado en la definicién de un autovalor
dg} continuo. Sin embargo, si a es cualquier nimero real, el operador
(P, — a) aplicado a la sucesién de funciones de £2 (R) cuyo término
general es

1 2
Q‘sn (x) i [W exp (_%)] exp (30’3"")

(es decir, una onda plana €'** modulada por una gaussiana normali-
zada, de anchura creciente con el valor de n) nos lleva a otra suce-

sion (ﬁm - a) @, (z) cuyo limite es igual a cero. De esta forma, el

espectro continuo de P, es igual al conjunto de todos los niimeros re-

ales, y los autovectores impropios correspondientes son las ondas planas
n (z) = Aexp (iax). Como ya hemos dicho, estas ondas planas no per-
tenecen al espacio de Hilbert V& (R), ya que no son normalizables.

En general, los autovalores de un operador lineal son nimeros complejos (no
necesariamente reales). Asimismo, sus autovectores no son, en general, orto-
gonales. Sin embargo, en el caso concreto de los operadores hermiticos es
facil demostrar los siguientes teoremas.

Teorema 1: Dado un_espacio de Hilbert H, el espectro de cualquier
operador hermitico A es real.
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La demostracién tiene dos partes. En primer lugar probaremos el carécter
real de o, y, a continuacién generalizaremos el resultado para valores espec-
trales del continuo.

Asf, si a € 0,(A) y @ es uno de sus autovalores, tenemos que

(mﬁ@=4ﬁam=aww.
Por otro lado, puesto que A es hermitico
GLE&)=(E&&)=(aﬁﬁjzaﬂmw.

Pero @ tiene, por hipétesis, norma no nula. Luego a = a*y, entonces, a es
real.

Sea ahora un autovalor a € Jc(ﬁ). Por la definicién de valor espectral del
continuo, existe un vector normalizado « tal que A% — a4 = [i, donde /i es un
vector cuya norma es infinitesimal. De esta manera

(2.43) = @ ad+ ) = allul® + (@ §) = a+ (@)

A su vez,

(:E@ — (ﬁﬁ = (a@+ f,@) = o |ul? + (&7
o + (i, i)
y, COMO consecuencia,

a* —a=(W,pg)— (&0 = -Ima=In(d,[).

Teniendo en cuenta que fi puede ser tan pequefio como se quiera, el producto
escalar (4, i) es también infinitesimal. Ya que « es finito, resulta que la parte
imaginaria de a es arbitrariamente pequefia, con lo que podemos concluir que
« es real.

Teorema 2: Sea A un operador hermitico en un espacio de Hilbert. Entonces,
los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales
entre si.

En efecto, sean i y s dos autovectores asociado a los autovalores a1 y as
respectivamente. Entonces

(ﬁl,Aﬁz) = (t1, ag U2) = ag (U, ) -
Por otra parte, ya que A es hermitico v a; es real

(ﬁ1,2"2) e (§ﬁ1,ﬁ2) = (a1, U2) = a (@, dz) -
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Como consecuencia, ag (d1,%2) = a1 (41, Uz). Pero, por hipétesis, a1 # az, y
no queda més remedio que (@, @2) = 0.

A su vez, puede demostrarse que ap(ﬁ) es un subconjunto numerable
de R (esto es, el espectro puntual de un operador hermftico es un conjunto
discreto, aunque pueda ser infinito). Sin embargo, nétese que esto no es cierto
para operadores no hermfiticos. Por ejemplo, existen operadores unitarios cuyo
espectro puntual estd formado por todos los nimeros complejos de médulo
unidad.

Ahora podemos demostrar un teorema reciproco de los teoremas anteriores.

Teorema 3: Sea A un operador lineal sobre H cuyos autovectores constituyen
una base de Fourier (u ortonormal) de H, y cuyos autovalores son todos reales.
Entonces A es hermltlco

En efecto, llamemos fg: al i-ésimo autovector y a; al autovalor correspon-
diente. Entonces, las condiciones del teorema se escriben

Afi=aifi con (f;,‘f_;):é‘@j y a; real.

Sean ahora dos vectores cualesquiera i, ¥ € H. Puesto que los autovectores de
A constituyen una base de Fourier de H podemos escribir

i = Zu,-f,‘ ¥= Zvjfj.
i i

Admitiendo que no existen problemas con los dominios de definicién, usan-
do el operador adjunto y escribiendo el producto escalar en términos de las
coordenadas en la base de autovectores,

(A9 = @A) =Y (@.f)(f4%) =Y (a.5) (4f.9)
mn i
= 'y (ﬂ‘ f,;) (anﬁhﬁ) =y (f,-: ﬁ,;) an (ﬁ,},a) =Y Gntitva,
n mn n
donde hemos usado el carécter real de a,,. De modo andlogo se tendrfa

(@, AD) = anu}v.
T

Por lo tanto, (i, Eﬁ') = (ﬁﬁ, ), que es precisamente la definicién de operador
hermftico.

Teorema 4: Dado un espacio de Hilbert H, si P es un proyector, entonces
op(P) C {0,1}. Ademss, P carece de espectro continuo, esto es, o.(P) =
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Puesto que P es hermitico, sabemos que su espectro es real. A su vez, P
es idempotente, luego si a es un autovalor y # uno de sus autovectores

(a,ﬁ%') = (ﬁ’,ﬁﬁ’) = alul?.
A su vez
(a.P?@) = (Pa,Pa) = a®lul’.

Por tanto a = a. Ya que a es real, la tinica solucién de esa ecuacién es que
a sea 1 0 0. De hecho, si W es el subespacio de Hilbert sobre el que proyecta
P, todos los vectores de W son autovectores de P con autovalor 1, mientras
que los vectores del complemento ortogonal W+ son autovectores de P con
autovalor 0.

De manera similar se puede probar que los valores del espectro continuo
podrfan ser 0 o 1, pero acabamos de ver que estos dos valores espectrales
tienen como autovectores elementos del espacio de Hilbert, luego un proyector
no tiene espectro continuo.

Por otro lado, resulta obvio que el tinico proyector que verifica o, = {1} es
el operador identidad, mientras que si o, = {0} el proyector serfa el operador
nulo.

Hemos visto que, en el caso de un operador hermitico, los subespacios pro-
pios son ortogonales entre sf. Esto trae como consecuencia inmediata que,
si 0p(A) = {ay,az,...} es el espectro puntual de un operador hermitico A,
se puede construir una base ortonormal formada exclusivamente por autovec-
tores normalizados de A. En concreto, consideremos el conjunto de dichos
autovectores,

Cﬁ L {U11,u12, ---:ulgl;u211u225 "‘9“‘292; } 3

donde g, es la multiplicidad del autovalor a,. Es obvio que este conjunto
C; contiene todos los autovectores de A linealmente independientes (aunque,
l6gicamente, debido a la degeneracién, dicho conjunto no es tnico). Ademis,
si el espectro de A es puramente puntual, podemos afirmar algo més:

Teorema: Sea Aun operador hermitico de un espacio de Hilbert H. Si
el espectro de A es enteramente puntual, existe una base de Fourier
de H formada por autovectores de A.
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Por tanto, dado que los autovectores de un operador hermftico A
constituyen una base de Fourier, la representacién matricial de A
en dicha base es

Ajp = (é},-a Agk) = ay (€}, €x) = a §ji,

con lo que matriz es diagonal en esa representacion.

Esta es una primera versién (restringida) del teorema espectral para
operadores hermiticos que serd de importancia capital en el formalismo
cudntico. Aunque, de nuevo, no incluimos una demostracién del mismo es
conveniente analizar cuidadosamente sus consecuencias. Son algunas de ellas:

1. Si &, es el subespacio de autovectores de A con autovalor an, Hes suma
directa de todos estos subespacios:

H=6EBEBED...

2. Si }’5” es el proyector ortogonal sobre &,, entonces tenemos la siguiente
igualdad (llamada descomposicién espectral de la unidad):

f=181+ﬁ2+ﬁ3+...

y, por tanto, cualquier vector w del espacio de Hilbert puede escribirse
de forma tinica como

w = Wy + wWa + W3 + ...,

donde 1, es un autovector de A con autovalor a,,. Naturalmente los
vectores W, son

Gn
J=1

donde iy es el j-ésimo autovector normalizado de A con autovalor a, y
g, es la multipllicidad de dicho autovalor.

3. Ademads, haciendo uso de la descomposicién espectral de la identidad,
tenemos que para cualquier vector 1 se cumple que

ﬁ'{f)’: 2 (1,6] +1§2+1ﬁ3+ .-.) :G,]'U-J'] +ﬂ21172 Toees



2.14 Forma espectral de un operador hermitico. 47

e introduciendo los proyectores ﬁn tenemos la forma espectral de un
operador hermitico A:

2 = alﬁl + agﬁz + (13?3 rees
Asf, consideremos una base ortonormal de H constituida por los auto-
vectores de un operador hermitico A. Sea a, un autovalor de A, con
degeneracién g, y sean in; (2 = 1,2,...,gn) los vectores de la base
que pertenecen al subespacio de dimensién g, asociado a a,. Entonces,

la proyeccién de cualquier vector v € ‘H sobre dicho subespacio podréd
escribirse como

gn
P Z unigﬁ‘) ﬁ"nt
i=1
y, por lo tanto,

AT_;‘ = Z a'nﬁnﬁ Z Z(um: i") Upy-
n n

Las igualdades, aunque aparezcan sumas infinitas, son estrictas.

. Sea h (z) una funcién real de variable real. Si la funcién h estd bien de-

finida para todos los valores espectrales de A, entonces es posible definir
el operador h(A) de la siguiente manera

h(A) = h(a1) P, + h(ag) Py + h (a3) P3 + ...

Nota: La pregunta obvia es si podemos generalizar el teorema espectral
para operadores hermiticos con espectro continuo. Esto es importante,
puesto que gran parte del formalismo cudntico descansa en la idea de
que, dado un operador hermitico cualquiera, todo vector se puede es-
cribir como suma de autovectores de ese operador. Aunque ya hemos
anticipado que el tratamiento de los valores espectrales del continuo es
muy delicado, esta extensién sf es posible. No entraremos en detalle en
ese tema, sino que nos limitaremos a esbozar las lineas generales en la
préxima seccién.
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En el apartado anterior hemos supuesto que el espectro de los operadores
hermiticos era puramente puntual, aunque ya sabemos que pueden poseer
valores espectrales ¢mpropios pertenecientes al espectro continuo. El suponer
que los autovalores y autovectores de un operador hermitico sean discretos no
plantea problema conceptual alguno, ni en las propiedades de ortogonalidad ni
en la consideracién de un espacio de Hilbert escrito como suma directa de una
sucesién de subespacios propios. Sin embargo, muchos de los operadores mas
importantes de la Mecédnica Cudntica poseen una parte continua del espectro,
O¢, y para ellos ya no es vdlido el teorema espectral en la versién que ya
conocemos.

Son varios los problemas que plantea el espectro continuo de un operador
hermitico. En primer lugar, recordemos que los autovectores asociados no son
estrictamente vectores del espacio de Hilbert, puesto que no son normaliza-
bles; y la nocién usual de ortonormalidad ya no es aplicable. En segundo
lugar, y como su propio nombre indica, Jc(ﬁ) es continuo y, por lo tanto, no
numerable. De esta forma, si queremos una versién méds general del teorema
espectral tendrfamos que determinar el significado de proyectar sobre un con-
junto continuo de vectores y también deberfamos distinguir entre proyectores
sobre vectores infinitamente préximos. Estas son algunas de las cuestiones que
complican el formalismo de la Mecdnica Cudntica.

Podemos ilustrar el problema como sigue. Supongamos que estamos tra-
bajando en el espacio de funciones definidas sobre toda la recta real. En
primera aproximacién podemos limitarnos al intervalo finito [-L/2,L/2],
de manera que nuestras funciones sean idénticamente nulas fuera de di-
cho intervalo. Una base de Fourier de £2[-L/2,L/2] es la formada por las
ondas planas L~/ 2exp(iknz), donde ky, = 2mn/ L, siendo n un niimero
entero. Asf, toda funcién puede desarrollarse como suma infinita, aunque
discreta, de ondas planas. Los términos de la serie serdn ortogonales en-
tre si y la diferencia entre dos ky, sucesivos serd Ak = m/L. Parece ahora
intuitivo que si hiciéramos tender L a infinito, Ak — 0 y las sumas se
convertirfan en integrales. Asi, cualquier funcién de cuadrado integrable
definida en toda la recta real podria escribirse como una integral sobre
ondas planas exp(#z), donde k puede tomar un continuo de valores.

Ahora bien, por intuitiva que parezca la idea, tal paso al limite no est4
exento de problemas. Incluso en el limite L — o0, los valores de k
no llenarfan la recta real, sélo constituirdn un conjunto numerable y tal
integral no estaria bien definida. Cuando menos, habria que introducir
una medida de Lebesgue sobre el conjunto de los posibles k, y definir una
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integral de Lebesgue sobre dichas ondas planas.

Hay dos maneras de resolver las dificultades asociadas a esta cuestién. La
primera, debida a von Neumann, implica el recurso a la teorfa matemaética de
medidas de Borel-Lebesgue. En esencia, la idea consiste en construir proyec-
tores sobre un subespacio asociado a un subintervalo [a,b] C O'C(A) y construir
una descomposicién espectral usando estos proyectores. Dicha descomposicién
espectral no ser4 tinica, por la libertad que se tiene al dividir el espectro conti-
nuo en intervalos disjuntos. No entraremos aquf en detalle, pero en el ejemplo
posterior se ve cé6mo definir tales proyectores.

La otra alternativa es la sugerida en una seccién anterior: suponer que si
existen los autovectores del continuo. Esto implica rehacer un poco las co-
sas. Es necesario aumentar el espacio de Hilbert para incluir estos vectores
no normalizables, ampliando en consecuencia la nocién de producto escalar
y ortogonalidad. Asi, si llamédbamos a, a un valor propio, caracterizado por
un indice discreto n, simbolizaremos a los autovalores del continuo mediante
a (s), donde s es un pardmetro continuo. Anélogamente, si i, ; es un autovec-
tor asociado al valor propio an, i; (s) es el j-ésimo autovector impropio (no
normalizable) asociado a a (s). Podemos asf afirmar que:

a) la ecuacién de autovalores

At (s) = a(s) @ (s)

es valida.
b) los autovectores @ (s), i; (s") asociados a dos autovalores a (s), a(s") son
ortonormales en el sentido

(@ (s), @y (s) =6 (s = &') 85,

siendo 6 (s) la delta de Dirac.
¢) los autovectores del continuo son ortogonales a los autovectores del espectro
puntual:

(@n,j, i (8)) = 0.

Con esto, la descomposicién espectral de la identidad y del operador her-
mitico A puede ampliarse para incluir los autovalores del continuo. Asi, un
vector U € H se escribe, en general, como

g(s)

ZZ (Un,j, D) tin,j + /dsZ(uJ (s),0);(s),
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donde la integral estd extendida a todos los posibles valores del pardmetro s
¥ g(8) es la degeneracién del autovalor del continuo a (s). Andlogamente,

g9(s)

A = ZQHZ(undﬂ-‘)uﬂJ—’_ /dsa(s)Z(uJ (s),0)d; (s).

Recordemos que el proyector sobre el subespacio propio asociado a a,, venia
dado por la regla de actuacién

—_~ gﬂ
PuF =Y () Ty
Jj=1

De igual forma, podemos definir un proyector (aunque no lo sea en sentido
estricto, puesto que su resultado es un vector no perteneciente al espacio de
Hilbert) sobre el espacio de autovectores impropios asociados a a (s):

9(s)
S)U—Z(“J(S ) s (s).

Asi, la descomposicién espectral de la identidad es
e +]13(s)ds,
n
y la del operador hermftico A
=Y aPut [a(o)Plo)ds
n

Ejercicio: Dada la descomposicién espectral de un vector ¥, demuestre
que

12 = 33 (s ) +fds2|(u3 (5), D).

n g=1
Ejemplo: Aunque P (8) no es un proyector, podemos definir el operador

b
By =/a P (s)ds

que proyecta sobre el subespacio generado por todos los autovectores
impropios asociados a los autovalores del continuo dentro del intervalo
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[a,b] C 0(A). Si suponemos un espectro no degenerado (la generaliza-
cién al caso degenerado es inmediata) y que v € H:

b
Pan?= [ (@(s),9) 7(s)ds
y, entonces,

|Beael] = [ 1@s), s,

Pero como
b
112 = 3 |, )2 + / \(@(s) , ) ds,
n @

tenemos que ﬁ[a,b]f’.“ < ||7]l. Ya que ¥ es normalizable, ﬁ[a,b]'&' tie-
ne norma finita y pertenece al espacio de Hilbert. Por otro lado, para

cualquier vector U

( Ban®) = f(ﬁ(s),m(ws))m I (@), D ds e R

y, entonces, ﬁ[a,b] es hermitico. Por ltimo,
b b =
Byt = Poy [ @), 07(0)ds= [ (@(:),) Popyi()ds
b b
i / j (@(s),d) (@(s),a(s)) @(s') dsds'
P
— f ] (@(s),9) §(s—s') @(s) dsds

b —~
s ] @(s),9) 2(s) ds = Boy,

vy queda demostrado que P[a,b] es idempotente. Precisamente éstos son
los proyectores que mencionamos al hablar del método de von Neumann
para tratar los valores espectrales del continuo.

Definicién. Dados dos operadores A y B (no necesariamente hermiticos) se
define el conmutador de ambos como

A Bj=AB=584.
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Definicién. Dos operadores conmutan si su conmutador es nulo, es decir,
AB = BA.

Es facil demostrar (hdgase) que si Ay B son hermiticos y no
conmutan, su conmutador [A B] no es hermitico. En cambio el
operador i[A, B] sf lo es.

Teorema: Dos operadores hermiticos A y B conmutan si y s6lo si existe una
base de Fourier de H cuyos elementos son simultdneamente autovectores de A
y de B.

Nos limitaremos al caso en que los operadores A y B tienen es-
pectro puramente puntual. Supongamos que existe una base de
Fourier de H, cada uno de cuyos elementos fz es autovector de A
y de B con autovalores a; y b; respectivamente. Cualquier vector
U € 'H puede escribirse como 7 =), v; f; . Entonces

ABo= 4B (Z f) = O SRR SE T,

i i i i
Anélogamente se tiene BAv = Y, viba; f: ; de donde AB# = BAv
para todo 7 € H.

Supongamos ahora que [ﬁ, §] = 0 y sea u; un autovector de A
con autovalor a;. Entonces

2]: (Eﬁg) = E (Eﬁg) = a; (Eﬂ;) 5

de modo que (Bi;) es también un autovector de A con el mismo
autovalor a;. Si a; no es degeneraéo es evidente que w; y (Bu;)
deben ser proporcionales; es decir, Bu; = b;u;, y asf 4; es también
autovector de B con autovalor b;. Si a; es g;-degenerado, le corres-
ponderd un subespacio de dimensién g;. Entonces, al actuar con B
sobre vectores de este subespacio se obtienen vectores del mismo
subespacio. Asf pues, habra g; autovectores de B que constituirdn
una base ortonormal del mismo. La unién de todas estas bases
constituird una base del espacio total H.

Teorema: Sean A y B dos operadores hermiticos y sean

FPup  AESERS
m

n
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sus formas espectrales. Entonces A y B conmutan si y s6lo si todo proyec-
tor espectral P, de A conmuta con todo proyector espectral Pb de B. (La
demostracién es sencilla y queda para el alumno).

Debe notarse que el hecho de que haya una base formada por autovectores
de A y B no quiere decir que todo autovector de A sea necesariamente auto-
vector de B. Lo que sf es cierto es que si definimos &,, 5, como el subespacio
formado por los autovectores simultdneos de A y §, el espacio de Hilbert puede
escribirse como suma directa de todos estos subespacios &,,, b, -

Puede ocurrir que cada subespacio &, 5, tenga dimensién unidad. Es-
to quiere decir que, salvo constantes multiplicativas, sélo hay un autovector
simultdneo de A y B con autovalores a, y by. Como consecuencia (excep-
to cambios triviales en el orden y multiplicaciones por constantes de médulo
unidad) la base ortonormal de autovectores comunes de A y B es tnica, y
cada vector de la misma estd determinado univocamente por los autovectores
correspondientes a an y by.

Ahora bien, también puede suceder que haya subespacios &,, 5, con di-
mensién mayor que uno. Entonces, gl par de valores a,, by no basta para
caracterizar un vector comin de A y B. Para discriminar una de las posibles
bases ortonormales de &,, s, (y, por consiguiente, de todo H) necesitarfamos
un tercer operador hermitico C' que conmute tanto con A como con B. Con
este tercer operador podremos construir subespacios &, p,; formados por

autovectores simultdneos de ﬁ, B y C con autovalores Qn, by, c;j. Si todos los
Ean br,c; tienen dimensién unidad existe una tnica base ortonormal del Hilbert
caracterizada por los autovalores de sus vectores referidos a un conjunto de
operadores que conmutan entre sf. Si existe algin &,,, b, ; con dimensién ma-
yor que uno, habrd que anadir un cuarto operador, y asf sucesivamente. Esta
discusién puede resumirse como sigue:

Definicién: Un conjunto de operadores {ﬁ, B ; ' ,-..} es un conjunto com-
patible si todos ellos conmutan entre sf.

Teorema: Un conjunto de operadores {ﬁ, E’, é Ak compatible si y sélo
si existe una base de Fourier de ‘H formada por autovectores de A, B,C,...
simultdneamente.

Definicién: Un conjunto de operadores compatibles {;‘I, B, 6’, ...} es com-
pleto (CCOC) si la base ortonormal formada por autovectores simultdneos de
todos los operadores es unica. Cada uno de los vectores de dicha base queda
unfvocamente determinado por el conjunto de los autovalores {a,b,¢, ...} que
cada uno de los operadores del conjunto asocia a dicho autovector comiin.
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Imaginemos el conjunto formado por los pares ordenados de funciones de

L? (R)
¢ (z) )
= :
p@I=( 0
en el que la suma y el producto por un escalar complejo se definen como

p@l+@l = (@ THE )

_ [ ad(z) )
alp@l = (a08).
En ese conjunto se puede introducir el producto escalar definiéndolo como

@@Lh@) = [Gi@ aE@)(RE)e

— Awmmwum+%wrmwmm

Puede entonces demostrarse que tenemos una estructura de espacio de Hil-
bert, llamada producto tensorial de £2 (R) y C?, simbolizdndose esta nueva
estructura por £2 (R) ® C2. Nétese que cualquier elemento de este espacio de
Hilbert que acabamos de construir puede escribirse como

b@l=4@(g)+a@ ()

esto es, como suma de productos directos de una funcién de £2 (R) y de un
vector de C2. En este caso existe un cierto paralelismo entre el producto
o (x) (é) y el producto de un vector de C? por un escalar; sin embargo, desde
un punto de vista matemaético, dicho paralelismo no equivale a una definicién
de producto directo y es mejor escribir

p@l=a@e (o) +a@a( ).

Esta es una definicién y el producto directo ¢, () ® ((1]) debe entenderse como
un objeto matemadtico en si mismo. Tras el ejemplo anterior ya es mas facil
entender la siguiente definicién més general de producto directo.
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Definicién Sean H; y Hz dos espacios vectoriales. Simbolicemos por (}5'[1] los
vectores de H; y por 5[2] los de Hs. El espacio vectorial H; ® Ho se denomina
producto directo o tensorial de H; y Hz si a cada par de vectores 5[1] € Hi,
(}5[2] € Hs le asociamos un vector (3[1] ® «;E[ € Hi ® Ho, asociacién con las
siguientes propiedades:

(i) es lineal respecto a la multiplicacién por un niimero complejo:
2[2]

i (5[1] ®3 ) ey a&ill ®$[2l g% 5[1] ®a‘5[2}'

(ii) es distributiva respecto a la suma de vectores:

¢[l®¢[]+q§”®ﬁ'[21=¢H®(¢H+n[2]).

1] -2
Al objeto matemaético qﬁ[ ] ® qﬁl ], perteneciente al espacio vectorial H; ® Ha,
1] -2
se le denomina producto tensorial de (;b[ ] y qb[ ].

Nota: Evidentemente, para asegurarnos de que H; ® Hy sea un
espacio vectorial hay que definir una suma y un producto por un
escalar. Si estas dos operaciones se definen de forman que verifi-
quen las propiedades (i) e (ii), entonces tendremos la seguridad de
que H; ® Ha “hereda” la estructura de espacio vectorial de H; y
Ha.

Al igual que con dos espacios vectoriales hemos construido un tercero (lla-
mado producto tensorial de los dos primeros), podemos dotar a éste de estruc-
tura de espacio de Hilbert si tanto H; como Hy son espacios de Hilbert:

Teorema Sean H; y Hz dos espacios de Hilbert y H; ® Hy su producto
tensorial. Entonces, definiendo el producto escalar en H; ® Hz en la forma

(alll ® (5121 il e 1r-];[2]) - (5[1],??.[1]) _ (5[2]’?3[2]) ;

supuesto para el mismo las propiedades de linealidad del producto escalar,
entonces H; ® Hy es un espacio de Hilbert.

Dos comentarios. En primer lugar seguimos la costumbre de no
simbolizar de manera distinta el producto escalar, la suma o el
producto por un escalar de cada uno de los distintos espacios; sélo
hemos incluido explicitamente el signo “-” para indicar el producto
de dos mimeros complejos. En segundo lugar la frase “supuesto
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para el mismo las propiedades de linealidad del producto escalar”
permite definir el producto escalar de vectores de H; ® Hz que no
sean productos directos, sino una combinacién lineal de éstos.

La construccién de una base ortonormal de H; ® Hs es sencilla a
partir de sendas bases ortonormales B; y Bs de los espacios de Hilbert H; y
‘Ho. En concreto:

Teorema Sean H; y Hz dos espacios de Hilbert, B; = {fm,f-m } una base
ortonormal de H; y B2 = { ?2], 32}, } una base ortonormal de Hs. Entonces

Bigo = {f}ll ® f;m e 300 Sy }
es una base ortonormal de H; ® Ha.

Definicién Los operadores lineales de H; y Ho de cada uno de los espacios de
Hilbert se incorporan directamente a H, ® Ho. En efecto, sea Al yn operador
de H;; entonces Alll opera sobre los vectores de H; ®Hs de la manera siguiente:

an (M o d™) = (93") 037

Los operadores A2l de 'H> operan como:

A2 (qu ®¢[2]) iy q3[1] ® (A\{g]&[ﬂ) ‘

Nota: A partir de la definicién anterior podemos construir sumas,
productos por un escalar y composiciones de operadores de H; y
‘Ha, por ejemplo

Al A12] ( ¢[1] ® ¢[2]) ( A gb[1]) (»\{2] 5[2])
Al gl (5 ® (gli’l) ( A g ¢[1}) & 32
(A0 + B (3 eg?) = (AF")ed”+ (B[”é[l]) ®3"
(;{{11+ §[2}) ( e ¢[2]) gl ( Al ¢[11) o Mg ( B0 5[2]),

etc. (Debe darse cuenta que las igualdades son evidentes).

Ejercicio: Demuestre que:
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i) el conmutador [;1\[1] B[2]] = () para cualesquiera dos operadores Alll
y Bl

ii) que, si l;-a’;[l] es autovector de Alll con autovalor a, se cumple que
-1 -[2] 1
13" 0d") =a(8" ©3”),

-] 2 -
esto es, cb[ ] ®¢J[ ] es autovector de Alll con igual autovalor a (pero ahora

2
es un vector de Hj ® Hs). Naturalmente lo mismo ocurre con
los operadores del espacio de Hilbert Ha.

Veamos en primer lugar un concepto importante que nos ayudard a comprender
la llamada notacién de Dirac. A cada elemento @ de un espacio de Hilbert H
se le puede asociar una forma lineal Lz : H — C (es decir, una aplicacién de
'H en C) definida por

Lz(?) = (4,7) paratodo ¥ € H. (2.1

En otras palabras, la forma lineal Lz hace corresponder a cada vector v € H
un escalar complejo, que es precisamente el valor del producto escalar (@, ).
El conjunto de esas aplicaciones lineales definidas sobre H, asociadas cada
una a un vector @ € H, constituyen a su vez un espacio vectorial H* que se
denomina espacio dual de H.

Dirac llamé vectores ket a los elementos de H, y los representaba en la
forma |v), y llamé vectores bra, representados como (u|, a los elementos del
espacio dual H*.> Es decir, en la notacién de Dirac 7 = |v) y Lz = (ul.
Entonces, la expresién anterior se escribirfa en forma estricta

Lg(0) = (ul (jv)) = (@, ).

Hablamos, pues, del bra (u|, asociado al ket |u) a través de la forma lineal
Lz. Es habitual suprimir el paréntesis central y escribir directamente (u|v).
Podemos definir entonces el producto escalar (u|v) de los kets |u) y |v) como
la actuacién del bra (u| sobre el ket |v).

Con esta notacion, el desarrollo de un ket de H como combinacién lineal
de vectores ket de una base |e;) es

iy Z lei)(eilv),

"Téngase en cuenta que el término inglés bracket significa paréntesis o corchete.
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lo que sugiere escribir directamente la descomposicién de la identidad®
1= le:)(eil-
i
El producto escalar de dos kets |u) y |v) se escribe

(ulv) = Z(ules)(eelv) = (eilu)*(eilv).

Asimismo, en notacién de Dirac el elemento de matriz de un operador es
(i@, AB) = (u|AJv),
y para el operador adjunto
(ulAlv) = (| Al |u)*

Por otro lado, por definicién de adjunto,
(ul AJv) = (3, A7) = (Af 7).

Asf, en el elemento de matriz (u| A |v), al igual que se lee que A actiia sobre |v)
para dar el nuevo ket A |v), puede también interpretarse que A acttia sobre el
bra (u| para dar el bra asociado al ket At |u). A efectos précticos, supongamos
que |a) es un autovector de A con autovalor (no necesariamente real) a. Asi,
para cualquier @ € H se cumple que

(u| Ala) = (u Aa:) —a(@,d) = Ala)=ala),
mientras que
(] AJu) = (A‘Ta:,a) — (@*d,@) = a(@,@) = (a|A=ald|.
Anélogamente
Atla) = a*la)
(a| At = a*(a].

Noétese que usando la descomposicién de la identidad se llega a la conocida
expresién

(ulAlv) = (u|TAT|v) = > (ule;)(eil Alex)(exlv) =Y uf Awvi
t,k

ik

5Véase el apartado 2.8 para recordar el uso de escalares como operadores.
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para los elementos de matriz de un operador A.

Como ya hemos comentado, en Mecédnica Cudntica serdn particularmente
importantes las bases ortonormales constituidas por autovectores de un ope-
rador hermitico. Dichos vectores quedan univocamente determinados por el
autovalor a, y un indice adicional que da cuenta de la posible degeneracién.
Asft, la forma usual de escribir la ecuacién de autovalores en notacién de Dirac
es

Alesisd) = onlan 4)-

Con esta notacién, la descomposicién de un vector cualquiera |v) en dicha base
es

[v) = (an, ilv) lan,i) = ) |an, ) {an, ilv),

T, 7,1

que se traduce en la relacién entre proyectores
T = ZZ lami)(amil = ZP‘R?
n i n

siendo P, = > i lan, i) (an, 1| el proyector espectral sobre el subespacio asociado
a Qp.
Anélogamente

.Z|’U) = Z Qn Z |@n, 3)(an, i[v),

de modo que la forma espectral de A se escribe ahora
BN 0, Y o timnil.
n i

Una vez més, nos hemos restringido al caso de que el operador que estamos
tratando tenga un espectro puramente puntual.

La denominada “funcién” delta de Dirac §(z) fue introducida por Dirac para
resolver los problemas que planteaba en la Mecdnica Cudntica la aparicién de
funciones que no eran normalizables. Inicialmente este artificio matemédtico
tenfa una justificacién dudosa, pero afios mds tarde el matemético francés
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Laurent Schwartz lo justificé rigurosamente con el desarrollo de la llamada
teoria de distribuciones, de las que la delta de Dirac es un ejemplo.”

En realidad, la delta de Dirac no es una funcién en sentido ordinario ya que
no tiene un valor perfectamente definido en todos los puntos. Sin embargo, las
integrales en cuyo integrando aparece la funcién §(x) si estdn perfectamente
definidas. En este sentido, la propiedad mds importante (que practicamente
podrfamos considerar una definicién) es que, para cualquier funcién continua
f(z), se tiene

f f(x) 6(z) dw = f(0) vy f f(z) 6(x —a) dz = f(a). (2:2)
A partir de esta definicién es facil demostrar (hdgase) las propiedades

§(z) = 6(—x) §(kx) == 6(x), keR

o W

Aunque é(x) no sea propiamente una funcién, puede representarse como el
lfmite de una sucesién infinita de funciones. Consideremos, por ejemplo, una
funcién g,(z) definida de la forma

g
9a() = { 1/a silz| <a/2 (2.3)

Esta funcién es simplemente un rectdngulo de base a y altura 1/a simétrico
respecto al origen. Evidentemente su drea es la unidad

/w ga(z) dz = s (1/a) dz = 1.
0o /2

=

Por otra parte, dada una funcién f(x) continua, se cumple que

1 [o/2 1
a

[ @@= [" @ de=Casa), connel-a/a)

—a

donde el tltimo paso se sigue del teorema del valor medio para funciones
continuas. Entonces, cuando a — 0

o0

lin [ f(@) gal) dz = f(0).

"Veéase el libro de Schwartz en la bibliografia.
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De este modo podemos decir que §(x) es el lfmite de la funcién g,(z) definida
en (2.3) cuando a — 0. Es decir, podemos representar la delta de Dirac como
el limite de un rectdngulo cuya base tiende a cero, pero cuya érea total se
conserva.

Anélogamente puede demostrarse que la funcién definida en la forma
1 B
= — g
In(2) = o~ f_ne dy

satisface en el limite n — oo las propiedades que se exigen a la delta de Dirac.
Puede escribirse entonces

: 1 it 1Ty
i(z) = Jim gy, (£} = 5 e"Ydy.
—o0

Otras expresiones titiles para §(x) son

§(x) = lim; ex —x—z
= om0 (2m)i2e TP\ 202 )

2 1sin? ax
6(z) = lim (; — ),
et o (smam)
a—00 T

Dada una funcién f(z) € L(R), donde L(RR) designa a las funciones complejas
de variable real cuyo médulo es integrable (funciones absolutamente integra-
bles), siempre podemos construir la funcién

30 = == [ f(a)exp (~iko) da. (2.4

Entonces f(z) puede escribirse en la forma

Pl -\/12=ﬂ /ﬁ Rk dk (2.5)
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La funcién g(k) se denomina transformada de Fourier de f(x), y se suele
representar por g(k) = F {f(z)}.

A pesar de la aparente similitud de las expresiones (2.4) y (2.5), hay dife-
rencias esenciales entre ambas:
- la primera ecuacién es, simplemente, la definicién de g(k); est4 perfectamente
definida para cualquier valor de k puesto que la funcién f(zx) es, por hipétesis,
integrable (no obstante, g(k) ni siquiera tiene por qué pertenecer a L(R)).
- por el contrario, la expresién (2.5) debe entenderse en el sentido de que la
integral del segundo miembro converge a f(x) para casi todos los puntos, salvo
en un conjunto de medida nula.

De una forma intuitiva, aunque no muy rigurosa, la transformada de Fou-
rier puede entenderse como un paso al limite del desarrollo en serie de
Fourier. Es sabido que una funcién f(z), definida en un intervalo finito
[—~L/2,L/2], puede desarrollarse en serie de funciones trigonométricas
discretas {cos (%) ,sin (ﬁ-}tﬁ)} . Bajo ciertas condiciones muy gene-
rales, el desarrollo converge a la funcién f(z), para casi todos los puntos
del intervalo. Cuando L — 00 la suma de la serie se transforma en la de-
nominada integral de Fourier. La transformada de Fourier es una forma
compleja de la integral de Fourier, y puede interpretarse en cierto modo
como el desarrollo de una funcién como una combinacién lineal infinita
de ondas planas de la forma exp (ikx) .

e Cuando la funcién f(z) no sélo es integrable sino que es de cuadrado integra-
ble, es decir f(z) € L%(R), puede demostrarse ademéds el siguiente resultado
(teorema de Plancherel)

[ (@) dz = / (§(k) 2 dk. (2.6)
R R

Este resultado es especialmente importante para la Mecédnica Cudntica pues
sabemos que el espacio de Hilbert apropiado en muchas situaciones es preci-
samente L£2(R) y, asi, el operador F definido en la forma

+oo

_% | o0)exp (k)

es un operador unitario. (Véase uno de los problemas de este capftulo).

Fo(x) =

e Algunas propiedades importantes de la transformada de Fourier son:




2.20 Apéndice: La transformada de Fourier 63

1. Si f' € L(R), entonces F {df (z)/dz} = ikF {f(x)}

En efecto, integrando por partes, tenemos

(4@ - L [ ) ey,

- =@ T [T @ et
= WF (@)

Si la funcién f(x) y sus n — 1 primeras derivadas son continuas y f,
f',....f™ € L(R), el resultado anterior puede generalizarse en la forma

F{Lf@) w7 { LD — v 7 (160,

2. Sitanto f(x) como z f(z) pertenecen al espacio L(R), entonces se cumple
que F {—izf(z)} = dg(k)/dk = dF {f(x)} /dk.

En efecto

it e \/L_ / i f e i) b

- = | @ e ko) di

= \/l_dk/ f(z) exp (tkx) dk = kf{f(a:)}.

De forma anéloga a la propiedad anterior, si zf(z), z2f(z),...,2P f(z) €
L(R), el resultado se generaliza a

F(-i2)" f@)} = - F (/@) (r=0,1,2,..5).

3. Dadas dos funciones g(z), h(z) € L(R) se denomina producto de convo-
lucion (g = h) a la funcién

+o0
f(a:)z/ g(s) h(x —s)ds=gxh(x).

—0o

Entonces se cumple que

F{gxh}=TF{g} F{h},
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es decir, la transformada de Fourier de un producto de convolucién de
dos funciones es el producto ordinario de las transformadas de Fourier
de las dos funciones.

Demostracién:

e f(z)e **dx = f+m {/erg(s)h(;v - s)ds} e *2dy

—0o0 —00 —00

c /_ :o o(s) { /_ :o h(z — s)e—ikwdx} ds
= /_ :o g(s) { /; :0 h(t)e—“f‘e—"’“‘dt} ds
’: ( /— :o h(t)e-““dt) - ( /_ j g(s)e-“wds)

e Veamos, por 1tiltimo, algunos casos especiales de transformadas de Fou-
rier.

1. Si hacemos la transformada de Fourier de la unidad tenemos
F{l1} = b / i e~ *dx = V2nb(k)
- VAL o :

Por tanto, la transformada de Fourier de una constante es proporcional
a una delta de Dirac centrada en el origen. Este resultado se puede
extender a una onda plana compleja cualquiera,

st ]. +m it 2 1 +w -} )
x ik’ = ik'z —ikz o —i(k—k")z
{e } vors /_m 55w vors /_m : =
= V2né(k — k).

2. De igual manera, si queremos transformar una delta de Dirac

bz =al)e o de = _L_ ik

F{b(z-2)} = o

1 400
v 21 [—oc

y si ' = 0, entonces F {§(z)} = 1/+/27. Por tanto, la transformada de
Fourier de una delta de Dirac es una onda plana.

3. La transformada de una gaussiana es
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a a?k?

1 8 e D i
.?:{e_xzf“‘z} = — e T/ gk, — — %2,
V2T J—oo \/§

Es decir, la transformada de Fourier de una gaussiana de anchura a es
una gaussiana de anchura 2/a.

Estos ejemplos muestran que cuanto més localizada estd una funcién f(z),
menos localizada estd su transformada g(k).

Problema_l2.1 .- Demostrar la desigualdad de Schwarz:

1@ 9)| < ||| - |-

Construyamos el vector W = # + AU, donde A es un escalar complejo.
Entonces

(@, %) = (@+ M\, + D)
= (@@) +A@,7) + A (@0 + A\ @9 >0 VA

Tomemos ahora A = — (i, ?)" / (¥, 7) . Sustituyendo este valor en la desigual-
dad anterior, tenemos

S 2 (@,9) (4,9)" (49) (49" (&7)(@9)"
C Ry @9 T @9
L o (4,7) (4,9)°
= O e 2o o Tl R
S g e
y, multiplicando por (7, %) (siempre que ¥ # 0),

(@,%) (7,7) > (@,9) (@9)* = | 2|9 > |(@79)]?,

que es esencialmente la expresién que querfamos demostrar. (Nétese que para
v = 0 la relacién de Schwarz se reduce a la igualdad trivial 0 = 0).

Problem 2.2 .- Demostrar la relacién [2@, @] =A [E, 6‘] + [ﬁ, é] B.
Por dei"fl:ficitén

e [4B,¢] = ABC - CAB
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y, sumando y restando AC E: resulta
[A‘E, 6‘] = ABC - ACB+ACB-CAB=1A [E, (’5] + [J{, (’f] B.
De modo andlogo se puede demostrar [ﬁ, gé] = [ﬁ, §] C+B [ﬁ, é] )

Problema 2.3 .- Demostrar que, dado un conjunto cualquiera de
operadores lineales A;, By, sus conmutadores satisfacen la propiedad
distributiva; es decir:
DDA 9 HAF
i k

ik

La demostracién es inmediata aplicando la propiedad distributiva de los
propios operadores lineales N

says) - (zi)(sa)-(25) (£4)

= Y AB-Y BA=Y (iBi-BA)
ik

ik ik

Problema 2.4A.-ASeanA2Ay B dos operadores lineales. Demostrar que,
en general, elef # A8, ;Cudndo ser4 cierta la igualdad?

Formalmente

donde A° = 1. Asf
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parece explicitamente la férmula del binomio de Newton. Por otro

emﬁzim (A+B)
N=

argo, en general A y B no conmutan, por lo que por ejemplo

o~

F A+B) — A3+ A2B+ ABA+ BA® + B?A+ BAB + AB? + B,
es igual a
A3 +3A2B +3AB? + B3.

- -~ N
nsecuencia, eAeP sers igual a eAtB gi (A + B) se puede desarrollar

0 la expresién general del binomio de Newton, lo cual es sélo posible si A
utan (ya que entonces podemos reordenar los términos que aparecen

expansion directa de (A + B) } 5

Dado un operador A(A) que depende de un pardme-
da con respecto al pardmetro en la forma

ra demostrar la primera relacién partimos de

AQ+e)BO+¢) —ANB() _

=

A\ +€)B(A+¢) — AA+¢€)B()) + A\ +€)B()) — A(NB()

A\ +e) [§(A o) = §(A)] [Ji‘(,\ +e)—AW| B
+

= £
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y tomando el limite £ — 0 obtenemos la relacién pedida. | R b

Para la segunda relacién, consideremos ahora la identidad A(A\)A=1(\) = I
y apliquemos la férmula anterior. Puesto que el operador identidad no depende
evidentemente de ningiin pardmetro, resulta

2 (i) - B

de donde, actuando por la izquierda con A1

dA'(\) _ dA(A)
dx

Nétese que no podemos escribir el resultado en la forma
b 2 b
- [A-l(,\)] (dA(,\)/d,\) %

pues, en general, no est4 garantizado que A()) conmute con (dﬁ(z\) /d,\) B

dA1())

1)+ AN

=0,

AN —==A1(N).

Wemn 2.6 Calcular las derivadas con respecto a A de los ope-
' res My M

El operador e* se puede desarrollar formalmente en serie de potencias

como
o ) 522

n=0

y, derivando término a término, tenemos

d = nxnwlAn o0 lAn— ,.. e An}i‘n
o) - SR SIARL 2(SEF)

= A exp (/\A) - :
Aplicando ahora la regla de la derivada del producto, que hemos visto en el
problema anterior,

i/\ (exp (Aﬁ) exp ()\ﬁ)) = @ exp (Ag) + exp (A }'i) @
= Aexp (Aﬁ) B + exp (/\2) BerB
exp (M) - (4+B) -exp (AB) .

#Pensemos por ejemplo, en un operador de la forma X(A) = B+ A2C, con [ﬁ,@] # 0.

Entonces dE()\} JdA = 2AC, que evidentemente no conmuta con A, pues hemos dicho que '3
no conmuta con B.

.
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En el ltimo paso, para obtener una expresién en forma més compacta, hemos
tenido en cuenta que A conmuta con exp (/\A) y B conmuta con exp ()\B)

Sin embargo, hemos de tener siempre en cuenta que, en general, A no conmu-
tard con B ni con exp (/\B) ;

_-_-'g,roblema 2.7 .- Suponiendo que A1 existe, encontrar una expresion
:g@‘serie de potencias de \ para el operador (A iﬂ) ’.
Escribamos

(A-2B)" = i A

n=0

donde C,, son operadores a determinar. Para ello, multiplicamos a la izquierda
por (;f - /\§), de modo que

7= A (A= AB) 6, = Ao+ Y- x" (4G, — BCusr).
= n=0

Igualando ahora los coeficientes de las sucesivas potencias de A obtenemos

2@0 = f = Co A_l
E@n—ﬁén_l = ) == C —-—A IBCn 1,

de modo que
(2- ,\ﬁ)’l = A'4+)A7'BA 42 (A'B) (a'BA™)
+X (271B) (A'BA'BA) +

Es importante tener en cuenta el orden en el que aparecen los operadores
Al y B en cada término del desarrollo, pues en general A1 y B no conmutan.
En el caso particular en que [A ,B} = ( podemos reordenar los operadores
y entonces

o~ o~ _1 —~ L~ o~ - - -~ -~
(A = ,\B) = A 4 ABA 2+ X2B2A 3 4+ B3B3 A 4 +

_glfq_blema 2.8 .- Sean A;; los coeficientes de la representacién matri-
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a) Demostrar que si A es hermitico, entonces Aij = A3
b) Demostrar que para un operador unitario U se tiene ¥ U2 =1
para todo i.

a) Para un operador cualquiera, y una base {€;}, se tiene

4;; = (8,45 = (Aa,5) = (5, 4'&) " = (4"

Si A es hermitico A = Af y asf A;; = A}s- Esta condicién es precisamente la
que define a una matriz hermitica.
b) Puesto que UTU = I se tiene

Swil = Y (a0a) (a.08) =3 (0a.4) (a.0)

) i ]
= (ﬁa,fﬁa) = (é;,fﬂﬁé;-) =%

*

ji

De esta manera, la suma de los cuadrados de los elementos de una fila de la
representacién matricial de un operador unitario es la unidad.

Problema 2.9 .- Demuéstrese que si A es hermitico, entonces el ope-
rador ¢4 es unitario.
En primer lugar tengamos en cuenta que

(D) =& (a)".

n=>0
Pero como A es hermitico, A" también lo es. Por tanto

(1) - i (;i!)” Aty

n=0

Ahora necesitamos evaluar e‘de*4. Evidentemente iA y —iA conmutan.

Usando el resultado derivado en un problema anterior

tA_—iA __ eiA—iA - 80 =

)

]
e—iAet

e—iAHA _ 0 _q
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y, como consecuencia, e'4 es unitario.

Problema 2.10 .- Sea el conjunto de vectores {¢;};-, una base orto-
normal de un espacio de Hilbert H y sea { f:}

o0
- el transformado
=

del conjunto anterior mediante un operador U, es decir f: e fTé',-
Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que { fi }w
1

gea también una base srtonormal de U es que el operador U sea
unitario.
Supongamos inicialmente que U es unitario. Entonces
(7. 55) = (00.05) = (2.0'0%) = (@.%) = b,

7 00
de modo que el conjunto { f,;} es ortonormal. Veamos ahora que es una
i=1

base de Fourier. Para ello consideremos un vector cualquiera U € 'H; entonces

{17 € H y podemos desarrollarlo en la base {€;}32, de la forma

oo
Ot =" céi.
i=1
Aplicando ahora U a esta ecuacién, resulta

o0 oo
0ots=Y ale = v=) afi
i=1 i=1
ya que, por hipétesis, {7 era unitario. Por consiguiente, cualquier vector U E
‘H puede expresarse COmMo desarrollo de Fourier de los f;. Esto completa la

o~ —7 0
demostracién de que si U es unitario, entonces { fi} es una base ortonormal.
1

1=

=7 o0

Veamos ahora la recfproca, es decir, que si { fl} es una base ortonormal,
i=1

entonces U debe ser necesariamente unitario. Para ello, calculemos

0= 3 (5, 017) = 30 (08 7) 5= 2. (7. 7) &

UtUe;

Il

= i€ =&,

de modo que necesariamente UtU = I. Anslogamente,

o0 (e o] o0
it = T (é'j,ﬁ’ré;) =0 (ﬁé'j,é}) &=0% (f,é’) &
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y asf UUt=T=Ut0 , lo que completa la demostracién.

Problema 2.11 .- Sean A;; los coeficientes de la representacién ma-
tricial de un operador A en la base {€;}. Obtener los coeficientes de
la representacién matricial de dicho operador en una base { f; } re-
lacmnada con la anterior mediante el operador unitario U (es decir
=Ug,).
Los coeficientes de la representacién matricial en la nueva base son

4= (f,,AfJ) = (ﬁa,ﬁﬁé'j) = (é’,—,ﬁfﬁﬁé}) = (E‘r*Aﬁ),_,
ij

es decir

Z Afmn nNg-== Z U;u;Aannj: B

m,n

siendo Up; = (é’m U é'j) = (é’n, f;) los productos escalares entre los vectores
de ambas bases.

Problema 2.12 .-* ? Consideremos el espacio de Hilbert £*(R) y la
siguiente sucesién de vectores {g,(z)},—;  cuyo término general es
gn (x) = exp (—n*2?/2). Calcule la norma del n-ésimo elemento de la
sucesién. ;Cudl es el limite de dicha sucesi6én?

Es evidente que

+o0 1 +o0 W]/«l
— _(m)2 — —_ —u? = —
llgnl \/[w e dz \/n./.:m e “du o

De esta manera, puesto que lim, . ||gn|| = 0, el limite de la sucesién es
la funcién nula. Ahora bien, si nos fijamos en los valores que toma gy, (z)
para cada x, vemos que gn (0) = 1 cualquiera que sea el valor de n. Asf, si
ahora calculamos el limite a partir de los valores que toman las funciones de
la sucesién en cada punto, el resultado serfa

0 sizxz#£0

1 calip=0,

i g (2) =9 (2) = {

n— 00

que, en principio, no es la funcién nula. Esta paradoja no es tal. Al definir
un norma estamos también definiendo cudl es nuestro concepto de limite vy,

Los asteriscos denotan problemas que tratan de puntos sutiles del formalismo de la teorfa
de los espacios de Hilbert. Aunque en la préctica se suelen obviar esos puntos, es conveniente
leer estas explicaciones porque en algin caso las sutilezas pueden dar lugar a paradojas.
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en concreto, la convergencia de una sucesién se entiende siempre como con-
vergencia bajo la norma en cuestién. El segundo célculo no ha sido entonces
correcto, ya que hemos tomado como criterio de convergencia la “convergencia
puntual” y no la convergencia asociada a la norma.

Aun asf, la respuesta no es totalmente satisfactoria, puesto que parece que
hay una diferencia entre la convergencia puntual (aquella que parece ser més
intuitiva) y la convergencia asociada a la norma. Esta aparente contradiccién
se soluciona acudiendo a la teorfa de la medida (desarrollada, entre otros, por
Borel y Lebesgue) y redefiniendo el concepto de integral definida. Sin entrar
en detalles, la norma de la funcién g (z) € £? (R) puede evaluarse como sigue:

Jull = \/;g (/ “w@ts [ @P)

limite que, evidentemente, es cero. Luego la funcién g (x) es la funcién nula
puesto que su norma es igual a cero. En rigor, cuando consideramos el espacio
de Hilbert £? (R), dos funciones serdn iguales si los valores que toman son
iguales excepto para un conjunto de valores discreto de la variable (técnica-
mente, si son iguales salvo en un conjunto de medida nula). Asf, un vector de
L2 (R) no es realmente una funcién sino una clase (un conjunto) de funciones.
No hay que preocuparse mucho por este detalle, ya que la informacién fisica
contenida en una funcién no dependerd de los valores que toma en puntos
aislados, sino de las cantidades integradas.

Problema 2.13 - Definamos el operador hermitico X = z de £2 (R)
que multiplica una funcién g (z) por la variable z. Calcule su espectro
y sus autofunciones.

Escribamos la ecuacién de autovalores

Xn(z)=zn(x)=an(z).

Tenemos entonces que

(z—a)n(z) =0,

por lo que la tinica solucién posible es una funcién 7 (z) que sea nula para
todovalor de z excepto para ¥ = a. Ahora bien, si 7 (a) es finito, entonces
dicha funcién es la funcién nula (recuerde la discusién sobre la convergencia
puntual). Por lo tanto, X carece de espectro puntual.

Ahora bien, si tratamos la delta de Dirac como una funcién normal, la
ecuacién de autovalores admite la solucién

'-'?(‘1”)25(37—@)»
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con acualquier valor real. Por tanto, el espectro de X es continuo y las auto-
funciones correspondientes son las deltas de Dirac. Fijese, por otro lado, que
dado un vector g (z) de £2 (R), su coordenada a-ésima en la base de deltas de
Dirac es simplemente el valor que toma g (z) en el punto a, ya que

+00
s@=[ 9@ -

—00

Problema 2.14 - Sea A un operador hermitico en un espacio de Hil-
bert H. Demuestre que si existe una base ortonormal de H formada
por vectores propios de A entonces A carece de espectro continuo.

Sean €1, €3, ... los vectores propios de A con autovalores ai, as, ... que for-
man una base ortonormal del espacio de Hilbert. Consideremos un mimero
real a tal que a # a; V j. Dado un vector genérico @ = ZJ- uj€; normalizado,
se tlene que

y, entonces,

.

~ T - —
La norma.de Au — «ii es, entonces,

=
Hﬁ’&'— aﬂ'H = \/Z (a; — a)? |uj|2.
J

Para probar el teorema, basta comprobar que HA'&' —atl H no puede ser arbi-

trariamente pequeno. Para ello, definamos A como el menor valor que toma
la diferencia |a; — a|, que por hipétesis es estrictamente finito. Asf:

Hﬁiﬁ- a&'“ > YA =A S |y =A
J J

donde hemos usado la condicién de normalizacién de 4. Como conclusién, ya
que la norma HA'EE — a'&,’” no puede hacerse arbitrariamente pequenia, no hay
valores espectrales aparte de los valores propios de oy.
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Problema 2.15* .- Sea el espacio £2[0,1] y consideremos el operador
Px = —j= d: que actiia sobre el conjunto de las funciones de derivada
continua C [0, 1].

a) Demuestre que P, no es hermitico.

b) Calcule la representacién matricial de P, en la base de senos
Br = {X1,Xz» -} con X, (z) = VZsin (n72).

c) Sea u(z) = 1, calcule P,u(x) directamente y usando la repre-
sentacién matricial obtenida en el apartado (b).

d) Calcule el espectro del operador.

e) Resuelva las cuestiones anteriores pero considerando ahora
que el dominio del operador se restringe a funciones tales que ¢ (O
6(1). :

a) Sean ¢ (z) y n (\:c) dos funciones del dominio de P,. Se tiene que
s 1 8 d d 1 L dn(z
(qs,PIn) = /D ¥ (z) (—@%@) dg =<y fé ¢ (z) id(m—lda:
e, integrando por pa.rteé,
—~ 1 *
(6.B) = =ils' Q0 -6 OO +i [ L n(@)ds
1 +
= il @ - OO+ [ (D) n@r

—i[6* (W) (@)~ ¢ ©n )] + (Petyn)

Como, en general, [¢* (1) 7 (1) — " (0) 7 (0)] # 0, entonces (@, Pan) # (Pzg,n)
y concluimos que el operador P, definido en el dominio indicado C; [0, 1] no
es hermitico.

b) Los elementos de matriz de P, en la base de senos son

1
B is (xm,Pxxn) = —Zz'mr/O sin (mnx) cos (nmx) dr =

—ﬁ% si n + m es impar
0 si n+ m es par,

y asf la “matriz” infinita que representa a P, en la base B es:

Piv- Pag . Pra. Bla 0 4 0 i

Poy Poo Poz Poy .. —%1{ 0 1_523 0

Byyoby s Bae oo 45k 0 - 0 %
0

8.
Pi. Pio Pig Pl s L 0 2.?3
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Noétese que la representacién matricial es una matriz hermitica (esto es, que
coincide con su traspuesta conjugada) aunque el operador no sea hermitico.
Fijese que en espacios de Hilbert de dimensioén infinita la representacién matri-
cial no define unfvocamente al operador. En efecto, si cambiamos el dominio
del operador de manera que Bp sigue perteneciendo al mismo, la matriz re-
presentativa en esa base seguird siendo la misma.

Conviene que reflexionemos un poco més sobre este hecho, ya que podria
“demostrarse” que P, con el dominio indicado es hermftico. Si {¢,,} ¥ {7} son
las coordenadas de ¢ () y 7 (z) en la base de senos, usando la representacion
matricial y el hecho de que la matriz (P,) es hermitica

* *

(mPeg) = D niPindn=| D mPindh | = |2 ¢nPum
n,k

nk nk
= (¢.2n) = (Pepym)

ique es la condicién de hermiticidad de un operador! Como senalamos en el
texto, el cdlculo de los elementos de matriz usando la representacién matricial
s6lo debe emplearse si las funciones también pertenecen al dominio del adjunto.
Puede probarse que el adjunto de Py es el operador —id/dz con dominio las
funciones de C} [0, 1] que se anulan en los extremos. Pero precisamente hemos
probado en el apartado (a) que el presente operador ﬁm no es hermitico ya
que la condicién de hermiticidad falla para las funciones de su dominio que
no se anulan tanto en-0-como en' 1. Precisamente es para estas funciones para
las que este tltimo desarrollo no es vdlido y éste es el motivo de la aparente
paradoja. En Mecénica Cuéntica usaremos habitualmente operadores que son
a la vez hermiticos y autoadjuntos, y este problema concreto no aparecer4,
pero conviene insistir de nuevo en la precaucién que siempre ha de tenerse al
manipular expresiones en las que se tengan sumas infinitas.

c) Evidentemente, si u(z) = 1, Pu (x) = 0. Para usar la representacién
matricial, primero hemos de calcular las coordenadas de u (z) en la base de
senos:

! i 3/2 :
Un = (Xp, u) = ] V2sin (nmz) do = ﬁlcﬂ - { 2%%/(nm) n impar
0 nmw 0 n par

De esta manera, si llamamos w (z) = Pyu (), sus componentes wi = (x4, W)
en esta base podran escribirse en términos de la representacién matricial de
Py como wg =Y Prpity, €8 decir

0 si k es impar
WE =

impar 2ikn_\ 23/2 4 <—impar _ 4k :
%= (__Q_H L ) =ty o Sikeapar
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La iltima suma est4 dada por

impar

= 4k T
Y mma s ey~ (5

y como k es par, tenemos que wy = 0 en cualquier caso (como era de esperar,
por otra parte), esto es, que w es el vector cero.

Veamos lo que pasaria si extendiésemos la linealidad de f’w a una serie de
Fourier conocidas las coordenadas de u (z) en la base de senos Y, (z). En ese
caso, se cumplirfa que

o0 o0 A o0
=F; Z UnXn (:B) = Z UnPrXn (:C):."'fz z UpNTTC,y, (:1?)
n=1 n=1 ,-' n=]

donde ¢, (x) = V2cos (n7z) es el n-ésimo elemenko de la base de cosenos de
£%[0,1]. Terminando de operar \

impar

Pu@ =223 (@),

que define una serie divergente (no es una funcién de £2[0,1]). Esto es con-
tradictorio con el resultado anterior. El origen de esta contradiccién estd en
el paso Pp Y o | UnXp () = D oo unPrX, (z), donde se introducido indebi-
damente el operador 133 dentro de la suma infinita.

d) Para calcular el espectro del operador planteemos la ecuacién de auto-
valores

Pty (2) = iy () = —ii=ty (2) = Py (0),

cuya solucién es

Yy fz) = Ae'P*,

siendo A una constante arbitraria y p cualquier nimero complejo. Las funcio-
nes 9, (z) asf obtenidas son normalizables y pertenecen al dominio de P, por

lo que el espectro puntual op(P;) es el plano complejo C. Naturalmente no
puede tener espectro continuo diferenciado, ya que el espectro puntual (TP(P )
llena todo el conjunto de los niimeros complejos. No ha de sorprendernos el
resultado, ya que P, puede tener autovalores complejos al no ser hermitico.

e) Por lo que hemos dicho, al cambiar el dominio tanto la representacién
matricial como el resultado de la actuacién de P, sobre la funcién unidad

R _
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seguirdn siendo los mismos. En cuanto a la hermiticidad, procediendo de
igual manera que en el apartado (a)

(6, Pen) = =i [8* ()0 (1) - ¢ ©n (O)] + (Pag,n) -

Pero ahora las funciones son iguales en 0 y 1, por lo que el término entre
corchetes se anula y P, con ffl nuevo dominio sf es hermitico.

La ecuacién de autovalores P3, (z) = pi, () tendré como solucién ¥, (z) =
AeP* | pero ahora hemos de restringirnos al dominio del operador, esto es,
hemos de imponer que

¥p (0) =9, (1)
lo que implica que
1=¢€"?

y, entonces, los autovalores han de verificar p = 27n, con n cualquier niimero
. entero. En consecuencia

op(P:) = {2mn; n=0,%+1,+2,...}
ylas autofunciones correspondientes son
1!)11 (x) &« 82?rm:i1

que son los elementos de la base exponencial de Fourier. Puesto que estas
funciones propias forman una base ortonormal del Hilbert, el operador carece
de espectro continuo.

Problema 2.16* .- Sea ahora el mismo operador P, de £2[0,1] pero
cuyo dominio son las funciones derivables de Ci[0,1] tales que se
anulanenz =0y z = 1. :

a) Demuestre que P, es hermitico. -

b) Obtenga el espectro del operador P,

c) Calcule la representacién matricial de P, en la base de senos
Br = {X1, X2, ---} con X, (¢) = V2sin (n7z).

a) Procediendo de forma similar a la del problema anterior, si ¢ (x) y ()
pertenecen al dominio de P, dichas funciones se anulan en los extremos de
[0,1] y se tiene que

(¢.Pen) = (Pogyn) V¥ ¢(a),m(z) € D(P),
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por lo que P, es hermiftico.

b) Para calcular el espectro de P, planteemos la ecuacién de autovalores

= d
wap (:‘C) = W (:‘B) = —ia@bp (x) = Wp (:I?) )
cuya solucién es
¥, (z) = Aexp (ipz) .

Ya que 9, (0) # 0, ¥, (z) no pertenece al dominio de P, y, en consecuencia,
op(Pz) = 0.

Ahora bien, los vectores 1, (z) son normalizables y, naturalmente, perte-
necen al espacio de Hilbert LJ[(], 1]. A primera vista uno podrfa pensar que
ac(ﬁz) = C, lo que contradice el hecho de que P, sea hermitico. Recuerde que
para los operadores X y P, de £2(R), la solucién de la ecuacién de autovalo-
res era una funcién no normalizable. Aquf la situacién es diferente, ya que la
“autofuncién” si pertenece al Hilbert £2(R), pero no estd dentro del dominio
del operador. En cualquier caso, para caracterizar sin ambigiiedad el espectro
continuo hay que proceder de acuerdo con la definicién. Esto es, si p € o.(P;),

existe un vector normalizado ¥ () € D(ﬁx) tal que la norma ” (f’m =2y P) Y (@H

es arbitrariamente pequenia (pero no idénticamente nula). Sin embargo puede
probarse que para cualquier p € C, tal funcién no existe. En efecto, dicha
funcién ha de ser similar a Aexp (ipz) en el interior del intervalo [0, 1], pero
también ha de anularse en 0 y en 1. De esta manera, 9 () cambia muy deprisa
en las cercanfas de estos puntos y existe una fuerte contribucién a la derivada

que evita que la norma H (ﬁm - p) P (:r)|

tanto la respuesta correcta es o.(P;) = @ y P, no tiene espectro (ni puntual
ni continuo).

Aparece entonces una contradiccién con el texto, ya que en él hemos dicho
que, dado un operador hermitico, existe siempre una base (puede que im-
propia) de autofunciones. En este caso, nuestro operador hermfitico no tiene
espectro y, evidentemente, tal base no puede existir. Como anunciamos, hemos
estado suponiendo que los operadores hermiticos son también autoadjuntos y,
en rigor, aunque teoremas como el cardcter real del espectro y la ortogonalidad
de autofunciones son vilidos para operadores hermiticos, la existencia de una
base (esto es, el teorema espectral) sélo se garantiza si el operador es autoad-
junto. Pues bien, el operador P, que estamos aquf tratando no es autoadjunto,
porque su adjunto es —id/dx definido sobre todas las funciones Cj [0, 1], esto
es, el operador que vimos en primer lugar en el problema anterior.

sea arbitrariamente pequena. Por

-~
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Surge entonces una duda. Ya vimos en el capftulo anterior que, salvo cons-
tante multiplicativa, P, representard al operador de momento lineal. A su vez,
L2 [0, 1] ser4 el espacio de Hilbert asociado de los estados de una particula que
se mueve dentro del intervalo [0, 1] (con las unidades fisicas correspondientes).
(Cuél de las tres realizaciones que hemos visto de P, representara al momen-
to lineal? Como se comprobaréd en el préximo capitulo, los operadores que
representan a magnitudes fisicas han de ser hermiticos, pero esto no respon-
de totalmente a la pregunta ya que todavia tenemos dos posibles respuestas.
No vayamos més alld, es mucho mejor no restringirse a la pura matemética
y razonar en términos fisicos. Piense que la unica manera de tener la segu-
ridad de que una particula no escape de una regién es situando barreras de
potencial infinitas en los limites de la misma, lo que fisicamente no parece
muy razonable pues deberfamos preguntarnos entonces sobre cémo construir
fisicamente una pared infinita. Por tanto parece muy forzado el suponer que
L£2[0,1] sea un espacio “ffsico”, y en todo caso describird una situacién ideal
imposible de alcanzar fisicamente. No es entonces extrano que el formalismo
plantee algunas ambigiiedades.

c) La representacién matricial es la misma que se ha calculado en el pro-
blema anterior.

Problema 2.17 - El espectro del operador P, = —id/dz de L?(R)
es toda la recta real R y sus autofunciones son las ondas planas
nk () = exp (ikz) /v/27, donde el factor 1/1/27 es una constante de
normalizacién. Dada una funcién g (z) € £* (R), halle sus “coordena-
das” en la base de autoestados de F,.

Puesto que las 7, (z) constituyen una base de Fourier, cualquier funcién
g(z) puede escribirse de la forma

+oco
9@ =[G m(@dk
donde la coordenada g (k) viene dada por el producto escalar en £2 (R)
7 +oo 1 o5
iW=[ ni@i@di=—= [ @i

Esto es, g (k)no es més que la transformada de Fourier de g(z). A su vez,
conocida g (k) conocemos

+o0 00
g@=];§WMMﬂ%=%§[m€“w@%
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que es, légicamente, la transformada inversa de Fourier. Nétese que en este
caso el indice continuo es el propio autovalor k, y ello es debido a la relacién
existente entre la delta de Dirac y las ondas planas.

Problema 2.18 - Sea el operador hermitico K = P2/2 = — (1/2) d* /da?
de £%(R), cuyo dominio son todas las funciones derivables dos veces
de cuadrado integrable.
a) Demuestre que K es positivo.
b) Calcule su espectro y las autofunciones correspondientes.

a) Como K es el cuadrado de un operador, inmediatamente se tiene que
es positivo. Nétese que entonces sus valores espectrales han de ser mayores o
iguales que cero (de lo contrario se llegarfa a una contradiccién con el cardcter
positivo de K). -

b) Para calcular el espectro de K planteemos formalmente la ecuacién de
autovalores

Ro(@=m(@) = —3=0m(@)=rn(),

con kK > 0. La solucién general de dicha ecuacién es
n(x) ok Aei 2Kz -3 Be—ix/Q_nx,

donde A y B son constantes arbitrarias. Por tanto, el espectro de Kes igual
a R™, la degeneracién de kes igual a dos y dos autoestados ortonormales con
autovalor & son las ondas planas

1 ivoRe 1 ivire
V2m " V2m

Note que, en general, la funcién

(m) bed e1].7‘::|: s Be—ika:
i ¥ 2w V2 :

con |A|2 + |B|? = 1, ser4 un autovector normalizado (en el sentido de Dirac)
con valor espectral k2/2.

Problema 2.19 .- Sea el mismo operador hermitico K = — (1/2) d2/dz>
pero ahora en £%[0,1] y con dominio las funciones derivables dos
veces que se anulan en 0 y 1.

a) Demuestre que es hermitico.

b) Calcule su espectro y las autofunciones correspondientes.
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a) Para demostrar que es hermitico hay que comprobar que para dos fun-
ciones cualesquiera g (z)y h(z) pertenecientes a su dominio se cumple que

folg‘ (m)I?h(:n) da:=/01 (I?g*(a:))h(ar) dz

Sustituyendo K por su expresién

[v@Rn@do=-3 [ ¢ @) 3h(@) de=

(integrando por partes)

ek dg* (a:)dh(m) 1 ik BIRLE)
=2 2/0 dzx dx 9" (z) ]0_

(g (x) se anula, por hipétesis, en 0 y en 1)

tdg*(z)dh(z)
2 )y dz dz

(integrando por partes una segunda vez y usando el hecho de que h (z) también
se anula en 0 y en 1)

-1 l%glh(x)M=Al(Rg*(m))h(x)w,

quedando demostrado el cardcter hermitico de K.

b) Para obtener su espectro planteemos la ecuacién de autovalores

Ru@=rn@ = —in@=rn@),

cuya solucién general (en el intervalo [0, 1]) es
n(z) = AeiVe | Be—ivinz,
Ahora bien, 1 (0) =7 (1) =0, por lo que

A+B = .0
Aeim+Be_" - o=

De esta manera, A = —B y, por tanto

eéx/2n = e—i\/ 25.
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Esta tltima igualdad se cumple sélo si v/2k = nm, con nun mimero natural;
como consecuencia, el espectro de K es

(nétese que n # 0, ya que si n = 0 la funcién 7 (x) serfa la funcién nula). Los
correspondientes autovectores son

e (T) = A [€™™ — e7""%] = asin (n7z)

y, tomando @ = v/2, 7, (z) estd normalizada. Como los autovectores de K
constituyen la base ortonormal de senos de £2[0, 1], K no tiene espectro con-
tinuo.

Problema 2.20 .- Sean el operador K=- (1/2) d? /dx? Yy el operador
paridad II, cuya actuacién sobre una funcién ¢ (x) es I () = ¢ (—2x)
definidos en £? (R).

a) Demuestre que ambos operadores conmutan.

b) Obtenga una base ortonormal (impropia) de L£? (R) formada
por autofunciones de K y II.

a) Empecemos probando que K y I conmutan. Asi, sea una funcién
cualquiera ¢ (z) € £2 (R). Entonces

Rip@) = —1-26(-a)
o~ -~ 2
iRo(e) = B(—5r#@) =~ 6 () =~ p#(-2).

Como esto es cierto para cualquier funcién ¢ (z), entonces KII = IIK =
L& =o.
b) Pasemos ahora a la construccién de la base ortonormal. Es facil ver

que para el operador K una base ortonormal de autofunciones (en sentido
generalizado) es

Ver T Vem

siendo el autovalor correspondiente ¢%/2. Estas funciones no son autofunciones
de la paridad. Sin embargo, cualquier combinacién lineal a exp (igz) /v/27 +

{exp (igz) exp (—igz) }
B}’{- == b
g=0
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Bexp (—igzx) /+/27 también serd autofuncién de K. Consideremos las funcio-
nes

_ 1 exp(igz) 1 exp exp (—igz) Lcos s
szq,—i—l (:I?) e \/§ \/2—?1_ +—= \/— m =3 \/‘1—1' (q )
G 1 exp(igz) 1 exp(—igz) et i (gt
e V2i V2 V2 V2w VT |

que siguen siendo autofunciones de K , pero que ademds cumplen que

ﬁllqu,+1 (.’E) = 1!)q,+1 (—117) = wq,—f—l (:‘U)
H'lqu,—l (I) = 1r’)q',—l (“Sﬂ) e _wq,—l (:I:)
(esto es, el coseno es una funcién par y el seno es impar). Por tanto, ¢, ,; ()

es autofuncién de la paridad con autovalor +1, mientras que v, _; () lo es
con autovalor —1. En definitiva,

Bis= {% cos (qz) , % sin (qa:)}qzo

es una base ortonormal de £? (R) formada por autovectores de K y II simul-
tdneamente.

i

 2.21 .- Sea g T unitario en un espacio de Hil-
ébese -qmiado valor propio de U tiene médulo unidad.

Sea ¥ un vector propio de U con autovalor a € C, esto es,
U7=
Por otro lado, ya que U es unitario debe cumplirse que
I51 = |04

y entonces

la = ||f}a| = e d| = V(a7,ad) = Va(ad,d) =
= Veaa* (7, 9) = Vaa* ||7]| = |af 7] .

Por tanto, ya que ||7|| # 0, || = 1. (Puede probarse que si a € oo(U) el
médulo de a es también igual a la unidad).
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Problema 2.22 .- Sea £?(R) y definamos el operador F transformada
de Fourier de la forma

1 7

Fo(z) s BV exp (—ixy) dy

(su dominio es toda funcién £?(R) para la cual Fé(z) € L2(R)).
Demostrar que

+o0

f"(ﬁ(-’th# | $W)exp(imy)dy

y, como consecuencia, probar que F es unitario.
Por la definicién de producto escalar en £? (R)

(@1 P8@) = (e o= [
- [T (o [ swer i)

—00

+00
¢ (y) exp (—izy) dy)

Reordenando el integrando dentro de la integral doble, tenemos que esto se

puede escribir como
+00 1 +0o0 = *
[ () d@emtioas) o)y

= (Flow),sW),

(¢@), Fo ()

donde

+00
Flow) = T ] x) exp (izy) dz.

Asimismo,

FFop(x) = F

/"'"“\

Il

\/L— /_+m¢(y)exp( izy) dy)
[ ( T owe ”ydy) 22 g,

\/__
— _\/=/ (\/ZT/+ooexp(zz T — ))dz)qb(y)dy
= = [ b et = o(a),
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de modo que FE =T, que es la definicién de operador unitario.

Problema 2.23 .- Consideremos una funcién ¢ (z) de £?(R) tal que
todas sus derivadas se anulan en +oo. Una forma alternativa de
definir la derivada de ¢ (z) es la siguiente: la derivada de ¢(x) es
aquella funcién d¢ (x) /dx tal que, para toda funcién continua g(z) €

L* (R),
( () dqb(w)) (dg(w),‘b( ))

donde la derivada de g () ha de entenderse en el sentido usual. Ob-
viamente, esta “definicién” es una simple consecuencia de la aplica-
cién de la integracién por partes.

Sin embargo, consideremos una funcién ¢ (z) que es discontinua
en z = a. La derivada usual de ¢(z) est4 siempre bien definida,
salvo en el punto z = a donde la funcién no es derivable; pero la
“definicién” dada anteriormente permite obtener el valor de la “de-
rivada” de ¢(z) jen el propio punto a! Obtenga dicho valor (est:a,T
forma de derivar una funcién se denomina “derivacién en sentido de )
distribuciones”).

Supongamos que g (z) es real (no se pierde generalidad por ello). Partamos

de la igualdad
(22.4@) = [ 2Z2s@)as

Puesto que el punto problemético es £ = a, tenemos que
dg (:v) i lal ST dg( Yo dg( )
——,¢(z) ) =1lim ——¢(z)dz + ——¢(z)dzx
6—0 —00 a+6

Integrando por partes cada una de las dos integrales, y recordando que ¢ (x)
se anula en +o00,

(20@) = [@sE) -9 6 ()]

—%i_rg (/_:69(3:) %(I)d:r+/;:09(z) i%g)—dw),

donde ¢ (a™) es el limite de ¢ (x) cuando z tiende a a por la derecha, mientras
que ¢ (a™) es dicho limite cuando x tiende a a por la izquierda. Ahora bien,
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recordando la definicién de delta de Dirac

(dg ) it )) = - [s@ @) -6 s@-ads

_;1_%(/00 g(z )d‘i’( )dx+/+mg(:r)%(m)dx)

+6

y, puesto que el punto a estd dentro del intervalo (a — §,a + §),

(dfi—f),é(m)) = —lm (]“_6g(x)f%§ci)dm

&§—0 =

a+d
+/a—6 9(z) [¢(a*) -0 (a7)] é(z—a) dz

[ otite)

Entonces, usando la definicién de derivada en sentido de distribuciones (dada
en el enunciado) se obtiene

d
do(z) _ &é(m} siz#a
i (6(a*) —¢(a)] 6(z—a) siz=a.
Esto es, la derivada de una funcidn (no necesariamente continua) en sentido
de distribuciones es, en efecto, igual a la derivada usual de la funcién en los
puntos en los que ésta es continua; en aquellos puntos en los que la funcién es
discontinua la derivada en sentido de distribuciones es igual a la magnitud de

la discontinuidad multiplicada por la delta de Dirac centrada en el punto de
discontinuidad.

Problema 2.24 .- Considérese la funcién normalizada

{ T si|z] >1
¢(z) =

Ea-lz)  silel<,

erteneciente a L2 (R). 4
a) Calcule las coordenadas ¢ (k) de la funcién ¢(z) en la base de
ondas planas 7, (z) = #e‘*’ de £? (R).

b) Usando el resultado anterior, calcule el valor medio de (I? >¢ =
(@, f?¢), siendo K = (~1/2) &2/dz?.
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c) Evalue K¢ (z) y, usando ese resultado, calcule (I? >¢.
a) La coordenada ¢ (k) est4 dada por

é (k) = /_: M (z) ¢ () dz = /_11 712_-;3-““\/%(1 — |z|) da.

Ya que ¢ () es una funcién par, la parte imaginaria de e~** no contribuye a
la integral. Por lo tanto,

A = f[ ok (1 — ol el [/ i o) cos bt

b) El operador K es diagonal en la base de ondas planas, ya que

~ 1
R () = 5k (2)

De esta forma,
=~ S 2 3 [*® [(1—coskz\? 3
(K%‘/_wﬂ‘f’(’“ﬂ dk—%[w (—_k ) ol

c) Podemos escribir
~ 1d

La primera derivada de ¢ (z) es

0 s 1
¢ (2) _ \/g siz € (~1,0)
dx
—\/g siz € (0,1).
Por lo tanto, ya que d¢ (x) /dx es una funcién discontinua, la segunda derivada
ha de hacerse en el sentido de las distribuciones. Puesto que en z = —1

tenemos un sa.lt\o/@, en r = 0 un salto —2,/3/2 y, por ultimo, en z = 1

un tercer salto /3/2 podemos escribir

K¢( e __d 2¢( )

it N'a( z+1) - \fa( )+\[5(a:—1]
— \/§[~—6(x+1)+§(x)——6(:1:—1)]
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Como consecuencia, el valor medio de K es

\/g[:(p* (2) [—%6(3:-&-1)4—6(3:)—%6(9:—1)](19:
- 3 -39 D+ 0 - 30 @] =

que, naturalmente, coincide con el resultado obtenido en (b).

(5,79

a 2. 5‘5 Considém la delta_da Dirac 6 (z —a). Aunque no

i "‘u

.......

ciones e intarprete el 'reslﬂtado.

Como hemos visto, la delta de Dirac 8, (z) = § (x — a) s6lo puede inter-
pretarse cuando aparece dentro de un producto escalar:

(‘50 (:12‘) ’ ‘;b(x)) = ¢(a).

De esta manera, §, debe interpretarse como la aplicacién tal que a cada funcién
¢ (z) le hace corresponder el valor de la misma en = = a:

bat (z) = ¢ (a).

Evidentemente tal aplicacién es lineal y, en consecuencia, é, es una forma
lineal del espacio dual de £2(R). Usando la notacién de Dirac, &, es un “bra”
y el “ket” asociado es la “funcién” é (x — a).

Asf, tras esta reflexién, ya tiene algo mas de sentido el preguntarse por la
derivada de la delta de Dirac, ya que siempre podremos interpretar el resultado
usando los mismo términos. Asi, si Dé, es la derivada de la delta, donde D
es la derivada en sentido de distribuciones, y si ¢ (z) es una funcién de £%(R)

(Dba(2),6()) = - (¢ (2), D9 () = - D¢ ()

Por tanto 136,1 es la forma lineal tal que al actuar sobre una funcién nos da el
opuesto del valor de la derivada de la funcién en el punto a:

(ﬁaa) 6 (z) = —¢' (a)

En otras palabras, la “funcién” & (z — a) est4 definida a partir de la regla de
actuacion

Ir=a

+o0
[ 8e-as@ds=-d @

—0o0

para toda funcién ¢ (z) de £L2(R) con derivada continua en z = a.

da en sentido de distribu-







Capitulo 3

POSTULADOS DE LA
MECANICA CUANTICA

En el primer capitulo hemos tratado de justificar brevemente la necesidad de
un nuevo formalismo fisico y matemadtico para la formulacién de la Mecénica
Cuéntica (M.C.). En el segundo capitulo hemos revisado someramente los con-
ceptos matemaéticos basicos que nos van a servir para establecer los postulados
sobre los que se construird la teorfa formal. Estamos, pues, en disposicién de
formular la base postulacional de la M.C.

Presentaremos los postulados de la forma mads general posible, pero que a la
vez sea claramente asequible para un alumno del primer ciclo de licenciatura
con unos conocimientos matemdticos bdsicos. A lo largo de la exposicién
ilustraremos dichos postulados mediante su aplicacién a un sistema formado
por una unica particula no relativista con un grado de libertad. Sélo en algunos
pocos casos iremos mds alld. Pero no nos gustarfa que el lector se quedase con
la impresién de que hay que reformular la base postulacional de la M.C. si
queremos tratar otro tipo de sistemas fisicos. Estos postulados se suponen
vélidos para cualquier sistema tratable por la M.C. no relativista.

e En la Fisica Clésica, el estado mecdnico de una particula en un instante ¢
queda univocamente determinado por los valores z(t) y p(t) de su posicién
y de su momento lineal. En el capitulo introductorio se ha visto que esto
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ya no resulta posible para un particula a escala microscépica, y lo méximo
a que podemos aspirar es a conocer sendas distribuciones de probabilidad,
p(x) y py(p), para los valores de = y p. También vimos que para obtener
informacién relevante acerca de las distintas magnitudes fisicas medibles (los
observables) necesitamos operadores que las representen. Estas ideas son las
que formalmente establecen los dos primeros postulados de la M.C.

POSTULADO 1.- Dado un sistema fisico, cualquier estado de
dicho sistema se representa por un vector normalizado ¥ de un
espacio de Hilbert H. A dicho vector normalizado se le denomina
vector o funcion de estado. Toda la informacién relativa al sistema
fisico en cuestién estd contenida en el vector de estado. El espacio
de Hilbert H es, por tanto, el espacio de los estados del sistema
fisico.

La exigencia de que el vector esté normalizado se debe a que en postula-
dos posteriores interpretaremos algunas cantidades que se obtienen a partir
de dicho vector como probabilidades. Si queremos que estas probabilidades
sean “absolutas”, es decir, que estén comprendidas entre 0 y 1, debemos exi-
gir que el vector esté normalizado. Si el vector no estuviera normalizado,
tampoco lo estarfan las probabilidades, aunque las probabilidades relativas
seguirfan siendo correctas. Por ello, lo realmente importante es que el vector
sea normalizable. En este caso, siempre podremos encontrar una constante de
normalizacién adecuada tal que multiplicando el vector no normalizado por
dicha constante obtengamos un vector normalizado. En este sentido amplio
podemos decir que los vectores 1, 131 o (5¢/7)y representan el mismo estado
fisico, pues todos ellos dan las mismas probabilidades relativas y pueden ser
reducidos al mismo estado normalizado, salvo un factor de médulo unidad que
no afecta a los resultados que puedan obtenerse.

;Qué ocurre con un vector que no sea normalizable? (por ejemplo, el que
representa a una onda plana exp(ipxz/h)). Simplemente, que dichos vectores
impropios no representan estados fisicos del sistema sino, a lo sumo, situacio-
nes ideales limite.

Una cuestién distinta es la de si es posible, y c6mo, realizar fisicamente
un determinado estado cudntico, definido por un determinado vector de
estado. Por el momento, no entraremos en esta cuestién.

Por otra parte, el postulado afirma que al representar el estado por un
vector 9, toda la informacién fisica de ese estado se puede obtener de dicho
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vector de estado. Naturalmente, el objetivo del resto de los postulados serd
determinar cuél es esa informacién y cémo se obtiene.

El postulado no dice nada acerca de cudl es el espacio de Hilbert H asociado
a un sistema fisico. Principios fisicos més generales, junto con el resto de los
postulados, nos dirdn cuél es el espacio de Hilbert asociado a un sistema fisico
concreto (sin olvidar que, naturalmente, si un espacio H sirve para estudiar
un sistema fisico concreto, también servird para ello cualquier otro espacio H'
isomorfo al anterior). No obstante, la mayorfa de los ejemplos con los que
trabajaremos aquf se refieren a partfculas que se mueven en una dimension;
en este caso, el espacio de Hilbert adecuado es el de las funciones complejas
(de una variable real) de cuadrado integrable, L?(R).

Por tltimo, es légico presuponer que si el estado evoluciona en el tiempo,
también lo haga el vector que lo representa. Asf, diremos que en un instante
t el estado estard descrito por 1,. Pero desde un punto de vista matemadtico,
el tiempo es un mero pardmetro. Por ejemplo: si nuestro espacio de Hilbert
es L?(R), el estado cuéntico en un instante ¢ serd una funcién de cuadrado
integrable ,(z), que habitualmente se escribe ¥ (z,t). Esto no quiere decir
que el espacio de Hilbert sea el de las funciones de dos variables reales z y t,
sino el de las funciones con una tnica variable x, siendo ¢ un pardmetro.

Vale la pena aclarar algo mds este punto. Volvamos por el momento a la
descripcién de un sistema clésico. Hemos dicho que el estado de una particula
clésica se representa en un espacio de fases cuyos ejes corresponden a las
coordenadas de la posicién y del momento lineal de la particula. En dicho
espacio de fases no hay ninguna coordenada que corresponda al tiempo. En
un instante to el sistema viene representado por un punto ,, = (Zo,po) de
coordenadas xzo = (to), po = p(to); y basta con conocer estos valores o, po
para obtener todas las magnitudes fisicas del sistema en dicho instante. En
un instante posterior 1, el punto representativo del sistema es v, = (z1,p1)
de coordenadas z; = z(t1), p1 = p(t1). La evolucién dindmica del sistema se
representa por una sucesién de puntos {'ytu,%l,’yh, s } ordenados por
un parametro t continuo. Dicho de otra forma: de entre las infinitas sucesiones
de puntos que podrfamos escoger arbitrariamente en el espacio de fases, s6lo
una de ellas corresponde a la evolucién real del sistema, y es aquélla cuyos
puntos sucesivos, caracterizados por los valores del pardmetro ¢, satisfacen
la ligadura impuesta por la ecuacién dindmica que describe el sistema fisico
concreto.

Retornemos a la descripcién cuédntica. Ahora, el estado de una particu-
la viene representado por un vector ¢ en un espacio de Hilbert. Tampoco
el tiempo juega ningtin papel en la estructura de este espacio. La evolucién
dindmica del sistema corresponde ahora a una sucesién de vectores normaliza-
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dos {¢30,¢¢1,¢t2, S e } . Como en el caso anterior, de entre las infinitas
sucesiones de vectores en el espacio de Hilbert, sélo una corresponders a la
evolucién real del sistema. La condicién de ligadura (esto es, la ecuacién
dindmica) que deben satisfacer los vectores de esta sucesién sers objeto del
postulado 5.

e Un observable es cualquier variable dindmica A susceptible de ser medi-
da (la posicién, el momento lineal, el momento cinético o angular, la energfa
mecdnica, etc.). En este sentido, el tiempo t no es un observable, sino que
es un pardmetro que ordena los diferentes estados cudnticos por los que pasa
el sistema en su evolucién dindmica. En un capftulo anterior ya hemos dado
razones por las que cabrfa esperar que los observables deberfan venir repre-
sentados por operadores hermiticos. Esto es precisamente el contenido del
segundo postulado.

POSTULADO 2.- Sea un sistema fisico cualquiera y sea H el
espacio de Hilbert de los estados correspondiente. Cada observable
A de dicho sistema ffsico se representa mediante un operador lineal
hermitico A que actiia en el espacio H.

Puesto que el observable 4 es un operador hermitico, existe una base
ortonormal del espacio de Hilbert formada por autovectores de A. En esa base
pueden haber, como vimos en el capitulo anterior, autovectores impropios. La
existencia de esta base es fundamental para que la formulacién de los siguientes
postulados sea consistente.

Nota: A veces, por abuso del lenguaje, diremos simplemente “sea
el observable A”, en lugar de la expresién mds correcta “sea el
operador A asomado al observable A”.

Es muy conveniente evitar la influencia de expresiones tipicas de
la mecénica cldsica del tipo “la posicién de la particula evoluciona
en el tiempo”. En M.C. la posicién no evoluciona, en el sentido de
que la posicién es un operador cuya forma matemética no cambiar4
sea cual sea el instante considerado. Lo que si evolucionar4 en el
tiempo ser4 el conjunto de posibles medidas de la posicién o, dicho
de otra forma, la distribucién de probabilidad p(z) que vimos en
el primer capitulo.

La presentacién que estamos haciendo aqui es la denominada imagen de
Schradinger, en la que los vectores de estado evolucionan en el tiempo
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mientras que los operadores que representan a observables fisicos no de-
penden explicitamente del tiempo. Existe una formulacién alternativa
(la lamada imagen de Heisenberg) en la que los vectores de estado no
cambian con el tiempo mientras que si lo hacen los operadores. En cual-
quier caso, los resultados fisicos que se obtienen son los mismos ya que

dichos resultados surgen, como veremos, de la aplicacién de operadores
a vectores de estado.

¢ El alumno ya debe saber que los valores de algunos observables (la energfa
de un electrén ligado en un dtomo, el momento cinético de dicho electrén,
etc.) estdn discretizados (cuantizados). El postulado 3 de la M.C. senala qué
valores se pueden obtener al hacer una medida de un observable en un sistema

descrito por un estado cudntico ¥ y con qué probabilidad se pueden obtener
esos valores.

POSTULADO 3.- Consideremos un observable A representado

por el operador hermitico A que actiia en el espacio de Hilbert de
los estados.

a) Al realizar una medida del observable A en el estado cudntico v,

los tnicos resultados posibles son los autovalores (ya sean discretos
o continuos) del operador A.

b) La probabilidad de obtener en dicha medida el valor a esta dada
por
Proby(a) = || Pav?, (3.1)

donde P, es el proyector ortogonal sobre el subespacio de autovec-
tores de A con autovalor a, esto es, el operador que proyecta el
estado 1 sobre el subespacio asociado al autovalor a.

Evidentemente, si el autovalor es no degenerado, el subespacio asociado serd sim-
plemente el subespacio de una dimensién generado por el vector propio ¢, tal que
Ayp, = ap, y entonces

a no degenerado = P, = (¢,,%) @a = Proby(a) = |(¢a, ) llall® = |(as ¥)I* .
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En el caso en que el autovalor a sea degenerado (con degeneracién g), utilizando una
base ¢; (i =1,2,...,9) para el subespacio de dimensién g asociado al autovalor a,
tendremos

g

g
a degenerado = P,y = Z(lpa_i,w) ¥a; = Proby(a) =Z|(S"a,s:¢)12-

i=1 =1

En primer lugar el postulado 3 afirma que al medir A sélo se puede obte-
ner un autovalor del operador A (bien del espectro discreto o bien del espectro
continuo). La segunda parte establece el cardcter netamente probabilfstico del
proceso de medida: aunque el estado cuédntico esté bien definido, no pode-
mos afirmar a priori cudl es el resultado de una medida; a lo sumo podemos
establecer cudl es su probabilidad de ocurrencia. Por iltimo, el postulado
cuantifica cudl es esta probabilidad: la norma de la proyeccién ortogonal del
estado 9 sobre el subespacio de autovectores con autovalor igual al resultado
buscado de la medida. ',

Hay que insistir en que el postulado sélo habla de resultados de medidas
realizadas en un sistema cudntico. El hecho de que el resultado de una medida
sea a no quiere decir, en general, que inmediatamente antes de la medida el
observable A tuviera un valor a. No hay ninguna razén para poder decir que
un observable tiene un valor determinado antes de medirlo. Atribuir valores
al sistema anteriores e independientemente de la medida es una extrapolacién
y un nuevo abuso de lenguaje que conduce a paradojas, como veremos més
adelante. (Un caso particular, no obstante, es el caso de medidas sucesivas
inmediatamente préximas que se discute en el préximo postulado).

Ejemplo: Sea A un observable y sea 1 el estado cudntico dado por
1 3 :
uj) == § ¢a1,1 + § ¢01,2 +2€' q‘sazl

donde ¢, 1 Y @, 2 son dos autoestados de A con autovalor a; degenerado
y qﬁag es el 1inico autoestado asociado al autovalor ag. Al medir Aenel
estado 1, jqué valores pueden obtenerse? ;jcon qué probabilidad?

En primer lugar, nétese que 1) es una combinacion lineal de autoestados
normalizados de A y que, segiin el enunciado, estos autoestados son mu-
tuamente ortogonales. De hecho, la notacién recuerda a la que usamos
para definir una base ortonormal de autovectores. En segundo lugar es
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inmediato comprobar que el estado 1/ no estd normalizado, por lo que
hubiese sido mds correcto escribir

1 3 .
Y=Nx (§ a1 + 2 Pay,2 + 2 "baz) ’
siendo N una constante de normalizacién. En consecuencia, lo primero
que hemos de hacer es normalizar el estado o, dicho de otra forma, hallar
esa constante N. Teniendo en cuenta la ortonormalidad de los estados

propios, es inmediato comprobar que

1
12 = V]2 x (|2

[2 [ 2 :
|NF = ﬁ == ﬁeXP(ZS),

donde s es un mimero real cualquiera. Segiin la discusi6én posterior al pri-
mer postulado, una constante multiplicativa de médulo unidad no tiene
trascendencia fisica, por tanto escogemos N = ,/2/13 y nuestro estado
normalizado serd

{1 [ 9 /16
3 Y= % ¢a1,1 + 2_ @501,2 T ——‘i ‘;bag-

Al medir A sobre 1) s6lo podremos obtener los valores a; ¥ a2, puesto que
al escribir 1) como combinacién lineal de autoestados de A sélo aparecen
autoestados correspondientes a estos dos valores. De esta manera

=4 /1 /9 5402
Pﬂ!l%b = % ¢’a1,1 + % ¢a1,2 = Pl'qus (a‘l) = |fPﬂ-|¢|| =
Y

- 16
Pa¥ =1/ 551 %, = Proby(az) = [|Poyll® = ¢

2

w2
2

2
+ [23'|2) = %NF

por lo que

16_8
G- 13
Evidentemente, Proby, (a;) + Proby, (as) = 1.

o Indudablemente (demuéstrese) si t fuera autoestado de A con autovalor a,
éste serfa el unico resultado posible de la medida del observable A. A los
autoestados de un operador A se les suele llamar estados con el observable A
bien definido. Este serfa el tnico caso en el que serfa aceptable decir que el
observable A tiene un valor concreto.

e Puesto que la medida de A sigue una ley probabilistica, la distribucién de pro-
babilidad de obtener los diferentes autovalores de la magnitud A nos permite
calcular el valor medio A, asf como la desviacién tipica de dicha distribucién.
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El valor medio o valor esperado de A en el estado 1 serd igual a la
media de un gran nimero de medidas del observable sobre dicho estado. Bien
entendido que cada una de estas medidas se realiza en un sistema fisico cuyo
estado es ¢ y no son medidas sucesivas en el mismo sistema puesto que, como
veremos en la préxima seccién, la medida afecta al estado. De esta forma, y
dado que hemos dicho que Proby(a) es la probabilidad de obtener el valor a,
el valor medio ser4 (siempre consideramos, recuerde, estados normalizados)

(A)y =" a Proby(a). (3.2)
Si ahora usamos (3.1)
(2)1;’! = Za’“ﬁalﬂp = Za (ﬁa’(b, ﬁaw) -

Ahora bien, P, es un operador hermitico, luego en el producto escalar lo
podemos cambiar de lado:

(ﬁ)w = Za (waﬁaﬁad)) = Za (T/)aﬁagw) = Za (w,ﬁaw) )

a

donde hemos hecho uso de la propiedad de idempotencia P2 = P de un pro-
yector ortogonal. Si ahora consideramos que el producto escalar es lineal

(E)wp = (@bazaﬁa’ﬁb) ’

y recordamos el teorema espectral, >, aP, = A, la igualdad (3.2) es comple-
tamente andloga a

(A)y = (¥, AY). (3.3)

Nota: evidentemente, si nuestro estado 9’ esté escrito como combinacién
lineal de autoestados de A es mucho més cémodo usar la expresién (3.2)
para el valor medio o esperado del operador A.

Esta demostracién estd particularizada, por comodidad, al caso de un es-
pectro puramente discreto o puntual, pero es ficil comprobar su validez gene-
ral.

Ejercicio: Calcular el valor medio de A para el estado dado en el ejemplo
anterior.
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La desviacién tipica de la distribucién de probabilidad (de obtener los
diferentes autovalores de la magnitud A) nos da informacién acerca de la
dispersion de los posibles resultados de la medida del observable A en un
estado 1. Estadisticamente, la desviacién tipica es la rafz cuadrada de la
varianza:

2
(Aﬁ)¢ = Zcﬂ Proby, (a) — (;a Prob,, (a,)) : (3.4)

a

Ahora bien, (3.4) puede también escribirse como

o — - e o 2
(AA)w = /(A2), — (A2 = <(A~<A>w) >w, (3.5)

donde A? es el cuadrado del operador A y que, légicamente, representa al
observable A?. &

A la desviacién tipica (AA)y se le llama también incertidumbre del obser-
vable A.

Ejercicio: Demuestre la equivalencia de las igualdades (3.4) y (3.5).

Ejercicio: Demuestre que un observable A est4 bien definido en el estado
¢ siy s6lo si (AA), = 0. Sugerencia: use la definicién directa (3.4).

Ejercicio: Sea el observable f(A), donde f es una funcién real. Este
observable vendra representado por el operador hermitico f (;f) Demués-
trese que la probabilidad de que al medir f(A) obtengamos un valor b es
igual a la probabilidad de que al medir A obtengamos un valor a tal que
f(a) = b. (Fijese que puede haber distintos valores aj, as,... tales que
f(a1) = f(az) = ... = b. Entonces la probabilidad pedida sers igual a la
suma de cada una de las probabilidades asociadas a los a;). Sin embargo,
demuséstrese que en general (f(A)) # f((A)).

Ejercicio: Sea un observable A y ¢ un autoestado de A con autovalor
a. Demuestre que ¢ también es autoestado de f(A) siendo €l autovalor
asociado f(a).

Ejercicio: Calcular la incertidumbre de A en el estado del ejemplo an-
terior.

¢ En el enunciado del postulado 3 hemos afirmado que al medir Ase puede ob-
tener cualquier valor espectral, discreto o continuo. Sin embargo, la igualdad
(3.1) presupone que a pertenece al espectro discreto. Esto no tiene que preo-
cuparnos. Si al medir A pueden obtenerse valores a(s) del espectro continuo
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(recuerde que s era el indice que caracterizaba a los autovalores del espectro
continuo), no tiene mucho sentido el preguntarse por un valor determinado,
sino por un intervalo de los mismos. Asi, la probabilidad de obtener un deter-
minado valor espectral del continuo cuando se hace una medida del observable
A, que estd dada por (3.1), debe entenderse como

PIOb‘w (a’(s)) ds = ”ﬁa(s)wnz ds, (36) ‘

donde Proby (a(s)) ds es la probabilidad de obtener un valor de A en el in-
tervalo [a(s),a(s + ds)]; esto es, || Py(s)¥||* es una probabilidad por unidad de
intervalo o densidad de probabilidad. Como consecuencia (pruébese)

oA s f 1 Baoy ¥l ds (37)

81

resulta ser la probabilidad de que al medir Ase tenga algiin valor en el intervalo

[a (31) N (32)] g

Fisicamente es razonable que al medir una magnitud que “pueda tomar”
valores continuos sea imposible obtener un valor aislado concreto. Esto
no debe confundirse con ningiin tipo de limitacién experimental: supo-
nemos que el proceso de medida al que se refiere el postulado 3 es una
medida ideal en el sentido de que no tiene error experimental alguno.
Este cardcter ideal implica que, en principio, nuestro aparato de medida
puede discernir intervalos [a(s),a(s + As)] con un valor As tan pequefio
como se quiera. Sin embargo, el cardcter continuo de los posibles resul-
tados de la medida nos obliga a definir dicho intervalo As, aunque si As
es lo bastante pequefio entonces

Proby, [a(s), a(s + As)] = || Py ¥|?As

Ligado con este comentario surge la pregunta de si es posible calcular
las probabilidades de medida en un vector no normalizable. En principio
esta cuestion careceria de sentido, puesto que un vector no normalizable
no representa un estado fisico real. Ahora bien, ya hemos dicho que es-
tos vectores representan en muchos casos situaciones limite y resultard
posible muchas veces, aunque sea sélo de una manera formal, calcular
dichas probabilidades de medida. Por poner un ejemplo, sea 9 un esta-
do no normalizable y @ un autovalor no degenerado de A siendo ¢, el
autoestado correspondiente. Entonces la expresién

| (¥, %) 2’

puede tomar un valor finito, aunque cada uno de los factores diverja.
Nétese que (3.8) es una expresion general que sirve también para estados
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no normalizados; aunque conviene insistir que el no normalizar un vector
tinicamente complica la aplicacién del formalismo.

Ejercicio: Generalizar (3.3) para un estado que no esté normalizado.

e En el postulado 3 se ha establecido que los resultados de las medidas no se
pueden predecir con absoluta certeza sino que sélo se pueden predecir sus pro-
babilidades. Sin embargo, parece l6gico suponer que dos medidas consecutivas
(separadas por un intervalo infinitesimal de tiempo) de una misma magnitud
realizadas en el mismo sistema han de dar el mismo resultado. Si no fuese asi,
deberfamos renunciar a cualquier tipo de teorfa predictiva en fisica.

A la luz del postulado anterior, la tnica forma de que esto ocurra es que
si al medir A obtenemos a, entonces el estado cudntico 1) cambie bruscamente
de manera que inmediatamente después de la medida sea el autoestado de
A correspondiente al autovalor a. Como ya se ha comentado, ahora a es el
tinico resultado posible de la medida del observable A, y asf se garantiza que si
| volvemos a medir A transcurrido un tiempo infinitesimal volvamos a obtener
" a. Légicamente, esto no tiene que ser cierto tras un intervalo finito de tiempo,

puesto que el estado cudntico puede evolucionar mientras tanto. Lo anterior

"+ justifica el siguiente postulado, que establece que la medida de un observable

] A origina una alteracién dréstica, incontrolable e irreversible del estado del
1 sistema.

POSTULADO 4.- Si inmediatamente antes de la medida de un
E observable A el estado cuantico es 1(77) y el resultado de la medi-
i da es el autovalor a de A, el estado cusntico del sistema, justamente
después de la medida serd un autoestado de 2; en particular serd la

i proyeccién ortogonal normalizada del estado sobre el subespacio
de autovectores con autovalor a:
i Medida de A S —
P )=¢ — en el instante T — P(rt) = —— P,
da el valor a ‘ Py |
(3.9)

Nétese que si ¢ estaba normalizado antes de la medida, la proyeccién ﬁ'aqb
ya no lo estard. Por esta razén, al proceso se le llama reduccion o colapso del
estado cudntico. Una vez realizada la medida hay que normalizar de nuevo
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ﬁaqb | As,
pues, cada proceso de medida implica, en general, una renormalizacién. En
esto difiere el proceso de medida, que aqui se postula, de la evolucién dindmica
del estado ¥ determinada por el hamiltoniano H , que como se verd en el
postulado 5, conserva la norma del estado en el tiempo.

el estado dividiendo por la norma del nuevo estado proyectado, l

Ejemplo: Consideremos el estado normalizado del ejemplo anterior

7i 1 /9 /16 .
’J') = Eé¢a1,1 -F %¢al,2 -+ '2'6““?5&2-

Si al medir A hubiésemos obtenido el valor ap, el estado cudntico del
sistema tras la medicién seria

1 9
‘!f’(TJr) = J% ¢a1.1 + \/% ¢a1,2’

Sin embargo, si el resultado hubiese sido ag, el estado cudntico serfa
Y(rT) =ig,,

(note que podemos eliminar el prefactor 7, que es una constante multi-
plicativa fisicamente irrelevante).

e El postulado 3 presupone que al medir el observable, nuestro aparato de
medida nos da un valor concreto. Sin embargo este no es el unico tipo de
medida posible. Imaginemos que el observable A tiene autovalores positivos
y negativos y que nuestro aparato de medida sélo es capaz de medir el signo
de A. Ello no quiere decir que la medida sea imperfecta, sino solamente
que es otro tipo de medida igualmente ideal, en la que el resultado es un
valor indeterminado dentro de un intervalo. Entonces, se puede generalizar el
postulado 4 de la siguiente forma:

POSTULADO 4 BIS.- Consideremos una medida de A cuyo
resultado es un valor dentro del conjunto {a;,as,...,an} pero de
tal manera que la medida es incapaz de discernir un valor concreto
del mismo. Entonces, si ¢ = 1(77) es el estado cuéntico inmedia-
tamente antes de la medida, el estado inmediatamente posterior a
ésta serd

N

Rt SO T
W(rt) = “2?;1 f’aj¢| ;Pajg{). (3.10)
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Ejercicio: A la vista del anterior postulado, extender la formulacién del
cuarto postulado para valores del espectro continuo del operador A.

Ejemplo: Consideremos el estado cudntico normalizado

exp(im/6)
2

1

1
‘I'0=—€b1+7§¢’2+

2 ¢'3$

donde qfwj es un autoestado normalizado del observable A con autovalores
—a para ¢, apara ¢, y 2a para ¢s.

a) Al medir A en el estado Ty ;qué valores pueden obtenerse y con qué
probabilidad?
b) ;Cuél es el valor esperado de A v su incertidumbre en. el estado ¥y?

¢) Si al medir A se tiene el resultado a jcudl es el estado cudntico justo
después de la medicién?

d) Sin embargo, si al medir A en el estado g se tiene el resultado “un
valor positivo”, jcudl es el estado cudntico justo después de la medida?,
jcudl es el valor esperado de A en este nuevo estado?

a) De manera directa

Proby,(—a) = = ; Proby,(a) = = ; Proby,(2a) = %

o] =
b =

b) También de manera inmediata

-

(Awy =3 % (<) + 3 x @)+ § x (20) = Ja,

mientras que

Por lo tanto

(Ad)g, = \/(A2)g, — (D)3, = 2“2‘(%) :@“-

c) Por aplicacién directa del postulado 4 de la M.C., el estado después
de la medida es ¢,.
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Medida de A
Haz #1:

2500 particulas
en el estado 1:1

Haz #2:
5000 particulas
en el estado ¢ 2

Haz inicial:
10000 particulas
en el estado ¢ 0

Haz #4:
7500 particulas.

Haz #3: Mezcla de los
2500 particulas haces #2 y #3
en el estado ¢3

Fig. 3.1. El dispositivo de medida desvia cada particula en funcién del resultado —a,
a o 2a de la medida de A. El segundo dispositivo mezcla las particulas para las que
la medida de A habia dado resultado positivo (>0).

d) En este caso, el estado es

¥Yp = : ( . ¢’2+M¢’3)

“\_/E%Jrﬂﬂ;,gs)%” V2 2
- e (G )
VIl + =]
_ 2, . exp(in/6)
— J;qu + \/5 ‘?53
vy entonces
-~ 2 1 4
(A)g, = 3% (a) + 3 X (2a) = 3%

e Imaginemos ahora un haz de particulas independientes, todas ellas en el
mismo estado normalizado

1 1 /6
Yo = §¢1 + Eﬁf’z i %ﬁﬁsa

donde la interpretacién de los estados ¢; es la del ejemplo anterior. Suponga-
mos que este haz atraviesa un dispositivo que efectiia sobre cada particula una
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Medida de 4
Haz #5:

2500 particulas
en el estado ¢1

Haz inicial:
10000 particulas
en el estado ¢ 0

Haz #6:
7500 particulas
en el estado ‘PF

Fig. 3.2. El dispositivo de medida desvia ahora cada particula en funcién del signo
de la medida de A, pero dicho dispositivo no es capaz de discernir valores concretos
de A.

medida de A (véase la figura 3.1). El dispositivo es tal que cada particula sale
en un haz distinto segin haya sido el resultado de la medida. De este modo, el
| tinico haz entrante se separa en 3 haces: el primero (n° 1) contiene particulas
~ en el estado cudntico ¢;; el segundo (n° 2) estd formado por particulas en el
estado @,; por tltimo, el tercer haz (n® 3) contiene particulas en el estado
¢3. Si el haz primitivo estd formado por 10000 particulas, como N = 10000
es un nimero grande, podemos afirmar que aproximadamente en el haz n° 1
hay N x 1/4 = 2500 particulas, en el n° 2 hay N x 1/2 = 5000 particulas y
en el n° 3 hay N x 1/4 = 2500 particulas. Para terminar este experimento,
mediante un segundo dispositivo nos limitamos a reunir las particulas,
sin modificar sus estados cudnticos, de los haces n° 2 y n° 3. En este nuevo
~ haz (n® 4) habra 7500 particulas, de las cuales 2500 estardn en el estado ¢5
-y las otras 5000 en el estado ¢,. Diremos que este tltimo haz estd formado
~ por una superposicién incoherente de particulas en los estados ¢, y ¢sen la
- proporcién 2:1.

Analicemos ahora un segundo experimento. De nuevo tenemos 10000 par-
ticulas en el estado ¥y que atraviesan un dispositivo que mide el signo del
observable A (figura 3.2); si es negativo, desvia la particula hacia arriba y
si es positivo, hacia abajo. De esta manera, el haz primitivo se rompe en
- dos haces: las particulas del haz n° 5 estardn en el estado ¢,, mientras que

las partfculas del haz n° 6 estdn en el estado ¥p. Naturalmente, hay 2500
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particulas en el haz n° 5 y 7500 en el haz n° 6; pero nétese la diferencia que
hay entre los haces n° 4 de la figura 3.1 y n° 6 de la figura 3.2. Mientras
que en el haz n° 4 hay mezcladas particulas en los estados ¢, y ¢3 en la
proporcién 2:1, todas las partfculas del haz n° 6 estdn en el mismo estado
Up = \/2%)% + (¢'™/6 /\/3)¢5. Este estado ¥f es una combinacién lineal de
¢9 ¥y ¢3 con unos coeficientes bien definidos: es una superposicién coherente
de los estados ¢, v ¢3. Que los haces n° 4 y n° 6 no son entonces iguales
resulta evidente. Las particulas de cada uno de estos haces tienen algo en
cormin: al medir el observable A se obtendrdn sélo los valores a y 2a; pero el
haz n® 4 procede de medidas filtrantes que dieron como resultado “o bien a o
bien 2a”, mientras que el haz n° 6 procede de una unica medida filtrante en la
que el resultado era simplemente a > 0 (esto es, “a o 2a”, pero sin distincién
entre ambos valores).

Para terminar, consideremos un segundo observable B tal que BV F=b0Up
siendo ¥ el tinico autoestado de B con autovalor b (esto es, b es un autovalor
no degenerado). Por tanto, al medir B sobre una particula del haz n° 6
obtendremos siempre el resultado b. Sin embargo, si medimos este observable
sobre las particulas del haz n° 4 existe una probabilidad no nula de que el
resultado de la medida no sea b. En efecto, hemos visto que en el haz n° 4 hay
particulas con estados bien definidos ¢ y ¢3 en proporcién 2:1. Es decir, hay
una probabilidad Probe,(¢y) =2/3 de que la particula que llega al detector
que mide B esté en el estado @9, y una probabilidad Probg,(¢3) =1/3 de
que la particula llegue en el estado ¢3. Las hemos denominado Probg, ya
que estas probabilidades son totalmente cldsicas: hasta ahora se trata de un
caso semejante a sacar una bola negra (o una bola blanca) de un saco en
el que hay bolas blancas y bolas negras en proporcién 2:1. Ahora bien, si
resulta que la particula que llega al detector es una particula en el estado
¢9, la probabilidad cudntica de obtener el resultado b en la medida de B es

Prob((;:)(b) = |(TF,¢,)|> = 2/3. Por otra parte, si la partfcula que llega al
detector estd en el estado ¢3, la probabilidad de obtener b es Probg) (b)=

|(¥F, ¢3)> = 1/3. Combinando estos resultados tenemos que la probabilidad
global de obtener el resultado b en medidas realizadas sobre el haz n° 4 serd

Prob,o4(b) = (Probda(¢2) 5% Probq(bf)(b)) + (Probdﬂ(q’)?,) " Probéf) (b])
oo (e (R Yo
& (3 3) Ny B

Ejercicio: Consideremos los haces n® 4 y n° 6 de la discusién anterior.
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Se tiene el observable C cuyos valores espectrales son cj, ¢2 y ¢3 siendo
los autoestados normalizados respectivos ¢; = ¢y, @3 = (Pg + ¢3) / V2
vy ¢3 = (¢3 — ¢3) /v/2. Calcule la probabilidad de que al medir C se
obtenga el valor c3 en los casos siguientes:

a) la particula estd en el haz n° 4

b) la particula estd en el haz n° 6.

Todos los sistemas (particulas en este caso) en un haz coherente estdn en el
mismo estado cudntico, que viene descrito por un vector normalizado del espacio
de Hilbert. Por esto podemos decir que el haz estd en un estado puro y podemos
describirlo (aunque esto sea también un abuso de lenguaje) por el mismo vector de
estado que describe a cada una de sus particulas. Las probabilidades de obtener
resultados de medidas de cualquier observable para cualquier partfcula del haz se
calculan de acuerdo con las reglas ya vistas.

Por el contrario, las particulas en un haz incoherente estdn en estados cudnticos
distintos.! Por lo tanto, el haz no estd en un estado puro y no pueden describirse por
un vector del espacio de Hilbert. Se dice entonces el haz estd en un estado mezcla, ya
que es imposible discernir a priori cudl es el estado de una particula del haz escogida
aleatoriamente. Para obtener en este caso las probabilidades de resultados de medidas

 sobre una partfcula del haz debemos considerar primero las probabilidades de obtener
dicho valor en cada uno de los estados cudnticos de la mezcla y multiplicarlas por el
peso estadistico de cada uno de dichos estados en la mezcla. La situacién de un estado
mezcla es muy similar a la que ocurre en mecédnica estadistica para un colectivo en
equilibrio térmico. En este colectivo tendremos N particulas, cada una de ellas estd
en un estado bien definido; pero la fisica estadistica sélo nos informa del porcentaje
de particulas que se encuentran en cada estado. En este sentido, las particulas del haz
n°4 son una mezcla estadistica de particulas en los estados ¢, y ¢3. Naturalmente
nada impide que, a diferencia del presente ejemplo, dicha mezcla estadistica esté
formada por estados no ortogonales entre sf. Por ejemplo, podriamos reunir dos
haces procedentes de aparatos que miden observables distintos y, en consecuencia, los
estados de la mezcla no tendrian por qué ser ortogonales.

Existe un formalismo que permite un tratamiento unificado de los estados puros y
los estados mezcla. Este formalismo, basado en el llamado operador o matriz densidad,
serd estudiado en un curso posterior.

!Una discusién complementaria sobre la diferencia entre superposicién coherente
y superposicién incoherente de sistemas puede verse en las secciones 6.20 a 6.40 del
libro de Wichmann, volumen 4 del Curso de Fisica de Berkeley (editorial Reverté).
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neralizada
e En esta seccién analizaremos uno de los temas més importantes del forma-
lismo cudntico: el problema de la medicién simultdnea de dos observables,
que dara lugar a las relaciones de incertidumbre de Heisenberg. Antes de se-
guir adelante, le recomendamos que repase en el capitulo anterior el apartado
dedicado a la conmutabilidad de operadores.

Sean dos observables Ay By un estado cudntico ¢. En el instante 77 me-
dimos el observable A, obteniendo el autovalor a. Inmediatamente después,
en el instante 7, medimos el observable B y_el resultado es el valor b. Por
tltimo, en el instante 7+ volvemos a medir A. Diremos que A y B son me-
dibles simultdneamente si tenemos la seguridad de que, sea cual sea el
estado cudntico primitivo ¢, el resultado de esta segunda medida de A serd
el valor a que se obtuvo en la primera medida de A. Dicho de otra forma, una
medida de B no interfiere en el resultado de una medida de A inmediatamente
posterior.

Analicemos este proceso de medidas sucesivas usando los dos postulados
anteriores. Tras la primera medida de A, el estado cuéntico ¢ se ha colapsado
convirtiéndose en un autoestado v, ; de A con autovalor a (etiquetamos este

autoestado con “a,1” porque, en principio, a puede ser no degenerado). Por
lo tanto

Ya,1 X PD¢  tal que Ay 1 = ar,;. (3.11)

Inmediatamente después, medimos B y tras esta medida el estado 9, ; se ha

reducido a un autoestado ¢, ; de B con autovalor b. Este nuevo estado estd
dado por

— E o B sy —
051 < B, « BEPPMDg  talque By, =by,;.  (312)

Entonces, segiin la definicién, A y B sersn medibles simultdneamente si al
medir A en el estado ¢, ; obtenemos con completa seguridad el valor a, esto
es, si ¢, es autoestado de A con autovalor a. Por el contrario, si A y B
no fuesen medibles simultdneamente, entonces ¢, no tendrfa por qué ser
autoestado de A con autovalor a.

En otras palabras, si los observables A y B son compatibles entonces b1 X

ﬁémwa, 1 pertenece al subespacio £, C H que corresponde al valor propio a
del operador A. Podemos generalizar esto en la siguiente
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DEFINICION: Dos observables A y B son medibles simulténea-
mente si dado cualquier autoestado v, de A con autovalor a, su
proyeccién sobre cualquier subespacio de autoestados de B sigue
siendo autoestado de A con igual autovalor.

Puesto que ¢}, € & se tiene P ( )apb 1 = ¥p,1, es decir,

PO (BDpAg) = (FPEM) = EARPEAD - EPHM.
(3.13)

Dado que todos los proyectores son operadores hermiticos, el producto I%(B) A}A)
es hermitico ya que es igual a un producto ciclico de operadores hermiticos.
Por tanto

-

P(B A - ( p(B) P(A)) ( ﬁﬂ(LA))T ( ﬁéﬁ))f — PAPB)

esto es, cualquier proyector espectral de B conmuta con cualquier proyector
espectral de A. Igualmente

PAPE — pBEpA o, pA BB pA) — pB A pA — pB A

donde hemos usado la propiedad de idempotencia de un proyector. Pero la
anterior es precisamente la igualdad (3.13). En consecuencia:

TEOREMA: Sean A y B dos observables. Las dos siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) A y Bson dos observables medibles simultdneamente.

* b) Cualquier proyector espectral de A conmuta con cualquier pro-
yector espectral de B.

Si ahora recordamos (véase el apartado 2. 16) que si cualquier proyector
espectral de A conmuta con cualquiera de B entonces A y B son compatibles
(y reciprocamente), obtenemos el importantisimo

TEOREMA (de compatibilidad): Sean A y B dos observables.
Todas las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) A y B son dos observables medibles simultdneamente.
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b) Cualquier proyector espectral de A conmuta con cualquier pro-
yector espectral de B.

c) Existe una base ortonormal de autoestados simulténeos de Ay
B.

d) A y B son compatibles, esto es, conmutan: [4,B] =0.

e Visto este 1iltimo teorema, que nos permite caracterizar mateméaticamente
dos observables medibles simultdneamente, analicemos ahora con més detalle
el concepto de simultaneidad que hemos introducido. Sean Ay B dos obser-
vables compatlbles Hemos de tener en cuenta que A y B no se pueden medu

“a la vez” (excepto en el caso de que A = f (B)) puesto que la medicién de A
implica la interaccién del sistema cudntico con un dispositivo que, en general,
serd distinto del dispositivo requerido para medir B. En consecuencia, por
medida simulténea de A y B entendemos que medimos primero un observable
e, inmediatamente después de que se haya producido el colapso cuéntico
correspondiente, medimos el otro. Supongamos que, en el estado cudntico

¢, primero medimos A obteniendo a, y a continuacién medimos B siendo el .

resultado b. El estado cudntico final sera

'd)a,b x ﬁbﬁa(b.

Si hubiésemos cambiado el orden de las medidas, pero con iguales resultados
bya

¢’b,a & ﬁaﬁbe,

pero como ﬁa y ﬁb conmutan, en cualquiera de los dos casos el estado final
es el mismo. Nuestro concepto de simultaneidad implica que no importa el
orden en el que se midan estos dos observables. Dicho de otra forma, si los
resultados de las medidas son a y b, el estado final es autoestado comin de A
y B aunque no podemos inferir cudl fue el observable que se midié en primer
lugar.

Segtin el espiritu del postulado 3, medir un observable B con total precision
significa reducir un estado cudntico a otro que sea autoestado de B. Por tanto,
si A y B son compatibles, los podremos medir simultdneamente con total
precisién, puesto que siempre podremos obtener un autoestado simultdneo de
Ay de B.

Por otra parte, si A y B no son compatibles, no siempre los podremos
medir simultdneamente (con total premsujn que en este contexto es una re-
dundancia). Peor aun, si medimos B en un autoestado Y, de A ni siquiera
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tendremos la seguridad de que el valor esperado de A tras esta medida siga
siendo a (lo veremos en un préximo ejemplo). En general, esta medida de B
hard que “se pierda” toda la informacién de la medida previa de A.

e El concepto de compatibilidad que hemos analizado estd directamente re-
lacionado con el de preparacién de un estado. Supongamos que tenemos un
conjunto de partfculas independientes, cada una de ellas en un estado cudntico
dlstmto Sobre estas particulas realizamos una medida filtrante de un obser-
vable A que selecciona sé6lo aquellas particulas para las que el resultado de
esa medida haya sido un valor concreto a. Sabemos que todas estas particulas
“filtradas” estdn en un estado cuyo autovalor a puede ser degenerado, por lo
que no podemos afirmar que todas las particulas estén en el mismo estado, sino
en el subespacio de Hilbert asociado a dicho autovalor. Para romper esta am-
bigiiedad, efectuamos justamente a continuacién una segunda medida filtrante
de un observable B compatible con A con valor b. Las particulas seleccio-
nadas tras las dos medidas estdn en un estado que es autoestado simultédneo
de A y de B. Podemos seguir con el proceso hasta completar un conjunto
de medidas de observables cuyos operadores constituyen un conjunto completo
de observables compatibles (CCOC). Asf, si a, b,c, ... son los resultados de las
distintas medidas filtrantes de los observables A, B C' . del CCOC, el estado
 final tras el proceso estd univocamente definido: es el tnico autoestado co-
miin de A, B,C, ... con autovalores a, b, c, ... De esta forma, tras esta medida
mazimal hemos preparado un estado cue’mtico: todas las particulas que hayan
“sobrevivido” a todos los filtros estdn en el mismo estado. Nétese que, por
una afortunada casualidad, CCOC significa igualmente “conjunto completo de
observables compatibles” y “conjunto completo de operadores compatibles”,
conceptos que en nuestro formalismo son equivalentes.

¢ Dados dos observables A Y g consideremos un tercer observable construido
a partir de ellos: C = —i[A, B|, (C es hermitico, como vimos en el capitulo
anterior). Sea entonces un estado normalizado cualquiera 1. Se tiene otro
teorema fundamental:

TEOREMA (relacién de incertidumbre generalizada): Sean
A y B dos observables. Si [ﬁ, §] = z'a, entonces para cualquier
estado ¢ se cumple que

(ad)y - (AB)y > 2|(B)y] (3.14)
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0, equivalentemente, puesto que el médulo de ¢ es la unidad

(80, (88), 23[(s[43]9).

La demostracién, es la siguiente. Dado el estado ¢ definamos los opera-
dores hermiticos
A=A-(A)y, ; B =B-(B)y.
Sabemos de la ecuacién (3.5) que
(a%), =12yl ; (aB) =1Bv| (3.16)

mientras que, como todo operador conmuta con un escalar (y (}?) vy (A)y
lo son)

[4,B] = [4, B (3.17)

De esta forma

- ({6 78Y) - (5 230) | = |(0.3%) - (0. 59)'| =

=2 11m (A"w, B"qp) | :

Ahora bien, para cualquier mimero complejo z se cumple la desigualdad
|z| > [Imz|. Por tanto

(4 [2.8] )| <2|(&v.By)].
Utilizando la desigualdad de Schwarz

(30.5%)] < ] [l

y usando (3.16)

(3.5%)

< (Aﬁ)w- (A§)¢.
Llegamos finalmente a que

o [y s

que es la desigualdad (3.15).
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La relacién de incertidumbre generalizada (3.15) nos informa sobre las
propiedades de las dos distribuciones de probabilidad asociadas a las medidas
de los dos observables A y B en un estado. Ello quiere decir que si conocemos
la incertidumbre de un observable A en un estado, entonces la incertidumbre
de B estd acotada inferiormente.

Un caso muy importante serd aquel en el que [g, §]A= ic, siendo ¢ un
escalar real. En este caso puede demostrarse que A y B tendrdn espectro
puramente continuo (se demostraré en el apartado 3.10, después de enunciarse
el postulado 6, y es muy importante porque es el caso de los operadores de
posicién y de momento lineal). La relacién de incertidumbre generalizada
nos dice entonces que el producto de las incertidumbres de A y de B estard
acotado inferiormente para cualquier estado, siendo |c|/2 dicha cota inferior.
Como consecuencia, si ¥, es un autoestado (no normalizable) de A, no quedara
m4s remedio que la incertidumbre de B en dicho estado sea infinita. Diremos
entonces que el valor de B est4 completamente indefinido en el estado Y,.

Es importante el detalle técnico referente a la no normalizacién de .
En caso contrario podriamos hacer el siguiente desarrollo:

(Ve [A.B]¥a) = (varABya) — (va BAv,)
(., Be) — (v BAY,),

Il

donde hemos utilizado el hecho de que A es hermitico. Pero como E¢a =
a,

(%ar [4 B ¥a) = (¥a: Bia) —a (¥ar Bea) =0,

en contradiccién con [ﬁ, §] = ic. La solucién a esta contradiccién estd en
que, puesto que 1, no es un vector del espacio de Hilbert, no podemos
tratar A actuando sobre dicho vector como si fuese un operador hermitico.
Recordemos que la igualdad

(¢, A¢) = (49.¢)
sélo es vilida para vectores del dominio de .Z, que son los estados nor-
malizables de H.

Los espectros de dtomos sometidos a un campo magnético muestran ciertas
caracterfsticas especiales. Esto se explica por la existencia de un momento
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magnético asociado a los dtomos, que interacciona con el campo magnético
externo. El momento magnético es la suma de dos contribuciones: la primera
es la debida a una carga eléctrica (el electrén, en este caso) que describe una
6rbita, y es asf proporcional al momento angular orbital; la segunda es un mo-
mento magnético intrinseco del electrén. Este momento magnético intrinseco
se escribe como

= _genu’Bg

F’e h 3
donde g, ~ 2 es un factor adimensional, denominado factor giromagnético del
electrén, § es el momento angular intrinseco o espin del electrén, y

eh

2mec

(3.18)

jig ~ 6 x 1079 eV /Gauss (3.19)
es el llamado magnetdén de Bohr del electrén (se ha dado su valor en el sistema
Gaussiano de unidades). El signo menos de (3.18) proviene del hecho de que la
carga del electrén es —e. Puesto que el electrén posee un momento magnético
i, la energfa de interaccién con un campo magnético B serd

B —ﬁe-B':ge%Bg-B'. (3.20)

Nota: El protén también tiene este momento magnético intrinseco, pero
en su caso el magnetén de Bohr es de signo opuesto y unas 2000 veces
menor ya que la masa del protén es aproximadamente 2000 veces mayor.
El neutrén, a pesar de ser una particula neutra, también tiene un mo-
mento magnético proporcional a su momento de espin 5. La explicacién
de este momento magnético “anémalo” es que el neutrén no es una par-
ticula elemental en sentido estricto, al estar compuesto de quarks, cada
uno de ellos con espin y carga neta. Admitamos, pues, en general que las
particulas tienen un momento magnético intrinseco que es proporcional
a su vector de espin, dependiendo la constante de proporcionalidad de
las propiedades de la particula. Esto también serd cierto para sistemas
formados por varias particulas, como un micleo o un atomo.

Imaginemos ahora que un haz lineal muy poco intenso de electrones se
hace pasar por un dispositivo en el que existe un campo magnético no uni-
forme orientado en una direccién, que vamos a suponer es el eje Z (este tipo
de dispositivos reciben el nombre general de Stern-Gerlach?). La energfa de

?Teéngase en cuenta que, estrictamente hablando, un campo no uniforme no puede tener
una tinica componente, debido a la relacién de Maxwell V- B = 0. Sin embargo, s{ podemos
hacer que una de las componentes del campo sea mucho mayor que las otras dos.
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interaccién del electrén con el campo serd

E=—f,-B=gtlsB(2),
donde s, es la componente 2z del vector de espin. Si el campo magnético no es

uniforme, sino que varfa a lo largo de la direccién 2z, aparecerd una fuerza en
dicha direccién de intensidad

BB 0B(z)
it agee’

F(2) = ge

Desde un punto de vista cldsico la componente s, del espin, es decir, la
proyeccién del vector § sobre el eje vertical, podrfa tomar cualquier valor
continuo entre + [3] y —|3], y el haz de electrones se abrirfa en un abanico
continuo al atravesar el campo. Sin embargo, el experimento muestra que el
haz inicial se desdobla tan sélo en dos haces bien definidos. El andlisis de los
~ resultados muestra que dichos haces corresponden a valores de s, iguales a
+h/2 y —h/2.

Nota: en realidad, la descripcién que estamos dando es una descripcién
ideal. En la préctica, es imposible hacer un experimento de Stern-Gerlach
con electrones porque la fuerza de Lorentz sobre una particula cargada
enmascararia la fuerza debida al momento magnético. El experimento de
Stern-Gerlach original (1921) se llevé a cabo con 4tomos de plata neutros
en su estado de menor energia, para los que la situacién es completamente
similar a la que aqui estamos tratando.

A la luz de los postulados de la M.C. podemos analizar el experimento como
sigue. Al hacer pasar un haz de electrones por un dispositivo de Stern-Gerlach
estamos midiendo una componente de su espin. En funcién del resultado de
la medida, el electr6n se desvia de una forma u otra. Por tanto, debemos
- concluir que si 8, es el operador asociado al observable s, éste sélo tiene dos
autovalores: +h/2. Por simetrfa, podemos decir lo mismo de cualquier otra
- componente del espin .

~ Estos resultados nos sugieren que el espacio de los estados del espin (esto
~ es, dejando de lado cualquier consideracién referida al estado mecénico de
la particula) de un electrén ha ser un espacio de Hilbert de dimensién 2.
- Podemos, pues, usar el espacio C x C, formado por el conjunto de pares de
- niimeros complejos (véase el apartado 2.7 sobre isomorfismos entre espacios de
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Hilbert). Si tomamos como base de dicho espacio de Hilbert la de autoestad
de s, tendremos que el estado

Yy = (3) representa el estado de espin con s, = g bien definido

mientras que el estado
0 . ', :
Y= 1 representa el estado de espin con s, = ~5 bien definido,

ya que estamos usando pares de nimeros complejos para describir el espin.
En esta base, el operador asociado a s, serd

g SRR AT
32—5(0 _1), (321)

como se puede verificar de manera directa, esto es, que 5,9, = £ (h/2)¢,.

Supongamos ahora que uno de los dos haces salientes de un Stern-Gerlach
orientado en la direccién Z (por ejemplo, el que estd formado por electrones en.
el estado de espin 9 ) atraviesa otro dispositivo, pero orientado en la direccién
X. Se observa entonces que cada uno de los dos haces salientes tiene igual
intensidad. Lo mismo sucede para el otro haz. Ello quiere decir que el valor
esperado de S, es nulo para un autoestado de s,:

(¢+,§x¢+) = (w_,é}@b_) =1

Idéntico resultado se tiene para un Stern-Gerlach orientado en el eje Y o en
cualquier otra direccién perpendicular a Z. En general, si ¢ es autoestado de
una componente del espfn, el valor esperado de cualquier otra componente per-
pendicular del espin es nulo. La asignacién (debida a Pauli) de los operadores
Sz,y asociados a los observables s,

L iR Mgk o g
5‘_5(1 0) ’ Sy*i(a‘ 0) (328

cumple todas estas propiedades (ademéds de otras més generales que se estu-
diardn en cursos més avanzados).

El espacio de Hilbert de una particula en una dimensién espacial es
el de las funciones ¢ (z) de cuadrado integrable. Si dicha particula
tiene espfn s = 1/2 (en referencia a los valores que toma una cual-
quiera de las componentes de §) y queremos incluirlo en nuestra
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descripcién, tendremos que usar el producto tensorial de los espa-
cios £2 (R) y C? = C x C (véase el apartado 2.17 sobre el producto
tensorial de espacios de Hilbert). Por tanto, el estado cudntico de
un electrén estard dado por un objeto que es una funcién de dos
componentes

W@ = (58 )=s@e(;)+ewe(]).

Este objeto se denomina funcién espinorial o espinor. Nétese que
si el estado estd normalizado, entonces

Proby (sz = :F:E) =f | (m)|2dm
2 R

(52) =§ A (|¢+ @)|* - |¢- (:1:)|2) dz.

+ . e Los postulados 1 a 4 establecen las bases de la descripcién de los sistemas
cudnticos. No hemos dicho nada, sin embargo, de la evolucién de dichos sis-
temas entre dos procesos de medida separados temporalmente. Necesitamos,
por tanto, un nuevo postulado que nos indique c6mo es la dindmica en la M.C.

Recordemos en primer lugar lo que dijimos acerca del tiempo como pardame-
tro tras el postulado 1. Para ser consistentes con la notacién allf establecida
deberfamos escribir los estados en la forma ,. No obstante, en esta seccién
escribiremos también v, = v(t) sin peligro de confusién, pues sélo tratamos de
establecer la relacioén entre los diferentes estados o vectores 1, que constituyen
la evolucién temporal del sistema.

POSTULADO 5.- Paraﬁtodo sistema fisico cerrado existe un
operador lineal hermitico H, llamado operador hamiltoniano, tal
que:

a) Es el operador asociado al observable energia total del sistema.

b) Determina la evolucién temporal del estado ¥, = v(t) del siste-
ma a través de la ecuacién:

= ﬂ
ihs(t) = B (t), (3.23)
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siempre que el sistema no sea perturbado por una medida. La
ecuacién (3.23) es la ecuacién de Schrédinger dependiente
del tiempo en su forma més general.

La constante universal /i es, como ya se indicé en el capitulo 1, la constante
de Planck racionalizada, h/ (27). Hay que senalar que el operador H puede
incluir operadores diferenciales de las coordenadas espaciales o del momento
lineal, de modo que la ecuacién (3.23) puede ser una ecuacién en derivadas
parciales. La forma explicita de H depender4 de cudl sea el sistema fisico a -
estudiar, que a su vez “sugiere” cudl va a ser el espacio de Hilbert conveniente
y la representacién (en definitiva, la base de vectores) que utilicemos en dicho
espacio. No obstante, independientemente de cudl sea esta forma explicita, la
ecuacién (3.23) es totalmente general, y por sf sola nos va a permitir obtener
una serie de resultados fundamentales que deben satisfacerse en la evolucién
temporal de un sistema.

Al decir que el sistema es cerrado estamos sefialando que sobre él no
actiian fuentes exteriores. Naturalmente, no hemos de confundir sistema
cerrado con sistema libre: si sobre una particula actia el potencial V(z),
nuestro sistema fisico cerrado estard constituido por la particula y la
fuente de dicho potencial que, en primera aproximacién, supondremos
imperturbable por la presencia de la particula.

Puede ocurrir, por el contrario, que el sistema esté afectado por fuen-
tes externas cuya evolucién temporal sea conocida. Un ejemple sencillo
serfa el de una particula sometida a la accién de un potencial V(z,t)
dependiente explicitamente del tiempo. En este caso se puede extender
el postulado 5 considerando la existencia de un operador hamiltoniano
H (t) que contenga esta dependencia temporal de las fuentes externas.
La ecuaci6én de Schrodinger (3.23) sigue siendo vélida, pero ya no podre-
mos decir que H (t) es el operador asociado a la energfa total del sistema
(entendida la energia total como aquella magnitud que se conserva en un
sistema fisico debido a su invariancia bajo traslaciones temporales).

Al igual que puede ocurrir que el observable hamiltoniano dependa del
tiempo, existen observables con similar dependencia temporal. Por ejem-
plo, como ya dijimos, el momento lineal o la posicién son observables
sin dependencia explicita en el tiempo pero el impulso lineal, defini-
do para una particula sometida a una fuerza conservativa como I(t) =
—(t — to) x dV(z)/dz siendo to un tiempo de referencia, es un senci-
llo ejemplo de observable con dependencia explicita temporal. En los
planteamientos formales més abstractos de la M.C., los observables con
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dependencia temporal son aquellos asociados a aparatos de medida que
evolucionan en el tiempo. Sin embargo, el registro final de la medida im-
plica un salto discontinuo que no es describible mediante la ecuacién de
Schridinger (ver las secciones que posteriormente se dedican al problema
de la medida). Resulta ocioso volver a insistir en que, bajo un punto de
vista matemético, el tiempo es un pardmetro que no tiene nada que ver
con la estructura del espacio de Hilbert de los estados.

El postulado 5 no nos da recetas de cémo es H para un sistema fisico
concreto. De nuevo tendremos que acudir a principios fisicos méds gene-
rales (y al postulado 6) para determinarlo. De hecho, eso es lo que se
hace cuando en los textos de Mecdnica Cldsica se “deduce” el lagran-
giano de una particula libre basdndose tinicamente en requerimientos de
simetrfa y de invariancia respecto de una traslacién temporal.® Son ese
tipo de argumentos muy generales los que permiten establecer la forma
del hamiltoniano A para un sistema fisico cualquiera.

e La ecuacién diferencial de Schrédinger es de primer orden en el tiempo.
Por tanto, si conocemos el estado en el instante inicial 9 (¢t = 0) (por ejem-
plo, como resultado de una preparacién a través de una medida maximal), la
resolucién de la ecuacién de Schrédinger nos permite obtener el estado para
cualquier instante posterior (siempre, claro estd, que no actie entre medias
una perturbacién exterior no englobada en H). Una forma elegante de ex-
presar esta evolucién es mediante el llamado operador de evolucion temporal,
que explicaremos a continuacién para el caso més sencillo de un hamiltoniano
independiente del tiempo (caracteristica que siempre supondremos salvo indi-
cacién expresa de lo contrario). Este operador tendrd una importancia crucial
en formulaciones més avanzadas de la M.C.

Definimos el operador de evolucién temporal U (t) como aquel ope-
rador que actida en el espacio de los estados de manera que, dado un estado
cudntico en el instante ¢ = 0, su actuacién sobre éste nos da el estado cudntico
en el instante t:

Utw(0)=9(t). (3:24)
Si introducimos (3.24) en la ecuacién de Schrédinger (3.23) tenemos:

(G0 0) =7 (F0w ) = 0800 = (700)v0

#Véase, por ejemplo, el libro de Landau y Lifshitz Mecdnica (Editorial Reverté).
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y como la anterior igualdad es vilida para cualquier estado 1 (0), tenemos la
siguiente identidad entre operadores:

AL ]
ih— = = HU(t); (3.25)

a la que debemos anadir la “condicién inicial”
v =1, (3.26)

donde T es el operador identidad. Las ecuaciones (3.25) y (3.26) constituyen
formalmente una ecuacién diferencial de primer orden cuya solucién (para
operadores) es

B it§_°°1 itnﬁn o
(t) =exp (—E ) = ZE (—E) : (3.27)
n=0

Evidentemente, U (t)no es un operador hermftico, por lo que no repre-
senta magnitud observable alguna. Sin embargo supone una representacién
muy gréfica de la evolucién temporal del estado cuédntico dentro del contexto
matemadtico de la teorfa de espacios de Hilbert. A partir de la expresion an-
terior es fdcil demostrar las siguientes propiedades del operador U (t) para un
hamiltoniano H independiente del tiempo:

L o) =0(t-1) (7).
Esta igualdad muestra la mencionada invariancia bajo traslaciones tem-

porales de un sistema en el que la energfa se conserva. La evolucién entre
dos instantes depende tnicamente del intervalo de tiempo transcurrido:

si ¢ (0) = 9(7) entonces ¢ (t) = ¢ (7 + t).

2 ﬁ(tl +13) = f}(tl) i}(tg).

3. U~1(t) = U(~t), como consecuencia U (t)U(~t) = U(-t)U(t) = 1.
Por otra parte, Ut(t) = U(—t), por lo que se tiene que U )Tt (t) =
Ut#)U(t) = 1, con lo que:
U(t) es un operador unitario y la norma del estado P (t) se
conserva en la evolucién temporal.

Nota: El ultimo resultado puede demostrarse directamente a partir de la
propia ecuacién de Schrédinger. En efecto, sea el estado cudntico 9 (t).
Su norma al cuadrado es

I @) 112 = @ (2),% )
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¥, por tanto,

O =(T52.00) + (v0.%2).

Recordando las propiedades fundamentales del producto escalar

sl O1F = (v0,258) + (4o, 252 —re (w0, 22)

e introduciendo el operador hamiltoniano y la evolucién temporal (3.23)
0 2 —i = —3 -
SO =2Re (w0, F A0 () =2Re {3 (w0, Bv 1) }.

Pero, puesto que H es hermftico, el valor esperado (ﬂ) (1) ,ﬁr 1) (t)) es

real (de hecho, es el valor esperado (E), de la energfa mecénica en el
estado 9 (t) en el instante t). Como consecuencia, —i (E), /h es un
valor imaginario puro cuya parte real es nula. Asf

—IIzb B =2l @l 3 U”ﬁb(t] =0 = —IIw(t) =0
(3.28)

(el mismo resultado se tiene si H es un hamiltoniano dependiente del
tiempo; trate de demostrarlo). Por lo tanto, si el estado v (0) estaba
normalizado 1) () seguird estdndolo mientras el sistema siga su evolu-
cién dindmica determinada por el hamiltoniano. Este comportamiento
contrasta abiertamente con lo que sucede en el proceso de medida (véase
apartado 3.4).

o Al ser H un operador hermitico, existe una base completa del espacio de
Hilbert de los estados formada por autoestados de H, que reciben el nombre
de autoestados de la energia. Consideremos uno de estos autoestados ¢, ;,
siendo el autovalor correspondiente la energia E,,. Entonces

TEOREMA: Sea ¢, ; un autoestado de H con autovalor la ener-
gfa E,. Supongamos que para t = 0 el estado cudntico es 9 (0) =
¢n ;- Entonces la evolucién temporal de dicho autoestado es

% () = exp (—%) @ns = oXP (—?E,.f) $0).  (3.29)
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Por tanto, si en un instante dado de tiempo el estado cuéntico
es autoestado de H, la evolucién temporal del mismo se reduce
a un cambio en una constante multiplicativa de médulo unidad.
Dicho de otra forma, los autoestados de la energia son estados
estacionarios que no evolucionan fisicamente en el tiempo.

Ejercicio: Demuestre el teorema anterior, usando tanto la ecuacién de
Schrédinger como el operador de evolucién temporal.

De esta forma, para un autoestado de H , ninguna de sus caracterfstica
fisicas (valores esperados, probabilidades de medicién, etc.) evoluciona en ¢
tiempo. Obviamente, la ecuacién que satisface un estado estacionario es |
ecuacién de autovalores asociada al observable H

E Pn,j = Eﬂ‘}an,j ’ (3
que es la llamada ecuacién de Schrédinger independiente del tiem -':____

e La expresién (3.29) es cierta sélo para estados estacionarios. Supongamos
ahora, que tenemos un estado cuéntico cualquiera % (0) en t = 0. Puesto
como acabamos de decir, existe una base de estados estacionarios, podemn
escribir el desarrollo de Fourier de ¢(0) en esta base: ‘

% (0) = ZZ P jr ¥ (0)) p ;= chw(om,y (331

n j=1 n j=1

donde ¢, ;(0) son las coordenadas de 1 (0) en la base de autoestados de
En un instante cualquiera ¢, se ha de cumplir que

(t) R ZZ wﬂ,f:"w(t )(pﬂj chn,_? (t Soﬂ,j (3

nJ_ n_;.-_

Al aplicar la ecuacién (3.23), por la linealidad de /0t y H,

ZZ( 66&3@ ) chﬂd(t H‘PM Zicn.j(t)EnS%J- |

n j=1 n j=1 n j=1

Si dos estados son iguales, son iguales sus coordenadas en una misma base.
De esta manera ha de cumplirse que

; 8Cn,‘ t :
zh% = Bt (1), (3.33)
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que tiene como solucién

en(®) = ens@exp (2. (334

Por tanto, la solucién general a la ecuacién de Schrodinger dependiente del
tiempo es

9n :
PO =3 | X ensOpns | exp (-2). (3.35)

n j=1

Ejercicio: Obténgase la igualdad (3.35) utilizando el operador de evo-
lucién temporal U (t).

Ejercicio: Obténgase la igualdad (3.35) a partir de (3.29) y aplicando
el principio de superposicién: si ¢(0) = ap(0) + bep(0), entonces ¥ (t) =
at) (t)+be (t) (esto es debido, naturalmente, a la linealidad de la ecuacién
de Schrédinger).

Ejemplo: Consideremos un cierto sistema fisico en el que las energfas
permitidas (autovalores de H) son €1, €2 y €3. Una base de autoesta-
dos de la energfa es {¢;,95,, 929,93} (nétese que el autovalor 3 es

degenerado). En t = 0 el estado cudntico del sistema (ya normalizado)
es

¥(0) = 7 {% + V20, — iy — ‘Ps}

Calcular el valor esperado de la energia en t = 0. ;Cudl el estado del
sistema a un tiempo t? ;Cudl es, para ese instante de tiempo, el valor
esperado de la energia?

De manera directa

£1+3€2 +E3

Al -2

E1+ £g +

E2 +

E"]:% ‘f

La evolucién temporal de 1 () se obtiene facilmente a partir de (3.35):

P(t) = % { Tkt (\@Pz,l = 3'902,2) = e“’“’“‘aps},

donde w,, = &, /h. De esta forma

e—iwit 2 De—iwat je—iwat |2 —e—iwat 2
E), = 0| .- Bl 9V b M| P
( )t \/3 €1 ‘\/g 2 \/3 €2 \/5 €3
= (E)o
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esto es, el valor esperado de H no depende del tiempo. Lo mismo puede
decirse de cualquier otra magnitud relativa a la energia (probabilidades
de medicién, incertidumbre, etc.) pero no necesariamente de otras mag-
nitudes fisicas.

4 Al igual que

e Consideremos un observable A independiente del tiempo.
hemos postulado cudl es la ecuacién de evolucién temporal para un estado,
podemos obtener una expresién que nos sefiale cuél es la evolucion del valor
esperado (A);. En efecto, a partir de la definicién de valor esperado,

ih% <,21I>t = z’h% (w (t), Ay (t))

¥ como A no depende explicitamente de ¢, esto es oA /8t = 0, podemos escribir
mee e ) -~ ~. 0
g (A), = (-ingw @), v ) + (v @), Aingw 0)

(nétese que hay que tratar los escalares imaginarios correctamente: por eso
aparece —i en el primer sumando). Utilizando una vez més el postulado 5,

i (2) = (~By ), A @) + (v ), ABv(),
pero H es hermitico, luego

ih% (E)t = (w ), (Eﬁ = ﬁﬁ) Wb (t)) :

De esta manera, introduciendo el conmutador, llegamos a la importante ecua-
cién

8y (2= (], =

“Esto no quiere decir, ni mucho menos, que los valores esperados, o las distribuciones
de probabilidad, de las magnitudes fisicas asociadas a A no varfan el tiempo, pues estas
caracterfsticas se obtienen a partir de vectores de estado que si evolucionan en el tiempo.
Asi, el valor medio de A para el estado cusntico 1 (t) normalizado vendra dado por

A= (v©), A0 0),

que es una cantidad que, en general, cambia en el tiempo.
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que nos relaciona la variacién temporal del valor medio de un ob-
servable con el valor medio del conmutador del observable con el
hamiltoniano.

¢ Dado un observable ;’I, decimos que A es una constante del movimiento si
el valor medio de dicho observable es constante en el tiempo para cualquier
estado (sea estacionario o no). Como consecuencia inmediata de (3.36)

A es constante del movimiento si y sblo si [21: H ] =0. (3.37)
Evidentemente, la propia energfa es una constante del movimiento.

o Si A es una constante del movimiento, entonces A y H son observables com-
patibles. Asf podemos construir una base del espacio de los estados formada
por autoestados simultdneos de A y H. Sea entonces Pe q,; €Sta base, donde ¢

indica el autovalor de la energfa, a el del observable A y J, como siempre, es
- un indice adicional que nos informa de las posibles multiplicidades. De esta
- forma, cualquier estado puede escribirse para ¢t = 0 como

'@b (0) = Z Z Ce,a,j ‘Pe,a,j

£ga j

¥, para un instante de tiempo dado,

P ()= exp(—ict/h)cca; Py

ga j

_: Para este instante de tiempo, la probabilidad de que al medir A se tenga el
~ valor a serd

Proby, (“)':

Il

ZZ|exp(—iet/ﬁ) Ceii]

S ]

= 2.2 lecas
g Iy

- donde el sumatorio se extiende sobre los fndices correspondientes. Esto de-
muestra un importante resultado adicional: si A es una constante del
~ movimiento, la probabilidad de que al medir A se obtenga un de-
~ terminado valor es constante en el tiempo para cualquier estado
~ cudntico. Obviamente, la reciproca también es cierta: si las probabilidades
~ son constantes en el tiempo, los valores medios también lo son y, por tanto, el
‘observable es constante del movimiento.

2 = Proby, (a) ks
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Nota: se debe recordar que si la medida se realiza y tiene lugar el
colapso del estado, puede cambiar el valor esperado de una cons-
tante de movimiento (aunque el observable sea una constante del
movimiento; véase el apartado 3.4, Reduccidn del estado cudntico).

La compatibilidad entre H y cualquier constante del movimiento tiene
otra importante conclusién. Si queremos construir un CCOC que contenga
al hamiltoniano, dicho CCOC estard formado por constantes del movimiento.
Por ejemplo (no incluimos el espin), en el 4tomo de hidrégeno un CCOC es el
compuesto por la energia, el cuadrado del momento cinético y su componente
z. Cualquier estado de la base asociada estd unfvocamente caracterizado por
los autovalores ey, £(€£+ 1) A% y mgh de estos tres observables.’ Los fndices
n, £y my son los nimeros cudnticos caracterfsticos del d4tomo de hidrégeno en
esta descripcién. En general, puesto que por conveniencia siempre trabajamos
en una base de estados estacionarios, los niimeros cudnticos estdn asociados a
los valores que toman las diferentes constantes del movimiento.

e Hay una confusién bastante extendida relativa a este punto, que debe evi-
tarse. Si A es una constante del movimiento, (A)g = cte para cualquier estado
cuéntico. Esto no tiene nada que ver con el hecho de que, para cualquier
observable §, su valor esperado es constante en un estado estacionario
(autoestado de la energfa). El hecho (B); = cte. en un estado estacionario no
nos aporta nada, puesto que esta invariancia temporal es debida al cardcter
estacionario del estado, no a ninguna peculiaridad especial de B (que, por
ejemplo, puede no conmutar con H).

e Consideremos un cierto observable A y un estado cudntico ¢ (t). Definimos el
tiempo propio de evolucién del observable A en dicho estado como la cantidad

(3.38)

La interpretacion fisica de 7 ; es sencilla. Nétese que en primera aproximacion
(siempre que 9% (A) /Ot? sea pequeia) podemos escribir

@)Hrﬁ ~(4 > A B¢ <A>

%La deduccién completa del espectro de los operadores del momento angular se hace en
P P P g

cursos superiores. Baste saber que los autovalores de L2 y L. tienen la forma indicada en el

texto, con £ un entero no negativo y mg un entero.
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esto es, por (3.38)

© PRI MLV

Por tanto, el tiempo propio de evolucién es, aproximadamente, el tiempo ne-
cesario para que el cambio en el valor esperado de un observable sea del orden
de la incertidumbre del mismo. Figuradamente, el tiempo propio de evolucién
es el tiempo que es necesario que transcurra para que el valor medio de A varfe
de forma apreciable (variacién del orden de la incertidumbre del observable en
el estado). Si ahora introducimos en (3.38) la ecuacién de evolucién temporal
(3.36) se tiene que

pero, por la relacién de incertidumbre generalizada (3.15),

(34), (o2) 2 2 ([A11), o
de forma que, inmediatamente,
A .LA (3.40)
2AH

Esta es la llamada relacion de incertidumbre eneryfa/tzempo Nétese que he-
mos eliminado la dependencia temporal de AH puesto que H es una constante
del movimiento. Nétese también que esta relacién no se establece entre las in-
certidumbres de dos operadores determinados para un cierto estado cudntico,
sino entre la incertidumbre de la energfa AH y el tiempo propio 7 ; de cual-
quier observable.

Fisicamente, si un estado tiene una energfa “bastante bien definida” (esto
es, AH ~ 0) el tiempo propio de evolucién de cualquier observable sers grande
¥, por tanto, el sistema evoluciona lentamente en el tiempo. Recfprocamente,
si existe algﬁn observable para el que 73 ~ 0 (evolucién temporal répida),
necesariamente AH > 0 y la energfa del estado estd “mal definida” en el mis-
mo. Por ltimo, si el estado es autoestado de la energfa, AH = 0, y el tiempo
propio de cualquier observable (no sélo de las constantes del movimiento) es
infinito: el estado no evoluciona de manera alguna y estamos hablando de un
estado estacionario.
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e Otro aspecto interesante de la evolucién de los sistemas cudnticos, que ya
hemos podido observar en algunos de los ejemplos anteriores, es el siguiente.
Consideremos un estado que en t = 0 es combinacién lineal de dos autoestados
de la energfa correspondientes a dos autoenergias distintas e y eq:

¥ (0) =apy +bpy con [af +[b* = 1.

En este caso, la evolucién temporal de 9 es inmediata:

i€t teat
Y (t) = aexp (—Tl) ¢+ bexp (—TQ) ©a-

Sacando factor comun la primera exponencial temporal

Y (t) = exp (—%) X {a% + bexp (—%(52—;51”) 902} :

Pero escrito el estado de esta forma, la primera exponencial temporal es un
simple factor multiplicativo de médulo unidad que no tiene significacién fisica.
Es licito entonces reescribir v (t) como

¥ (t) = ap; + bexp (—iwiat) @, (3.41)

donde w1z = (e2 —e1) /h. Observamos asf que la evolucién del estado es
periédica en el tiempo con periodo T = 27 /w12; concretamente

2 h
)=y (t+nT) ; n=012,... ; T=—=
9(t) = (¢ +nT) —oo

(3.42)

y, naturalmente, todas las propiedades fisicas del estado poseen similar evolu-
cién temporal.

Ejercicio: Considérese que el estado cudntico es una combinacién lineal
de N estados estacionarios de energias €1, €s,..., £yy. Demostrar que el
estado evoluciona periédicamente en el tiempo si y solo si la razén entre
las energfas £1, €2,...,e y €8s conmensurable, esto es si

£1:€2% ... 1EN=N1 Mg ..INN
con todos los n; mimeros enteros. ;Cudl serd entonces el periodo T aso-

ciado a dicha evolucién temporal?

Sugerencia: imponer la igualdad ¥ (t) = ¥(t + nT") y a partir de ella
deducir que para que exista una solucién 7 se tiene que cumplir la relacion
de conmensurabilidad entre las energfas.
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Es interesante darse cuenta que la evolucién del estado cudntico de un
sistema es completamente determinista siempre que no efectuemos una
medida, puesto que en el resultado de la misma y por ende, en el colapso o
reduccién cudntico correspondiente (véase el apartado 3.4), aparece una
componente estocédstica cuyo valor no es predecible exactamente a partir
de la representacién v (t) del estado cudntico. Ahora bien, lo que real-
mente nos interesa de un sistema son sus propiedades fisicas medibles y,
por tanto, éstas no siguen una evolucién completamente determinista si
se realiza alguna medida. Naturalmente, esta conclusién presupone que
la interpretacién de los anteriores postulados es la que hemos dado aqui;
pero bien pudiese ocurrir, como afirman otras teorias no ortodoxas pero
no por ello menos consistentes, que el conocimiento maximo de un estado
cudntico no lo dé el vector de estado v (t). El cardcter probabilista de
las mediciones en M.C. no serfa entonces una propiedad esencial de la
naturaleza, sino que vendrfa dado por un conocimiento incompleto del
estado fisico. Existirfan asf una serie de variables ocultas cuyos valores
no pueden inferirse a partir de la representacion 1 (¢); pero si tuviésemos
forma de conocer dichas variables ocultas podriamos determinar com-
pletamente la evolucién del sistema, incluyendo los resultados (no las
probabilidades) de una posible medida. Estas teorfas, sobre las que vol-
veremos més adelante en el apartado 3.17, no quitan validez alguna al
formalismo cudntico tal como lo estamos exponiendo. Sélo cuestionan su
interpretacion.

e Hasta ahora los postulados de la M.C. son muy generales, en el sentido de que
no hacen mencién alguna a un sistema fisico concreto. A pesar de ello hemos
adelantado cudl ser4 el espacio de Hilbert de los estados de una particula que
se mueve en una dimensién. Volvemos a hacer hincapié que los postulados no
nos dicen cémo describir un sistema cuantico determinado; ha de ser el propio
fisico quien, tras el anélisis pertinente, sea capaz de encontrar la descripcién
que mejor se adapte al sistema.

Sin embargo, hay un punto que debe postularse: cuél es la relacién entre los
observables mecénicos “cldsicos” y su descripcién a nivel cudntico. Esto tiltimo
es esencial, puesto que es preciso salvaguardar el caricter de la mecénica clésica
como “lfmite” de la mecénica cudntica. En el estudio de la Mecanica Analitica
podré el lector comprobar el fuerte paralelismo entre algunos resultados de la
misma y este postulado que ahora enunciamos:
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POSTULADO 6.- Si en un sistema clésico las coordenadas car-
tesianas de la posicién son z1, 22, ..., TN ¥ P1, P2, ..., PN SON SUS O~
mentos canér}j‘cogh conjugados, entonces los operadores hermiticos
X1,X2,... y Pi, Ps,... que representan estos observables en M.C.
deben satisfacer las reglas de conmutacién canénicas

PORCOR
(3.43)
[)?,;, ﬁ_.’.] = 1h &;5,

donde 8;; es la delta de Kronecker.

Si la expresién cldsica de un observable A es

A (1:1: Z2,.--,LN;P1,P2, apN)

entonces, el operador correspondiente A se obtiene a partir de la ex-
presién anterior sustituyendo las variables x;, p; por los operadores
5(2;, 13; Noétese que, en general, serd necesario reescribir convenien-
temente A en funcién de las variables z;, p; para que la mencionada
sustitucién dé lugar a un operador hermitico.

e Analicemos en detalle el postulado 6 para una particula de masa m que se
mueve en una dimensién espacial. En este caso, la coordenada cartesiana es
la posicién = y el momento canénico conjugado es el momento lineal p. Las
reglas de conmutacién candnicas (3.43) se reducen entonces a

[}'E, ﬁz] —ih (3.44)

Puesto que cualquier observable mecénico es funcién de z y p (y, eventual-
mente, del tiempo), entonces

A=A(z,p) — A=AX,DPB,). (3.45)
Por ejemplo, la energia cinética vendra dada por el operador
-~ 1 -,
K=—p2 3.46
2 m P.’.B ? ( )

y la energfa potencial V(z) (si la particula se mueve bajo la accién de una
fuerza conservativa) estd representada por

V=v(X), (3.47)
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por lo que el operador energfa (el hamiltoniano) serd, simplemente,

-~ | 8> o
H= %Px + V(X). (3.48)
Nota: Como ya hemos comentado, pueden surgir dudas en situa-
ciones como la siguiente. Sea el observable cldsico zp. Si efectua-

mos directamente la asignacion r — X y p — ﬁw el resultado

serd un operador no hermitico. Sin embargo, g reescribimos la
expresién cldsica como (xp + px) /2, entonces (X P + PX )/2 st

es hermitico y éste serd el operador que represente a la cantidad
cldsica xp.

No obstante, la regla anterior para construir operadores cudnticos a partir
de magnitudes clésicas tampoco estéd libre de ambigiiedades. Suponga-
mos, por ejemplo, que queremos construir el operador cudntico asociado
a la magnitud cldsica zzp. Si partimos de x(zp) llegamos a

—— ——

(RXE +XBX) = %(;‘z(;’zﬁx+ﬁxf)+(2a+ﬁmf);’f)

b3 =

; [ RIS S e e
= Z(sz“”' + P, X% 4 2XP.X),
mientras que si partimos de z2p llegamos a
| A 0 S
E(Xsz + P.X?). (3.49)

Al final del primer capitulo vimos que a la posicién se le puede asignar
el operador X = z y al momento lineal el operador P, = —ih d/dx dentro
del espacio de Hilbert £2(R). También hemos visto en distintos ejemplos
del capftulo anterior que el espectro de estos dos operadores es continuo (la
inclusion de la constante % dentro de la definicién de P, obviamente no cambia
el resultado que vimos en su momento para —i d/dz). Lo que queremos resaltar
ahora es que esta continuidad del espectro de los operadores de posicién y
momento puede deducirse directamente de las reglas de conmutacién (3.43) y
es independiente de una asignacién concreta. Esto ya se apunté en la discusién
acerca de la no normalizacién del estado cudntico (que segufa a la demostracién
de la relacién de incertidumbre generalizada en el apartado 3.5), pero vale la
pena repetir ahora el razonamiento.

Supongamos que el espacio de Hilbert de los estados de una particula
que se mueve en una dimensién tiene dimensién finita. Entonces, cualquier
operador hermitico definido sobre dicho espacio tendrfa un espectro puramente
discreto. Pero si dos operadores A y B tienen un espectro discreto, su
conmutador no puede ser igual a un operador escalar no nulo. En
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efecto, sea ¢, un autovector de A con autovalor a. Puesto que ¢, es un vector
del espacio de Hilbert, los siguientes pasos estdn completamente justificados:

(s [1.5].)

(#0sAB4s) — (#0BASs) = (A6, Bga) — (60, BAg,)
a(#aBa) — a (#aB4a) =0

por lo que 2, B| no puede ser igual a un escalar (excepto en el caso de que

el escalar sea el cero) y debe ser igual a algiin otro operador. En definitiva, si
el conmutador de dos operadores es un escalar, dichos operadores
no pueden tener un espectro discreto.

M4ds aun, el desarrollo anterior sugiere que los espectros de X y de P,
tienen que ser estrictamente continuos y que sus autoestados son impropios
(esto es, que no son estados normalizables del espacio de Hilbert). Como
consecuencia, la asignacién estdndar:

Espacio de los estados — L%(R)
Estados cuanticos — Funciones ¢(z) de cuadrado integrable ,
& & (3.50)
r— X talque  X9Y(z) = zy(x)
p— P, talque Pu(z)= —ih%d}(:r:)

cumple todas las propiedades requeridas del postulado 6. De hecho, la asigna-
cién (3.50) puede considerarse como la versién restringida del postulado para
una particula que se mueve en una dimensién (en la denominada representa-
cién de posiciones, como veremos en el apartado 3.11).

e Para una particula en tres dimensiones, la extensién natural de (3.50) es

Espacio de los estados — £2(R3)
Estados cudnticos — Funciones (¥) de cuadrado integrable en R3

z—>X  talque X¢(R)=cy()
§=+¥ talque Yo (7) =y ¢ (F)
z2—Z talque Zy (F) =z 9 (7)
p:— P talque Py () = =ikl (7)
py— P, talque Py (F) = —ihZ ()
p,— P, talque By (F)=—-ikLy ().

(3.51)
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Ejercicio: Verificar que los observables {.f ? f’, 2 } y {ﬁz, ﬁy, 13,,} satis-
facen las reglas de conmutacién canénicas.

Ejemplo: Para una particula en tres dimensiones, la componente z del
momento cinético clésico es

| Ly =yp. — z2py.

Anédlogamente, las otras dos componentes son

Ly = Zpz — TP
L; = zpy—yps-

De esta forma, el operador que representa de manera natural a la com-
ponente z del momento angular cudntico es

o~

L.=YP.-ZP,
que es hermitico pues

- -

_BIPt BBt = BP—P,Z2=PP. - 2P, = L.,

"U)

-ZP,

"U)

donde hemos tenido en cuenta que [ﬁz, ?] = [ﬁy, Z| = 0. Haciendo la
sustitucién dada en (3.51) obtenemos

Ez = —ih (y% - z%) ;

procediéndose de igual forma para el resto de las componentes de S i
Nétese que

[£..2,] = [PP. - 28,25, - X2)].

Desarrollando y escribiendo solamente aquellos conmutadores que en
principio no son nulos

[£..2,] = [72.. 25 + |25, XB.] = [7P.,28.] + [,2.P.%).

Aplicando las reglas del dlgebra de conmutadores y, de nuevo, eliminando
los conmutadores que son nulos tendremos

[fe.Z,] =7 [B.2] B+ B, [2,B] X

y, aplicando ya las reglas de conmutacién canénicas, nos queda

[Ez, Ey] = —ihY P, +ihB,X =ik (iﬁy = ?ﬁx) —af 68
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Por simple intercambio de indices tenemos que

[Ey,fz] = ikL,
(3.53)
[Ez,?jx] =ihL,. :

Las expresiones (3.52) y (3.53) se conocen como reglas de conmutacion
del momento angular o cinético.

Ejercicio: Definiendo el observable cuadrado del mddulo del momento
cinético como L? = L2 + L2 + L? comprobar que

[£2,2.] = [25,] = [ 2] =0

(fijese que basta comprobar la compatibilidad de L2 con una sola com-
ponente del momento cinético, ya que entonces el resto de la relaciones
se obtienen por transposicién de indices).

Ejercicio: Verificar que, para una particula de masa m que se mueve en
tres dimensiones, el observable energia cinética

SO B 1 PR
conmuta con todas las componentes del momento cinético. Como conse-
cuencia, para una particula que se mueve libremente en tres dimensiones

el momento cinético serd una constante del movimiento.

Ejemplo: Para una particula en tres dimensiones que se mueve bajo la
accion de una fuerza central, la energia potencial depende inicamente de

2% 4+ y? + 22 = r2. Verifiquemos que |L,, ?'Q] = 0. La metodologia del
cédlculo es idéntica a la del ejemplo anterior:

[Em,ﬁ] = [?ﬁz — 2B X2 Lyt 2?]
= [PP.7] - [2B, 77| =7 [B. 2] - 2 [P, 7]
= ¥Z [ﬁz,f] LY [ﬁz,é‘] s [ﬁy,?} =7 ﬁy,ﬂ Y
= YZ(—ih)+Y (—ih) Z — ZY (~ik) - Z (~ih) ¥
= —2KYZ +2RZY
¥ como 2 % conmutan

[Em??] =i

L
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El resto de los conmutadores se obtienen por simple sustitucién de indices.

Por lo tanto, para una fuerza central el momento cinético conmuta con
K (como hemos visto en el ejemplo anterior) y con Vsie potencial de-
pende sélo de la coordenada radial (ya que las componentes del momento
cinético conmutan con 2, inmediatamente conmutan con cualquier fun-
cién de 72?). Como consecuencia, los operadores de momento angular
conmutan con el hamiltoniano: el momento angular es una constante de
movimiento, en completo acuerdo con el resultado cldsico.

Ejercicio: Una particula de masa m en tres dimensiones se mueve bajo
la accién de una energia potencial de la forma

V=vV(?+42).

Demostrar que p, es una constante del movimiento. Comprobar que L,
también lo es.

e Todos los ejercicios y ejemplos anteriores muestran la importancia de las
reglas de conmutacién canénicas dadas en el postulado 6. En general, las
leyes de conservacién que eran ciertas para sistemas cldsicos lo siguen siendo
en los andlogos cuédnticos. Sin embargo, las asignaciones dadas en (3.50) y
(3.51) no son tnicas. (Nétese que las conclusiones de los ejemplos anteriores
se basaban en las reglas de conmutacion y no en las asignaciones concretas
para los observables de posicién y momento lineal). Como veremos en las
dos siguientes secciones, la interpretacién directa del vector que represente al
estado estara dada por cudl haya sido la asignacién concreta, compatible con
el postulado 6, de los observables de posicién y momento.

e La eleccién (3.50) de los operadores posicién X y momento P, para una
particula que se mueve en una dimensién es la mds intuitiva si consideramos
las conclusiones a las que llegamos tras la discusién del capftulo 1. En efecto,
vimos allf que a la posicién se le podfa asignar el operador X = x y, como ya
sabemos, las autofunciones de ese operador X son las deltas de Dirac (véanse
los problemas del capitulo 2). De esta forma, dado el estado genérico 1, éste
estard representado por una funcién de estado ¥ (x) de £%(R) (evitemos por
el momento la costumbre de identificar directamente el estado con el vector 1
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del espacio de Hillggrt)ﬁ. Nétese que VU (z) puede escribirse en términos de las
autofunciones de X en la forma

@(m)=‘[#6(x—a)\ﬂ(a)da

¥y, en consecuencia, el valor de la funcién de estado ¥ (a) puede identificarse
directamente como la coordenada de la funcién en la base de autoestados de la
posicién. En consecuencia, |¥ (a)|? da ser4 igual a la probabilidad de encontrar
a la particula en el intervalo (a,a + da). De esta manera, el cdlculo del valor
medio se hace siguiendo las leyes generales que hemos visto anteriormente

(%) - fmauf (a)[? da,

y de similar manera se evaluarfa la incertidumbre.

Es importante darse cuenta de que la asignacién X = z no es en absoluto
un requisito necesario para obtener este tltimo resultado. En efecto, hemos
visto a partir de las reglas de conmutacién canénicas, que el espectro del
operador posicién ha de ser continuo y, por obvias razones fisicas, igual a todo
R. Lo que necesitamos para obtener los resultados anteriores es asegurar que
las coordenadas del estado 1 en la base impropia de autoestados de la posicién
son las dadas por ¥ (a); esto se asegura con la identificacién X = . Lo que
resulta evidente es que tenemos completa libertad para escoger la forma del
operador X siempre que seamos consistentes con la base postulacional de la
M.C. Asi, la expresién concreta de la funcién de estado puede cambiar, pero
desde luego lo que ha de permanecer invariable es la funcién ¥ (a) de las
coordenadas del estado en la base de autoestados de la posicién, ya que es
aquf donde reside la informacién fisica. En otras palabras, la informacién
ftsica relevante se obtiene a partir de los productos escalares del vector de
estado que representa a Y con otros vectores de estado. Naturalmente tales
productos escalares estdn univocamente determinados por los vectores que se
multiplican y, por lo tanto, son independientes de la representacién concreta
que escojamos dentro del espacio de Hilbert. Hasta aqui, el formalismo es
totalmente general.

e Repitamos lo que acabamos de hacer con el operador % , Pero para un opera-
dor hermitico A genérico. Sus autovectores ¢, constituyen una base del espacio
de Hilbert de los estados cuédnticos. Asi, cualquier vector 1 del espacio de Hil-
bert (y ahora ya volvemos a usar la identificacién habitual vector«—estado)

SEn este apartado, y en el siguiente, denotaremos la funcién de onda con letras griegas
maysculas, por ejemplo ¥ (z), para evitar la confusién entre el estado 1) del espacio de
Hilbert y su representacién como funcién de onda ¥ (z).
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puede escribirse de la forma

b= ($a,%) s

si el espectro de Aes discreto, o

T

si el espectro es puramente continuo. (En el caso més general, el espectro
de A tendrd una parte discreta y una parte continua, a la vez que degenera-
cién). Los escalares (¢,,v) son las coordenadas del vector v en la base {¢,}
y tales coordenadas representan univocamente al vector . En dicha base el
producto escalar de dos vectores se escribe, como ya sabemos, como

C = @0 0a?) o [ (060)(60v)da

y los elementos de matriz de un operador B estan dados por

(9.B9) =" (0190) (90 Bbwr) (¢, ¥)

a,a’

[ [ @60 (¢0Bou) (6 v) dada

En el postulado 5 ya vimos que una base particularmente importante es
la que constituyen los autovectores del operador hamiltoniano H, pues es este
operador el que determina la evolucién temporal de los vectores de estado. Vi-
mos también cémo se traduce la ecuacién general (3.23) del postulado de evo-
lucién temporal en una ecuacién diferencial concreta (3.33) para la evolucién
temporal de las coordenadas de 9 en la base constituida por los autovectores
de H.

Por otra parte, el postulado 6 nos ha senalado que otras dos bases especial-
mente importantes son las constituidas por los autovectores de los operadores
X y P. Recordemos, una vez mds, que en mecdnica cldsica las magnitudes po-
sicién y momento juegan un papel esencial como ejes del espacio de las fases, y
cualquier otra magnitud mecdnica se construye a partir de ellas. El postulado
6 traducfa esto en términos cuédnticos, pues nos dice cémo se construyen los
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observables cudnticos a partir de las magnitudes cldsicas mediante las reglas
de conmutacién candnicas y ciertas reglas de correspondencia.

e Tras esta digresién podemos volver a evaluar las coordenadas de 1 en la _
base de autoestados de la posicién, pero sin mencionar su forma especffica. Si
¢, son los vectores propios de X es decir X ¢, = x¢,, tenemos que Y puede
escribirse como

= /m (601) 6, d (3.5)

donde, repitamos, el conjunto de coordenadas (¢,,) constituye un conjunto
continuo. Asf, para cada valor x € R existe un escalar (¢,,v) = ¥(x) que
es una funcién de la variable real z y se denomina funcion de onda en la
representacion de posiciones y, como ya hemos dicho, que es igual a la “z-
ésima” coordenada del estado v en la base de autoestados de la posicién.
La aplicacién directa del postulado 3 nos dice entonces que |¥(x)|? dz es la
densidad de probabilidad asociada a la medida de encontrar la particula en el
intervalo dx alrededor de .

En particular, si elegimos un autovector de posicién ¢, la funcién de onda
serd :

$ur () = (@5, $r) = 6(z — 7). (3.55)

Noétese que esta funcién de onda no es tampoco consecuencia de que las deltas
de Dirac sean las autofunciones del operador X = x, sino de la relacion de
ortonormalidad generalizada a los vectores de una base ortonormal impropia.
Por otra parte, sabemos que en su propia representacién (es decir, en la base
constituida por sus autovectores), un operador hermitico es diagonal, de modo
que para el operador posicién se debe cumplir que

(¢z,)?¢w,) = 2/'6(z — o). (3.56)

En definitiva, como eso es cierto para todo estado ¢,, la ecuacién de autova-
lores para el operador X en representacion de posiciones es

Xpp=a2¢, = Xébla-2)=26x-2). (3.57)

Multiplicando escalarmente por ¢, los dos miembros de la ecuacién (3.54),
obtenemos

(barr ) = A (G011 62) (Bo W) dE = ‘I’(‘”")z./;; U(2)6(z — o/)dz. (3.59)

que coincide con el resultado que ya habfamos anticipado al principio de la
seccion.
Todo lo anterior sugiere el siguiente teorema:
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TEOREMAL: En la representacién en la que el operador posicién
es X = x, si el estado cudntico de una particula queda descrito por
la funcién normalizada ¥(x), entonces

p(z) = [¥(2)? (3.59)

es la densidad de probabilidad asociada a una medida de la posi-
cién. Esto significa que p(z)dz es la probabilidad de que al medir
la posicién de la particula se obtenga un valor dentro del intervalo
(z,x +dx). A ¥(zx) se le denomina funcidn de onda de la particu-
la en la representacion de posiciones o, simplemente, funcion de
onda.

e Con esta asignacién para el operador de posicién y la regla de conmutacién
candnica [)? 5 ﬁx] = 1h, es facil ver que la asignacién adecuada para el operador

momento P, es (siempre en la representacién de posiciones)

SRS | 3 (3.60)

dx

Asi, mediante sustitucién directa ya podemos escribir la asignacién del ope-
rador hamiltoniano en la representacién de posiciones y, por ende, también la
ecuacién de Schrodinger. Sin embargo es instructivo hacerlo a partir de los
autoestados de la posicién, ya que éste es el procedimiento general sugerido
por los postulados de la M.C. Si utilizamos el operador hamiltoniano

T e

H= s +V(X)
en la ecuacién (3.23) y multiplicamos esta ecuacién escalarmente por ¢,, ob-
tenemos

indCet) _ (5 fy) = L (6,,20) + (6. V(RW). (36D
Ahora bien,

(62 P2w) = /1; (2> ¢x) (_m&%f (¢, ) da’ (3.62)

) 2
- —h2Aa(;c—x) deQ)dn:=—hz dxg@

W
(3V @) = [ [ Gure) @0 V@0) Guri)ddas”  (363)

= A/Ré' (z—2) V(z)b(z' — 2")¥(2")dz'dz" = V(z)¥(z).
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De este modo, la ecuacién (3.61) queda
z_‘,ﬁf';“ll(ar,t) R 9%(a,t)
T Im o G2t
que es la ecuacidn de Schrodinger dependiente del tiempo en representacion

de posiciones. El segundo miembro de (3.64) es, obviamente, la actuacién del
operador hamiltoniano sobre la funcién de ondas ¥ (z,t).

+V(2)(z, t), (3.64)

e A partir de la funcién de ondas ¥(z) podemos escribir tanto el valor esperado

de la posicién
<]?> =/J;p(:1:)dw=]:£|llf(w)|2dm,
¥ R R

como el del momento lineal
(B), = (0.Pw)= [ @00 (-ing) (@uv)de
= A@*(m) (wih%) U(x)dx

Dado que (P )y es un nimero real, tomando complejos conjugados en la an-

terior igualdad
oy (817 %
<pr>w __leI'(:r:) (’;h—) U*(x)dx

y, sumando miembro a miembro y dividiendo entre dos, obtenemos

(s / (»11( )dlp*(&':) @*(x)%) & (3.65)

A la cantidad

Ja) =2 (W( )2 _ g )d'I’("”“”)) (3.66)

se le llama corriente de probabilidad. Podemos entonces escribir que

<ﬁw>¢ = m/H;J{:B) dx

por lo que J(x) adquiere la interpretacién hidrodindmica de un campo de
velocidades de la particula, al igual que mp(z) serfa su campo de densidades.
Naturalmente esta imagen es figurada, pero como veremos a continuacién da
lugar a un resultado que s tiene interpretacién fisica real.




p A

3.11 La funcién de ondas en la representaciéon de posiciones.

141

Ejercicio: Para una particula en una dimensién bajo la accién de un
potencial V (=), obtenga los operadores asociados a la energia cinética
K,ala energia total H, y ala fuerza F. Particularice el caso para un
oscilador arménico unidimensional de masa m y frecuencia o pulsacién
w, en el que la energfa potencial es V (z) = mw?z?/2.

Ejercicio: Demostrar que si la funcién de ondas de una particula es
real, entonces su corriente de probabilidad es nula. Como consecuencia,
probar que el valor esperado del momento lineal para una partfcula cuya
funcién de onda es real resulta ser nulo. Nétese que este resultado es
cierto aunque la funcién de onda no sea normalizable.

Ejercicio: Sabemos que si f(z) es una funcién par y g(z) es impar,
el producto escalar (f,g) en la recta real R es nulo. Demostrar que los
operadores X y P, cambian la pamdad, esto es que si f(z) es una funcién

par (impar) entonces X f(z) y P, f(z) son funciones impares (pares). De
esta manera, demostrar que (X)y = (P,)y = 0 para cualquier estado ¢
de paridad bien definida (esto es, para cualquier estado cuya funcién de
ondas U(z) sea par o impar). Extender este andlisis a los operadores
Xr y ﬁ;‘, siendo n un nimero natural. En concreto, demostrar que si n
es par los operadores x A 1?:? conservan la paridad y que si n es impar,
cambian la paridad.

¢ Introduzcamos ahora la dependencia temporal de la funcién de onda. Sea
entonces el estado normalizado ¥(z,t), la densidad de probabilidad p(z,t) =
|¥(z,t)|? y la correspondiente corriente de probabilidad J(z,t). Veamos c6mo
es la evolucién temporal de p(z,t). Ya que p(z,t) = ¥(x,t)¥*(z,t), tendremos

que
9 3 Ov*(z,t) " 0¥ (z,t)
atp(:c, t) = ¥(z,t) =g U*(z,t) =
y; teniendo en cuenta (3.64), resulta
d I O i S b B L
o) = —¥@) (G @) - ¥e )" (Famam b

+0(z,t) ( V(z)¥*(z, t)) + U*(z,1) ( V(z)¥(z, t))

2ot = - (v Zp e - w235

0)

- Ahora bien, V() es real por lo que los dos tltimos sumandos se anulan entre
si. Queda por tanto
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expresién que puede ser reescrita (compruébese) como

atp(:r . ai{‘h (»p( t)ai*(;’__‘l v (z t)a'l'(“’ t))}.

Pero el término entre llaves es, precisamente, la corriente de probabilidad.
Queda entonces

-gt-p(z:, t)= —%J(m, t), (36?)

expresién conocida como ecuacién de continuidad. Si ahora consideramos
la probabilidad Prob (z € [a, b]) de encontrar a la particula en el intervalo [a, b]
tenemos

b
Proby, (z € [a, b]) =/ p(z,t)dt

¥, como consecuencia

OProby, (x € [a, b])
ot

que es la forma integrada de la ecuacién de continuidad. Esta ultima férmula.
nos da la mencionada interpretacién fisica de J(x,t) con reminiscencias de la
hidrodindmica de los medios continuos: si en un intervalo [a,b] el flujo neto
de corriente de probabilidad J(a,t) — J(b,t) es positivo (negativo), entonces
la probabilidad de encontrar a la particula en ese intervalo tiende a aumentar
(disminuir) en el tiempo.

= J(a,t) — J(b,1), (3.68)

Ejercicio: Demostrar que si la particula estd en un estado estacionario
U(x,t) = a(t)p(z), con |a(t)] = 1, entonces p(z,t) es constante en el
tiempo. Como consecuencia, probar que J (z,t) = cte.

e Para terminar este apartado, veamos cuél es la funcién de onda ®,(z) co-
rrespondiente a un estado propio ¢, del momento. Multiplicando escalarmente
por ¢, la ecuacién de valores propios para ¢,, obtenemos

Pety=p8, = (00Pety) =p(0.)) = 12(a).
Ahora bien
(4Pety) = [ Gurt) (000 Petr) (6,8) a0

2 fm 5z — o) (—z’hdfi;) ®y(a')da’

/R _mi%g—)a(x Sl e = -m"!%ﬁ“).
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En definitiva,

d®p(x) &

—ih = pO(z) = Pp(z)= \/21_?77_1 exp (ipz/h), (3.69)

donde la constante (1/ vV 271'5) se ha elegido para que se satisfaga la relacién de
ortonormalidad generalizada

(®p, ®q) = 6(p — q)- (3.70)

La funcién de onda ®,(x) buscada es, pues, una onda plana.

Ejercicio: Verifiquese la igualdad (3.70).

¢ En la seccién anterior escogimos como base ortonormal de trabajo la cons-
tituida por las autofunciones de la posicién, en la que la representacién de los
observables posicién y momento es la dada por (3.50) y las coordenadas de un
- estado cuéntico son la propia funcién de ondas ¥(z).

Supongamos que ahora tomamos como base del espacio de estados cudnti-
cos la constituida por los autovectores ¢,, del operador momento P,. También
ahora el espectro es continuo: los autovalores p llenan la recta real. Entonces,
cualquier vector de estado ¥ puede escribirse en la forma

= fR (%, 8,) bodp. (3.71)

El conjunto continuo de valores (¢, ¢,) = ¥(p) es una funcién de la variable
real p que se denomina funcion de onda en la representacion de momentos.
Multiplicando escalarmente la expresién anterior por ¢, tenemos

@n) = [ (0:8) Gutp)dp > W)= [ ff'(p){ \/;r—he"‘} dp,
(3.72)

donde

ipx

T(p) = (¢, %) = ﬁ [R ¥(z) exp (_T) dz (3.73)
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es la transformada de Fourier de la funcién de onda ¥(x) en la representacién
de posiciones (véase el apartado anterior) y, en este contexto, la expresién de
un simple cambio de base.

Repitamos el procedimiento que vimos en la seccién anterior para el ope-
rador posicién. En la representacién de momentos, cualquier funcién del ope-
rador momento tiene una forma sencilla, pues es diagonal en su propia base,

(¢ Pedp) =P 6(p—P) (6> F(Pe)8p) = £(2) 80 = ¥)

-~ o~

es decir, P, = pI. Con esto, y la condicién [}? ,ﬁx] = ih, es facil ver que

la asignacién adecuada para el operador X en esta representacién es X =
th(d/dp).

Naturalmente, |¥(p)|2 dp = pp(p) dp es la densidad de probabilidad aso-
ciada a la medida del momento lineal y, como consecuencia los valores medios
del momento lineal y de la energfa cinética son:

B) = [plg@d ; (R) =— [#Ew| o 6
v R v 2m Jg x

e Multiplicando ahora escalarmente la ecuacién (3.23) por ¢, obtenemos la
ecuacién de evolucién temporal

m@ = 51% (¢p, ﬁgw) + (¢p, V()?)) " (3.75)

Pero
(V@) = [ [ [ 6062) (6:VR00r) (b0,0) (6 ¥) doicat

ALL (¢p=¢w) (Qbm V()?)(;bx,) (g{)p,?qﬁx,)* (¢p’:¢) dadddyf

ST 1 iple! ~
= 5 —x 7 /\dzda'dp'
/l; /R ]R \/277.&6 LS ) v/ 2?7.&6 v@) 1

e, 2 g
- A A Viz)e T w(y!dadp

= \/% A V(& - p) (),

siendo

V(i —p) = ﬁ /}R V(z)exp (@) dx (3.76)
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la transformada de Fourier del potencial V (z).
Asf pues, la evolucién temporal de U(p, t) es

Ld¥(p,t) P~ 1 = )
=R = Ei0,0 + o= [Vo-)eM, 6

que es la ecuacidn de Schrodinger en la representacion de momentos. Teniendo
en cuenta la definicién de producto de convolucion V(p) * ¥(p), la ecuacién
anterior se puede escribir como

in @) di’ i) —¥(p,1) + \/—_ [V(p) * \I‘(p)] (3.78)

Ejercicio: Aplicar la transformada inversa de Fourier a cada término de
la ecuacién (3.78) y comparar el resultado con (3.64).

e Como consecuencia de las relaciones canénicas de conmutacién entre la posi-
cién y el momento, la dualidad onda-corpiisculo tiene una explicacién transpa-
rente bajo el formalismo que estamos viendo en este capftulo. Si la particula
estd muy localizada (cardcter corpuscular de la particula) alrededor de un
punto zg, tendremos que su funcién de ondas es muy similar a una delta de
Dirac centrada en xg. Por el contrario, si su momento lineal estd practicamen-
te definido, siendo su valor pg (el comportamiento ondulatorio de la particula
se corresponde a un estado en el que el momento estd4 muy bien definido), el
estado cudntico de la particula ser4 la funcién exp(ipz/h)/v/27h, que es una
onda plana cuya longitud de onda es, naturalmente, A = h/p: la férmula de
De Broglie. Ambos limites no se puedan satisfacer simultdéneamente y esto
refleja el hecho de que s y P, no son compatibles. Si aplicamos la relacién

de incertidumbre generalizada (3.15) tendremos que, para cualquier estado
cudntico,

(A)'f)w (Aﬁ;) > g (3.79)

que es la relacién de incertidumbre posicién/momento de Heisenberg. En defi-
nitiva, el cardcter corpuscular puro estd asociado al limite AX — 0, mientras

que el cardcter ondulatorio puro, incompatible con el anterior, se corresponde
al limite AP, — 0.

Sin embargo, el cardcter ondulatorio es algo intrinseco a la particula,
puesto que su estado siempre se podrd escribir como combinacién lineal
de ondas planas a través de (3.72). En general, la funcién de onda de la
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particula nunca serd ni una onda plana (con longitud de onda bien defi-
nida) ni una delta de Dirac (en la que la densidad de probabilidad estd
concentrada en un punto). La funcién ¥(z,t) serd, pues, un paquete de
ondas dado, como acabamos de decir, por el desarrollo de Fourier (3.72)
cuya interpretacién fisica estd ligada directamente a la naturaleza pro-
babilistica subyacente al postulado 3. Esta interpretacién probabilista,
més general, nos impide afirmar que una particula es una onda (también
nos impide decir que es un corpisculo). La particula es un ente bien
definido, siendo su funcién de onda una representacién vilida de su es-
tado que nos permite extraer informacién fisica relevante. Si, como ya
hemos dicho, describimos el estado a partir de sus coordenadas en una
base discreta del espacio de los estados, tendriamos que el estado estd
representado por una sucesién de niimeros complejos, jpero a nadie se le
ocurrirfa decir que una particula es una sucesién convergente de mimeros
complejos!

Ejercicio: El hecho de que la posicién y el momento sean incompatibles
hace que en limite cudntico expresiones como “particula en reposo” dejen
de tener sentido. Si, a pesar de ello, definimos una particula en reposo
como aquella para la cual el valor esperado de la energfa cinética es nulo,
icudl serd entonces la funcién de ondas de la particula?, jdénde estard
localizada la misma?

.‘.\

Consideremos el hamiltoniano de una particula que se mueve en una dimensién

bajo la accién de un potencial V(z), descrita por el hamiltoniamo

Boilim go, O L,
ol T 2mox? ’

Si la funcién de onda de la particula es ¥(z,t), los valores esperados de la

posicién y el momento serdn

<)?>t = /R'I'* (o, ). x Vizitlde. ; (ﬁ:B)s = —éh[R\I‘* (. 1) %dx

Sin embargo, vimos en la seccién 3.8 que dicha evolucién puede calcularse di-

(3.80)

rectamente sin necesidad de conocer la expresién explicita del estado cudntico
VU (z,t), ya que se puede expresar en funcién del conmutador del observable

con el hamiltoniano.
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e Asf, la evolucién temporal del valor medio de la posicién estd dada

(0, =7 ([x.4),

Si ahora tenemos en cuenta que X conmuta con V()? ), sustituyendo y usando
el dlgebra de conmutadores obtenemos

dt < >t 2zmh ( [)?,ﬁ_f] >t Y 2i1r1nﬁ, <ﬁ: [}?’ﬁx} " [)?’ ﬁx] ﬁx>t

Pero, por la regla de conmutacién canénica, [)? : ﬁm] = ih;,

d /= 1 fom

< X>=—<P>, 3.81

dt < £ M L 589)
expresién conocida como primera ecuacién de Ehrenfest. Por tanto, en cual-
quier instante de tiempo el valor medio del momento lineal es igual a
la masa de la particula multiplicada por la derivada temporal del

valor medio de la posicién. Claramente, (3.81) es el andlogo cuéntico a la
relacién clésica p(t) = m (dz(t)/dt).

e Procediendo de idéntica forma, la evolucién temporal de (ﬁx)t es

7 (P), = ([P B]), = ([P R,

Para evaluar el conmutador [P,,V(X)] veamos cémo actdia sobre un estado
cualquiera ¢(x) en la representacién de posiciones

[ﬁx, V()?)] é(z) [hm f , (:r)] ¢(x)
. e
= —zha {V(z) ¢(x)} + V(:c)zh%gﬁ(:r).
Efectuando la derivada

[P v(®)] ote) = —in (T2 o).

por lo que

[}’:‘;, V(}?)] — —ikV'(X) = ihF(X), (3.82)
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donde F(X ) es el operador que representa a la fuerza F(z) = —dV (z)/dz. De

esta manera obtenemos
i i %
v/ P> & <F (X) , 3.83
dt( %/ >t ( )

que es la sequnda ecuacion de Ehrenfest y que constituye la forma que toma
en el limite cudntico la segunda ley de Newton: la derivada temporal del
valor medio del momento lineal es igual al valor medio de la fuerza.

Nétese, sin embargo, que en general (F(X)) # F (<)?>), por lo

que al operar (3.83) no tenemos por qué obtener exactamente la
misma relacién entre valores esperados de la posicién y el momento
que en el caso cldsico. El siguiente ejemplo lo aclara.

Ejemplo: Una particula de masa m se mueve bajo la accién de un
potencial

Viz) =ad®,

donde n es un entero positivo. Como consecuencia, la fuerza estard dada
por

F(z) = —naz™!.

Asi, para todos los casos

mientras que

& (), = —na (27,

Derivando otra vez respecto del tiempo (3.81)
b ~ - s
£(8),- (5, -2, ~2(e(9)), a0

La anterior expresién no es exactamente igual que el andlogo cldsico

d’z B ioow

@ m
puesto que, mientras que esta 1iltima ecuacién es integrable directamente,

la relacién cudntica (3.84) no lo es, ya que en general (X"~1), # (J?)?"l

Sélo en el caso 0 < n < 2 si es completa la analogfa. En efecto, estudiando
cada caso por separado:
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a) Partfcula libre: n = 0.

La energfa potencial es constante y la fuerza es nula. Entonces

L&) =05 $(B) =0 > (Bp=(Blo=cte

v la solucién general es idéntica a la evolucién clésica:

(X): = (X)o+ = (Bu)ot.

1
m

b) Partfcula sometida a una fuerza constante: n = 1.
Escribiendo V(z) = —Fx tendremos

e 2
£00-5  ()-r

de donde

¢) Particula sometida a una fuerza armoénica: n = 2.

Escribiendo V(z) = mw?z2 /2, la fuerza es F(z) = —kz, donde la relacién
entre pulsacién w y constante recuperadora k es w = \/k/m. Asi
d?

£ (8), =80,

cuya solucién general es

-~

(X): = Asin(wt + 6).

El momento lineal estd dado por
(P)y = m— <2> = mwA cos(wt + 6).
t

Conocidas las condiciones iniciales (}? Yo ¥ (I?’z)o tenemos inmediata-
mente que
1

(X)g+ W(ﬁx>g =4
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lo que permite hallar las constantes indeterminadas A y §. Teniendo esto
en cuenta, y operando, obtenemos

(X)s = (X)ocoswt + @sinwt.
mw

Ejercicio: Otra forma de definir una particula en reposo es como aquella
para la que (ﬁz)t = 0. Por la primera ecuacién de Ehrenfest, el valor
esperado de la posicién serd constante en el tiempo, lo que indica que, al
menos, es una mejor definicién que la que vimos en la seccién anterior.
Ahora bien, jimplica esto necesariamente que la densidad de probabilidad
sea constante en el tiempo? Recuerde que el concepto cldsico de reposo
(partfcula inmévil localizada) no tiene sentido cudntico.

# 15 1 N

&2 (%)= m(F (X)),
serfa ezactamente igual a la ecuacién del movimiento clésica sélo si, como
ya hemos dicho, (F(X)); = F({(X)¢). Sélo en los tres casos discutidos en
el ejemplo anterior esto sucede. Sin embargo consideremos el lfmite cldsico,
entendido éste como aquel en el que |[AX| < (X); esto es, la dispersién relativa
de la distribucién asociada a la medida de la posicién es muy pequena. En
este caso (F(X)); ~ F((X);) y tendremos la completa equivalencia entre las
ecuaciones del movimiento cldsica y cudntica. De nuevo es interesante que Ud.
observe que todos estos resultados son consecuencia directa de las reglas de
conmutacién candnica dadas en el postulado 6.

e La expresién

e Naturalmente, el hamiltoniano no tiene por qué tener la forma (3.80) para
todos los sistemas. Ya mencionamos la posibilidad de que H dependiese ex-
plicitamente del tiempo o bien pudiese suceder que la “fuerza” a la que esté
sometida la particula no sea conservativa (la evolucién de una particula en el
seno de un campo magnético es un buen ejemplo, en el que ademéas tendria-
mos que introducir el espin). El estudio completo de sistemas en los que el
hamiltoniano es dependiente del tiempo es extremadamente rico y se estudia
en cursos posteriores; sin embargo merece la pena analizar un ejemplo en el
que el hamiltoniano no es “energfa cinética mds energfa potencial” y, por tan-
to, las ecuaciones de Ehrenfest no serdn vélidas en la forma dada en (3.81) y

(3.83).

Ejemplo: Consideremos una particula sometida a la accién del hamil-
toniano

1
2m

1

A= 1Py L (RR+RR),
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donde 7 es una constante con dimensiones de tiempo. Para este sistema
se cumplird que

%(‘f)z:%([f’ﬁ >:= Qz':nn<[‘f’ﬁ3]>;+2rlm [A’fﬁ”ﬁzﬂ)t'

El primer sumando del segundo miembro ya lo conocemos, es (ﬁm)t/m.
En cuanto al segundo conmutador se tiene que

-~

[)’E, Xh +ﬁzx] = [i,iﬁz] + [55' ﬁxi{'] — %KX,
por lo que

P <X>t = E(P:c)t ke ;{X}t-

Por otro lado, la evolucién temporal del momento lineal es
d /- Iiygparis 1 S
& (P-), = 7 ([P B]), = gz [P XB+ X)),

Efectuando el conmutador:

y nos queda

Esta ecuacién diferencial admite como solucién inmediata
~ ~ t
(Pz)t = (Pr)oexp —a e
con lo que la evolucién de la posicién estd regida por la ecuacion

d = (B 2 Y
ik — N2 e X
dt<X>: m exp( -r)+'r( 2
cuya solucién es

(X2 —ﬂoexp(;) g GXP( T)»

siendo
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e Hemos visto que los autoestados del operador hamiltoniano son estados
estacionarios que no evolucionan (salvo una fase multiplicativa de médulo
unidad) en el tiempo. A su vez también hemos visto que todo estado cudntico
puede escribirse como combinacién lineal de los estados estacionarios. De esta
manera resulta inmediato el estudiar la evolucién temporal tanto de cualquier
estado como de los valores esperados en dicho estado. Por ello, la obtencién y
el andlisis de los autoestados de la energia es esencial a la hora de estudiar un
problema bajo el formalismo de la Mecédnica Cudntica. Aquf nos limitaremos
al caso sencillo de una particula que se mueve en una dimensién. Para otros
sistemas fisicos habra que utilizar técnicas mateméticas distintas, pero muchas
de las ideas que vamos a ver seguirdn siendo validas.

Como ya sabemos, el operador hamiltoniano de una particula de masa
mque se mueve en una dimensién bajo un potencial V (z)estd dado en la
representacion de posiciones por

K2 32

H= —%@ +V (:I:) 4 (385)

Los estados estacionarios con energia F,

Vg (z,t) = g (x) exp (—E%E) 5 (3.86)

poseen una parte no dependiente del tiempo ¢g (z) solucién de la ecuacién de
Schrodinger independiente del tiempo, que en esta representacién es

B V@) s = Bes @ (387
2m Ox? H =
(verifique que eso es cierto, sustituyendo ¥, (z,t) en la ecuacién de Schrédin-
ger).

e En primer lugar conviene hacer un andlisis general de cémo son las energfas
permitidas F y las correspondientes autofunciones ¢ (x). Para ello conside-
remos un potencial genérico (véase la figura 3.3) y definamos

Vo = minV (z)

il lirf V (x)
Vo = lim V(z).

L——00
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Fig. 3.3.

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que Vo <V, < V_.

1.- Si hay algiin autovalor de la energfa en el intervalo (Vp, V,.), esto es Vj <
E < V., la correspondiente autofuncién ¢g (z) verifica

¢ (x> 0) < exp (—\/mm/h) :

En efecto, si z > 0 entonces V (z) =~ V. y por sustitucién se puede comprobar
que la anterior expresién satisface la ecuacién de Schridinger en esa zona

z > 0. La otra posible solucién, ¢ (z > 0) x exp (+\/2m (V4 — E)x/ﬁ),

no es admisible, puesto que entonces existirfa una probabilidad infinita de
encontrar a la particula en +oo0.

Anélogamente, en la zona en que xz < 0 la funcién que satisface la ecuacién
de Schrédinger es

g (x < 0) < exp (\/m:r/h) :

Por tanto, los autoestados con energfas E € (Vp, V) tienden asintéticamente
a cero cuando x — +o00. De esta forma, estos autoestados son normaliza-
bles. Pero sélo para determinados valores de E es posible encontrar una
autofuncién que satisfaga simult4neamente ambos limites asintéticos: la ecua-
cién de autovalores H ¢ (x) = Epg (x) tiene solucién tnicamente para esos
valores concretos de E' y dichas energfas constituyen el espectro puntual de

A, 0y (A).
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Al poder fijar unfvocamente, salvo constante multiplicativa, el decaimiento
de la autofuncién en los limites asintéticos, estas energias no son degene-
radas: esencialmente, en aquellos puntos en los que E = V (x), uno puede
empalmar la autofuncién a las exponenciales reales que hemos escrito antes

Estos son los autoestados ligados de la energfa, pues la particula estd
localizada en una regi6n finita del espacio: para que un estado de L£2(R) sea
normalizable ha de cumplirse que la autofuncién vaya a cero en los limites
+00, esto es, que sea un estado ligado.

En general, diremos que un estado 1 (x,t) es ligado si tanto el valor
esperado de la posicién (;t:)t como su incertidumbre permanecen acotados
en el tiempo. Estos estados son los equivalentes cudnticos a los estados
clasicos de una particula ligada por un potencial. Sin embargo conviene
no confundir los términos de estado ligado y estado estacionario: un
estado ligado no es necesariamente un autoestado de la energfa.

2.- Para un autovalor de la energia en el intervalo (V4,V_), estoes V, < E <
V_, los correspondientes Iimites asintéticos son

Sslt U = AeXp( mx/ﬁ) +BexP( mm/ﬁ) |
v (z<0) o exp (\mx/h).

En este caso, ¢g () no es normalizable (la autofuncién no tiende a cero
en ambos limites +00), por lo que representa un autoestado no ligado de la
energfa (también llamado autoestado de colision). Es facil ver que para cual-
quier energfa E € (V,V_) existe una solucién de (3.87) con el decaimiento
asintético que acabamos de describir, por lo que esa energfa E es parte del
espectro continuo de H. Salvo constante multiplicativa, sé6lo el limite x < 0
estd univocamente fijado por su decaimiento; por ello, esta parte del espectro

continuo es también no degenerada, y la designaremos por .4 (ﬁr )

3.- Por ultimo, si £ > V_, los limites asintéticos son

¢p(x>0)= Aexp ( mm/ﬁ,) + Bexp ( \/mﬂ:/h}

vp(z<K0)= Cexp( \/m:r/h) + Dexp( \/m:r/h) :

De nuevo, ¢ (z) no es normalizable (la autofuncién no tiende a cero en
ninguno de los limites +00). Igualmente, para cualquier energia F > V_
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existe solucién de la ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo. En
este caso, sin embargo, ninguno de los limites asintéticos estd unfvocamente
fijado. De hecho, para cada valor de la energia E > V_, hay dos soluciones
independientes, a las que llamaremos ¢p _, () y ¢g . (), que viene fijadas
por los limites

¢p,— (2> 0) = Aexp (i\/2m (F - V.,.);t:/h)

¢ (z) (< 0) = Dexp (—h/?m (E— V_):z:/ﬁ)

y seguimos en la parte continua del espectro de H. Esas soluciones se co-
rresponden, respectivamente, a ondas planas que se propagan hacia la derecha
cuando x > 0 y hacia la izquierda cuando x < 0. En definitiva, si E > V_,
los valores espectrales de la energfa son doblemente degenerados. En esta
parte del espectro, simbolizado por o 42 (?I ), cualquier autoestado es combi-

nacién lineal de dos autoestados no ligados independientes.

La discusién anterior puede generalizarse. Por ejemplo, si Vp = V4 no pue-
de haber espectro puntual, mientras que si V_ = oo no hay espectro continuo
doblemente degenerado, etc. Los resultados pueden resumirse en la siguiente
tabla. Nétese que si V_ > V, simplemente tendremos que intercambiar V, y
.

Op (H) Tc#1 (H) Oc#2 (H)
Vo<Va<V_ <oola, e Ve) (V,V) . (Vi,00)
Vo=V < V<00 0 (s Vo) = (W i00)
Vo<Vi=V_<oo |a,e€ W,V 0 (V4, 00)
V[) < V+ < V_.=00 an € (%, V_+_) (V+,OO) @
Vo=YW=loca 0 0 (Vo, 00)
VE)=V+<V_=OO 1] (V+,OO) 0
VW< V,=V_=o00]| an € (Vp,) 0 0

Nota: el sfmbolo () denota el conjunto vacfo.

¢ Una vez que hemos caracterizado el espectro de H veamos algunas propie-
dades de las autofunciones de la energfa.

1.- En primer lugar, deben pertenecer al dominio de H, por lo que han
de ser doblemente derivables. En concreto, para cualquier autoestado de
la energifa, ligado o no, la funcién de onda y su derivada han de
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ser continuas, siempre y cuando no existan discontinuidades infinitas del
potencial. En efecto, supongamos que el potencial tiene una discontinuidad
finita en z = 0. Escribiendo la ecuacién de Schrodinger independiente del
tiempo como

Pop _

e integrandola entre —e y +¢€ tenemos

[ B b=y 0 - - = [ W V@) - Eles ().

Tomando el limite € — 0, obtenemos la continuidad de la derivada:

o (0%) = s (07) = limy [ a2V (2) ~ El o (@) =0

si, como hemos dicho, la discontinuidad del potencial es finita.

El caso particular en que la energfa potencial tenga una discontinuidad
de tipo infinito merece una matizacién. Sea, por ejemplo, el potencial de
barrera infinita

= +o00 siz<a
V(ﬁ)_{v(:c) giz>a

Entonces, toda funcién de ondas fisicamente admisible ha de ser nula en
el intervalo (—00, a), puesto que de lo contrario el valor esperado de la
energfa serfa infinito. Puesto que la funcién de ondas ha de ser continua,
tendremos que ¢ (@) = 0, aunque la demostracién anterior nos dice que
la derivada de @5 ya no tiene por qué ser continua en * = a (esto es, la
derivada por la derecha en £ = a de una autofuncién de la energfa puede
ser distinta de cero). Asf, todos los autoestados del momento y aquellos
autoestados de la posicién con autovalor xyg < @ no son fisicamente
admisibles por doble motivo: no son normalizables y, ademds, el valor
esperado de la energfa serfa infinito.

Otra opcién serfa definir el espacio de los estados igual a £ [a, +00).
En este caso, las funciones de onda fisicamente admisibles se han de
anular en £ = a (y, naturalmente, en £ = +00) porque el operador
momento lineal ﬁx no serfa hermitico para aquellas funciones para las
que 1 (a) # 0; pero no existe condicién alguna sobre el valor de las
derivadas de @ () en £ = a, puesto que este punto es el extremo
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del dominio de definicién de los vectores del espacio de Hilbert. De
cualquier manera, ambas opciones son, a efectos practicos, equivalentes:
no podemos imponer que la derivada por la derecha de la funcién de
ondas en & = a sea igual a cero. (Este tipo de detalles técnicos tienen su
importancia en formulaciones mateméticamente rigurosas de la M.C.)

Respecto de la derivabilidad de la funcién de ondas podemos decir una
cosa mds. Para un estado cualquiera con significado fisico, la funcién de
ondas ha de ser infinitamente derivable. Esto se debe a que, en el caso
de que una derivada de orden finito fuese discontinua, puede entonces
demostrarse que existe un valor n finito para el que el valor esperado de
}?’;"' es infinito. La condicién de ser infinitamente derivable deja de ser
una exigencia en aquellos puntos, como el comentado anteriormente, en
el que el potencial tenga una discontinuidad de salto infinito (sin entrar
en discusién sobre si es admisible fisicamente la existencia de tal tipo de
discontinuidades).

2.- Por otra parte, ya que V () es real, dada una solucién ¢ (x) de la ecua-
cién de Schridinger independiente del tiempo, su compleja conjugada también
lo es. Como consecuencia, puesto que el espectro puntual y la primera parte
del continuo son no degenerados, no queda més remedio que las autofuncio-
nes ¢ (z) de la energia sean, salvo constante multiplicativa, reales
para esta parte del espectro. Esto implica, entre otras cosas, que la corriente
de probabilidad es nula y, por tanto, el valor esperado del momento lineal es
igual a cero para los correspondientes estados estacionarios.

3.- Finalicemos enunciando una propiedad (que no demostraremos) refe-
rente a los autoestados ligados de la energfa de una particula que se mueve
en una dimensién. Sea {Ey, E1, F»,...} el espectro puntual del hamiltoniano
del sistema y ¢ () , ¢; (z) , ¢5 () las correspondientes autofunciones. La fun-
cién de onda ¢ (x) corresponde al estado fundamental del sistema, mientras
que las funciones ¢; (z), ¢ (x), etc. corresponden al primer, segundo, etc.,
estados excitados. Resulta que el nimero de nodos (ceros aislados de una
funcién) del estado estacionario ¢, (z) es igual a n. En otras palabras, la
autofunciéon del estado fundamental no tiene nodos, la funcién de

ondas del primer estado excitado posee un nodo, y asi sucesivamen-
te.

En secciones anteriores hemos visto dos formas alternativas y equivalentes
de representar los operadores y los estados cudnticos: la representacién de
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posiciones y la representacién de momentos. Estas dos no son las tnicas
representaciones posibles. De hecho, dada cualquier base ortonormal, continua
o discreta, de ‘H (y recordemos que los autovectores de cualquier operador
hermitico constituyen una base de ese tipo) siempre podremos expresar un
estado cudntico a partir de sus coordenadas en dicha base, y los observables
posicién y momento lineal vendrdan dados por su actuacién sobre cada uno de
los elementos de la base.

Ahf reside la ventaja de la notacién de Dirac. En dicha notacién, cada
estado cuédntico se representa por un ket [1)) que es independiente de la repre-
sentacién utilizada.

e Los estados cudnticos correspondientes a una particula con una posicién bien
definida x, se representan por el ket |z,), de modo que tales estados satisfacen
la ecuacién de autovalores

X |Ta) = Za |Ta)

que, asimismo, es independiente de la representacién utilizada. La ortogona-
lidad de dos estados distintos |z,) y |zs) se expresa en la forma

(a5|2p) = 6{xs —2).

Ahora, un vector ket cualquiera |1} puede expresarse, en la base constitui-
da por los kets |z) que son autoestados de X, como

W= [ (¥ o) de. (389)

Los coeficientes (x | ¥) son los productos escalares del ket |z) y el ket |¢).
Para cada valor x, este producto escalar toma un valor diferente. Entonces
definimos el producto escalar

(x| ¢) = ¥(z)

como la funcién de onda correspondiente al ket |¢) en la representa-
cién de posiciones. Asf, multiplicando escalarmente la ecuacién (3.88) por
el ket |2') tenemos

(' | ) = /{m [¥) (2| z) dz = W)= /'If(:.r:) §(z — 7') dzx,

que es la ecuacién (3.58).
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e Andlogamente, un estado correspondiente a un sistema con un momento
bien definido p, se representa por |p,) y verifica que

ﬁa: |pa> = Pa |Pa) ¥ (pa I pb) = 6@0 1 pb)'

Asimismo, el ket |¢/) puede expresarse en la base constituida por los kets |p)

W= [ ®19) o) dn, (3.89)
siendo el producto escalar

(| ¥) = ¥(p)

la funcién de onda correspondiente al ket |¢)) en la representacién
de momentos. Ahora tenemos

(@ | %) = ] @9 (@|p) dp = V()= (2nh)"V?2 f F(p) exp (ipz/h) dp,

puesto que (z|p) = ¥, (z) = (2mh) Y2 exp (ipz/h) es la funcién de onda del
estado |p). Andlogamente, multiplicando escalarmente (3.88) por |p), tenemos

@) 9) = / @ |9) (p|2) do = F(p) = (2mh)~V? ] () exp (~ipa/h) da,

que es la ecuacién (3.73)

e Recordemos que, segin el postulado 4, si el estado cudntico del sistema es
|€), entonces al hacer una medicién del observable A que da como resultado el
valor ak, el estado cudntico se colapsa transformandose en el autoestado |ax)
de A con autovalor a;.” Ahora bien, es interesante analizar el fenémeno de
la medida desde una perspectiva més completa, centrdandonos en el cardcter
fisico del mismo. Sea S el sistema fisico que estamos midiendo y M el aparato
de medida, que al ser un sistema fisico en s{ mismo debiera estar también
sometido a las leyes de la Mecdnica Cudntica. Sean entonces [£), |u) los kets
que representan los estados del sistema bajo estudio y del aparato de medida,

TSupondremos, por sencillez, que todos los valores espectrales de A son discretos y no
degenerados.
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respectivamente, antes de la medida (debe entenderse, pues, que |u) es el
estado cudntico de M cuando todavfa no se ha registrado medicién alguna).

Establezcamos ahora cémo se produce la medida. En un instante dado
hacemos interacccionar los sistemas S y M; tras esta interaccién, el estado
cudntico |p) del aparato de medida habrd cambiado y, puesto que se supone
que éste es mds accesible, su inspeccién nos dird cudl ha sido el resultado
de la medicién. Imaglnemos en primer lugar que el estado [£) de S es el
autoestado |a;) del operador A. Supuesta la medida ideal, la M.C. afirma que
el resultado de la misma serd A = aj con certeza absoluta (postulado 3) y
que la medida no afectard al estado de S (postulado 4). Como consecuencia,
si el estado inicial del sistema conjunto & + M es |ai)|u) (el producto debe
entenderse como producto tensorial |ax) ® |p), véase el capftulo segundo), tras
la medida el estado serd |ag)|p;), donde el hecho de que el estado del aparato
de medida (digamos, la posicion de la aguja indicadora) sea |p;,) permite inferir
al experimentador que el resultado ha sido ag. El proceso ha sido, entonces

lak) ) —  law) ) (3.90)

Naturalmente, el proceso (3.90) ha de ser similar para todos los posibles au-
tovalores ay. A su vez hemos de admitir que, si los estados iniciales de S son
respectivamente |ax) y |ay), entonces los estados finales de M, |u) v |pp),
han de ser necesariamente distintos, puesto que de lo contrario la medida no
serfa efectiva.

Supongamos ahora la situacién més comuin, en la que el estado |£) no es
un autoestado de A sino que es de la forma

=Y aklar) 5 ) |l =1
k k

(podemos escribir lo anterior puesto que los autoestados de ﬁ, por ser éste un
observable, forman una base completa del espacio de los estados de S). Ya
que el sistema S + M estd sometido a las leyes de la M.C. la interaccién entre
ambos sistemas ha de estar regida por un hamiltoniano, que es un operador
lineal (postulado 5). Sea U5+ M el operador de evolucién temporal en el sistema
S + M asociado al mencionado hamiltoniano (prescindamos de la variable
temporal). Entonces la evolucién descrita sucintamente por la ecuacién (3.90)
puede escribirse como

Us+m (lax) 1)) = lar) |g) -
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Si el estado inicial de S + M es [€)|u), entonces

Usim (16 11) = Usim (Zﬂk |ak) |#}) =Zakﬁs+M(}ak) )
k %
= ) ok lak) )
k

por lo que tenemos la evolucién

) 1) — > aklar) ) - (3.91)

Esto nos indica que el resultado es una superposicién coherente de los estados
|ax)|per), pero no podemos afirmar que sea uno de ellos en particular. Vemos,
pues, que esta argumentacién no nos permite afirmar que podemos medir
realmente el observable A.

Para poder afirmar que se ha producido la medida, es precisa la evolucién

1) 1) —  lax) k) (3.92)

la cual sabemos que tiene una probabilidad |ax|? de producirse. Pero esta evo-
* lucién, como acabamos de ver, contradice el cardcter lineal del Hamiltoniano
del sistema interactuante & + M. La medida, entendida de esta forma, contra-
dice las leyes de evolucién normal de un sistema fisico y esto fue lo que obligé
a von Neumann® a postular que en algtin momento se producfa la transicién
discontinua desde el estado superposicién coherente ), ai|ak)|p;) hasta un
estado |ak)|pe) - Este es el postulado 4, que introduce como ya dijimos un
cambio discontinuo, irreversible y aleatorio en el estado |£), cambio que,
como es evidente, no estd regido por hamiltoniano alguno.

La cuestién que se plantea ahora es cudndo se produce la reduccién

Y akla) ) —  lax) ) (3.93)
k

esto es, cudéndo podemos decir que la medida se ha realizado efectivamente.
Von Neumann parece sugerir que es cuando el observador lee el registro del
aparato, esto es, cuando inspecciona el estado cudntico de M. Es entonces
el propio observador quien al “ver” la indicacién de la aguja, “decide” que el
aparato estd en el estado |u) y, por lo tanto, que el sistema S ha quedado
colapsado al estado |ag). La reduccién parece entonces estar desencadenada

#Véase su libro citado en la bibliografia.
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por un proceso mental del observador, proceso que no puede seguir las leyes de
la M.C. ya que entonces entrarfamos en un proceso de medidas del aparato de
medida que no tendrfa fin. Esta interpretacién aparece todavia mds patente
en un libro posterior de London y Bauer, que confiere a la medida un cardcter
inequivocamente subjetivo.

e Las extranas consecuencias de esta concepcién de la medida fueron
puestas de manifiesto en la famosa paradoja del gato de Schrédinger.
Imaginemos un gato encerrado en una habitacién. En la misma habi-
tacién hay un d4tomo de un elemento radiactivo tal que al desintegrarse
rompe una ampolla de gas venenoso que hace que el gato muera enve-
nenado instantdneamente. En este ejemplo, el gato actiia como aparato
de medida M respecto del estado del atomo. Asi, si el estado del gato
es |v) (vivo), el dtomo estd en el estado |0) (no desintegrado), mientras
que si el gato estd en el estado |m) (muerto), el d4tomo est4 en el estado
|1) (desintegrado). Al cabo de un tiempo correspondiente a un periodo
de semidesintegracién, la teoria predice que hay un 50% de probabilidad
de que el dtomo se haya desintegrado. De esta forma, si el sistema to- |
tal evoluciona de acuerdo con la ecuacién de Schrodinger, la funcién de
onda del gato sers (|v) + |m)) /v/2. Entonces, de acuerdo con la teoria
expuesta, no tiene sentido decir que el gato esté vivo o muerto, sino que
estd mitad vivo y mitad muerto. Sélo cuando miramos dentro de la habi-
tacién y vemos si, efectivamente, el gato estd vivo o muerto, se produce
la reduccién del estado que nos permite inferir si el 4tomo o no se ha
desintegrado o si se ha desintegrado, respectivamente.

e Veamos ahora otra paradoja, relacionada con esta interpretacién de
la teoria de la medida. Supongamos que un observador (J;,;, entendido
éste como el ente consciente que cierra el proceso fisico de la medida,
realiza medidas del sistema S con la ayuda del aparato de medida M.
Imaginemos ahora que el sistema O;,:+S + M estd también sometido a
observacién por un nuevo observador exterior Ogy¢. Para este observador
no hay cambios discontinuos (colapso cudntico) en el estado de § + M
mientras él no realice ninguna observacién. Sin embargo, cada vez que
Oint hace una medida sobre S se producen cambios discontinuos en el
estado de S. Ahora bien, desde el punto de vista de Dgyy, jcémo es
posible que haya discontinuidades en S sin que las haya en & + M?
La reduccién depende de cada observador: para O;,; ha habido colapso
cudntico, mientras que para Ogz¢ no. Dicho de otra manera, el sistema
cuéntico carece de realidad fisica objetiva pues no es independiente de
cualquier medida desde el exterior.
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Para muchos fisicos, el apelar a entes conscientes para solucionar el proble-
ma del colapso no es admisible, ya que éstos no siguen las leyes que queremos
explicar; pero si se niega esa independencia al observador O;,,, resultard im-
posible explicar el colapso cudntico. Este es el gran dilema de la teoria de
la medida cudntica. Ademds, cada vez que estas consciencias actian, dotan-
do de sentido fisico al sistema bajo estudio, la evolucién determinista que se
puede esperar de un sistema cerrado debe desterrarse. Sé6lo evoluciona de ma-
nera determinista (mediante la ecuacién de Schrédinger) un sistema que no
es observado; pero si no lo podemos observar, jqué importancia tiene cémo
evolucione?

e Algunas soluciones propuestas al problema de la medida son las siguientes:

1. Puesto que el dilema aparece en su mayor parte por la aceptacién del
principio de superposicién, esto es, por el cardcter lineal del operador de
evolucién temporal, algunos fisicos como Wigner, Ludwig o Pearle han
sugerido que es necesario introducir leyes de evolucién no lineales a la
hora de tratar la interaccién entre sistemas microscépicos (por ejemplo
el sistema S) y sistemas esencialmente macroscépicos (como el aparato
de medida M). De esta manera, la solucién del problema de la medida
queda aplazada hasta que se conozcan estas hipotéticas leyes fisicas. Por
otra parte el cardcter lineal del mundo cudntico parece estar muy bien
establecido.

2. Una solucién més fantédstica es la propuesta por Hugh Everett con la
llamada formulacién del estado relativo o teoria de los varios mundos.
Béasicamente esta formulacién afirma que cada vez que se realiza una
medida, el Universo se desdobla en tantos universos paralelos como po-
sibles resultados pueda dar la medida. A cada uno de estos universos
corresponde un término de la combinacién ), o |ak) |p) (asf, habria
un universo en el que el gato de Schrodinger estarfa vivo y otro en el
que estarfa muerto), de modo que todos estos términos existen simul-
tdneamente aunque en universos no interactuantes (ortogonales) y no
hay reduccién del paquete de ondas, por lo que el postulado 4 puede
eliminarse. Aunque Wheeler y De Witt han apoyado esta teorfa sobre
la base de que es la tinica consistente con el formalismo cudntico, parece
claro que en este caso es peor el remedio que la enfermedad.

3. Una solucién més razonable al problema de la medida afirma que la
reduccién del estado es un proceso fisico que se produce en el propio
aparato de medida. Segin esto, la interaccién de § con M (y més
concretamente, con su sistema de registro: placa fotogréfica, contador,
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etc.) desencadena un complejo proceso irreversible que lleva finalmente
al aparato a uno de los estados |u). Interpretaciones de este tipo, con
diferencias de matiz en cuanto al cardcter exacto del proceso, pueden
encontrarse en los ya clédsicos libros de Landau y Lifshitz o de Gott-
fried. En todas ellas, el cardcter macroscépico del aparato de medida M
(es decir, sus muchos grados de libertad) juega un papel decisivo, y la
relacién entre medida e irreversibilidad queda puesta de manifiesto.”

Se ha argumentado que este tipo de interpretaciones de la medida no ex-
plica los llamados ezperimentos de resultado negativo de Reninnger, tam-
bién llamados de no medida de Dicke. Un ejemplo tipico es el siguiente:
supongamos una partfcula encerrada en una caja. Su funcién de ondas
se extenderd por toda la caja y la particula tiene una probabilidad finita
de estar en cualquier regién de la caja. Introduzcamos ahora un detector
en la mitad izquierda de la caja. Si el detector da sefial quiere decir que
la particula estaba en esa mitad y se produce la reduccién del estado.
Pero si el detector no da sefial podemos inferir que la particula estd en la
mitad derecha de la caja: de esta forma se ha producido una reduccién
del paquete de ondas sin que la particula haya interaccionado fisicamen-
te con el detector. Légicamente, la validez de estos argumentos depende
de lo que entendamos por interaccionar fisicamente o de si tiene sentido
hablar de las mitades izquierda y derecha de la caja separadamente.

e Toda las anteriores propuestas no niegan, como es evidente, la validez esen-
cial del formalismo cuéntico, sino que pretenden clarificar el contenido del
postulado 4 de nuestra teoria fisica mas fundamental. Desgraciadamente, to-
davia no tenemos una respuesta definitiva a la pregunta que abrifa esta seccién:
jcudndo y cémo se produce el colapso cudntico?; esto es, jcudndo la ecuacién
de Schridinger deja de actuar y da paso a la reduccién del estado?. Otro
tipo de argumentos que también pretenden completar el formalismo cuéntico
(no negarlo), pero quitdndole su carédcter esencial, son los que veremos en la
préxima seccién.

e En la conferencia de Solvay de 1927, Born y Heisenberg proclamaron que
“La Mecénica Cuédntica conduce a resultados precisos en lo que concierne a
valores medios [véanse, por ejemplo, las ecuaciones de Ehrenfest], pero no da

“Para m4s discusiones sobre este punto puede consultarse el libro La nueva alianza de
Ilya Prigogine e Isabelle Stengers (Alianza Editorial), especialmente el capitulo 8.
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ninguna informacién sobre los detalles de cada suceso individual. El deter-
minismo, hasta hoy considerado como la base de las ciencias exactas, debe
ser abandonado. [...] Mantenemos que la Mecénica Cudntica es una teorfa
completa, cuyas hipétesis fundamentales, fisicas y mateméticas, no son sus-
ceptibles de modificacién”. Einstein, a pesar de ser uno de los fundadores de
la fisica cudntica, nunca acepté la M.C. como una teorfa definitiva. Tras un
famoso debate cientifico con Bohr, del que sali6 “vencido pero no convencido”,
tuvo que admitir que la M.C. era consistente, pero sigui6 rechazando la base
probabilfstica de la M.C. como descripcién completa de la realidad fisica.

En el mencionado debate con Bohr (que tuvo lugar bisicamente en la
conferencia Solvay de 1930), Einstein presenté un experimento mental
que parecia violar la relacién de incertidumbre energfa/tiempo: en con-
creto, se podfa establecer la cantidad de energfa que se emitia por una
abertura de una caja y el tiempo exacto de emisién con precisién mayor
que la admitida por el principio de incertidumbre. La energfa emitida se
determinaba pesando la caja antes y después de la emisién y aplicando
la ecuacién relativista E = mc? junto con el principio de equivalencia
de la Relatividad General. Bohr, “tras una noche de insomnio” como él
mismo declara, encontré una refutacién del experimento que hacia uso
de algunos resultados de la Relatividad General (teorfa que, como todos
sabemos, fue concebida por el propio Einstein).

Desde entonces, Einstein dedicé sus esfuerzos no a mostrar posibles con-
tradicciones de la Mecdnica Cudntica, sino a demostrar que, aunque vélida, la
teorfa era incompleta. En 1935, Einstein en colaboracién con Boris Podolsky
y Nathan Rosen, publicé un artfculo titulado ; Puede considerarse la Mecdnica
Cudntica como una descripcion completa de la realidad?'’ en el que se ex-
ponfan estas ideas, usualmente conocidas desde entonces como el argumento
EPR. El articulo comenzaba afirmando que una teorfa fisica es completa si
cualquier elemento de la realidad fisica tiene su contrapartida en la teorfa.
Por realidad fisica, EPR entienden lo siguiente “Si, sin perturbar en modo
alguno el sistema, podemos predecir con certeza el valor de una magnitud
ffsica, entonces existe un elemento de realidad fisica correspondiente a dicha
magnitud”. Una vez aceptada esta definicién, EPR plantean un experimen-
to que, por comodidad, expondremos en una versién diferente propuesta por
D. Bohm. Supongamos una molécula compuesta por dos dtomos, cada uno
con espin s = 1/2, que se encuentra en un estado con momento cinético i
y de momento angular total J iguales a cero. A continuacién, y mediante

10 A Einstein, B. Podolsky y N. Rosen, Physical Review 47, pag. 777 (1935).
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un proceso que conserva el momento angular, disociamos la molécula en sus
dos dtomos constituyentes y de forma que cada uno de ellos posea momento
cinético L nulo. Como consecuencia, si medimos la componente z del espin de
uno de los 4tomos (digamos el 4tomo 1), y su valor resulta ser +//2, podemos
inferir que la misma componente del momento angular para el dtomo 2 vale
—h/2, sin necesidad de realizar una medida de s, sobre este sequndo dtomo.
De acuerdo con el concepto de realidad fisica EPR antes expuesto, s, tiene
realidad fisica en el 4tomo 2, puesto que hemos predicho su valor con certeza
absoluta sin tocarlo (la tinica medida se ha hecho sobre el 4tomo 1, que puede
estar muy lejos). Por otra parte, podrfamos decir lo mismo para cualquier
componente del espin del d4tomo 2, por lo que todas las componentes del es-
pin tendrfan realidad fisica, aunque la M.C. afirme que no se puede hablar
de dos componentes simultdneamente pues los operadores correspondientes no
conmutan,!!

De esta forma, el argumento EPR puede resumirse de la siguiente manera:

TEOREMA (de Einstein-Podolsky-Rosen)

Las dos afirmaciones siguientes son incompatibles: _
1.- El vector de estado 7/ proporciona una descripcién completa de un sistema
fisico.

2.- Las condiciones fisicas reales de dos subsistemas aislados (separados espa-
cialmente) son independientes (principio de accion local o de localidad einste-
niana).

Evidentemente, la existencia de una correlacién entre los dos subsistemas era
lo que repugnaba a Einstein. Puestos a elegir, el prefirié la afirmacién 2 a
costa de rechazar la 1, esto es, de rechazar el cardcter completo de la M.C.

e La solucién més sencilla para salvar el principio de accién local es, natural-
mente, suponer que el estado |¢)) del espin total no contiene la informacién
completa del estado cudntico. Las teorias de variables ocultas van encami-
nadas en esta direccién. Tales variables pertenecen a un nivel “subcuédntico”
inobservable y las variables observables del nivel cudntico resultarfan de pro-
medios realizados sobre una distribucién de variables ocultas. Segiin esto, la
M.C. no serfa la teorfa mas profunda y completa de la naturaleza, sino que
permanecerfa en un nivel de descripcién més grosero.

' Estos argumentos son impecables, puesto que, efectivamente, si se mide s, en el §tomo
2 se obtendra con total seguridad el valor —//2. Lo que sf es rechazable es la presuposicién
de que la medida sobre el dtomo 1 se halla efectuado sélo sobre el primer &tomo, cuando
en realidad es una medida sobre el sistema formado por los dos 4tomos, aunque estén muy
separados espacialmente.
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Se puede establecer una cierta analogia entre la relacién variables ocultas
frente a estados cudnticos y estados coherentes frente a estados mezcla
incoherentes. Como ya vimos, si reunfamos dos haces de particulas pro-
venientes de sendas medidas de §, con resultados opuestos, sabemos que
cada una de las particulas estd o en el estado |+) o en el estado |-),
pero puesto que nuestras particulas se han mezclado, no podemos pre-
decir a ciencia cierta cudl es el estado de una particula en concreto y
decimos que su estado es una mezcla incoherente de los estados |+) y
|—}. Este desconocimiento no es debido a un principio fisico profundo,
sino al desconocimiento de todos los datos posibles de cada una de las
particulas del haz (esto es similar a nuestro desconocimiento del color de
la bola que vamos a sacar de una bolsa con bolas blancas y negras). Sin
embargo, segtin la mecénica cudntica, si la particula estd en el estado |+)
nuestro desconocimiento previo del resultado de una medida concreta de
S: (puede ser +h/2 o —h/2 con igual probabilidad) si es un principio
fisico fundamental. Las teorias de variables ocultas, por el contrario,
propugnan que este estado |+) es también una mezcla estadistica de es-
tados definidos a un nivel mds fundamental por los valores que toman
las variables ocultas; y, en este nivel de descripcién, no habria ninguna
incertidumbre estadistica en las medidas. Asi, en el caso propuesto por
EPR, al disociarse la molécula cada uno de los d4tomos tenia “impresos”
en sus variables ocultas cudl iba a ser el resultado de las posteriores me-
didas de cualquier componente de sus espines. No existiria entonces la
correlacién entre los dos d4tomos separados espacialmente y el resultado
de la medida sobre uno de ellos no afecta al estado del otro, puesto que
todo ya estaba determinado desde el momento en el que se produjo la
disociacién.

¢ La posibilidad de una teorfa de variables ocultas ya habfa sido considerada
y rechazada por von Neumann en 1930. M4s exactamente, von Neumann de-
mostré que ninguna teorfa de variables ocultas podfa dar lugar a predicciones
més precisas que las de ]la M.C. Las teorfas de variables ocultas serfan entonces
irrelevantes o innecesarias. Esta demostracion fue aceptada de forma un tanto
acritica durante més de veinte anos, pese a que en los anos 50 se propusieron
algunas teorfas de variables ocultas que, aunque demasiado simples, contrade-
cfan la afirmacién de von Neumann. Pero, en un examen mas profundo de la
demostracién, Jauch y Piron encontraron una circularidad en el argumento de
von Neumann: una de sus hipétesis de partida suponia parte de lo que se que-
rfa probar. Una nueva demostracién de Jauch y Piron en una linea diferente
a la anterior fue también objeto de criticas similares. De esta forma, quedaba
abierta en principio la puerta a la formulacién de teorfas de variables ocultas.
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e Sin entrar en detalles, que exceden con mucho el nivel en el que nos movemos,
hay un primer tipo de teorfas de variables ocultas que no pretenden salvar
el principio de accién local, sino justificar las predicciones probabilisticas de
la M.C. (esta linea ha sido seguida, entre otros, por Bohm). El esquema
es, en lenguaje figurado, similar al que se tiene en fisica estadfstica, en el
que los valores medios macroscépicos se obtienen como promedios a partir
de los estados microscépicos que forman el sistema y que se distribuyen de
manera conocida cuando el sistema estd en equilibrio termodindmico. De esta
forma, las propiedades del estado cudntico |¢) serfan un promedio sobre las
distribuciones de los valores que toman las variables ocultas. Estas variables
ocultas se podrfan manifestar experimentalmente justamente después de una
medicidn, si no ha habido tiempo para que la distribucién de variables ocultas
se relaje y vuelva a ser la correspondiente al equilibrio termodindmico. En
este caso, una segunda medida darfa un resultado contrario al predicho por la
M.C. ya que éste viene dado por configuraciones de equilibrio de los valores de
las variables ocultas. Experimentos llevados por Papaliolos en 1967, no dieron
resultados que violasen las predicciones de la M.C., pero tampoco sirvieron
para desechar definitivamente la idea de Bohm. A este tipo de variables ocultas
se les denomina variables ocultas de primera especie. '

Si en lugar de querer justificar las leyes de la M.C. se pone el énfasis
en el principio de accién local se tiene la lfnea iniciada por J. S. Bell. En
primer lugar, demostré un teorema menos restrictivo que el de von Neumann;
a saber que ninguna teorfa local de variables ocultas puede dar resultados m4s
precisos que los de la M.C. La novedad aquf es la introduccién de la hipétesis
de localidad. Veamos lo que esto significa. Supongamos en el ejemplo anterior
que hemos medido el espfn del primer d4tomo. Si, una vez conocido el resultado,
se puede enviar una sefial con velocidad infinita al dtomo 2 éste, cuyo espfn
no estaba definida antes de la medida en 1, puede adquirir el valor necesario
para compensar el resultado de la medida del espfn en el 4tomo 1. En otras
palabras, la medida en 1 puede afectar instant4neamente al sistema 2, que por
tanto no se puede considerar separado localmente del primero. Esto es lo que
ocurre esencialmente en la explicacién ortodoxa del experimento.

Sin embargo, ninguna sefal puede propagarse a velocidad mayor que la de
la luz. De esta manera, si el subsistema 1 se ha medido en un instante #;,
podemos afirmar que el subsistema 2 no se ver4 afectado por esta medida al
menos hasta el instante t; = ¢; + d/c, siendo d la separacién espacial entre
ambos. Entonces, al menos durante el intervalo (t;,t2) los sistemas 1 y 2
pueden considerarse separados. Matemadticamente esto quiere decir que, en
este lapso de tiempo, las distribuciones de los valores de las variables ocultas
en los dos subsistemas son independientes entre si. Las teorfas de variables
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ocultas (de segunda especie) que contemplan este hecho se denominan locales,
aunque serfa més correcto decir separables. Siguiendo esta hipétesis, Bell
dedujo unas desigualdades matemadticas entre resultados de medidas realizadas
en el 4tomo 1 y 2 que tendrian que satisfacerse si una teorfa local de variables
ocultas fuese cierta. Los experimentos realizados desde entonces hasta la fecha,
en especial los realizados por Aspect en la década de los ochenta, han mostrado
sisteméticamente la violacién de las desigualdades de Bell, dando la razén a
la Mecénica Cudntica.

Otra variante de las teorfas de variables ocultas se refiere al problema de
la conteztualidad. Hemos dicho que las teorfas de variables ocultas pretenden
que cada sistema cudntico individual tiene valores bien definidos para todos
los observables, aunque en la préctica sea imposible determinar experimental-
mente dichos valores y tengamos que contentarnos con promedios estadfsticos
en medidas realizadas sobre un nimero muy grande de sistemas “semejantes”.
Sin embargo, en 1967 Kochen y Specker demostraron un teorema que afirma
que, si se quieren respetar los valores medios que proporciona la teorfa cudn-
tica, los valores individuales asignados a los observables de cada sistema fisico
deben depender del conjunto de observables compatibles que se consideren. En
otras palabras, consideremos tres observables A B y C, tales que [ A B] =0,
[A C‘] =0y [B C’] # 0. La mecénica cudntica nos dice que podemos medir
' simultdneamente A y B, 0 A y C, pero no podemos medir simultdneamente B
y C. Pero el teorema de Kochen y Specker afirma que para asignar valores bien
definidos para los observables de cada sistema fisico individual, de modo que
se satisfagan las predicciones estadisticas, los valores de A deben ser diferentes
seglin estemos considerando simultdneamente el observable B o el observable
C. Es decir, los valores determinados por las variables ocultas dependen del
contexto experimental en el que esté situado el sistema.

Obviamente, el problema de la localidad se puede ver como un caso par-
ticular de la contextualidad. En efecto, si tenemos un par de particulas como
las del experimento EPR, cualquier medida realizada en una de ellas es com-
patible con cualquier medida realizada sobre la otra. En particular, la medida
de la componente x del espin de la primera de ellas (que llamaremos sg)) es
compatible con la medida de cualquier componente del espin de la segunda

(sg.?), 55,2) o} sz ) aunque estas 1ltimas sf sean mutuamente incompatibles. Sin

embargo, los valores individuales (suponiendo que existieran) de sfr) depen-
derfan de qué componente de espin estuviéramos midiendo realmente sobre la
segunda.

¢ Todo esto no cierra la posibilidad de existencia de variables ocultas, sobre
" todo en su intento no tanto de salvar la localidad einsteniana sino de dotar
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de un marco determinista a la descripcién de los sistemas microscépicos. Asf,
todas las paradojas relativas, por ejemplo, al colapso del estado cudntico que-
darfan explicadas. A efectos practicos esto no tendria importancia alguna,
puesto que en las situaciones fisicas de interés las variables ocultas quedarfan
fuera de nuestro control, pero al menos satisfarfan la necesidad de eliminar el
azar como caracterfstica sustancial en los principios fisicos. En cualquier caso,
el problema del determinismo en la naturaleza ya no es una cuestién cerrada,
como lo era antes de inventarse la Mecdnica Cudntica, sino que es un tema
abierto con implicaciones que trascienden lo puramente fisico, que pone en
cuestién ideas profundamente arraigadas acerca de la propia naturaleza de la
realidad.

Los problemas que presentamos aquf no son una mera aplicacién mecénica
de las férmulas obtenidas en secciones anteriores. Por el contrario, estos pro-
blemas suponen un desarrollo y profundizacién en muchos de los conceptos
tedricos. Algunos grupos de problemas constituyen, por sf solos, una breve
presentacién de la teorfa cudntica de ciertos sistemas sencillos, pero funda-
mentales en el estudio de la fisica. Por ello, antes de abordar cada problema
es conveniente que el lector repase las ideas bésicas que intervienen en su
solucién.

3.18.1 Formalismo general.

Problema 3.1 .- Demostrar la relacién de conmutacién [)? ,}3;‘] =
nihPr-1,
Hay varias maneras de resolver este problema. Podemos, por ejemplo, es- .

cribir la expresién de f’;‘ en la representacién de coordenadas como (—ihd/dz)"
y utilizar las reglas de derivacién normales. Sin embargo, un método mds sen-

cillo es la demostracién por induccién. Asi, partiendo de que [)? ,ﬁx] =ihy

utilizando las relaciones conocidas para conmutadores de productos de opera-
dores, resulta

[X,ﬁg] = [jf,ﬁgﬁw] = [}? ﬁf} P, + P2 [)?,ﬁa,] = 2hP, P, + Pk
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o~

Veamos entonces si es vdlida la expresién {X ,P;"] — m'hf’;"‘l. Para ello,
calculamos

®B] = [R,B0R] = [R,P] s 2[R,
= nihPP 1P, + Pk = (n+ 1)ikP?,
que es semejante a la expresién de partida. La demostracion estd asf completa.

Problema 3.2 .- Demostrar la relacién de conmutacién {)? o (ﬁx)] =
ik df (P,)/dP;.

Supondremos que la funcién f [ﬁx) es regular y se puede desarrollar en
serie de potencias. Entonces, podemos escribir el desarrollo simbélico del
operador f (ﬁx) =Y . apP7. Combinando ahora la propiedad distributiva de
los conmutadores con el resultado del problema anterior tenemos

[%. 18] = Fon [R.F] = S on (minf2 )
- thannP"" = ith—=—= ( )

T

Problema §.3 - Sea ¢,(z) = (Zﬂh)_l'! 2 exp(ipz/h) una fugcidn propia del
operador P, = —ihd/dx con valor propio p; es decir, P;¢,(z) = pp,(x).
Entonces
(4p(2), XPogy(@)) = p (4,(2), Ry()) = (X),
¥
(6(2), PeX (@) = (Pat(2), Xy(2)) = p (8,(2), XHy(2)) = p(X),
de modo que, aparentemente,
(8(2), X Pagy(@)) = (5(2), BeX () =0
Sin embargo, los operadores X y P, se han definido de manera que

)?,134 =1ih, y asi

(4(2), XPoy(@)) — (¢(2), PR, (a) ) =
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sy (%(:I:), {f,ﬁx] fi)p(:z:)) =ik (¢,(), $p(z)) = ih,

en clara contradiccién con el resultado anterior. ;Ddénde esta el
error en el razonamiento?

El error est4 en el paso (qbp(m), ﬁx}?gﬁp(:r)) & (ﬁmqﬁp(:r),)’fgbp(w)), que no
es vilido pues en este paso estamos admitiendo que P, es hermitico cuando
acttia sobre ¢, (). Pero ¢,(x) no es una funcién de cuadrado integrable, y P,
s6lo es hermitico cuando actia sobre funciones de cuadrado integrable.

En efecto, dadas dos funciones f(z) y g(z) cualesquiera, tenemos (inte-
grando por partes)

I~ res T
(f@1Pug@) = -t [ rr@ e as
+oo * T
= —ihif*(z)g(x)] +z'?i./; 5 dfd—;)g(:ﬂ)dm
= —inf @g@)% + (Pef(@),9())

Por lo tanto, para que P, sea hermitico, el producto f* (z)g(x) debe anularse
en xr = %00, lo que equivale a que las funciones sean de cuadrado integrable.

Problema 3.4 .- Sean X y P, los operadores correspondientes a los
observables cudnticos posicién y momento respectivamente. Supon-
gamos una particula de masa m que se mueve bajo la accién de una
energia potencial V (z) que no depende de P,.

a) Demostrar que los operadores producto XP, y P,X no son
hermiticos, pero si lo es la suma fﬁx + ﬁx)?

b) Demostrar la identidad )?ﬁm +ﬁ$)? =1im [ﬁ, )?2], donde m es
la masa de la particula.

c) A partir de esta tltima relacién, demostrar que si ¥(x) es un
estado propio de la energia (es decir, si fﬁb(m) = E(z) ) entonces
para dicho estado se tiene <}?ﬁx + ﬁm2>¢ —k

a) Hay varias maneras de demostrar esto. Por ejemplo, puede demostrarse
que un producto de operadores hermiticos AB es hermitico si y sélo si los

operadores A y B conmutan, esto es, si {ﬁ, E] = (. Puesto que los operadores
X y st no conmutan, entonces su producto no serd hermfitico.

Otra forma de demostrarlo es la siguiente. De la definicién de hermiticidad,
y puesto que X y P, son hermiticos (actuando sobre funciones de cuadrado
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integrable), se tiene que para dos funciones cualesquiera f y g

(£, XPg) = (Rf,Bug) = (PR f,9) = (RPet9) — ik (£9),
de modo que X P, no es hermitico. Andlogamente,

(£.B.%9) = (Bf, Rg) = (RPuf,9) = (PR f.9) +ih(f,9),

con lo que P, X tampoco es hermftico. Sin embargo, sumando las dos expre-
siones anteriores se obtiene

(f:()?ﬁz'i'ﬁxi)g) = (f;)?ﬁmg)+(f:ﬁzj?g)z(jfﬁzfag)+(ﬁz5€f:9)
= (RB+PXD)19),

que es la condicién de hermiticidad para XE4LPX.
b) Evidentemente [V()A( ),)?] = 0, de modo que

gl i Lstah e Pamagalis ol 2 2
8% = 5 [ = o (%] X+ X [B.R])

1 ~ = s hfans =~ o
= 5 (-2inPX - 2inXP;) = -— (XPo + BX).
m m
¢) De lo anterior resulta que, para un estado propio 9 tal que H Y= EyY
o [(s25%) - (s 5080
= [ (v, BX%) - (v, X*Hy

m

- (. 2%) - (v )

- 2 (), ~(7),) -0

<)’(‘ﬁm + ﬁﬁ)w

Problema 3.5 .- Se define el operador paridad 11 como aquél que al
actuar sobre una funcién f(z) da como resultado f(—z), es decir, que
cambia el signo del argumento

fif(z) = f(-=).

a) Hallar los valores propios y las funciones propias de dicho opera-
dor.
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b) Calcular el conmutador [H,TI] en el caso de que el hamiltoniano
H incluya un potencial simétrico V = V(|z|).

a) De la propia definicién del operador tenemos
f(2) = 11 (1If(2)) = Lf(~2) = f(a),

de modo que 2 =T esel operador identidad. Si llamamos A; a los valores
propios de IT deberd cumplirse entonces

=7 => M=1 = M=zl

El operador II tiene asf los valores propios \; = 1 y A = —1. Las funciones
propias correspondientes a cada valor propio han de cumplir

=1 = Ifi(z) = fi(-2) =+1- fi(z)

do=-1 = Ifs(z)= fo(-2) = -1 fo(z).

Es decir, cualquier funcién par es funcién propia de I con_valor propio +1,
mientras que cualquier funcién impar serd funcién propia de II con valor propio
-1.

_b) Para calcular el conmutador [H H] veamos el resultado de aplicar Hil
y IIH a una funcién cualquiera

7 Aif(@) = Af(-2) = = TICD 4y o) (o
y
P 0 2
R V(I:vl)f(:v))
L d2f( )
Pero es evidente que ambos resultados son iguales, ya que V(|z|) = V(| — z|)
y también
df(-x) __d df(-z) __d ( df(—iﬂ)) _ &f(-2)
d(—z)?  d(-z) d(-z)  dz dx g o

Nota: Vemos asf que el operador paridad conmuta con el hamil-
toniano para un potencial simétrico (par). Esto tiene dos conse-
cuencias importantes. En primer lugar, las funciones propias del
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hamiltoniano deben ser también funciones propias del operador
paridad; es decir, las funciones propias de un potencial simétrico
deben ser funciones pares o impares. En segundo lugar, puesto
que I conmuta con el hamiltoniano, la paridad es una constante
del movimiento; esto significa que aunque el sistema no esté en
un estado estacionario (es decir, en un estado propio de H) y, por
consiguiente, no venga descrito por una funcién de onda con pa-
ridad definida, el valor esperado (ﬁ); se mantiene constante en el
tiempo.

Problema 3.6 .- a) Demostrar que para cualquier pozo de potencial
simétrico respecto a z = 0, con niveles no degenerados, los estados
ligados son funciones pares o impares. b) De acuerdo con esto,
Jcudnto valen ()? Yy (ﬁm) para una particula en un estado ligado de
tales pozos?

a) La primera parte de este problema ya ha sido demostrada en el problema
anterior a partir de la conmutabilidad del hamiltoniano (con un potencial
simétrico) con el operador paridad. Vamos a ver ahora una demostracién
ligeramente diferente, partiendo directamente de la ecuacién de Schridinger
_estacionaria. Si ¢g(z) es una funcién propia, correspondiente al valor propio
E, debe satisfacer

o ﬁ_z d*pp(x)
2m  dx?
Haciendo el cambio de variable £ — —z, la ecuacion anterior se transforma en
_ 1 dpg(-x)
2m d(—x)?

+ V(z)pg(z) = Epg(z).

+V(=2)pp(-2) = Epg(-2),

que es equivalente a

S ﬁ_ Ppp(—z)
2m  dx?

ya que V(z) = V(—=z). Esta dltima ecuacién nos dice que ¢p(—x) también
es una funcién propia correspondiente al valor propio E. Ahora bien, hemos
dicho que los valores propios del hamiltoniano son no degenerados, de modo
que ¢p(x) v ¢p(—z) sélo pueden diferir en una constante (que puede ser
compleja), es decir pg(x) = cpp(—z). Entonces, haciendo de nuevo el cambio
T — —T

+ V(z)pg(—2) = Epg(—z),

op(—2) = cpp(a) = Ppp(-z) = c==%1 = ¢g()=tpg(-2),
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de modo que ¢ () debe ser una funcién par (signo +) o impar (signo —).

b) Los valores esperados del momento y la posicién vienen dados por
(recuérdese que @g(x) es real)

= 00 ; i +0c0
@ = [ alps@Pis (B =-in [ op@pbs
—Do —o0

Puesto que yg(x) sélo puede ser par o impar, la distribucién de probabilidad
|¢(x)|? es siempre una funcién par. Por consiguiente, el integrando x|p e(z)]?
que aparece en la primera integral es una funcién impar y la integral se anula.
Asimismo, si ¢g(x) es una funcién par (impar), su derivada ¢/;(z) sera impar
(par), el integrando g ()¢ (x) que aparece en segunda integral serd también
impar y la integral también se anulara.

El primer resultado parece obvio. Puesto que el potencial es si-
meétrico, la particula tiene la misma probabilidad de estar en x que
en —x, por lo que el valor medio de su posicién estard en el centro
del pozo x = 0. También parece obvio el segundo resultado ya que
la particula tiene la misma probabilidad de viajar en una direccién
que en la contraria. Sin embargo, el hecho de que (P;) = 0 en un
estado ligado es algo mucho més general y no requiere necesaria-
mente que el potencial sea simétrico. Esto es lo que vamos a ver
en el siguiente problema.

Problema 3.7 .- Demostrar la identidad P, = (im/h) {f}, )’f} . A partir
de esta relacién, demostrar que para los estados estacionarios de
cualquier hamiltoniano H= ﬁg /2m + V(X) (con valores propios dis-
cretos) se cumple (P,) = 0, es decir, el valor esperado del momento
es nulo.

La demostracién de la primera identidad es inmediata. En efecto, teniendo
en cuenta que X conmuta con cualquier funcién f (X y en particular con el
potencial V(X ), resulta

H,X]=—-[ 2,X} [V : ]zﬂ—P,
[ — [B3.X] + [v(X).%] = -2 P,
que es el resultado buscado.

Sea ahora pp una funcién propia del hamiltoniano correspondiente al valor
propio E, es decir, Hpp = Epg. Entonces

(B, =" (o [.7] o) =2 (s )~ 2 0. X ).
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Ahora bien
(@Esjﬁﬁ‘?’E) e (@EJ?EWE) =I5 (WE;XSPE) = E<X>zp .
E
Por otra parte, teniendo en cuenta que H es hermitico

(‘:OE»HX‘PE) (H<PE:XSOE) = (E(PEa)?‘:DE) = E<2>p )

E

de modo que <}3¢> =0
¥E

Como vemos, el hecho de que el valor esperado del momento se
anule no depende de la forma del potencial sino simplemente de
que tratamos con un estado estacionario. El resultado sigue siendo
obvio. De hecho, la primera identidad forma parte de la demostra-
cién que lleva a la ecuacién de Ehrenfest d <5f > Jat = <ﬁm> /m.
Ahora bien, en un estado estacionario la densidad de probabﬂldad
|¥(z,t)|* no depende del tiempo ¥y, por consiguiente, tampoco de-
pende del tiempo el valor esperado de la posicién. Por lo tanto,
su derivada con respecto al tiempo es nula y, con ella, el valor
esperado del momento.

Problema 3.8 .- Supongamos que la ecuacién de Schrédinger de-
pendiente del tiempo para un potencial V(z) tiene soluciones de la
forma

iW(z,t)

U(x,t) = Aexp :

siendo A una constante. (Esta es la expresién de una onda plana
cuya longitud de onda varia con z y t.)

a) ;Qué ecuacién debe satisfacer la funcién W(z,t)?

b) ;A qué se reduce esta ecuacién en el caso en que ¥(z,t) represente
un estado estacionario?

a) De la forma propuesta para ¥(z,t) se sigue que

oY (z,1) w (0.0 W (@) BW(:c aW (z,t)
oz

oV (z,t) 3‘ BW(:I:,t)

E i
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2 x X X &
axx(;iz,t) w( t)SW( RN 12@($’t)(3w(;x,t))'

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién de Schriédinger

A ﬁ_2 0%V(z,t)
2m  Ox?

oY (z,t)

+ V()9 (z,t) = th——— 5%

obtenemos finalmente

SARBW L JIEN s OV
2m O0x2  2m \ Oz T g

que es la ecuacién en derivadas parciales que debe satisfacer W (x,t).

Esta ecuacién muestra cémo puede obtenerse la Mecénica Cldsica
en el limite A — 0. En efecto, para 2 = 0 el primer término se
anula y el resto de la ecuacién puede escribirse en la forma

oW (z,t) 4o
me b BlpT)s

siendo H(p, ) = p?/2m + V(x), con p'= VW (x,t). Esta es la lla-
mada ecuacion de Hamilton-Jacobi de la mecdnica clasica,'? que
proporciona una via de unién entre la mecédnica y la éptica. En
efecto, asf como en 6ptica los rayos son perpendiculares a los frentes
de onda o superficies de fase constante, también podemos conside-
rar que las trayectorias de las particulas son ortogonales a superfi-
cies de fase W (z,t) constante, donde la fase W(x,t) obedece a la
ecuacién de Hamilton-Jacobi.

b) En un estado estacionario, la funcién de onda depende del tiempo sélo
a través de una fase e *F/" Por lo tanto, W(x,t) debe ser de la forma
W(z,t) = ®(x) — Et. Sustituyendo esta forma particular en la expresién
general para W (x,t), es fcil ver que la funcién ®(z) debe satisfacer la ecuacién

_...%_h_cy_q),i_i d_@2 V()_.
el el L

12y ¢ase, por ejemplo, el libro de H. Goldstein Mecdnica Clédsica, segunda edicién, editorial
Reverté.
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Problema 3.9 .- Calcular el resultado de aplicar el operador exp (iaf’x/ h)
a una funcién f(z).

Puesto que ﬁx = —ih %, el operador en cuestién puede escribirse en la
forma e%4/4%) Este operador puede desarrollarse simbélicamente en serie de

potencias. Haciendo esto, y aplicando cada término del desarrollo a la funcién
f(z), resulta

eiaﬁm/ﬁf(m) e ea(d/d:c}f(x)

—1+i+2d2+ +n£+ f
= Yaz T A @2 1 agn T ) I@

= J@) ol @+ B @)+t D@ 4

Pero esto es precisamente el desarrollo en serie de Taylor de f(z+a), de modo
que

eé“ﬁ“’hf(m) = f(z + a).

El efecto del operador sobre una funcién f(z) consiste en desplazar dicha
funcién una longitud a a lo largo del eje X.

Problema 3.10 .- Sea ﬂ == axn (iaﬁx/ﬁ) el operador introducido en

el problema anterior, cuyo efecto es desplazar una funcnﬂn f(z) una
longitud a a lo largo del eje X, es decir, Taf(:z: f(z + a).

a) Demostrar que si _el hamiltoniano es periédico con periodo es-
pacial a, es decir si H(p, H(p,:z:+ a), entonces T, conmuta con
H.

b) Encontrar la forma general de las funciones propias de dicho
hamiltoniano.

a) Veamos el resultado de aplicar HT, y T,H a una funcién f(z).

PSS V' a
~;—m% V()i +a)

~ o~ -~ 2 T
781w = T (-3 P Vo)

ke h? & f(z + a)
- —%W +V(z+a)f(x+a)

2d%f(z+a
= ;m%ét-—) V(z +a)f(z + a).

HT,f(z) = Hf(z +a) =
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Ambas expresiones son iguales si V(z) = V(z + a), de manera que T, y H
conmutan.

b) Sea ¢(z) una funcién propia con valor propio E, es decir, H vp(z) =
Epg(z). Entonces, debido a la conmutacién de los operadores, tenemos

jt’J‘i‘r(PE(ﬂf +a) = H- ’fa‘PE(I) = fa§¢E(x) = TuEpg(z) = Epg(z +a),

de manera que @p(z + a) es también funcién propia de H con el mismo valor
propio E. De modo andlogo se puede demostrar que ¢g(z+na) (para cualquier
n entero) es también funcién propia correspondiente al mismo valor. Entonces,
si el espectro no estd degenerado, todas estas funciones s6lo pueden diferir en
una fase compleja de médulo unidad

(@ +na) = [9)" y(z)

La forma més general para @g(x) es entonces pg(z) = e*®ui(z), con ux(z +

a) = ug(z). En efecto
‘PE(:’: +a)= eik(:r+a)uk(x +a)= eikaeika:uk(x) & eéka(pE(m).

Ademds, si el potencial V(x) es real las pg(z) pueden escogerse reales, y
entonces

e =1 = ka=2rm = kz%rm.

Este resultado es una versién simplificada del teorema de Bloch,
que tiene una importancia fundamental en la teorfa cudntica de los
sélidos. En efecto, los electrones independientes en un sélido estan
sometidos a un potencial periédico creado por los iones dispuestos
en una estructura cristalina ordenada: un hipotético cristal unidi-
mensional de constante a creard un potencial periédico de periodo
a y, por consiguiente, la funcién de onda de los electrones serd de
la forma general ¥(z) = ug(x)e**; es decir, tendrén la forma de
una onda plana de longitud de onda 2wrm/k = a cuya amplitud es-
t4 modulada por una funcién periédica ui(x) de periodo a. Tales
funciones () se extienden por todo el espacio y no son de cua-
drado integrable por lo que, estrictamente hablando, no podemos
calcular valores esperados del momento. No obstante, se pueden
normalizar las funciones ug(z) en el intervalo (—a/2,a/2) y defi-
nir productos escalares sobre dicho intervalo. Entonces podemos
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definir un cuasimomento o momento cristalino para un electrén
descrito por una funcién ¥ (z) de la forma siguiente

o +a/2
By = -in [y g

—a/2

a/2 a/2
= —ih (zk/ |u(:1:)|2d:c+/ u(..’r:)du—(m)dx)
J_a/2 —a/2 dx

= hk—= 2E-T—FE?'?’.',
a

Problema 3.11 .- Demostrar que el valor esperado de la energia ci-
nética en cualquier estado normalizable es, necesariamente, no nulo.

En realidad, este problema ya ha sido resuelto casi en su totalidad en el
capftulo 2. En efecto, el operador energfa cinética en la representacién de
posiciones es K = P2 2/2m. Teniendo en cuenta que P, es hermitico cuando
actia sobre estados 1 normalizables, se tiene

PmTP

(B), = (.R%) = 5 (6. 220) = 5 (Pov, Bov) = 5 -

La igualdad sélo se satisface para Igm@b = (), pero esto implica ¥ = A = cte.;
y como hemos supuesto que el estado es normalizable, A debe ser cero. Por

consiguiente, para cualquier estado 1 normalizable resulta <I? >w )

Problema 3.12 .- Una particula se mueve bajo la accién de un po-
tencial V(z) cuyo minimo absoluto es Vj,;,. Demostrar que no puede
existir un estado estacionario ligado cuya energia sea, precisamente,
Vinin-

Si v fuera un estado estacionario de energfa E = Vi, se cumplirfa que

Vo= (), = (R), +(9), = (R), =Vou— (7).
Ahora bien

2 / V(@) @) de > Vi / (@) d = Viain,
R R

<I?>w e <f}>w <0.

T
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Hemos llegado a una contradiccién, pues hemos visto en el problema anterior
que <K > debe ser necesariamente mayor que cero. Por consiguiente, la

hipétesis de partida, E = Vpin, es falsa.

Problema 3.13 .- Para t = 0 la funcién de onda de una particula libre
de masa m es

¥ (x,0) = Ne | cona >0 real

a) Calcular la distribucién de probabilidad de posicién para t = 0.
b) Calcular la distribucién de probabilidad del momento lineal para
t=0.

c) A partir de a) y b) calcular los valores esperados ()?) y (}Sx) y las
desviaciones tipicas AX y AP,.

d) Calcular el valor esperado (E) de la energia.

a) Nétese, antes de nada, que en el exponente aparece el valor absoluto
|z| de la variable, de modo que la funcién de onda es una funcién par, lo que
permitird simplificar los célculos. En primer lugar vamos a calcular el valor
de la constante de normalizacién N:

+00 +oo N2
1 :f ¥ (x,0)|* = 2N? / e 2% dy = =
JO

—00

y asf
¥ (z,0) = Vaexp (~alz]),
de donde obtenemos la densidad de probabilidad
p(z,0) = aexp(—2a|z|).

b) Para calcular p, (p,0) necesitamos obtener la transformada de Fourier
de ¥ (z,0)

T 1 s —ipx
qf(p,O):mf ¥ (x,0) e~P2/R,

Como la funcién de onda es par

5y o 400
U (p,0) = 2“%/0 exp (—ax) cos (pz/h) dz

+0oo
= ngif] exp (—a—hu) cos (u) du.
(L) e {1 2
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La integral es facil de hacer integrando por partes; simbolizando § = ah/p
e ﬁ e exp (— B cos () da
= exp(—Bu)sin (u)]{> + B /0+00 exp (—Bu) sin (u) du
= p{-ew (-puycos @™ -5 [ "™ exp (~Bu) con (u) au}
= —=p(L+Bl); :

de donde

segeliats 5 o 00D
14 82 1+ (ak/p)?®

~ 2ah  ah/p 2 1
T (p,0) =,/ =l .
(#,0) % 1 + (ah/p)? mha 1 4 agfﬁ

La distribucién de probabilidad del momento nos queda entonces

Por tanto,

o P\~
pp@,{])dp—ﬁ{l-k(&)] dp.

c) Tanto p(z,0) como p, (p,0) son funciones pares, luego

<5€> 0 <ﬁm> =0;

Por otro lado,

= +o0 +00

<X2> = z%p (z,0) dz = a z?exp (—2a|z|) dz
—c0 —00

2 e L}

= e Y TR e

e g 4 u® exp (—2u) du 507

e k2 4h2a? [1o° u?
2 2 = 2
<P:c> —/; p°pp(2,0)dp = o /(; a u2)2du— (ah)”.

Por tanto,
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(nétese que para este estado se cumple, como debe ser, AX - AP, = /2>
h/2).

d) Segin el enunciado la particula est4 libre, es decir, no sometida a ningiin
potencial.'®> Como consecuencia,

=5 =5y
(pruebe a evaluar <I?> de otra manera).

Problema 3.14 .- Una particula libre viene representada en el ins-
tante ¢ = 0 por la funcién de onda

¥(z,0) = u(x) exp (%) :

siendo u (x) una funcién real y normalizada. Calcular el valor espe-
rado (P,) del momento de la particula y demostrar que la desviacién
tipica del momento AP, no depende del valor de pgp.

El valor medio del momento es inmediato:

<ﬁm> = —ih/+mu(x) exp (ﬂ"%) Ed; {u(:x:) exp (%)}dx

+o0o ) +oo
—ih / dr + po f u (z)|? da.

Por hipétesis, la funcién u (z) estd normalizada, luego la primera integral es
cero (integre por partes y tenga en cuenta que u (z) se anulard en +00) y la
segunda es uno. Por consiguiente,

Il

En cuanto a la incertidumbre, calculemos

<1’53> = 2 /;mu(m) exp (—”’%"’) a% {u(x) exp (%) } da

+oo d2 T +00
= —52/ u (x) ;:1:(2 )dm—l—p%/ lu (z)|? dz

o —O0 oo

+0o0
—2ihpo / u(x) %dﬂ:

"Evidentemente, para que en t = 0 la particula esté en el estado descrito por ¥ (z,0)
habra habido que prepararla interaccionando con ella de alguna manera; pero a partir de ese
instante, la particula queda libre.
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y, recordando los argumentos de antes,
+oo ( )

= d*u (z
gl oo ch 2
<P$> =—h / u(z) 77 dz + pg.

—o0

Por tanto,

AP, = 1/<ﬁ3>m<ﬁr>2=\/_52/j:u(x) dg;"’x(;")dm
1 \/ /:" du (z)

dz
que, efectivamente, es independiente de pyg.

I

2
dz,

Problema 3.15 .- En la teoria del momento angular es conveniente
utilizar los operadores L, y L_ definidos como

Calcular las relaciones de conmutacién entre E+, 2 Yy i

Teniendo en cuenta la propiedad distributiva de los conmutadores, y las
relaciones de conmutacién entre Lz, Ly y L., se tiene

[E+,EZ} = [Ex,ﬁz] 4 [Ey,iz] = —ihL, +1 (z’hfa,)
= (Lo +iL,) = -AL,.
De modo andlogo se obtiene [E_, Ez] =hL_.
Por otra parte
L+.I-] = |Lo+iL,, L —iL]
S ERnedn -t s[5

o [Ez,iy] — 9hL,.

Problema 3.16 .- Sea una funcién ¥(z,y,2) escrita en coordenadas
cartesianas en el espacio tridimensional; los operadores cudnticos co-
rrespondientes a las componentes cartesianas del momento son, co-
mo es sabido, P, = —ih(8/dx), P, = —ih(8/dy) y P, = —ih(8/dz). Con-
sideremos ahora la funcién escrita en coordenadas polares (r,8, ¢).
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Es —ih (0/0r) el operador cudntico correspondiente a la componente
‘radial p, del momento?

Los operadores cudnticos que corresponden a las magnitudes cldsicas deben
ser operadores hermiticos pues sélo asi se garantiza que sus valores propios sean
reales. Sin embargo, el operador —ih(8/0r) no es hermitico. Ello se debe a
que las integrales que aparecen en los productos escalares estdn extendidas
a todo el espacio tridimensional e incluyen el elemento de volumen dV =
r2dr sindf d¢. Entonces (considerando por simplicidad sélo la dependencia
radial de las funciones) para cualesquiera funciones f y ¢

(f(r),—z'hd%:—)) = —ik ]0 T f*(r)di—i” 4mridr

= ‘—ihdwif* (r) g(’r)'.r'g:lgo
+ihdm ]0 (2r )+ df)) g(r)dr

= —ibdr f*(r)g(r)r®]y + (_mdfd_@’g (r))

+ih8m /000 rf*(r)g(r)dr.

Asf, aunque las funciones f(r), g(r) tiendan a cero lo suficientemente rdpido
para que el primer término sea nulo en el infinito, la tltima integral serd
en general diferente de cero y, por lo tanto, no se cumple la condicién de
hermiticidad.

Problema 3.17 .- El operador 2 (componente z del momento angu-
lar) se escribe en coordenadas polares

f/z - —iﬁ %,
siendo ¢ el dngulo azimutal. Estudiar qué condiciones deben satis-

facer las funciones f(y) sobre las que debe actuar dicho operador
para que sea hermitico.

El operador L, es formalmente idéntico al operador P,. Sin embargo, @ es
ahora un dngulo azimutal y, por consiguiente, los limites de integracién en las
integrales que dan los productos escalares son 0 y 27. Entonces, integrando
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PO PESS, ORH Th D PRODRR VRN, , ORI

(k) = -n) rieSea,

2 *
= —ih f*()9(@)o" + iR fo %9(@@
= i 9N + (L:£(0)9(#))

Por lo tanto, para que L, sea hermitico el producto f* (p)g(¢) debe tomar
el mismo valor para ¢ = 0 y para ¢ = 2m. Esto ocurriré si las funciones son
peri6dicas con periodo 2.

3.18.2 Relaciones de incertidumbre.

Problema 3.18 .- A partir de las relaciones de incertidumbre, hacer
una estimacién para una cota inferior de la energia del estado fun-
damental de una particula de masa m en un pozo cuadrado infinito
de anchura L, esto es, sometida a la accién del potencial

irgoagiroggs SiE iy ey o)
v@={ % 5 sglipi

La relacién de incertidumbre posicién-momento es AX-APR S h/2. Ahora
bien, en un pozo simétrico centrado en el origen se tiene (X 1= (1 ¥ por
consiguiente, (AX)? = (X2) — (X X)2 (X 2). Sabemos también que para
cualquier estado estacionario (P;) =0y (z.’)‘}:’w)2 (PQ) En resumen, para un
estado estacionario de un pozo simétrico, la relacién de incertidumbre equivale
a

AX AP >

b | ot

= (X% (P?) > —.
El hamiltoniano del sistema dentro del pozo es H= ﬁf /2m, de modo que

(B o
2m Sm(X 2)

(H) =

Evidentemente, si la anchura del pozo es L, {}? 2) ser4 del orden de L2, 1o que
nos darfa una cota E > /i2/8mL?. Esta cota es bastante pequefia y no limita
mucho los posibles valores de la energia del estado fundamental.
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Para obtener una cota algo mejor (mds restrictiva) podemos afinar algo
mads el cdlculo de la desviacién tipica de la posicién. En una aproximacién
clésica, la partfcula tendria la misma probabilidad de estar en cualquier punto
en el interior del pozo, de modo que su distribucién de probabilidad de posicién
serfa p(z) dz = (1/L) dz. Entonces

s L/2 2
(X2) =/ SR dx:l/ A0 e
~L/2 LJ s 12

Con este valor para (X2) obtenemos una cota inferior para la energfa E >
3h2/2mL?, que es 12 veces mayor que la anterior, y por lo tanto limita m4s el
intervalo de valores para la energfa del estado fundamental.

De hecho, en el caso del pozo cuadrado infinito es fécil calcular (lo veremos
en un problema posterior) que la energia del estado fundamental es E; =
72h%/2mL?, que es unas 40 veces mayor que nuestra cota m4s tosca pero sélo
3 veces mayor que la cota que hemos obtenido con un cdlculo més aproximado
(aunque muy simple).

Problema 3.19 .- A partir de las relaciones de incertidumbre ha-
cer una estimacién de una cota inferior para la energia del estado
fundamental de una particula de masa m en un pozo de potencial
V(z) = b|z|", siendo n un nimero entero positivo.

Antes de nada, podemos ver mediante un anélisis dimensional
cémo dependerd la energfa de las tres constantes fisicas que inter-
vienen en el problema, a saber, i, m y b. Evidentemente A y m tie-
nen dimensiones de [energfa x tiempo] = ML?T~! y [masa] = M,
respectivamente. Sin embargo, las dimensiones de b dependen de
n, ya que el producto b|z|" debe tener dimensiones de energfa, y
asf b tendra dimensiones de [energfa x L™"] = ML2~"T~2. Con es-
to, es fécil ver que la tnica combinacién de las constantes A,m y b
con dimensiones de energfa es de la forma (h*"b?/m™) e ke
pues, las cotas que obtengamos podrén escribirse en forma de esta
combinacién, multiplicada por un factor numérico adimensional.

Como en el problema anterior, el pozo de potencial es simétrico (pues
|x| = |—z]|) y, por lo tanto,
o LR SOl S P2y o I
AR AP 25 = (X)-(PH2 .
El valor esperado del hamiltoniano serd ahora
2

i i = 2 s
(H)=(;—;>+b<lx| ) > ﬁm(‘x ):WTX'E)—H(!X )
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s 2
(Hemos escrito el dltimo paso para dejar claro que (X o <'X \ >) Clésica-
mente, esto corresponde a una energia
hZ
E > —— + b|z|".
2 gmpee T 0l

El segundo miembro es ahora una funcién de |z| cuyo minimo nos dard una
cota inferior. Dicho minimo corresponde a

dE"
dlz| —  4m|z?

R\ V)
+fm|:r|n_1=[} = |:::l=( )

4mbn

y su valor es entonces

K2 52 -2/(n+2) K2 n/(n+2)
e s—m(4mbn) “’(m)

it i 5
2 4dn mn !

que es la cota inferior buscada.

12

Veamos ahora algunos casos particulares interesantes:

Caso n = 1. Este caso corresponde a un pozo de potencial simétrico con
paredes rectas de pendiente +b. Entonces

1/3 /32223 1/3 212+ 1/3
Epin = 3 (l) (ﬂ) ~ 0.94 (H) X
2\4 m m

Caso n = 2. Este caso corresponde a un pozo de potencial arménico de
frecuencia w = /2b/m. La solucién exacta para el estado fundamental de este
pozo es E = hw/2 = hy/b/2m. La cota obtenida a partir del principio de

incertidumbre es
2 /b /b
g Sage¥ U0l
Emm ‘\/gh 2 ]

que coincide con el valor exacto.

Caso n — oo. Para evitar problemas dimensionales, en primer lugar es-
cribamos el potencial V (x) como

n

V(:r)ngE
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donde hemos sustituido la constante b por Vp/a™, siendo Vp una constante
con dimensiones de energia y a otra constante con dimensiones de longitud.
Teniendo eniendo en cuenta que lim,_. |z/a|™ es igual a 0 para |z| < a e
igual a oo para |z| > a, este caso corresponde a un pozo cuadrado infinito con
paredes en x = =a, es decir, de anchura L = 2a. Asf

n/(n+2) [ 32n ny2 1/(n+2)
Pun =i (3 1) () (uz’qfu)

oo \ 2 4n mnr

y, tomando el limite, facilmente se obtiene la cota

h? h?

E in = = —
™R 8ma? 2mL2

frente al valor exacto de la energfa del estado fundamental, E = w2h%/(2mL?).

Problema 3.20 .- Hacer una estimacién, a partir del principio de in-
certidumbre, de una cota inferior para la energia del estado funda-
mental de un ion H™ (es decir, un &tomo constituido por un protén y
dos electrones) y compararla con la energia del estado fundamental
del dtomo neutro.

—e
Electrﬂn 1
e T

\ \\.\‘ -
\ \Qi\
\ B Electrén 2

1\ By -

\ S

\ e b

,/
‘Nﬁcleo
+Ze
Fig. 3.4.

En rigor, y como sucede con el caso del d4tomo de hidrégeno simple, debe-
riamos referir los movimientos de las 3 particulas a su centro de masas comun.
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No obstante, en primera aproximacién, y también como se suele hacer en el
caso del d4tomo de hidrégeno, supondremos que dicho centro de masas coinci-
de aproximadamente con el protén ya que éste es mucho ma4s pesado que los
2 electrones. Entonces podemos considerar el protén en reposo y escribir la
energia total del sistema como

gl it :
2 2wy AT Tip

Aqui, r1 y 72 son las distancias de los electrones 1 y 2 al protén, y 712 es
la distancia entre los dos electrones, que estd relacionada con r1 y r por la
expresién

?"%2 = r% + *r% — 2rirg cos ¢,

siendo ¢ el dngulo que forman las rectas que unen a los electrones con el protén
(véase la figura 3.4). Los dos primeros sumandos de la energia son las energfas
cinéticas de los electrones 1 y 2; el tercero y cuarto sumandos son las energias
potenciales de interaccién coulombiana entre el protén y los electrones 1 y
2, y el quinto sumando es la energfa potencial de interaccién entre ambos
electrones.

Nétese que estamos trabajando en coordenadas esféricas y todavia no sa-
bemos cémo calcular exactamente (r), (r?), (p) y (p*). No obstante, y puesto
que ahora r es positivo, podemos hacer una estimacién'? de las incertidum-
bres mdximas: Ar ~ r y Ap ~ p. Por consiguiente, las relaciones de in-
certidumbre estrictas las podemos aproximar por Ary - Ap; ~ mp; ~ A, y
Arg - Apy ~ rops ~ h. Con ayuda de estas relaciones podemos escribir la
energia total en la forma

He K e, e e?

=t + :
2mrT Drs oy Fo /T + 15 —2rirecos

En el estado fundamental dicha energia debe ser minima. Las condiciones
matematicas para que la funcién F = E(r1,r2, ¢) tenga un extremo son

OE

9E oE .. =~ OE _
or1

0 %—U B_(ﬁ_

0.

La tercera condici6n, junto con la condicién 92F/d¢* > 0 (para que el
extremo sea un minimo), implica cos ¢ = —1. Este es un resultado matemaético,
pero también es intuitivo desde el punto de vista fisico. En efecto, para ¢ = 7,

Y gase la Nota al final del problema siguiente.
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la separacién entre los electrones es maxima rig = ry +ro (parar; y ro dados)
y su energfa de interaccién es minima. Con esto, las otras dos condiciones
quedan

dE h? i e? e? =
or, mrd  r? (ry+12)?

OE A2 e? e? A
Ora mrd  r2 (rp+rp)?2

Estas dos ecuaciones juntas implican 71 = rg y, asf, la condicién de mfnimo se
reduce a
B ¢ 9 5 4

——atmg——=0 = Pn=rp=——=—-r

mr} T ori  ard T

siendo rp el radio de Bohr. Es decir, hemos estimado que la distancia de los
electrones al micleo en el ion H™ es 1/3 mayor que en el 4tomo neutro. Ello se
debe evidentemente a la repulsién adicional entre los electrones. Sustituyendo
este valor del radio en la expresién de la energfa se obtiene

que es ligeramente mayor (en valor absoluto) que la energia del estado funda-
mental del 4tomo de hidrégeno neutro E}.

Problema 3.21 .- Hacer una estimacién de una cota inferior para la
energia del estado fundamental del 4&tomo de hidrégeno en el caso
relativista.

La ecuacién de Schrodinger es vdlida en tanto que las particulas a las que
se aplica tengan una velocidad pequena comparada con la de la luz. Entonces
(pe)* < (m02)2 y podemos escribir

5
B= m2c4+p2c22mc2+p—
2m
que, mediante la correspondencia p — —iﬁﬁ’, nos da el hamiltoniano cuantico
no relativista.

Para particulas con energias muy grandes esta aproximacién no es vilida
y hay que utilizar una ecuacién de ondas relativista. No obstante, si lo que
queremos es simplemente obtener pequenas correcciones a la energfa debidas
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a la variacién de la masa con la velocidad (excluyendo, por supuesto, la posi-
ble transformacién de partfculas en energfa o viceversa), podemos escribir la
expresién relativista para la energfa cinética. Entonces, la energia del electrén
en el 4tomo de hidrégeno serd (prescindiendo de la energia en reposo)

2

E = Ecin R Epot — \/mgc‘i +p2c2 — mec2 -_ e?

Siguiendo ahora un razonamiento similar al del problema anterior, tenemos

2 €p
rp~h = FE=+\/m2c+p?c?—mec’ — —.

h

Ahora es ficil obtener el mfnimo de esta expresién que es sélo funcién de p:

[&]

dE pc? e pc? MeQC

_— e — — = — — :0 = ——
PR = - p i e o s Rl R g

donde « es la constante de estructura fina. De esta manera

1/2
B e mga2c4 9 4 / c2 mga2c2
o = (Fog +miet)  -med - 2y

= mec? [(1 —az)l"? — 1} 3

Teniendo en cuenta que o ~ 1/137 < 1, podemos desarrollar la rafz en serie
de potencias, y asf

2 4

a a 1 1

Enin = me02 (1 = 7 e 5 ? T 1) = —§me020’2 + ‘8~me620:4 —s

El primer término coincide con el valor no relativista y el segundo corresponde

a la correccién relativista de primer orden. Es facil ver que dicha correccién
es del orden de los 1074 eV.

Nota: La utilizacién del principio de incertidumbre que se ha he-
cho en los dos problemas anteriores no es demasiado rigurosa. Si
los hemos incluido en este apartado es por su cardcter heurfstico.
En realidad, se trata de una combinacién de argumentos semiclési-
cos y una versién aproximada de las relaciones de incertidumbre.
Por ejemplo, se ha considerado simplemente Ar ~ r y Ap ~ p.
Esto parece razonable puesto que, en un sistema acotado se puede
poner que la incertidumbre méxima Ary,.x en la distancia al micleo
no puede ser mucho mayor que la propia distancia 7 (Arpmax = 7).
Por tanto, Apmin =~ b/ Armax.
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Sin embargo hay otra objecién mds seria desde el punto de vis-
ta formal. Estrictamente hablando, la relacién de incertidumbre
afirma que AA - AB > l( [2, ﬁ} >| /2, siendo A y B dos opera-
dores hermfticos. Los problemas anteriores estdn planteados en
coordenadas polares esféricas y no sabemos todavia cudles son los
operadores hermiticos correspondientes a las componentes polares
del momento, ni cudles son sus relaciones de conmutacién con r.
(De hecho, hemos visto en un problema anterior que el operador
hamiltoniano asociado a p, no puede ser —ihd/dr).

Por tanto, para resolver el problema de manera mas rigurosa de-
berfamos conocer dichos operadores. Otra forma de resolver el
problema consistirfa en plantearlo en coordenadas cartesianas y
utilizar la relacién estricta AX - AP, > h/2, y las andlogas para
las otras dos componentes. Evidentemente esto complicarfa algo
los célculos.

3.18.3 Pozos cuadrados.

Problema 3.22 .- Una particula de masa m se encuentra en el seno
de un pozo cuadrado infinito de anchura L, esto es, sometida a la
accién del potencial

ik 0 si ze€|0,L]
V(m)_{+oo si x¢[0,L].

Calcular los estados estacionarios y las energias correspondientes en
dicho sistema.

Evidentemente, para x ¢ [0, L] la funcién de onda es idénticamente nula.
En cuanto a la regién x € [0, L], la ecuacién de Schrodinger estacionaria es

_R o) _

om dz?

Ep(z),

cuya solucién general es

p(x) = AsinﬁT—f:c-chos”zt’;—QEm.

Esta funcién ha de anularse en x = 0 y z = L. Entonces

e0) =0 = B:=4,
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y

2mE 2mE
e(L)=0 = siny/ T;; L=0 = ?:2 L =nm con n entero.

Asi, pues, los posibles valores de la energia y las funciones propias corres-
pondientes son

n?n2h? . [2mE, . nnx
I = omIT Y, (x) = Apsin = ey Ap sin i

La constante A,, se obtiene de la condicién de normalizacién

L L

f oo (@) dz = A,{f sin? (E’E)dx;ﬁﬁ il g iy plgd

0 0 L 2 L

Nétese que podfamos haber planteado el problema del pozo infinito
de anchura L con paredes situadas en z = £L/2 en lugar de estar
situadas en £ = 0 y L. Esto tiene la ventaja de que el pozo seria
simétrico con respecto al origen * = 0 y podriamos aplicar maés
facilmente argumentos de simetrfa para ciertos cédlculos. Eviden-
temente, las funciones propias ya no tendrdn la misma expresién
porque hemos desplazado en una cantidad —L/2 el origen de co-
ordenadas. Haciendo el cambio z — & — L/2 es inmediato ver que
las funciones de onda en el nuevo pozo son

2 nr * x
\/;COS Y o S1 T es lmpar
(Pn(m) =
2 . HATE :
fsin®f% si  n es par,
que son alternativamente pares e impares, como debe cumplirse en
un pozo simétrico.

Problema 3.23 .- Una particula de masa m se encuentra en un po-
tencial cuadrado infinito de anchura L. Su estado inicial es tal que
al hacer una medida de su energia hay un 75% de probabilidades
de obtener el valor E = (7h)?/2mL? y un 25% de probabilidades de
obtener el valor E = 2(mh)?/mL?.

a) Escribir la funcién de onda inicial ¥(z,0).

b) Escribir la funcién de onda ¥(z,t) para cualquier instante.

c) Calcular el valor medio de la posicién (X); para cualquier instante.
;,Cémo varia con t?



196 POSTULADOS DE LA MECANICA CUANTICA

d) Calcular el valor medio del momento (P,); para cualquier instante.
;, Cémo varia con t?

e) Calcular la densidad de probabilidad |¥(z,t)>. ;En qué instantes
se verifica que |¥(z,t)|?> = |¥(z,0)[??

f) Calcular la corriente de probabilidad en los instantes en que se
verifica la condicién del apartado anterior.

g) Calcular el valor medio (E); y la desviacién tipica (AE); de la
energia. ;Coémo varian con t7

h) Hallar un limite inferior para el tiempo de evolucién de cualquier
observable.

a) Teniendo en cuenta que los valores propios de la energfa para un pozo
cuadrado de anchura L son E, = w2h?n?/ (2mL2), el enunciado nos estd
diciendo que la funcién de onda que describe el estado de la particula en
t = 0 es una combinacién lineal de las funciones propias ¢, () y @5 (z), con
coeficientes |c1|> = 3/4 y |ea|*> = 1/4. Como consecuencia

eié
¥ (z,0) = \/gsol (z) +€* \/;02 (z) = ?Wl (@) + 52 (2),

siendo § una fase indeterminada. Suponiendo que las paredes del pozo se
encuentran en x = —L/2 y en x = L/2, y utilizando las funciones propias
para este caso que hemos obtenido en el problema anterior, tenemos

¥(2,0)= Uicos—ﬁ-ewﬂ Sm%—x

(obviamente, la funcién de ondas se anula fuera del intervalo (—L/2,L/2).
b) Puesto que en general

— ;anpn (z) exp (—ii"t) v - Omas pale)s (e, 0));

la evolucién temporal es inmediata:
3 T 1Eqt s ] 1 Marx 1Eot
YWizit)) = %cosfexp(— % )-1—6 ﬁsmvf—exp( 5 )

= icosEe)u: —it mh +e*'6 isirlg—irr:f:—e'x —it-%ﬂ
A i Rel Ty T Vor ™ .. ¥ ml2 )

c) Para cualquier instante de tiempo, el valor medio de la posicién es

|

L/2

()’E)t B /_m U (z,t)* 2 U (z,t) do
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¥ puesto que

V3e—iEat/h i o—iEat/h

¥ (z,t) = o e (z) + s A (z)

operando se obtiene

B, = 10,50, hasmnescmn ),

= \/- —iEnt/h,—ib giEat/h (X)21 ,

donde
s +L/2
(%) = [ ot (@) 2 ¢, (2) do
mn J_L/2

Como los autoestados del pozo son reales, ()? ) o ()? )2 y entonces
1 1

2 2 el = =
(R, =1(%),+ 1 (B),, + oo (B 2-0) (%),

Por la simetria de las funciones de onda de los estados estacionarios

iy Sl 0

mientras que

()?) = g/JrLﬂ-::os (ﬁm) xsin 2 afx--—l—ﬁ£
12 i5 T —L/2 L L i 9 ?T2'
Por consiguiente

= 8v3L
<X>z g o0 (wiat —6),

siendo wy2 = (E2 — E1) /h = 3n%h/ (QmLQ). La evolucién temporal de la
posicién es de naturaleza arménica, con centro en L/2 y periodo de oscilacién
T = 27 /wis = 4mL?/ (3nh).

d) La evolucién del valor medio del momento lineal es inmediata aplicando
el teorema de Ehrenfest:

o~

(2, gl - 2t

sin (wiat — 6) = sin (wyat — 6),

4h
V3L
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evolucién que es igualmente arménica, oscilando <Px> con el mismo periodo
t

T del apartado anterior.
e) La densidad de probabilidad ests dada por p(z,t) = |¥(z,t)|® =
U (z,t) U (z,t)". Sustituyendo

A /3 TL\ _iEvt/h 1 . (27Z\ 45 _igot/n
plz,t) = ( 2Lcos(-~—L)e + srsin|——|eve X
/3 T\ pn |1 (27T _is iEat/n
( T (T) e T Et L g e
y, operando,

el or (L) i A

V3 (?r:):) 7 (2m:

+—cos —) cos (w1t — 9) .

L L L

Vemos que p(z,t) es suma de un término independiente del tiempo més otro
que evoluciona arménicamente con frecuencia wys. Como consecuencia,

ple0y=plz Al o= 18
f) La corriente de probabilidad es

Jiz.t)= ;—h {IIJ(‘TJ) w _U(z,t)* d¥ (:I:,t)}

m dx

Partiendo de la expresién de ¥ (z,t) en términos de las funciones de onda de
los estados estacionarios podemos escribir

ih _\/ge—?:E}_t/rﬁ, eiae—‘iEgtfﬁ
J@t) = 5 K—é—'—% (z) + — 5 2T

V3eiEat/h e—i8 giBat/h
xﬂ—;—%w+—7r—%w

ik [ [/3eiBrt/h e—i6giBat/h
T [(—2_% (z) + il (z)

V3e—iBut/h 10 p—iBat/h
x(—jr—@@+wﬁr—%w
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y, operando,

g

J(2,t) = 2) ¢ () = ¢ (2) 9} («)) sin (wiat — 8).

Al sustituir los estados por su expresion,

V3rh T S 1
J{z ] = o2 [— sin (T) sin (T)

2 :
—2cos (%) cos (W—;)] sin (wyat — §) .

Es decir, J (z,t) varfa con la misma frecuencia que p (z,t), pero con un desfase
de un cuarto de periodo. Por consiguiente, en los instantes nT' se cumplira

Fizd) = ——\/52?:2;1;16 {sin (?) sin (f%x) + 2cos (%Tm) cos (E%m)} }

Por otro lado (hdgalo) es facil comprobar que p (z,t) y J (z,t) satisfacen, como
debe ser, la ecuacion de continuidad

Op (z,t) - aJ (z,t)
ot oz

= (.

g) Naturalmente, puesto que H es una constante del movimiento, ni su
valor esperado ni su incertidumbre varfan con el tiempo. En efecto

-~ 3 7 w2h?
<H> =t 4E2 Sl

o 3 1 19 /72K 2
A A L
(B) =3B+ 38 =55 (mL2) ’

o / 2 w2h2 252
AR — H2 h 3\/§7r h :
mL2 8 mlL?

h) Por iltimo, el tiempo 74 de evolucién de un observable cualquiera

A y la desviacién tipica de la energfa AH estan ligados por la relacién de
incertidumbre energfa/tiempo, en consecuencia

h _ 4/3mlL?
oOAH  9n%h

de donde

TAAf?zg = T4>
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Problema 3.24 .- Una particula en un pozo cuadrado infinito de an-
chura L se encuentra, en el instante ¢t = 0, en un estado definido por
la funcién de onda ¥ (z,0) = Az (L — z), siendo A una constante de
normalizacién. Calcular la distribucién de probabilidad pg (E,) de
la energia, su valor medio (E) y su desviacién tipica AFE.

Segtin el enunciado del problema, el pozo se encuentra centrado entre 0 y
L, puesto que ¥ (z,0) se anula en estos puntos. Empecemos normalizando la
funcién de ondas:

A’LS

L
1=4 | 2 (L-2)lde= ,
A/Ox( )dx 30

con lo que tenemos

U (z,0) = ;;x(L z) = @%(L-%).

El valor esperado de la energfa es

T aW(mo) iRt 10
<H>_—%/O U (z,0) do = = = By ~1,01E;.

Anélogamente,

" h2 \? (L O (2,0), _ 30R
(8) = (mﬂ) /0 B g i oA

Por tanto,

i 4 DN 2 2
AH=\/3O& _(5ﬁ ) =\/5?i =i—2ﬁE120,45E1.

m2L4 mL? mL?

Observamos que el valor esperado de la energia <ﬁ’ > es pricticamente el

del estado fundamental. Esto es l6gico, puesto que la funcién ¥ (z,0) es muy
similar a ¢, (). -
Calculemos ahora la distribucién de probabilidad pg (E,) = P (Ey), esto
es, la probabilidad de que al medir la energia obtengamos el valor n-ésimo del
espectro. Ahora bien, la funcién ¥ (z,0) es simétrica respecto del centro del
pozo; luego, si llamamos ¢,, a las autofunciones de la energfa del pozo, todos
los productos escalares (¢,,, ¥) en los que la funcién ¢,, sea impar respecto del




3.18 Problemas resueltos. 201

centro del pozo se anulardn, como sucede para todos los n pares (n = 2,4,...).
Por tanto, tenemos que

PiEs:) =0

y s6lo tendremos que calcular P (Eg,+1) con n = 0,1, ... Puesto que

2. 2n+1)7x
P (2) = 1 sin T

nos queda

1 2
P (Banst) = | (msrs W == 60| [ w1 = w)sinf2n+ 1)l | = 6022,
0

donde
1
L= / (1 —w)sin [(2n + 1) 7u] du
0

La integral no es excesivamente complicada (un par de integraciones por partes
bastan). El resultado es

o 4 ) 4
"Tm3@Bnd+12n2+6n+1)  3(2n+1)3
y entonces
960 1
P(E e e =0 L
el (2n+1)°

(nétese que, en correspondencia a lo que comentamos respecto a la funcién de
onda anteriormente, hemos encontrado que P (E}) es practicamente la unidad,
P (E;) = 960/75 = 0,99856).

Nota: Podemos obtener los valores esperados de H y H? a partir de esta distri-
bucién de probabilidad. Para ello es necesaria la férmula

o0 (22K _1) 2K
Zz: 2n+1)2K 2 x (2K)!

By

donde Bk son los llamados nimeros de Bernouilli: By = 1/6, By = 1/30, Bs =
1/42, ... Asi, empecemos verificando la condicién de normalizacién de las probabili-
dades P (E). En efecto,

o0

1 960 (26 — 1) #°
Z P2 (E2n+1 ZO Nt ke 1) EWBS = 4233 =1.
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El valor esperado de la energfa es

o0 o0
= 960 1 w2 (2n+1)2
H = P (E2n+1) E2n+1 = TR
( > ﬂ; m £~ (2n + 1)° 2mL?
JOB0 R~ - . 4800 F (-1
 wt mL2 = (2n+ 1)4 T mmI?2 2x4! :
150 .5 5h?
— L:,ﬁ By = —7
Por 1iltimo,
oo 2 o0
= 960 [ m2h? 1
H?) = 3 P(Bmu)Einy=—¢ (———) —
< > ,;,Z:{:) 1 76 \ 2ml2 7; (2n + 1)2
180A4 30R%

1 -_
m2L4 m2L4’

valores todos ellos que coinciden (naturalmente) con los obtenidos anteriormente.

Problema 3.25 .- Una particula de masa m se encuentra en el n-
ésimo estado ligado de un pozo cuadrado infinito. Determinar la
distribucién de probabilidad de momento lineal para dicha particula.

Consideremos un pozo cuadrado infinito de anchura L con paredes en 0 y
L. Las funciones propias son

P (2) = \/%sin? - \/_% ( (m’:‘m) R (-—zzm:))

para z € (0,L) y ¢, (x) = 0 para = ¢ (0,L). La funcién de ondas dentro
del pozo es igual a una combinacién lineal de dos funciones que coinciden con
funciones propias del momento lineal.!?

Apliquemos la transformada de Fourier a la funcién de onda ¢, (z)

Balp) = ﬂ?/ son(w)exp( P“’)dw

- s [ (oo () oo () o ()

""Esto podrfa hacer pensar que la forma de Fourier de 1, (z) serd E)n (pe=
{6(p—pn) +8(p+pn)} /V2, donde p, = /2mE,. Pero esto no es completamente exacto.
En efecto, fuera del pozo la funcién de ondas es idénticamente nula, mientras que la combi-
nacion lineal de autoestados del momento no lo es. De esta forma, v, () no es combinacién

lineal de dos autofunciones del momento lineal y esto va a implicar contribuciones a 'E)“ (p)
de valores p # +p, aunque, como veremos inmediatamente, de menor amplitud.
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Agrupando términos

60 =5z, (=2l (T - F) o] -oe [ (T +) o]} o=

Las integrales son muy sencillas de hacer. En concreto se tiene que

/OLexp[i(%—%)x]dz = M;_iﬂ{exp[i(%—%).ﬂ} —1}

T g
—ie LR ¢ ipL/h
= g (e
¢
]Lex [é(nﬁ+}—))x]dm = ¢ {ex [—i(nﬂ—FE)L]—l}
Foee ol E ST L i T WS
= daseh {e—mﬂ' £ ez’pL,’ﬁ}
FF

F

y asi

- _e—ipL,“'h e—inm _ eipL/!i einm _ eipL_!h
Pn (p) = T nw T nT p

Dado que exp (+in7) = (—1)", operando,
& [Ln ne—PL/R (ePL/h — (—1)")
@n(P) = x5 n272 — p2L2 /h?

Trnexe () (o0 (B) - (1" e (55°))
h n?n? — p2L2/h? ’

Nétese que el resultado se puede simplificar aun més, ya que

ipL < —ipL\\ _ 2 cos (%) si n es impar
exp (L) — (-1 exp (== ) ) = 2
2h 2h 2i sin (g—ﬁ) si n es par.

Por lo tanto, la distribucién de probabilidad en el espacio de momentos es

7 (p)|2—‘”3’”( n ) cos? (BL) sin es impar
' h \n?n® —p?L2/R? sin? (BE) sin es par.

2h
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Podemos estudiar ahora en detalle la forma de esta funcién de distribucién.
Consideremos el caso n impar. La funcién cos? (pL/ (2k)) presenta méximos
para valores p = 2m (wh/L) con m entero; por tanto |3, (p)|*> también pre-
senta méximos locales para estos valores. Sin embargo, para estos valores de

2
p, el denominador toma el valor (n2 - (2m)2) 7%, de modo que la amplitud

de los maximos disminuye rdpidamente a medida que aumenta |n2 - (2m)2‘.

Por otra parte, la funcién cos? (pL/ (2h)) se anula para p = (2m + 1) wh/L.
Sucede, sin embargo, que el denominador también se anula para p = nwh/L
(recuerde que n es impar). En definitiva, cuando 2m + 1 = n, tanto el nu-
merador como el denominador se hacen nulos pero su cociente es finito, como
puede verse calculando el lfmite de |3, (p)|* cuando p — nwh/L. En realidad,
para este valor (y su opuesto) la funcién presenta un méximo absoluto. Un
andlisis muy similar se tiene cuando n es par. En la figura 3.5 se han re-
presentado esquemadticamente las distribuciones de momento para los estados
=14

30

n=|

n=2

L Ll
-Bfik -4fik 0 4fik, Bfik:
MOMENTUM

(b)

Fig. 3.5.
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Resumiendo, la funcién |@,, (p)|? presenta dos maximos pronunciados cen-
trados en p, = £nwh/L = +v/2mE y con anchuras del orden de 27fi/L. Para
estados ligados tales que n > 1, la anchura de los méximos es mucho menor
que su distancia al origen y la distribucién de probabilidad de momentos estd
muy fuertemente concentrada alrededor de los valores +£v/2mE. Esto justifica
que para valores altos de n, las incertidumbres obtenidas con la distribucién
(1/2) (6 (p — pn) + 6 (p + pn)), que se ha sugerido anteriormente, sean muy si-
milares a los obtenidos con la distribucién exacta.

Nota: Es importante hacer todos los cdlculos sugeridos en este problema
y representar graficamente las funciones resultantes.

Problema 3.26 .- Una particula se encuentra inicialmente en el estado
propio més bajo de un pozo cuadrado infinito cuyas paredes estan
en z =0y =z = L. Repentinamente se mueve la pared derecha hasta
la posicién z = 2L:
a) ;Cudl es la probabilidad de que, tras la expansién, la particula se
encuentre en el estado fundamental del nuevo pozo?
b) ;Cual es la probabilidad de que la particula se encuentre en un
estado genérico n > 2 del nuevo pozo?
¢) ;Se conserva el valor esperado de la energia tras la expansién del
pozo?

Si inicialmente el pozo tiene las paredes en z = 0 y x = L, el estado
inicial (¢ = 07) de la particula serd

) oy R AR
q’t:ﬂ_ (T) = ‘)01 (‘T") S \/;Sl!’l L T e [0! L]!

donde el superindice (i) senala que nos estamos refiriendo al pozo inicial. La
energfa inicial del mismo es, naturalmente,

w2h2

Eo=Ey’ = 5—.

Tras la expansion subita, el estado ¥;_g+ () se podra escribir como com-
binacién lineal de las autofunciones <,o£{ ) (z) del nuevo pozo, es decir

i) = Y el (@),
n=1

donde

2 nTT
T T 0.2L1.
oy’ (z) 57 S0 5T z € [0,2L]
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De este modo, la probabilidad de encontrar la partfcula en un estado n del
nuevo pozo serd P(n) = |ca|? con

Lofb. mme oo 2
L= ((p&” (), ¥s—p- (:c)) = E/ﬂ sin - sin de’

donde la integral sélo se extiende de 0 a L puesto que ¥;_q- () es nula en el
intervalo [L,2L].

@ Consideremos primero los estados finales tales que n = 2. En este caso,
la integracién anterior es inmediata

12 (L Qrzx . 7z 12 & laz.. %2 b1
sin —— sin —d sin — sin —dr = —=,
0 0

cu=—p57 | sinGpsinpde=—57 | sinpsin prdo = 25
debido a la ortonormalidad de las funciones \/2/L sin(n7z /L) en [0, L] .
Asf pues

02=1/\/§, Gl =Ch ==

Sin embargo, para n = 2] + 1 hay que calcular la integral

12 0%, [(AH+ixz\ . 6
Colp1 = EE ; sin (T) sin (T) dx.

y haciendo el cambio habitual u = x/L

o zﬁfélsin (M) R —4/2(-1)"

2 7 (412 4+ 41 — 3)
obtenemos
%2_4\/2‘“&1_2—11!4) sin=2l+1.
En definitiva
1/2 ai v =1
[C’n[2 =¢{ 0 sin=4086,...

B n2-49)"2 &n=1,35,..

Por tanto, la probabilidad de que al medir la energia ¥,_q+ (z) colapse al
estado fundamental es

le|® = % ~ 0, 36025.
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@ Inicialmente la particula estaba en el estado fundamental de un pozo
rado infinito de anchura L, de modo que la energfa inicial del sistema est4
perfectamente definida y es

w2h2
2mL?’
En la expansién no cambia la energfa. Vamos a comprobarlo utilizando los
coeficientes [cn|2. En primer lugar, tras la expansién del pozo la particula ya
no estd en un estado estacionario del nuevo pozo, por lo que su energfa ya no
estd perfectamente definida. El valor esperado de la energfa final es

. 1 32 E
&) e <H> =Y el EY) = 5E§” #Zs 3
n=1

2
n impar (n2 = 4)
y como EY) = n? (72h2) /[2m (2L)?] nos queda
i & 71'252 2

E:m = E(%J

i oty dar
T 29m(2L)’ ar2 2m(2L)2 2 (n2 4)2
n impar
m2h?
= 2 Z
4mL nlmpar

Evaluemos ahora la suma

n? n?—4 4
Dy R D A D

n impar n impar n impar
e
. n?—4 . (n2 — 4)2
n impar n impar

El segundo sumatorio es fécil de evaluar teniendo en cuenta la condicién de normali-
zacién

i 1 45 1 1 s
R DL ke 0 T vy iaglp Dl i

En cuanto al primero de los sumatorios:

1 = 1 e 1 1
n%:jarﬂ2~—4 N §(2n+1)2—4_12((2n+1)—2ﬁ(2n+1)+2)

T e

- (S-S
(

1La_l 11
—1+1+§+§+...}—{§+3+...}) ={)
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En resumen

w2h2 16 w2 w2h2
( ) = Eini.

in = Imiz \" T 7216) ~ 2mL?

De esta manera, el valor esperado de la energfa de la particula no ha
variado en la expansién del pozo. Esto es algo parecido a lo que sucede con la
expansién adiabética sibita de un gas perfecto. Si el recipiente que contiene
el gas sufre una expansién sibita (mucho més répida que la velocidad media
de las particulas del gas), durante dicha expansién no hay interaccién de las
paredes con el gas y no se realiza trabajo sobre el mismo; como consecuencia,
la energfa interna del gas no varfa. En nuestro problema, la expansién del
pozo es instantdnea y no afecta a la funcién de onda. En otras palabras, la
pared en expansién no realiza trabajo sobre la partfcula.

Por el contrario, en la expansién cuasiestédtica de un gas perfecto hay una
pérdida de energfa interna del gas. Ello se debe a que el gas realiza trabajo
sobre la pared del recipiente. Andlogamente, si en nuestro problema la ex-
pansién del pozo infinito hubiera sido muy lenta, la funcién de onda tendrfa
tiempo de adaptarse a la posicién de las paredes del pozo en cada instante, y
la partfcula permanecerfa siempre en el estado fundamental (en cada instante)
del pozo. Una vez terminada la expansién, la particula estarfa en el estado
fundamental de un pozo de anchura 2L, y su energfa serfa h*7%/ (8mL?), es
decir la cuarta parte de la energia inicial. La diferencia entre las energias
inicial y final es el trabajo realizado por la particula sobre la pared.

En el caso de la compresién instantdnea de un pozo, no podria tratarse
de la misma forma ya que, desde un punto de vista puramente matemaético,
la compresién dejarfa parte de la funcién de onda inicial fuera del pozo. Co-
mo esto no es fisicamente posible (la particula no puede atravesar una pared
de potencial infinita), la compresién instantdnea del pozo debe producir una
compresién de la funcién de onda, lo que equivale a realizar un trabajo sobre
la particula y aumentar su energia.

Problema 3.27 - Sea V(x) un potencial de la forma (véase la figura

3.6)
sl w0 52
V)= -V si z€[0,q] gon =D —
0 e e il

Calcular los valores propios E del hamiltoniano correspondiente.

El hamiltoniano correspondiente a este problema (en la representacién de
coordenadas) es
|
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|
V(x)
ot L -
—Vo
Fig. 3.6.

Es evidente que para x < 0 las funciones propias son idénticamente nulas, de
modo que basta con considerar el problema en el semieje z > 0.

Para facilitar la discusién, definamos las dos variables adimensionales & =
E/Vo,y = (m%/hz)l’! ? 2. En estas nuevas variables el problema se reduce a
calcular el espectro del operador

o 1.2 o
h:———--l"’v(y) 3 ?J(y):{ol Z:gi[f?:f)]

que es un operador hermitico cuando su dominio de operacién son las funciones
de Cy (R*) (derivables dos veces) tales que se anulan en y = 0.

La autofuncién ¢, (y) con autovalor € € R tendrd formas distintas si y €
[0,5] osiy > 5. Ast:

e y€0,5]

d?

(_%%_1)%@)% W) > 739 0) =2+ W)

cuya solucién general es
e (y) = arexp (% 2(e+ 1)3;) + By exp (—i 2(e+ l)y) -

Como ¢, (0) = 0, por hipétesis, esto implica a; = —3;, de modo que la
solucién puede escribirse

¢ () = Asin (VZE+Dy) , ye(09),
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siendo A una constante arbitraria (constante de normalizacién).
e Siy > b tenemos
2 dyg ¢E (y) E¢E ) b

cuya solucién general es

¢. () = agexp (z\/Q—ey) + By exp (—i\/2_sy) .

Vistas c6mo son las autofunciones, analicemos los posibles valores espec-
trales. En principio, € es cualquier valor real; ahora bien, si 9 (y) es un estado
normalizado es fécil ver que

1 d? s O e R :
<‘§d—w>¢“§fo v a3, /|

mientras que

0oy = [ " o) b @)Pdy > i " i 90 )1 G = o = =1,

donde v, es el mfmimo valor que toma v (y). Asf los valores medios <?1>w

son estrictamente mayores que —1 y, por lo tanto, € > —1. Inspeccionando la
forma de las autofunciones conviene distinguir entre valores de € positivos y
negativos.

a) Caso € € [—1,0)

¢ (y) = azexp (— 2 Ialy) + By exp ( 2 1€|y) , Y25

y no queda més remedio que (35 = 0 porque de lo contrario la funcién divergirfa
para y > 0. De esta manera la autofuncién es

Asin (V2@ +1)y) siye[o,5)
Qg eXp (—\/m:g) siy > 5.

La funcién ¢, (y) es, por hipétesis, derivable dos veces: tanto ¢, (y) como
su derivada han de ser continuas. El tinico problema puede surgir en y = 5.

?e (y) =

~ Lol 0 T R T
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Fig. 3.7.

Asi, imponiendo la continuidad de la funcién y de su derivada en ese punto,
. (57)=¢. (57) y . (57) = ¢L (51), tenemos las dos ecuaciones

Asin (5 2(e+ 1)) — Qg exp (—5%) =4 =)
A\/m-i-_l_cos (5\/2(<‘;‘T1)) + azﬁgexp (—5%) = 0,

sistema homogéneo que liga A con ay. Para que ¢, (y) # 0, el sistema de
ecuaciones ha de admitir soluciones no nulas por lo que el determinante de la
matriz de los coeficientes ha de ser igual a cero:

[\/MSin(5 2(E+1))+ 2(£+1)cos(5\/2—(5¢1_)] —~54/2lel —

Esto significa que

i 54;1:_1;&{1(5\/@) . E(=1,0):

Esta es una ecuacién trascendente, cuyas soluciones en el intervalo (—1,0) nos
dar4n los primeros valores del espectro. Dibujando ambas funciones (véase la
figura 3.7) vemos que sélo coinciden en ¢ ~ —0.85 y en € ~ —0.42 (también
e = —1 es solucién de la ecuacién, pero este valor corresponde a una ¢.(y)
idénticamente nula). Estos son los dos primeros valores del espectro, que es
discreto ya que la autofuncién es normalizable.

b) Vayamos ahora al caso € > 0. En este caso la autofuncién es

" (y)z{ Asin( .2(5+1)y) | sjlyE[U,S]
a exp (iv/2ey) + By exp (—iv2ey) siy > 5.
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Nétese que esta @, () no pertenece al espacio de Hilbert, luego serd una
autofuncién impropia. Imponiendo de nuevo continuidad de la funcién y de
su derivada en y = 5

sin (5 2(e+ 1)) A = exp(ip) as + exp (—ip) By
V2 (e +1)cos (5 2(e+ 1)) A = iv2eagexp (ip) — iv2eBy exp (—ip),

con p = 5v/2¢. Estas dos ecuaciones nos relacionan los coeficientes A, az y 3s.
Sin embargo, fijado A (constante de normalizacién arbitraria), los coeficientes
as vy B, se obtienen univocamente para cualquier valor de ¢ > 0 (en efecto,
considerando ag y (35 como incégnitas, el determinante de la matriz de los
coeficientes es —2iv/2¢, distinto de cero si € > 0 ; para ¢ = 0 la unica solucién
es A=ay =3, =0, que no es iceptable).

En definitiva, el espectro de h consta de los dos valores espectrales discretos
{—0.85, —0.42} que hemos obtendido en (a) y de todo el intervalo continuo
(0,+00).

Volviendo a las variables fisicas, los niveles energéticos discretos del poten-
cial V(z) serédn

= —0.85Vh, Ep = —0.42Vp,

que corresponden a estados ligados, mientras que cualquier valor E' > 0 serd
un valor propio correspondiente a un estado no ligado.

3.18.4 Oscilador arménico.

Problema 3.28 .- Dado un oscilador arménico unidimensional de ma-
sa m y frecuencia w, cuyo hamiltoniano es

= P2
H,=—=+ 1m2X2
2m 2

se definen los operadores “creacién” @' y “aniquilacién” (o ”destruc-

(5
(-

)
Il

Sl

Si-




-
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a) Escribir los operadores X e ﬁx y el hamiltoniano ?Iw de un oscilador
arménico en funcién de los operadores af y a. .

b) Calcular los conmutadores [a, &*] , [I’fw,ﬁf} y [ﬁw,&} 3

@ Sumando y restando los operadores obtenemos inmediatamente

a*+a=\/@)? N )?:J%(a’wa)

A Dt ~ mwh .
at —a=—i o — - = (a —a)
Por otra parte
o s A S i["ﬁ]zﬂjp e P
s e By | e gy
o también
aat = ™ %2 ;ﬁz_i[fgﬁ]:w;?z ko
RS o B v ke i ) i e e

de modo que el hamiltoniano se puede escribir como

H, = g+lm2}?2=@g(&*a+&ﬁ)=m a‘fa+1
- e ik 2

&
o 1
= hw (aaT - 5) :
@ Del resultado anterior, es fécil ver que'®
[a,af} —aal —ata=1.
Por otra parte
[A.,a] = hw [a'a,at] = aw (af [a.a"] + [a!,a'] @) = nwat

y, andlogamente,

[ﬁw,a] = fw [a*fa,a] = fiw (a’f [@,a] + [af,a} @) = —hva

15Este mismo resultado se podria haber obtenido directamente a partir de la definicién de
a' y @y la propiedad distributiva de los conmutadores

o] = (4[5 [ 5]) = £ 2.5 1.
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Problema 3.29 .- Sean ¢, y E, las funciones propias y los valores
propios, respectivamente, del hamiltoniano de un oscilador arméni-
co, es decir H,¢, = En¢,. Demostrar que si ¢, es funcién propia de
H, con valor propio E,, entonces a'¢, es funcién propia de H, con
valor propio E, +/w. Asimismo, demostrar que a¢,, es funcién propia
de H, con valor propio E,, — iw.

Utilizando los resultados para los conmutadores [ﬁw,ﬁq y [ﬁu,ﬁ] que
hemos obtenido anteriormente,

A, (a'¢,) = Hia'e,=[H.,a"]¢,+a'Hg,
= hwile, + G Eng, = (En + hw) (af(;sn)

H.(a¢,) = Hiag,=|H.,a| ¢, +af.o,
= _ma¢n +aEﬂ¢n = (E‘n 2 ﬁw) (a¢n) .

Problema 3.30 .- Obtener el valor propio Ej y la funcién de onda ¢,
correspondientes al estado fundamental de un oscilador arménico.

Aplicando la relacién obtenida en el problema anterior al estado funda-
mental tenemos

H, (@¢o) = (Eo — hw) agy,

de modo que @¢; seria funcién propia de H,, con valor propio Eg — hw < Ej.
iPero no puede haber ninguna energia menor que la del estado fundamen-
tall! La tunica forma de evitar la contradiccién es que a¢, = 0. Teniendo
en cuenta la forma explicita del operador @ en representacién de posiciones,

= 715 (. (K ﬁPz), la ecuacién ag, = 0 se puede reescribir como
una ecuacién diferencial de primer orden

h d
Voms et + gre@ =0,

cuya integracién es inmediata

ol = (2) " ()
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donde se ha introducido la constante de normalizacién apropiada para que
|[#oll = 1. Nétese que esta funcién de onda es una gaussiana que no se anula
para ningtin z finito, como corresponde a la funcién de onda de un estado fun-
damental. Ahora, recordando la expresién de H,, en funcién de los operadores
al y @, tenemos

2 e T 1 1
Ao = o (a2-+ 3 ) do = hwa (@) + gt = ghde,

de modo que Ey = %ﬁw es la energfa del estado fundamental del oscilador.

Problema 3.31 .- Obtener la expresién general para los valores y
vectores propios E, y ¢, del oscilador arménico.

Conocemos por el problema anterior ¢, y Eo. Por otra parte, hemos visto
en un problema anterior que af¢, sera funcién propia de H,, con valor propio
E = Ep+ hw = (3/2)hw. Ahora bien

s o B il Lap
a'gy, = \/Q( ?iX 7 Wth)%
1 mw h d
= 7 (ﬁTI— \/ aa) ¢o(x)
= \{%370504‘”%37%:2\!%13%,

donde se ha usado la expresién de ¢q(x) del problema anterior. Esta funcién
a'¢, es impar y tiene un tnico cero (en z = 0). Por lo tanto, debe ser
(salvo una constante de normalizacién) la funcién propia correspondiente al
primer estado excitado; es decir, ¢;(x) = Ajxdy(x). Calculando la constante
de normalizacién finalmente obtenemos

¢y (z) = (25)1}(4 (%)3({4 T exp (-%xg)

a la que corresponde, como hemos visto, el valor propio Eq = (3/2)hw.

Asimismo, es facil ver que una nueva aplicacién del operador @l a esta
funcién da lugar a una funcién par y con dos ceros; es decir af¢; = (61}2 o
debe ser (salvo normalizacién) la funcién de onda del segundo estado excitado,
correspondiente a una energia Fo = E; + iw = FEy + 2hw = (2 +1/2)hw. Por
el mismo razonamiento general puede verse que A, (6‘?“)'Jrl ¢ serd la funcién
propia correspondiente al n-ésimo estado, y su valor propio correspondiente
serd Ep = (n+ 1/2)hw
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La constante de normalizacién A, puede calcularse o bien por integra-
cién directa o por recurrencia. Este iltimo método es el objeto del problema
siguiente.

Problema 3.32 .- Calcular a'a¢,, aa'¢,, a'é, y as,.
Teniendo en cuenta que E,, = (n + 1/2)hw, resulta

§w¢n = hw (ﬁfﬁ+ %) i = (n + %) hwo, = &“J’aqian = i

de modo que el efecto de aplicar el operador @'a a la funcién propia ¢,, del
hamiltoniano equivale simplemente a multiplicar dicha funcién por su niimero
cuéntico n. En otras palabras, ¢,, es funcién propia de a'a con valor propio n.
Por esta razén, al operador @'a se le denomina operador nimero. (Nétese que
aunque @' y @ no sean hermiticos, su producto @'a sf lo es, y por lo tanto sus
valores propios son necesariamente reales).

Evidentemente se tiene también aa'¢, = [a,al] ¢, +atag, = (n +1)¢,.

Por otra parte, hemos visto en problemas anteriores que ¢,,,; = Ap+1a',.
Entonces

I6nsal® = (Bnsrsbnsn) = [Ansal® (@', a"60)
—_ |An+1| (Gﬁn,aafﬁbn) = |An+1|2 (n+ 1) ||¢n||2

de modo que A4+ = (n+ 1)_1’(2 si ¢, ¥ $py1 estdn normalizadas. En conse-
cuencia,

Onsr = (n+1)723%, o @'¢,=Vn+1id,,,.

Anidlogamente se demuestra que a@,, = \/nd,_;.

Asf pues, si partimos de un ¢, normalizado, obtenemos

g = '“fff?o
¢y = V/—a ¢'1 —2 (aT)z @0
¢3 = Lot (51)3 o)

7 V2x3
¢4=7

5 \/2><137x4 (@) 4

y en general ¢, = (n!)” 2 (af )" do-
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Nota: Naturalmente, el método anterior puede ser algo tedioso si
queremos calcular por iteracién, a partir de @, las funciones pro-
pias ¢,, para n elevado. Estas funciones propias ¢,,(z) pueden ob-
tenerse también resolviendo directamente la ecuacién de Schrédin-
ger para el oscilador arménico. Esta es una ecuacién diferencial
de Hermite que puede resolverse por un desarrollo en serie.!” La

solucién general explicita puede escribirse de la forma

(=13 CI(QR—I)/28XP($2/2(12)%exp(—:cg/a2)

W@ = G
= \/Fﬁn(m/a),

donde a = (h/mw)lf 2 es la longitud caracteristica del oscilador, y
$n(x) son las funciones de Hermite definidas en la seccién 2.6 del

capitulo 2.

Problema 3.33 - A partir de la expresién anterior para las funciones

propias de un oscilador arménico

gAY = Ll)i—fx(z""13"‘2 exp (3:2/2&2) % exp (—x2/02) ;

71-1/4(2nn1)1;’2

donde a = (h/mw)"?, verificar explicitamente las relaciones obteni-

das en el problema anterior.

Escribiendo el operador y la autofuncién ¢,, explicitamente en representa-

cién de coordenadas

i (-1)"ar-1/2 (1 d \ | o222 4" 22/
dTen(x) = /A2 )12 \ "~ " da e

(_1)na(2n—1)f2 [mezzﬂaz _f?ie_xzfaz]
o' dz™

wl/4(2nt1p))1/2 =

n (_l)na(Qn—l)ﬂ 22202 [xﬂewrz/az dnt1 e—ngﬂgJ

T1/4(2n+1p))1/2

(_1)n+1a(2n—1)j2 22/202 dn+1
Ti/a(anHig )iz % dzntl

¥ N8 1¢n+1($)'

17"Véase cualquier libro de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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Problema 3.34 .- Sea {¢,,} la base constituida por los vectores propios
del hamiltoniano del oscilador arménico. =

a) Obtener la representacién matricial de al, a, X y P, en dicha
base. - -

b) Obtener la representacién matricial de X? y P2.

c) Calcular ()? >, <ﬁx> : AX y Aﬁ’x para el n -ésimo estado es-
tacionario de un oscilador arménico y verificar que se satisface el
principio de incertidumbre.

@ Aplicando resultados anteriores y la ortogonalidad de los vectores de la
base

a:r's = (érsatés) =vs+1 (qu ¢s+1) =vs+1 61‘,5—{-1
Ups = (¢rva¢’3) = \/g (‘i’m ‘f)s—l) = \/E 67‘,3-1

XT5=1(2H a,Jf+a, f\,‘ (\/S—l- 6r3+1+\/_6rs 1)

h / a1
Pw‘sz'i ?n;J AT—~(L ( S+ 67‘5-{-1 \/_‘57‘5 1)

Podemos escribir los resultados anteriores en forma matricial

a -8 .0 § BV R e |
N e R W | S e |
(@)2 0 2 0 8 @=1]0 0 .. %3
0 .0 a3 BT 0
PR ey e
J1 0 2:A
(g)zio\/ﬁoﬂ
2nw | 0 0 /3 0
Ry S | R |
W1 0 Siyggieh
(ﬁm)zz—mﬂoﬁﬂ—\/ﬁ
2 0 0
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@ Por la regla de multiplicacién de matrices
Xoo= ) XaXn
1

h —_—
& Z 2mw ( T+ 1841+ V1 6”'!‘“1) (Vs + 1641+ V5 816-1)
1
2 ij ( V8(s—1)brs—2+(25+1)brs + V(s +1)(5+2) 51‘,s+2) .

Pr2.9 _ Z«Prlﬁs
l
h
= — Z WT (\/I +16p141 — Vi 61‘,!—1) (Vs + 168541 — V5 815-1)
i
— —WTR (1/ 8 (8 = 1) (51-,3—2 2 (23 e 1) 61‘,3 s V (S s = 1) (‘8 + 2) 67‘:3+2) .

Otra forma de obtener estos resultados es la siguiente:

@):, = (onaa's) = ViFT (4na%001)

T8

- \/mm (qsrr ¢s+2) e (S » 1) (S e 2)6r,8+2

@2, = (4,,aa¢,) = V5 (¢,,d6,_,)
= \/‘E\/m (¢r1¢3—2) = m‘s‘r,s“g

y entonces

X = g ((@+3) (@ +9)),,

mw

2
aLE ((af) +afa+aa*+(a)2)
2mw =

= ﬁ (V5 G=1D)bre2+ (25 +1) 8rs + V5 +1) (54 brss2)

y de modo andlogo se obtiene P,?s.

@ Para r = s = n, tenemos
()’E) = Xpn=0
mn

NS e e &
<X >n =K 2mw @n+1) mw (n+ 2)

mw 2
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y para el momento lineal
<}3 .'.:> = B nn — 0
™"

=5 e asss il s 5
<P,_>n - P =0 (2n+1)—mﬁ(n+2)

-~

Al o — mw?i(n—k—).

Por tanto,

Problema 3.35 .- Calcular los valores y vectores propios de los ope-
radores @ y a'.

a) Por resolucién directa de la correspondiente ecuacién diferencial
de primer orden. '
b) Como combinacién lineal de estados estacionarios del oscilador
armoénico.

Antes de nada hay que tener en cuenta que ni @ ni @l son operadores
hermiticos y, por lo tanto, sus valores propios no tienen por qué ser reales.
Entonces, llamando z € C a un valor propio de @ y £, (z) a su vector propio
correspondiente, la ecuacién que debe satisfacerse es

%, @)=, (0) > gDy Mo (0) = 2, (a),

cuya solucién es inmediata

oo LT 2mw
§z(£)—Aexp( T + 5 z:x:),

siendo A una constante de normalizacién. Esta solucién €, (x) existe para
cualquier z complejo, con lo que @ tiene un espectro continuo que llena todo el
campo complejo. Nétese que si z = zg es real, la funcién &, (z) es una funcién

gaussiana centrada en xog = 204/2h/muw y anchura Az = /2h/mw.

Por otra parte, llamemos 2z, a un posible valor propio del operador af y
sea £ () su funcién propia correspondiente. Entonces
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:
atef @ =2t (@) = (2@ oy — et @),

2mw dz

mw 2mw
& (z) = Aexp (ﬁf i 5 z+:r) !

Esta funcién no sélo no es integrable sino que se hace infinita para = —
+00. Asf pues, el operador @' no tiene funciones propias dentro del espacio de
Hilbert.

Escribamos £, (z) como combinacién lineal de las funciones propias ¢,
del hamiltoniano del oscilador; es decir

con solucién

& (@) =) cndp(a) con ) lenl’=1.
n=>0

n=0

Para que sea autofuncién de @ con autovalor z se ha de cumplir que a¢, (z) =
z€, (2), por lo tanto,

@Y ntn (@) =) calighy (2) = D Vo1 (T) =2 Cnhy () -
n=0 n=>0 n=1 n=0

Cambiando los fndices del peniltimo sumatorio tendremos la igualdad

S VAT Tenti6a (2) = 3 20t 2).
n=0 n=0

Pero si dos vectores son iguales, deben coincidir sus coordenadas. Como con-
secuencia

vnF leaii=2cy;. n=0,12,...

o bien
z

z
= | [ N
Cn+t1 mcn Cp ﬁcn 1,

que nos da una ley de recurrencia para las coordenadas del autovector. Evi-

dentemente ¢y # 0 puesto que de lo contrario todos los indices serfan nulos.
Ast
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y, en general,

mn

o

Imponiendo la condicién de normalizacién de £, (x) obtenemos el valor de co:

00 o0 |Zf2n
Mleal=1 = 1=l 3 E = feol*exp (j2F).
n=0 n=0

En definitiva, un autovector normalizado de @ con autovalor z tiene la forma

6. (@) —exp (— P /2) 3 T @),
n=0 i

y la serie converge para cualquier valor de z real o complejo. Asf, obtenemos
de nuevo que el espectro del operador @ es continuo y llena el campo complejo.
(Nétese también que &y () = ¢g ()). A los autovectores de @ se les denomina
estados coherentes.

Si £ (x) es autovector normalizado de @f con autovalor z; y lo escribimos
en la base de las funciones propias ¢,,

oo

alel (z) = z&f (@) =) cali™ 0, (2)

n=0
= Z vn+ ].Cnl;bn+1 (33) =Z+ Zc‘nén (LE) .
n=0 n=0

Por tanto,

D Viea19n (@) = 21 ) cadn ()
n=1 n=>0

que nunca se cumple a no ser que ¢g = ¢; = ... = 0. Por tanto, llegamos
de nuevo a la conclusién de que no hay funciones propias (normalizables) del
operador af. jNétese, como se ve en este caso, que los autovalores de un
operador no tienen por qué ser los complejos conjugados de los de su adjunto!

Problema 3.36 .- Obtener la evolucién temporal de los valores medios
(ET) y {(a).

A partir de la ecuacién para la evolucién temporal de los valores medios,
obtenemos

at), iyra e = ~ ~ :
S, - (@), =), m
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y, andlogamente,

. <[§“”a]> =—iw(a), = (a), = (a)gexp(—iwt).

Problema 3.37 .- Obtener la expresién explicita para <)? >lt y <2.>t

para un oscilador arménico.
a) Por aplicacién directa del teorema de Ehrenfest.

b) A partir de (Eif>t y (@),.
@Por la primera ecuacién de Ehrenfest

Lo () 8

dt m

Derivando una vez m4és con respecto a t

i

1
2 m

a(P.), (%),

=9
—

e integrando,
N (% ()
<X> = <X> coswt + ~—Lsinwt.
t 0 mw
Anélogamente, utilizando la segunda ecuacién de Ehrenfest,

a(f), <M> = —mu? (%)

dt dXx

obtenemos

@ <ﬁx>r, = _m2d<)?>t N <"I> ,
t

g dt

de donde se integra la evolucién temporal de <§,>

<}3r>t - <ﬁx>0c08wt + muw <5€>(1 sinwt.
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(B) Escribiendo Xy P, en funcién de alya

5 h /’“TJ- \

= e

\/ 27?@ (<a:f ), exp (+iwt) + (@) exp (—iwt)
o VR () @)t (), - e

|, W)
= <X>0 coswt + ~—L 8 ginurt.

mw

De modo parecido se obtiene <ﬁm> :
t

Problema 3.38 .- Un oscilador arménico cudntico de frecuencia w se
encuentra inicialmente en un estado coherente

Y = +
W(z,0) =& (=) ;mq’)n (z) con z€R™:

a) Calcular la funcién de onda ¥(z,t) en cualquier instante posterior
y demostrar que es una funcién propia de a.

b) A partir del resultado anterior, obtener <f > y (A)’f) :
t t
c) Calcular <?I> y (AE’) :
t
@ Ya hemos visto en un problema anterior que el estado &, () es autoes-
tado de @ con valor propio z. Ahora, teniendo en cuenta que los valores de la

energfa para el oscilador son E, = (n + 1/2)hw, el estado del oscilador en un
instante t serd

2
Uz 4). = —l=l /2§ : =i e—iEnt/h
\/_ n

7. _za? 2 oIt p—iwt/2
T | ’( Z\/—@n € W}( 3

que también puede escribirse

S—twt )n

. t/2 —1ei%72 v (2€ : i
U(z,t) = e t/2e /2 Z (T@n () =& (@),

n=>0
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donde hemos llamado z(t) = ze™™*. Es decir, ¥(z,t) = £, () es funcién
propia de @ con valor propio ze™**.
@ Por el resultado anterior

(@), = (@(t)ﬁiz(t}) = (Ez(s)az(t)fz(z)) = 2(t) (fz(t)aﬁz(r.)) = 2(t)
<ﬁt>t = (gz(t)aafgz{t)) = (aﬁz(z),iz(t)) = z*(t) (ﬁz(t)véz(t)) = 2*(t)
(afa*)t B (gz(t)aafa‘fz(t)) = (afz(t)ﬁé'zu)) = |2(t)|? (‘Sz(t):gz{t)) = |2(8)

(azsaf>t o ([a af] +a*a>t =1+ |2(t).

Por tanto,

<)?>t B 27:&.} <ﬁf +a>t = 4/ 2:uu (2*(@) + 2(t)) = \/a—f—n;_hz coswt.
(%3) = % ((at+a) (a'+a)) = ”z?&% <(af)2 +ata +aat +a~2>

(P 142108 + =0))

t

) 2 g
1 +4z20082wt) = —+4 <X> ]
2muw t

(a%), = (%), - (R)' = 5o

Asi, pues, el valor esperado de la posicién oscila en el tiempo con frecuencia
w pero la desviacién tipica permanece constante en el tiempo. La forma de

la funcién de onda &,(,)(x) es una gaussiana y se desplaza como un todo sin
cambiar su forma.

@ Evidentemente, basta con calcular <§w> y AH para t = 0, ya que la
energia es una constante del movimiento. Entonces

(Y = (s

= % (e + o (gn,08,) = o (5 + lf°)

h
2mw(

Entonces
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()

(6 836,) = (Bugo Bt

= R%W? ( a'a€,,a a{z) ke EQ—Q (§2:€2)

I (¢, afae,) + ﬁTw (atae. . ) -
Pero

(aa.atae, ) = Iaf? (a6, a%e, ) = Iof® (€n,aate, ) = [of* (1o +1),

de modo que

<?I3> = h2w? (er‘ + 222 + %)

y finalmente

1
AH = \/H2 Hw s |z|2+§.

Nota: En este problema hemos considerado que el pardmetro z que
define el estado coherente es real y positivo. Los resultados pueden
generalizarse a cualquier valor complejo z = |z| €. En este caso,
es facil ver que el argumento del niimero complejo se transforma en
una simple fase en todas las dependencias temporales arménicas.

Problema 3.39 .- Obtener la ecuacién para la evolucién temporal del
estado cudntico de un oscilador arménico en la representacién de
momentos a partir de la ecuacién correspondiente en el espacio de
posiciones.

La evolucién en el espacio de posiciones obedece a la ecuacién de Schrédin-
ger

h? 0%9(x,t) oo 1

" 2m 022 i

0¥(z,t)

2

U(z,t) = th——

(z,1) = in2—2 ),

que se obtiene a partir del hamiltoniano clésico y la asignacién estdndar
r—X=zyp— P, = —thd/0x. Multiplicando la ecuacién anterior por
exp (—ipz/h) e integrando, obtenemos

K2 [ 02U(x,t)

2 =
5. 57 p (—tpz/h)dx + = mw] U(z,t) exp (—ipz/h)dx =
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= ih% / U(z,t) exp (—ipz/h) dz.

Veamos qué representan cada uno de los términos de esta ecuacién. Integrando
por partes el primer sumando y suponiendo que ¥ € £?(R)

d lI'(;L‘ t) _szﬁ‘dm_—_;
Ox?
OWat) s = st 0¥(z, 1)
= —a;ﬂ—exp( ipz/h) ]_oo+ i g, exp (—ipx/h) dx
e'-p +00 ip 2
= Elﬁ(m,t) exp(—-ipx/ﬁ)} + (—f—i—) /lI’(:I:, t) exp (—ipx/h) dx
p2

=Se U(z,t) exp (—ipz/h) dx

Por otra parte, la integral del segundo sumando es
; h
/$2LI'($, t)e_-zp.?:;'hdx - /lp(x‘ t) [ h2d exp( '&'rp.lﬁ/ )} dr

op?
2 02
3 2/llf(:c,t) exp (—ipx/h) dx

—
3.3 =L 2_
= —K 8p2'IJ@J,t).
donde
U(p,t) = / U(z,t) exp (—ipz/h) dz

es la transformada de Fourier de la funcién ¥ (z,t). En resumen, la ecuacién
se puede escribir como

20°U(p,t) _ . O¥(p,t)
op? g

L sz 1 2
= U(p,t) — 5w h

que es la ecuacién que buscdbamos.

A este mismo resultado habrfamos llegado a pd.I‘tlI‘ del hamiltoniano clésico
y la asignacién x — X = ihd/Opyp— P, =

Nétese que, en este caso concreto de un o‘acﬂador armonico, las ecuaciones
para ¥(z,t) y U(p,t) tienen, en esencia, la misma forma. Por lo tanto, to-
dos los resultados que obtengamos en una representacién se pueden traducir
directamente a la otra.
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Problema 3.40 .- Un oscilador arménico de masa m se encuentra
inicialmente en un estado dado por la funcién de onda

¥(z,0) = %tﬁa(x) 4 %m(m),

siendo ¢,(x) las funcién propia del estado fundamental y ¢,(z) la del
primer estado excitado del oscilador. ;Cudl es la probabilidad de
encontrar el valor p en una medida del momento? ;Cudl es el valor
p mas probable? ;Cuadl es el valor esperado (P,)?

Sabemos que ¢, (z) = Va~1, (z/a), donde H,, es la n-ésima funcién de
Hermite y « la longitud caracteristica del oscilador. En concreto,

o (u) = Le—“’“%’2 L \/1_(,1: —4/2 — \/uHg (u) .

1/t

De esta forma

U(z,0) =

=rVag) a0,

s

y su forma de Fourier serd

m/w L 1+\/_) ()exp(i%)dm.

Haciendo el cambio de variable u = z/a y ¢ = pa/h nos queda

s it o +00 ;
T@) =X =117 ]_OO (1 + \/i-u) 9o (u) exp (—iqu) du
y sustituyendo
x(q) = CiL L /-+oo (1 + \/§U) e""/2 exp (—iqu) du
X = 9m37a\ 7 e :

Ya que exp (—iqu) = cos (qu) + isin (qu), y teniendo en cuenta la paridad del
integrando, obtenemos

-_. b 1 a a8 —ﬂ2/2 d
X@ = 5[ e oo
7 Qe [ 12 2
LEORASR, g —u?/2 4
+ﬂ-3f4 - /U ue” " /“sin (qu) du.
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Las dos integrales son

+0o0o :
/ e /2 cos (qu)du = \ﬁe_qzﬂ
Jo 2
+o00 d +o0
/ ue™*/?sin (qu)du = —— e~**/2 cog (qu) du = \/qu_qgﬂ,
0 dgq 2

por lo que

i o' 2 /e
X (g) = —7i\ o (1+3\/§q)e

y asi

X (@ = Jwgw2)

Deshaciendo los cambios de variable, la distribucién de probabilidad asociada
a una medida del momento es

. (p)|2 Qh\/_ ( 2p2) - (_a;f) :

Esta distribucién alcanza su méximo valor (medida mds probable) en aquel
valor pmax que anule su primera derivada. Dicho valor es

Nt
pmax— \/5{):'-

Por dltimo <ﬁm> = 0. Esto se puede ver directamente atendiendo a que la

o T
distribucién ‘lIf (p)| es una funcién par. Otra manera de comprobarlo es darse

cuenta de que ¥ (z,0) es una funcién real. Nétese que la medida mds probable
no coincide con el valor medio de la medida.

Problema 3.41 .- Una particula de masa m sometida a un potencial
arménico V(z) = mw2:1:2 viene descrita en el instante ¢t = 0 por la

funcién de onda
W(z,0) = Z( )%w,
n=0

siendo ¢,(z) la n—ésima funcién propia normalizada del oscilador
armoénico correspondiente al estado de energia E, = (n+ 1/2)hw
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a) Calcular la constante de normalizacién A.

b) Escribir la expresién de ¥(z,t) para todo instante ¢ > 0.

c) Demostrar que |¥(z,t)|* es una funcién periédica en el tiempo y
calcular su periodo.

d) Calcular el valor esperado (E) de la energia de la particula.

La constante A se obtiene de la condicién de normalizacién
“+o0
1 =f U*(z,0)¥(x,0)dx
=00

Como ¥(zx,0) estd escrito como una combinacién lineal (infinita) de los au-
toestados de la energia del oscilador

1= |47 Z( ) n=|A|2§2in.

n=0

La suma que aparece es la suma de una progresién geométrica infinita de razén
2k | - 4 .
r = 1/2, cuyo resultado (1 — )™ es bien conocido. Asf,

1 1 |
=247 = A=—.

=7 vz

@ La expresién de ¥(z,t) es inmediata:

U (z, t) =72 Z ( ) ¢, (z) exp (—iEnt/h)
y recordando que E, = (n+ 1/2) hw

o % g;} (%)n ) et (_m (n £ %))

e—iwt/2 20 (e—iwt

T'r;) __\/?) P ().

@ De la evolucién temporal de las funciones propias

9,0 = 3 li (%) asn(sc)} {io (=5) cbm(x)]

k(% m

1= A

(recuérdese que las funciones propias del oscilador son reales). Asf,

7
@z, )] 22( 5)  4nle) 6n(@) exp i (n=m) ).




3.18 Problemas resueltos. 231

En esta suma, por cada término n, m hay un correspondiente m, n; por tanto
reuniendo estos términos dos a dos la suma queda

i)

n+m
|U(z, t)> = ; (%) On () () cos[(m — n)wt],

quedando asf de manifiesto que la densidad de probabilidad es real. Toda la
dependencia temporal estd incluida en los cosenos que aparecen en todos los
términos del sumatorio. Estos factores son de la forma cos Kwt donde K es
un mimero natural. Cada término del sumatorio tiene un periodo

2m 1

KR

¥, por tanto, T = 27 /w serd un periodo comiin de todos ellos y la densidad de
probabilidad oscila con la frecuencia del oscilador w.

El valor esperado de la energfa, naturalmente independiente del tiempo,

es inmediato:
T e 8 1
(# >“§§%(i ) Eh:ﬁ%%(i)(”*ﬁ)m*

Si separamos términos

<§> 1= (1\" 1 N/1\" 1&xn 1
e aon E Sy R
n=0 n=0 n=0

puesto que el segundo sumatorio ya lo hemos calculado anteriormente. En
cuanto al primero hay varias formas de calcularlo. Veamos una muy general.

Consideremos el sumatorio

n=0
Evidentemente,
o0 o0 [ v} o0
n n—1 1 n—1 1
s(A) = — = +y ==Y -
n= Ar n=0 A" n=>0 Ar n=>0 Ar L% (IX A)
o0
5 n—1 oot
A At  A-1
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v, formalmente, podemos escribir

fs(A)dA = f(z An)dA+/HdA
{Z[nwldA} /A_—_ldA

Efectuando la primera primitiva,

/s (4)dA

Il
|
BN
(e
2| -
S——
i
—
=
||
[
<9
=

n=0
A? A
= = a1 Y| ldA.
Por tanto,
d A?
8 (A) = d_ {— EdA}

A
T d A
T A-1 dA A—1 i BT

En nuestro caso s (2) = 2, por lo que nos queda finalmente

(5)-3n

Problema 3.42 .- Hallar las funciones propias y valores propios de la
energia para un oscilador arménico truncado cuyo potencial es

00 i)
Ve s { 1kz? = imw?s® z>0.

La funcién de onda en la regién = < 0 es idénticamente nula. Por otro
lado, en la regién z > 0 la funcién de onda de energia F ha de verificar la
ecuacién de Schrédinger independiente del tiempo de un oscilador arménico
de frecuencia w. Las tnicas soluciones acotadas son, precisamente, las auto-
funciones vVa=1$,, (x/a)del oscilador arménico completo, donde %, (u)es la
n-ésima funcién de Hermite y o la longitud caracteristica del oscilador. Ahora
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bien, por continuidad en x = 0, sélo son admisibles las soluciones con n impar,
pues se anulan en dicho punto. En definitiva, los niveles de energfa son

En=(2n+l+%)hw=(2n+%)ﬁw, =00 2.0

(esto es, los niveles energéticos impares del oscilador arménico completo) y las
autofunciones correspondientes

z<0
QS ( { \/2/0: Hant1 (:I:/Of) x>0,

donde el prefactor 1/2 se incluye a efectos de normalizacién.

3.18.5 Reflexién y transmisién por escalones y barreras cua-
dradas.

Problema 3.43 .- Sea un potencial escalén de altura V| (esto es, el
potencial es igual a 0 si x < 0 e igual a Vj si z > 0). Calcular la funcién
de onda de los estados estacionarios de dicho potencial correspon-
dientes a valores de la energia F < V}. Interpretar fisicamente estas
funciones de onda.

La ecuacién de Schrodinger estacionaria para este potencial puede escri-
birse en la forma

L) _ 2% (y0() - 1 6(@),

siendo 6(x) la funcidn escalon de Heaviside (es decir, 6(z) = 0 si z < 0;
f(z) = 1 si x > 0). La solucién general de la ecuacién para E < Vj es

e Aexp (ikx) + Bexp(—ikz) si z<0
2 o Cexp(—qz) + Dexp(gz) si x>0,

con k = /2mE/h? y q = \/2m(Vp — E)/h?. Sin embargo, es evidente que
D debe ser nula pues de lo contrario la funcién tomarfa un valor infinito
para x — 00. Por otra parte, puesto que no hay discontinuidades infinitas
de potencial, la funcién ¥ g(x) y su derivada primera deben ser continuas en
toda la recta real, y en particular en = = 0. Imponiendo estas condiciones de
“empalme”, obtenemos

Yple=0 ) =9z =0") = A$B=C
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Yp=07) =¢p=0") = ik(A-B)=—qC.

Tenemos asf dos ecuaciones para calcular las tres constantes A, B y C. Puesto
que las funciones no son normalizables, una de estas constantes (por ejemplo,
la A) es arbitraria, y lo realmente importantes son los dos cocientes B/A, C/A.
En definitiva, tenemos dos ecuaciones para determinar estos dos cocientes, y
esto da una solucién tinica para cada valor de la energfa E: el espectro es no
degenerado. La solucién del sistema es

1-ig/k VE—-iVVi—E
1+ig/k  VE+ivV+E

2 % 2
1+ig/k VE+iVVo+ E

En resumen, la funcién de onda en la regién z < 0 consta de dos compo-
nentes superpuestas: una onda plana incidente Aexp (ikz) y una onda plana
reflejada B exp (—ikz), de igual intensidad que la incidente puesto que es in-
mediato ver que |B/A| = 1. En la regién & > 0 la funcién de onda es una
onda penetrante cuya amplitud se amortigua a medida que x aumenta.

SRS RN oy

Podrfamos estar tentados a interpretar esta funcién como la fun-
cién de onda que describe a una particula que incide por la izquier-
da sobre el escalén y penetra ligeramente en éste. Pero la funcién
de onda de una particula en movimiento deberfa ser un paquete
normalizado y localizado cuyo centro se desplaza con el tiempo.
Sin embargo, en este problema estamos tratando con un funcién
no normalizable y, ademés, estacionaria: no hay aquf nada que
dependa del tiempo.

Una interpretacién més correcta es la siguiente. Imaginemos que
desde la izquierda llega un haz poco intenso de particulas de masa
m con momento p = v/2mE bastante bien definido. (Decimos que
el haz es poco denso para que no haya interaccién entre las par-
ticulas del mismo). Una vez que el haz es reflejado por el escalén
y se alcanza el régimen estacionario (esto es, una vez que tenga-
mos un flujo continuo de particulas incidentes y el correspondiente
flujo de particulas reflejadas), el estado cudntico de cada particula
del haz es muy aproximadamente el dado por ¥ g(x). Entonces
g ()|* dx serd proporcional a la densidad (mimero de particulas
por unidad de longitud) del haz en el intervalo [z,z + dx].

Nétese que la funcién de onda para < 0 puede escribirse alter-
nativamente en la forma

Yg(z < 0) o cos(kx) — (g/k) sin(kz) = F cos(kz + 6),
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con § = arctan(gq/k), que es una onda estacionaria cuyo valor
varfa periédicamente en el espacio. Por consiguiente, la densi-
dad del haz también varia con periodo espacial | = 27 /k. Es-
te es un fenémeno de interferencia cudntica entre la componente
Yine(®) = Aexp (ikz), que puede interpretarse como la funcién
de onda de un haz incidente monoenergético, y la componente
Yef(x) = Bexp(—ikz), que corresponderfa a un haz reflejado.
Puesto que ambos haces tienen la misma amplitud (en médulo),
su interferencia da lugar a la onda estacionaria F'cos(kz + §), que
es esencialmente real (como ya sabemos, siempre podemos multi-
plicar la funcién de ondas por una constante de médulo unidad de
tal manera que la constante F sea real).

La corriente de probabilidad del haz incidente es

e = e (o) 222 — i (o) W) ) = T

y, andlogamente, la correspondiente al haz reflejado es
hk
- Tel =T iy IBrz
m

Puesto que hemos visto que |B| = |A|, la corriente de probabilidad
total a la izquierda del escalén es Jipe + Jref = 0, como corresponde
a una funcién de onda total esencialmente real.

La funcién de onda a la derecha del escalén (es decir, para z > 0)
también es esencialmente real y la corriente de probabilidad es
también nula. Esto es obligado, pues, en un problema estaciona-
rio, J no puede depender de x. En efecto, en un caso estaciona-
rio dp(x)/dt = 0 y la ecuacién de continuidad implica entonces
dJ(z)/dx = 0. Por otra parte, existe una cierta probabilidad de
encontrar particulas dentro del escalén; es decir, un detector si-
tuado en un punto x > 0 podrfa detectar ocasionalmente alguna
particula. No obstante, en el momento que la detectdsemos, la
funcién de onda colapsarfa y desapareceria la interferencia entre el
haz incidente y el reflejado.

Problema 3.44 .- Calcular e interpretar las funciones de onda es-
tacionarias para el mismo potencial escalén del problema anterior,
pero para E > V.
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En este caso, la solucién para x > 0 ya no es una suma de exponenciales
reales sino una combinacién de ondas planas

Aexp (ikx) + Bexp (—ikz) si x <0

¥e(r) = { Cexp (igx) + Dexp (—igx) si = >0,

siendo en este caso k = \/2mE/h? y ¢ = \/2m(E — V) /h?. Mateméticamente
no hay ahora ninguna razén para eliminar a priori cualquiera de las constantes
que aqui aparecen, puesto que la funcién se mantiene siempre finita. No obs-
tante, al imponer ahora las condiciones de empalme obtendriamos un sistema
de dos ecuaciones para calcular tres cocientes B/A, C/A y D/A. Existe asf
una indeterminacién y la solucién no es unica para cada E. Esto corresponde
al hecho de que el autovalor E es doblemente degenerado. Asi, de entre todas
las soluciones del sistema podremos escoger dos linealmente independientes, y
todas las demds seran combinaciones lineales de ellas.

Estas dos funciones independientes pueden escogerse imponiendo ciertas
condiciones asintéticas que tienen su reflejo en la interpretacion fisica. Si, como
antes, interpretamos las ondas planas exp (ikz) y exp (—¢kz) como ondas que
viajan hacia la derecha y hacia la izquierda, respectivamente, parece que para
x > 0 no deberfa haber ninguna onda viajando hacia la izquierda, pues no hay
nada en el infinito que refleje las particulas. Por consiguiente, suponemos que
si las particulas inciden sobre el escalén desde la izquierda, tendremos ondas
que viajan hacia la derecha (incidente) y hacia la izquierda (reflejada) para
x < 0, pero sélo tendremos una onda que viaja hacia la derecha (transmitida)
para = > 0. En definitiva, esto supone que D =0y A, B y C son distintas de
cero.!8

En resumen, haciendo D = 0, las condiciones de empalme en z = 0 son
ahora

YpE=0")=yYglxz=0")" = JAFB=¢C

Vale=0") = ¥js(e=0%) = ik(A-B)=iqC,

"]

y asf

B_k-q VE-VE-V Qe 2VE
A k+q VE+VE¥V, A k+ea VE+VEFV

18 Alternativamente, podriamos considerar el caso de un haz de particulas que proceden
desde la derecha del escalén. Entonces tendriamos onda incidente y reflejada para z > 0 (la
discontinuidad del escalén refleja parte de la onda a pesar de que E > V) y sélo una onda
transmitida hacia la izquierda para z < 0. Es decir, tendriamos A =0y B, C y D distintas
de cero.
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Noétese que ahora |B/A| < 1 y la intensidad del haz reflejado es menor
que la del haz incidente. Por lo tanto, su interferencia no puede dar lugar a
una onda puramente estacionaria y real. Asi pues, habrd una corriente neta
de probabilidad. El cociente entre las corrientes de probabilidad reflejada e
incidente es el coeficiente de reflexién R,

2

n | Jet| _ (ak/m) |BI* _ |VE-VE-Vo
Inc|  (hk/m)|AP?  |VE+VE+Vo|

Anélogamente, el cociente entre la corriente de probabilidad transmitida e
incidente es el coeficiente de transmisién 7

2
7o |de|_(a/m)|CF _VE-Vo| _2VE
Jine (ﬁk/m) |/‘l|2 \/E \/E +VE+V
Noétese que
B2 dlc 2

Problema 3.45 .- Una particula de masa m se mueve a lo largo del

eje OX bajo la accién de una barrera de potencial de anchura a y
altura Vj, esto es

o = Sl S [=0/2.0/2)
V( )—{ 0 si z¢[-a/2,a/2].

Calcular los estados estacionarios para este sistema con energia E <
Vp. Calcular asimismo el coeficiente de transmisién de la barrera.
La solucién general de la ecuacién de Schrodinger es
Aexp (ikx) + Bexp (—ikz) si z < —af2

Yp(z) = Cexp(gzr) + Dexp(—qx) si z € [—a/2,a/2)
F exp (ikx) + G exp (—ikx) si £ > af2,

con k = /2mE/k? y q = \/2m(Vp — E)/h2. Nétese que ahora la exponen-
cial real creciente sélo existe en una regién acotada, por lo que la funcién es
siempre finita. Las condiciones de empalme (continuidad de la funcién y de
la derivada primera) en x = —a/2 y x = a/2 proporcionan cuatro ecuaciones
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para calcular los cinco cocientes B/A, C/A, D/A, F/Ay G/A. De nuevo el
sistema estd indeterminado y tiene infinitas soluciones para cada valor E de
la energfa, que es doblemente degenerado. De estas soluciones, podemos elegir
dos linealmente independientes imponiendo distintas condiciones asintéticas.
Si suponemos que el problema corresponde a un haz de partfculas que inciden
desde la izquierda, podemos admitir que a la derecha de la barrera sélo hay
un haz transmitido, F exp (ikx), de particulas que viajan hacia la derecha y
no hay ninguna partfcula que viaje hacia la izquierda, es decir, G = 0. Con
esto, las condiciones de continuidad de la funcién y su derivada en x = —a/2
y £ = —a/2 dan lugar al sistema de ecuaciones

Aexp (_ékTa) + Bexp (Hc?a) Cexp (—%) + Dexp (%)

' | = afown(-5)-pen (%)

Cexp (-QQE) + Dexp (—%) = Fexp (ﬁc?a,)
3

= ikFexp (tkTa) g

I

cuya solucién es

B e~ (k? + ¢*) sinhga
A~ 2igkcoshga + (k2 — ¢2)sinh ga
C _ ik(g+ik)e gt/

A 2igkcosh qa + (k? — ¢?) sinhqa

D ik (q — ik) elatik)a/2
A 2igkcoshga + (k% — %) sinhqa
F 2igke ke

A~ 2igkcoshga + (k% — ¢?)sinhqa

El coeficiente de transmisién es entonces

7 Ju _ (Ak/m)|F an 4¢2K?
Jinc  (hk/m)|A 4q2k? + (k2 + ¢2)%sinh? qa
1

v Ty 2m(Vo—E -
1+m{’§ﬁsmh ( —(E%—)-a,)
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Problema 3.46 .- A partir del resultado del problema anterior, ob-
tener una férmula aproximada para el coeficiente de transmisién de
una barrera cuadrada de gran anchura.

Suponiendo que a > y/h?/2m (Vo — E) y teniendo en cuenta que

et — e e
r>»1 = sihhr=——m———=x~—
2 2

el coeficiente de transmisién sera

1

V2 2m(Vp—E
1 a5 mﬁu—fﬁ exp (2 JEOQ—ZG)

_ 16(h-E)E [2m (Vo — E)
= V(32 exp (mQ 5 al,

pues el 1 en el denominador es despreciable frente al término con la expor en-
cial. Por otra parte, el factor preexponencial es méximo para F = V;/2, con
valor 4. Es decir, el factor preexponencial es del orden de la unidad, sien pre
que la energia E no esté muy préxima a 0 o a Vp. En definitiva, pode nos
escribir la expresién aproximada

TR

p— (_2 w)

ﬁ2

Nota: Este es un caso particular de la llamada férmula de Ga-
mow

T =~ exp (—% [::1 p(:r)d:z:) con p(z) =+2m(V(z) — E)

0

para una barrera de altura V(x) variable, siendo zp y z; las raices
de la ecuacién V(z) = E (esto es, son los puntos de retroceso
clésicos).

Problema 3.47 - Un haz de particulas libres de energia E inciden
desde la izquierda sobre una barrera de potencial de altura Vj - E
y anchura a (véase la figura 3.8) ;Existe alguna energia E par: la
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Fig. 3.8.

que todas las particulas superaran la barrera sin que haya particulas
reflejadas?

Planteemos, como es habitual, las ecuaciones que surgen de las condiciones -

de empalme del problema. Supongamos que los limites de la barrera estdn en
z =0y = = a. Entonces, las soluciones de la ecuacién de Schrédinger en las
3 regiones (regién I: z < 0; regi6én II: 0 < z < a; regién I1I: > a) en que se
puede dividir el potencial son:

@& < 1 =0 Y;(z) = Aexp(ikiz) + B exp(—ikix)
Q¢ zxe W=l Yy(x) = Cexp(ikrix) + D exp(—ikrrx)
z > B V=0 Yrr(x) = F exp(ikrrrz)

siendo k; = kyir = V2mE/h y ki = /2m(E — Vp)/h. Las condiciones de

empalme son entonces

Y10 = ;0 = A+B=C+D

¥1(0) = ¢ (0) = iki(A-B)=1ik;(C - D)

Yr(a) = ppr(a) = Cexp(ikira) + D exp(—ikrra) = F exp(ikra)
)

(
( tkrr(C exp(ikrra) — D exp(—ikrra) =

7 il ']
V(@) = Yip(a) = = ik F exp(ikza)

A partir de estas cuatro ecuaciones podriamos calcular los cuatro cocientes
B/A, C/A, D/Ay F/A. En particular R = |B/A|? es el coeficiente de refle-
xién, y el coeficiente de transmisién es 7 = 1 — R. Podriamos entonces hallar
la expresién general de R y ver para qué valores de la energia F es R = 0.




3.18 Problemas resueltos. 241

Sin embargo, no hay necesidad de calcular la expresién general de R para
responder a la pregunta concreta que plantea el problema. Lo que queremos
saber en realidad es si B puede ser nulo y esto apenas requiere célculos. En
efecto, es fécil ver que si kjja = mn, entonces exp(+ikrra) = exp(imn) =
(—1)", y las ecuaciones anteriores se transforman en

A+B = C+D
ik;f(A— B) = ik;;(C — D)
(-1)™(C+ D) = Fexp(ikia)
ikrr(=1)"(C — D) = ik;F exp(ikra).

Las 3 iltimas ecuaciones implican A—B = C'+D. Comparando con la primera,
obtenemos B = 0 y, por lo tanto, R =0, 7 = 1. Asf pues, la condicién para
que 7 sea igual a 1 es

oI B= V) i
krra = —5—2——-————& =7mn = E=%+mn.

Si Ap = 2m/kps es la longitud de onda de De Broglie de las particulas en
la regién II (es decir, sobre la barrera), la condicién anterior puede escribirse
como a = n(Ag/2); es decir, la anchura de la barrera a contiene un niimero
entero de veces media longitud de onda de Broglie. Si se cumple esto, la
onda reflejada en = = a interferird destructivamente con la onda reflejada en
x = 0y, en consecuencia, no habréd onda reflejada neta: la totalidad de la onda
incidente pasard a la regién III.

Problema 3.48 .- Un haz de particulas con energia cinética F incide
contra una barrera de potencial cuadrada de altura V; > E. ;Cu4l
debe ser la anchura a de la barrera para que la mitad de las particulas
la atraviesen?

La solucién exacta para el coeficiente de transmisién 7 ha sido obtenida
en un problema anterior. El resultado es

1
V2 ) 2m(Vo—E)a? .
1+ g 2pyE sinh ( 455_)_)

Para que sélo la mitad de las particulas atraviesen la barrera debe cumplirse
que 7 = 1/2. Es decir

Ve <2 \/Qm(%—EJG2 s
H—BE ( 2 ik

T =
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de donde obtenemos

h 2/E (Vo — E)

a = ————argsinh ;
2m (Vo — E) 5 Vo

expresién que tiene una fuerte dependencia en E a través del primer factor y
una dependencia menor en el segundo.

Por otra parte, para barreras altas y anchas, podemos obtener una esti-
macién aproximada de 7 a partir de la férmula de Gamow ya mencionada

T ~ exp {_QG_W } 5

y en tal caso

h In2
T (TR i

T 2m(Vp—E) 2

Nota: compérense los dos valores que se han obtenido para a.

e
2

3.18.6 Otros problemas con estados no ligados.

Problema 3.49 .- Calcular el valor aproximado del coeficiente de
transmisién 7 para una particula de energfa F < V) que incide desde
la izquierda sobre una barrera de potencial de la forma (véase la
figura 3.9)

0 2=
V(m)—{ Vo—kz >0

La solucién exacta de este problema exigirfa resolver la ecuacién de Schrédin-
ger (en la regién x > 0)
R d*) (z)
2m  dx?

+ (Vo — kz) ¢ (z) = E¢ () .

Resolver esta ecuacién diferencial no es un problema sencillo. La mejor manera
para hacerlo serfa replantear la ecuacién de Schrédinger en la representacién
de momentos, resolverla (lo que es més fécil, puesto que la ecuacién diferencial
es de primer orden en la variable p) y luego pasar de nuevo la solucién a la
representacién de posiciones mediante una transformada inversa de Fourier.
La funcién obtenida es una funcién de Airy. Adem4s, habria que exigir que

B &
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Fig. 3.9.

dicha funcién satisfaga la condicién de empalme con la solucién en la regién
z < 0 (que es, evidentemente, una onda plana).
De forma més cualitativa, resulta evidente que a partir de x; = 0 (primer
punto de retroceso cldsico, que es donde la particula empieza a penetrar en el
‘potencial) la amplitud de la funcién de onda disminuird, aunque lo hard cada
vez mds lentamente hasta que en el punto z3 = (Vo — E) /k (segundo punto de
retroceso cldsico) volverd a ser una exponencial con longitud de onda variable.
No obstante, lo que se pide en el enunciado es simplemente un valor apro-
ximado que nos diga c6mo va a depender el coeficiente de transmisién con la
energfa. Para ello podemos usar la férmula de Gamow que hemos mostrado
en un problema anterior:

T exp{—% /: BV (&) = E)d:r} :

Entonces

2 (Vo—E)/k
T ™ exp _E/ V2m (Vo — kz — E)dx
' e

exp{“@ (Vo —E)m}-

12

3hk

Como se ve, la dependencia del coeficiente de transmisién con la energfa
es mds fuerte que en el caso de una barrera cuadrada (donde el coeficiente

tiene la expresién T ~ exp {-279\/2?11 (Vo — E)} La razén para ello es que,
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Esto es, todas autofunciones son idénticas salvo traslacién de la variable w.
Ello es l6gico debido a la simetria del problema (piense que la tinica diferencia
entre una particula con energia E y otra con energfa E’ es la situacién del
punto cldsico de retroceso). Tenemos, por tanto, que hallar la solucién de la
ecuacién diferencial

(—% + u) ¥ (u) =0.
La solucién general de la misma es
¥ (u) =a Ai(u) + b Bi(u),
donde Ai(u) y Bi(u) son las llamadas funciones de Airy, que cumplen
ulingo Aifu)=0 ; u]grgo Bi (u) = +o0.

Dado que la funcién de ondas ha de estar acotada, b = 0. En definitiva

fx 2mEa?
op (z) = a Ai (E ——52—') ;

siendo a una constante arbitraria.

p(x)

=20 -15 =10 X}"a -5 5
Fig. 3.10.

En la figura adjunta, Fig. 3.10, representamos p(x) = |¢p (:1:)12 para
el caso en que £ = (. Noétese cémo en la regién cldsicamente prohibida
(z > 0), la densidad de probabilidad disminuye exponencialmente, mientras
que en la regién cldsicamente accesible p(x) posee un comportamiento de
onda estacionaria en el que la longitud de onda y la amplitud disminuyen
a medida que |z| aumenta. Esto es acorde con la siguiente interpretacion
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semicldsica: a medida que z disminuye, la velocidad de la particula es mayor,
por lo que la longitud de Broglie y la probabilidad de encontrar a la particula
en x disminuyen.

. Sl ahora planteamos la ecuacién de Schrodinger en la representacién
de momentos, recordando que la asignacién de operadores es Xy thd/dp y
P — p, tendremos

p2 ihB
(£ + mapap) %2 ) = Eds 0

0, lo que es lo mismo,

hd-~ a?

adpng (p) = 3ﬁ2 (p _QmE) (rbE

Si hacemos el cambio de variable ¢ = ap/h la ecuacién nos queda

%55 (p)=1i(q* —¢) ou (),

donde ¢ = 2ma®E/h?. La solucién general de esta ecuacién diferencial es
sencilla:

53(?)=%ALE(‘I)=C€XP{%' (%E-eq)}.

Como consecuencia,

s Hes. e ipT
¢p () = R ¢p (p) exp (?) dp

+oo 3 9
x j exp (32») exp (@ — isq) dq.
o 3 a

iqT T )
?—389_’3Q(_—E) = 1qu

bs@=v@x [ el (i'§~+qu)}dq.

Noétese que el argumento de la exponencial es una funcién impar en g, luego

op () =9 (u) x f(:mCOS (E; +qu) dq.

Pero

por lo que
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De hecho, puede demostrarse que la tltima integral es, salvo constante multi-
plicativa, la transformada de Fourier de la funcién de Airy Ai(u), que fue la
solucién encontrada en el apartado (a).

Problema 3.51 .- Una particula de masa m estd bajo la accién del
potencial

0 six<0
Vitl= 2 (.
(@) L a2 () "
2ma?

Obtenga la funcién de ondas de una particula cuya energia es £ =
h?/ (2ma?) .

Aplicando el resultado de un problema anterior, en la regién = > 0 la
funcién de ondas ¢z (z) es igual a la funcién de Airy Ai (u). En concreto,

EQ
¢E($20)=Ai(u)=Ai(§—2mTa):Ai(g_l)_

Por otro lado, en la regién = < 0, la evolucién de la particula es libre; por
tanto introduciendo el nimero de ondas,

1
2mE = —,
a
tenemos

—ix

¢g (x <0) = Aexp (%) + Bexp (T) .

Aplicando las condiciones de continuidad de la funcién de onda y de su deri-
vadaen z =0

A+B=Ai(-1) ; %(A—B) =~ AV (-1)
de donde obtenemos
x &
s SR (,) e ()
og (x <0) i(—1) cos = + Ai' ( )Sm(a)
Esto es, como era de esperar (véase la figura 3.11), ¢g(x <0) es una
onda estacionaria con longitud de onda A = h/v/2mE. (Nota: las funciones

de Airy y sus derivadas estdn tabuladas. En concreto Ai(—1) ~ 0,5356 y
Ai' (-1) ~ —0,0102).
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/\7\ -_
A

-10 -8 -6 -4 -2 xfa 2 4

V(x)

Fig. 3.11.

Problema 3.52 .- Una particula de masa m incide desde la izquierda
con energia E < Vjj contra una barrera de potencial de anchurala
y altura Vj centrada en el origen. Calcular la funcién de ondas

la particula. Si la barrera se hace infinitamente estrecha (a — 0)e
infinitamente alta (1 — o00), pero de forma que el producto aVj = g se
mantiene constante, el potencial al que estd sometida esta particula
serd la “barrera singular” V (z) = g 6 (). Obtener cudl ser4 en este
caso el autoestado de la particula con energia E, tanto directamente
como a partir del resultado obtenido para la barrera “no singular”.

La expresién de la funcién de onda para una barrera de potencial ya se ha
estudiado en un problema anterior. Veamos ahora el limite en que la barrera
se hace infinitamente estrecha.

Si a — 0, la funcién de ondas del autoestado de energfa E tendré sélo dos
regiones

| Aexp(ikz)+ Bexp(—tkz) siz <0 S
dpin = { Fexp (ikz) siz>0 "’ i

Teniendo en cuenta que Vp = g/a, el momento g del caso general serd

=R

y, en el limite a — 0,

=]

Il
[ow]
e
5=

Sl
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De esta manera

2
sinh ga — sinhyy/a ~ yy/a ; coshga — coshyv/a~1; k?+¢* — j:%

y, por tanto, los coeficientes B/A y F/A resultan ser

~ika (k2 + ¢*) sinh ga

Hi4 = <lin
/ a0 2igk cosh ga + (k? — ¢?) sinh ga
o L%/‘ '72
2igke~ika
A = clz—>0 2igk cosh ga + (k? — ¢?) sinh qa
2% %k

lim = — ;
a—0 23'_’.&% = 3’;7\/6 2ik — ’}’2

e Si resolviésemos directamente la ecuacién de Schrédinger independiente
del tiempo

e
(~3maaz +99@) ~E) bu(@) =0
tendriamos que la funcién de ondas es

_ | Aexp(ikx)+ Bexp(—ikz) siz <0 ,
og (z) = { Faxs (k) Sp o0 k = v2mE/h.

Por continuidad en x = 0 obtenemos
A+B=F. (*

Pero el potencial es singular en z = 0, por lo que no podemos imponer la
continuidad en la derivada de ¢ (z). La segunda condicién, que nos permitira
hallar los coeficientes B/A y F/A, se tiene que obtener directamente a partir
de la ecuacién de Schrodinger. Asi nos queda

dog(x) [ ikAexp (ikz) — ikBexp (—ikz) siz <0
dr | ikFexp (ikx) siz > 0.

Pero d¢g () /dx es discontinua en & = 0, por lo que su segunda derivada
d?¢g (z) /dz? ha de obtenerse en el sentido de distribuciones, como se vio
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en el caso de una barrera cuadrada, una variacién de E implica simplemente
una variacién de la constante del decrecimiento exponencial de la amplitud de
la funcién de onda en la regién E < Vp; pero el tamano de dicha regién no
varfa. Por el contrario, con el potencial de este problema, una variacién en E
supone ademds una variacién en el grosor de la zona cldsicamente prohibida.
Asimismo, la dependencia con k se debe también a esta razén: cuanto mayor
sea k, mds rdpidamente varfa el potencial y, por tanto, el punto de corte.

Problema 3.50 .- Una particula de masa m se encuentra sometida a
una fuerza constante dirigida en la direccién X~. Como consecuen-
cia, el potencial que actiia sobre la misma es

ﬁ,2

= —— :L‘,

2ma3
siendo a una constante con dimensiones de longitud. Hallar la fun-
cién propia de una particula con energia F mediante los dos siguien-
tes métodos:
a) Resolviendo directamente la ecuacién de Schrédinger en la repre-
sentacién de posiciones.
b) Tratando el problema en la representacién de momentos.

V (z)

@ En la representacién de posiciones la ecuacién de Schrodinger es de la
forma

h? d? h?
(_2—m@ -+ mx) ¢E (-T:) — E(bE (.’L’) 3

o bien

2
(—aQ% + [E 2 Qmﬁf“ D o5 (z) = 0.

a

Si llamamos zg es el punto de retroceso cldsico dado por £ = V (xp) y
definimos la variable adimensional
= 2mEa?

a a | il

i | e—

entonces nos queda

(~a +u) s (@) =0,

lo que sugiere que la funcién de ondas depende tinicamente de la variable wu:

z 2mEa?

¢p (@) =9 (u) ; e




_
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en el tltimo problema del capftulo anterior. Recordando lo que allf se hizo
podemos escribir directamente que:

P50 _{ o0 i o 0
dz2 | ik(F+B-A) §(z) siz=0.

Como la delta de Dirac es nula si = # a, la ecuacién de Schrodinger desarro-
llada es f

2 2
_é%qb’é (z) — ;—mik(F+B—A)6(3:)+95(a:)¢E (0) — E ¢p (x) =0,

donde las deltas han de cancelarse. De esta forma

he
%zk(F—FB—A):gqiE(O):gF

y asf obtenemos la segunda ecuacién que necesitdbamos:

2
ik
Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones (x) y (*x)
obtenemos

2

¥ |
A — _— |
B/ 2ik — 2
2ik
p e
= 2ik — 2’

que coinciden con los valores que ya se habian obtenido antes.

Problema 3.53 .- Consideremos una particula bajo la accién del po-
tencial V (z) = —g é (z), siendo g una constante positiva. Héllense los
estados estacionarios ligados asf como sus energias.

Este sistema ffsico puede considerarse como un pozo cuadrado muy es-
trecho y muy profundo. Los estados estacionarios ligados podrian obtenerse
mediante un método similar al visto en el problema anterior (calcular los au-
toestados de un pozo cuadrado finito y, a continuacién, tomar el limite de
anchura nula). Sin embargo es mucho més sencillo abordar directamente el
problema y tener en cuenta que las derivadas han de realizarse en sentido de
distribuciones.

Sea E < 0 la energfa de un estado estacionario ligado (si E > 0 nos
encontramos con un autoestado no ligado de H ). Puesto que el potencial es
nulo si z # 0 la funcién de onda la podemos escribir como

¢p (¢) =Cexp(-klz]) ; k=+v-2mE/h,
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donde la constante de normalizacién C se obtiene a partir de

2

+o0o +00 C
1= 02/ exp (—2k |z|) dx = 2C* / exp (—2kz) dr = —.
—00 J0

k

o5 (2) = VEexp (—k|z]).

Para calcular los valores permitidos de & (y, por ende, de la energfa E) tenemos
que ir a la propia ecuacién de Schrédinger. Derivando ¢p, () una primera vez

, _ [ Ckexp (kz) siz <0
g (x) = { —Ckexp(—kz) siz >0,

y volviendo a derivar
¢% (x) = Ck* exp (—k |z|) — 2Ck6 () .

La ecuacién de Schrédinger del sistema es entonces
R 2 o—kla| h?
—5—Ck?e el + 20k (z) - g6 (z) 65 (x) = B ().

Dado que ¢ (0) = C, al tener que compensarse las deltas de Dirac obligada-
mente se cumple que

m
Por tanto
2
= =>v-mE=4 > =22

En definitiva, sélo existe un estado ligado ¢y (x) = Vkexp (—k ||), con ener-
gla E = —g®m/ (2h%) .



Indice de simbolos y glosario

NUMEROS Y FUNCIONES .
() : conjunto vacio.

R y C son los conjuntos de los niimeros reales (recta real) y complejos (plano
complejo), respectivamente.

R* : recta real positiva, esto es [0,00).

Re(...) o Im(...) son las partes real e imaginaria de la expresién encerrada
entre los paréntesis.

a* es el complejo conjugado de a € C.
(f (x)) es el valor medio o esperado de la funcién f (z).
g(k) = F{f ()} esla transformada de Fourier de la funcién f(z), psg. 62.

Producto de convolucién, f *g : Dadas dos funciones g(z), h(z) € L(R)
se denomina producto de convolucién (g * h) a la funcién

+oo
f@= [ gs) he—s) ds=gxh(z)

—0Q

y se cumple que F {g * h} = F {g} - F {h}; es decir, la transformada de
Fourier de un producto de convolucién de dos funciones es el producto
ordinario de las transformadas de Fourier de las dos funciones, pag. 64.

8;; : delta de Kronecker, con valores 6;; =1y 6;; = 0sit =7,
8 (x) : funcidn delta de Dirac, pag. 60.

P, (x) son los polinomios de Legendre, definidos en el intervalo [—1,1], pég.
25.

Ly, (z) son los polinomios de Laguerre, definidos en [0, 00), pag. 25.
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£y (z) son las funciones de Laguerre, pdg. 25.
H, (z) son los polinomios de Hermite, definidos en (—o0, c0), pag. 25.

$Hn (x) son las funciones de Hermite, pag. 25.

ESPACIOS VECTORIALES O LINEALES .

U es un espacio vectorial complejo, cuyos subconjuntos denotamos por D, R,
W, Wy, Ws, etc., pag. 16.

E™ : espacio euclideo n-dimensional.
R"™ : espacio real n-dimensional, R x R xR x ...R.

Pa,b] es el espacio de los polinomios con coeficientes complejos, definidos en
el intervalo [a, b].

C[a,b] es el espacio de las funciones continuas y acotadas, definidas en el
intervalo [a, b].

Cy [a,b] es el espacio de las funciones continuamente derivables n veces, defi-
nidas en el intervalo [a, b].

L (R) : conjunto de funciones complejas de variable real definidas en R que
verifican [ |4 (z) |[dr < oo (esto es, las funciones son absolutamente
integrables en R).

L2 ([a,b]) : conjunto de funciones complejas de variable real definidas en el
intervalo cerrado [a,b] € R que verifican _ﬁa’b} |6 (z)]2dz < oo (esto es,
las funciones son de cuadrado sumable en [a,b]).

L%(R™) : espacio de las funciones complejas de variable real (definidas en R™)
cuyo cuadrado es sumable o integrable en R".

C5° : conjunto de las sucesiones convergentes de niimeros complejos @ =
o0 2
(ay,a9,as,...), con a; € C, tales que ijl laj]® < oo.

Subespacio vectorial (o lineal) : es un subconjunto del espacio vectorial
U que es a su vez un espacio lineal.

dim (i) es la dimensién del espacio vectorial U, pag. 18.

lin (W) es la envolvente lineal de W, esto es, el conjunto formado por todos
los elementos de U que son combinacion lineal de elementos de W (esto
es, se pueden expresar como una suma finita de ellos), pag. 18.
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B es una base lineal de un espacio vectorial U, de dimensién N, pag. 17.

(4,7) : producto escalar de los vectores 4 y ¥ de un espacio vectorial (es
un escalar, en principio € C) , pag. 21.

(¢ (x),¥ (x)) : producto escalar de las funciones (o vectores de un espacio
de funciones) ¢ y ¢ (es un escalar € C), pag. 22.

Espacio pre-Hilbert : espacio vectorial en el que se ha definido un producto
escalar, pag. 21.

||Z]] : norma del vector @ de un espacio vectorial (es un escalar € R), pég.
18.

Espacio de Banach o espacio completo es un espacio vectorial normado,
en el que toda sucesién de Cauchy es convergente, pag. 20.

Espacio de Hilbert, H es un espacio lineal pre-Hilbert y de Banach bajo la
norma asociada al producto escalar, pig. 23.

By es una base ortonormal o de Fourier de un espacio de Hilbert H, pdg. 24.

HD @ H? es el espacio de Hilbert suma directa de los dos subespacios H(!)
y H®), pag. 27.

HD @ H? es el espacio de Hilbert producto tensorial de los dos subespa-
cios HV y HP) | pag. 54.

W+ es el complemento ortogonal de un subespacio de Hilbert W, esto es,
es el conjunto de todos los vectores de H que son ortogonales a todos los
vectores del subespacio W C 'H, pag. 26.

OPERADORES .

-~

A es un operador, esto es, una aplicacién de un subespacio ’D(ﬁ) CHenH
tal que a cada vector ¥ € D(A) le hace corresponder un segundo vector
AT que pertenece al espacio H, pag. 28.

D(E) es el dominio del operador A, esto es, el conjunto de vectores de ‘H
sobre los que actia el operador, pag. 28.

'R(ﬁ) es el recorrido del operador A, esto es, el conjunto de aquellos vectores
de H que son el resultado de la actuacién del operador sobre los vectores

de D (A‘), pég. 28.
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Operador lineal es un operador de un espacio de Hilbert H que, para todo
w,V € ?z(A para todo complejo «, cumple que A (@+79) = Ad+ Av
y que A[at'f) =a Af, pag. 29.

Suma de operadores. Sean A y B dos operadores lineales de un espacio de
Hilbert H. El operddor A+ B, suma de A y - B, se define de la forma

(A - B) i = Aii + Bil, siendo su dominio D(A) N 'D(B), pég. 29.

Producto de operadores El operador AB, producto o composicién de
los operadores A y B, se define como (AB) (Bu) y su dominio

es el subconjunto de D(B) formado por aquellos vectores @ tales que
Bii € D(A), pag. 29.
“ﬁ“ es la norma del operador /T, pag. 30.

A(H) es el conjunto de todos los operadores lineales acotados definidos en el
espacio ‘H, pag. 31.

At es el operador adjunto de ﬁ, pag. 33.

Operador hermitico o autoadjunto esel que coincide con su adjunto, A=
At pag. 34.

Operador unitario es el que, al multiplicarlo por su adjunto, da como re-
sultado el operador unidad Uit =010 = I pag. 35.

Proyector es un operador P hermitico e idempotente (esto es, que P2 =
PP =P pis. 38.

Proyector ortogonal 1?54; es un proyector que nos da la proyeccién ortogonal
de cualquier vector sobre un subespacio W, pdg. 38.

Autovector (o vector propio) de un operador A: se dice que un vector
i es un autovector de A (o autofunci6n si estamos en un espacio de
funciones) con autovalor complejo a si se cumple A = at, pag. A0.

Autovalor (o valor propio) de un operador A: el nimero complejo a es un
autovalor de A si existe un vector @ (autovector de A) que verifique la
ecuacion de autovalores A = a i, pag. 40.

op (ﬁ es el espectro puntual (conjunto de autovalores) del operador A,
pag. 40.
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Autovalor impropio: Sea un operador lineal ﬁ; si existen valores complejos
a ¢ op (ﬁ) para los que, no existiendo ningiin vector @ que satisfaga
estrictamente la expresién Ai= « i, es posible encontrar una sucesién
de vectores normalizados U, de H tales que la sucesién {(ﬁ - oz) ﬁ'ﬂ}

tiende a cero, entonces se dice que el nimero complejo a ¢ o, (ﬁ) es
un autovalor impropio, pag. 40.

Oc (ﬁ) es el espectro continuo (conjunto de autovalores impropios) del ope-

rador ﬁ, pag. 41.

g (;’-I) es el espectro (el conjunto total de los autovalores y de los autovalores

impropios) del operador A, pag. 41. A los valores propios del espectro
se les llama wvalores espectrales.

F esel operador que efectia la transformacién de Fourier de una funcién
dada, pag. 62.

Conmutador de dos operadores [ﬁ, ﬁ] — AB - gﬁ, pag. 124.

Operadores compatibles son los que conmutan, esto es [ﬁ, §} = AB -
BA =0, psgs. 53 y 108.

CCOC es un conjunto completo de observables (u operadores) compatibles,
pags. 53 y 111.

NOTACION DE DIRAC .

Vector ket se representa por |¢), pag. 57.

Vector bra se representa por (¢|, pdg. 57.

Producto escalar se representa por (¢|n), pag. 58.

Elemento de matriz se representa por <¢5|ﬁ[n>, péag. 58.

OPERADORES Y VECTORES CON SIGNIFICADO FiSICO .

Vector o funcién de estado : es el que representa un estado de un sistema
fisico cualquiera; es un vector de un espacio de Hilbert, pag. 92.
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Observable es cualquier variable dindmica A susceptible de ser medida, se
representa mediante un operador lineal hermitico A, pag. 94.

Proby, (a) : al medir un observable A, probabilidad de obtener en dicha me-
dida el valor a, pag. 95.

Operador de evolucién temporal, U (t) es el operador que actia en el es-
pacio de los estados de manera que, operando sobre un estado cudn-
tico en el instante ¢ = 0, nos da el estado cuédntico en el instante ¢:

U(t)y (0) = ¥ (t), pag. 118.

Estados con el observable bien definido : para un observable A se dice
de aquellos estados que son autoestados de A, pag. 97.

Estados estacionarios : son los que no evolucionan fisicamente en el tiem-
po, pues su evolucién temporal es tinicamente un cambio en una fase de
médulo unidad, pag. 122.

Constante de movimiento es un observable cuyo valor medio es constante
en el tiempo para cualquier estado (sea estacionario o no), pag. 125.

(A) o <ﬁ>w es el valor medio o esperado de la magnitud A (cldsicamente)
o del operador A (cudnticamente, en el estado ), pdg. 98.

AA es la desviacién tipica o incertidumbre de la magnitud A; nos da
informacién sobre la dispersién de los resultados de la medida de A,
pag. 99.

<E> = <E>¢ es el valor medio del operador A para el estado cudntico
t b
Yy =9 (t), pag. 124.

H es el operador hamiltoniano (los autoestados de H se llaman autoestados
de la energfa, que son estados estacionarios).

K esel operador de energia cinética.
V esel operador de energia potencial.

X esel operador de la posicién en la variable z (? para la variable y, A para
la variable z).

P, es el operador del momento lineal en la direccién (ﬁy para la direccién
y, P, para la direccién z), pag. 130.
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f,, EQ, Em, Ey, fz son los operadores del momento angular o cinético, pag.
133.

T esel operador paridad, pig. 83.

¥ (z,t) es la funcién de onda en la representacion de posiciones de una
particula en una dimensién y en el instante ¢, pag. 139.

p(z) = |¥(z)|? : densidad de probabilidad asociada a una medida de la
posicién; p(x)dx es la probabilidad de que al medir la posicién de la
particula se tenga un valor dentro del intervalo (z,x + dz), pag. 139.

J (z) esla corriente de probabilidad, .J (z) = 4L (@(x)%ﬂ 4 @*(m)%ﬂ),
pag. 140.

Proby, (z € [a,b]) es la probabilidad de encontrar a la particula descrita por
el estado 9 en el intervalo [a, b], pag. 142.

¥ (p,t) es la funcién de onda en la representacion de momentos de una
particula en una dimensién y en el instante ¢, pag. 143.

at es el operador creacién (en el tratamiento operacional del oscilador ar-
moénico), pag. 212.

a es el operador destruccién (en el tratamiento operacional del oscilador
armoénico), pag. 212.

h : constante de Planck h = 6,64 x 10734 Js, pag. 2.

h : constante de Planck racionalizada, h/27, pag. 4.

e : carga del electrén, pag. 114.

me : masa del electrén, me = 9.11 x 1073! kg, pag. 114.

[, : momento magnético intrfnseco del electrén, pag. 114.

pp : magnetén de Bohr, pug = eh/ (2m,) = 9.27 x 10724 J Tesla™!, pag. 114.

g : factor giromagnético, g. ~ 2, pag. 114.
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Citamos, preferentemente de entre los publicados en espafiol, aquellos textos
en los que se hace una introduccién matemética al formalismo de la teoria
cuédntica. Por ello, no incluimos en la lista muchos de los textos habituales de
Mecénica Cuéntica al nivel de primer ciclo de la licenciatura en CC. Fisicas,
pues muchos de ellos pasan casi directamente a las aplicaciones de la teorfa.

LIBROS MATEMATICOS .

L. Abellanas y A. Galindo Espacios de Hilbert (editorial Eudema, 1988):
una buena referencia para la parte matemética del formalismo de la
Mecénica Cuéntica.

J. M. Iniguez Operadores lineales en los espacios métricos (Academia de
Ciencias de Zaragoza, 1946): un libro excelente sobre el tema.

L. Schwartz Métodos matemdticos para las Ciencias Fisicas (editorial Se-
lecciones Cientificas, 1969): este texto tiene capftulos sobre la teorfa de
distribuciones, convolucién y series y transformadas de Fourier.

A. N. Kolmogérov y S. V. Fomin Elementos de la teoria de funciones y
del andlisis funcional (editorial Rubifios, 1975); Elements of the Theory
of Functions and Functional Analysis (Dover, 1999): un texto completo
sobre andlisis en espacios funcionales.

J. von Neumann Fundamentos matemdticos de la Mecdnica Cudntica (CSIC,
1991).

P.A.M. Dirac Principios de Mecdnica Cudntica (editorial Ariel, 1967); The
Principles of Quantum Mechanics (cuarta edicién, Oxford University
Press, 1958).

Dos libros clésicos, con dos soluciones diferentes al problema de los au-
tovalores continuos. El libro de von Neumann es prdcticamente mate-
mético, mientras que el libro de Dirac contiene aplicaciones fisicas.

261



262 Bibliografia

LIBROS DE MECANICA CUANTICA .

D. T. Gillespie Introduccion a la Mecinica Cudntica. (Ed. Reverté): libro
conciso y claro, con un tratamiento postulacional semejante a este texto,
aunque tratado de una manera mas sencilla.

A. Galindo y R. Pascual Mecdnica Cudntica. Vol. Iy II. (Editorial Eude-
ma): libro excelente y con un gran rigor matemético, que puede resultar
algo dificil para los alumnos que no posean los conocimientos matemaéti-
cos (espacios de Hilbert, teorfa de la medida, resolucién espectral de
operadores) requeridos para su lectura. Existe un volumen adicional con
problemas resueltos.

A. Messiah Mecdnica Cudntica (editorial Tecnos); Quantum Mechanics (Do-
ver, 1999): un texto muy conocido, reeditado recientemente a un precio
asequible en inglés y en un tinico volumen. Se trata de uno de los textos
clasicos de la disciplina y hace bastante énfasis en los aspectos mate-
maéticos del formalismo.

C. Cohen-Tannoudji, B. Diu y F. Lalbée Mécanique Quantique, Tome I
et II, (Hermann, Paris); Quantum Mechanics, I & II (Wiley, New York):
no esta editado en esparol, pero es sin duda uno de los mejores y més
didécticos libros de texto existentes.

LIBROS DE PROBLEMAS .

R. Fernandez Alvarez-Estrada y J.L. Sanchez Gémez 100 problemas de
Fisica Cudntica. (Alianza Editorial, 1996): es el tnico libro completo
de problemas en castellano. Su nivel es intermedio entre el primer y
segundo ciclos.

S. Fliigge Practical Quantum Mechanics. (Springer Verlag, Berlin).

F. Constantinescu y E. Magyari Problems in Quantum Mechanics. (Per-
gamon, Oxford).

Dos de los libros cldsicos de problemas de Mecédnica Cuéntica. El segundo
de ellos tiene una pequena introduccién tedrica en cada capftulo.

TABLAS MATEMATICAS .

M.R. Spiegel, J. Liu y L. Abellanas : Fdérmulas y tablas de matemdatica
aplicada (Ed. McGraw-Hill, Serie Schaum, 2000).
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CUADERNOS DE LA UNED
SERIE CIENCIAS FiSICAS.

Este libro expone el formalismo de la Mecdnica Cudntica al
nivel del primer ciclo de la licenciatura en Ciencias Fisicas. Se
supone que el alumno estd familiarizado con los conceptos claves
del formalismo cudntico, aunque sin necesidad de rigor matematico.
Como la Mecénica Cudntica es, en muchos casos, una herramienta
para otras disciplinas, s6lo se han desarrollado los aspectos
metodolégicos generales, pues las aplicaciones corrcretas se
tratardn en cursos superiores.

El libro estd estructurado en tres capitulos:

-Un breve capitulo introductorio, que explica la necesidad de
un nuevo formalismo para la descripcion del mundo subatémico.

-En el segundo se presenta la teoria de los espacios de Hilbert.
Esto permitird discutir los aspectos conceptuales del formalismo
cudntico sin tener que hacer disgresiones fécnicas, que dificultarian
la comprensién del mismo.

-El tercer capitulo propone el formalismo de la Mecdnica
Cudntica. La presentacion es general, representindose los estados
cudnticos mediante vectores generales de un espacio de Hilbert;
ademds, se discuten niveles de energia degenerados, valores
continuos del espectro, etc.

Se incluyen alrededor de 80 problemas resueltos, que deben
trabajarse para conseguir una buena fundamentacién del
formalismo. Ademads, se han intercalado ejemplos y ejercicios
que clarifican y complementan la teoria de los distintos apartados.

UNIVERSIDAD NACIONAL
DE EDUCACION A DISTANCIA
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