Algebra parainformética(U.N.E.D.) Unidad Didadicall

Unidad Didactica Il.

Continuadon de la anterior, dedicada d estudio de los sstemas linedes, donde se estu-
dian los sstemas de ewiadones linedes, las variedades linedes vedoriales y la diagonali-
zadon de matrices y formas cuadréticas.

Capitulo 4. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Conocimientos previos.

- Sisemasde ewacioneslineales:

Es un conjunto de m eauadones linedes con n incdgnitas de la forma

1. X1t A Xot ... FaunXe=hy

Q1. Xat B2 Xot ... +AnXn=Dp

am. X1+ . Xot ... +@m.Xa=bm

Los nimeros a;, parai delamy | de 1 an, sellaman coeficientes de las incognitas.
- Méodo de Gauss Unidad ddadical, pagina 16.
- Reglade Cramer: Unidad ddadical, pagina 27.

- Ecuacionesde ambio de base: Unidad ddadical, pagina 12.

Clasificadon de Sistemas.
Definicion:

Dados dos espados vedoriades E y F sobre d mismo cuerpo de definicion K, una
aplicaddn f: E - F se llama aplicacion lineal u homomorfismo entre E 'y F s para
cualquier par devedores U, VE ytodo escdar al/K se verifica

f(T+v)=f(@)+ f(V)
f (o) = of (T)

Caracterizacion:

Estas dos propiedades son equivalentes a:
f:E-F; flined = Oa,B0OK, Ou,vOE

f(at+pv) = af (U) + 5F (V)
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Tipos:.

¢ S f biyediva, la glicaddn lined esisomorfismo.

¢ S f:E - Ela glicadon se diceendomorfismo.

¢ S f noesinyedivani sobreyediva, se dice aplicacion en.
¢ El endomorfismo biyedivo se dice automorfismo.

¢ La glicadon lined de un espado sobre su cuerpo de escdares; f: E(K) - K
sediceformalineal.

Principales propiedades.

Sif:E - Fesaplicadonlined, se verifica
a) f(0)=0
b) OuOE; f(-u)=-f(0)
¢) SO E, Ssubespado vedoria de E O f(S) subespado vedorial deF.
d S L={u,...,u,} sstemade generadoresde E, entonces:
f(L)={f(w),...,f(U,)} es sstema de generadores de f(E).
e) S L={u,...,U,} esunsstemaligado de E, entonces:

f(L)={f(w),...,f(U,)} es sstemaligado def(E).

Imagen de una aplicacion lineal:

Dada una glicadgdn lined f : E — F, € conjunto f(E) O F que es también espado
vedorial, se llamaimagen de f. Se denomina Im(f) = f(E).

La glicadgonlined f: E —» F serasobreyedivas f(E) = F.

Los vedores vy, V,, ..., V,, generan aE, los vedores f(v;), f(V,), ...,f(v,) O F ge-
neran Im(f). Supongamos que u [0 Im(f); entonces f(V) = U para dgun vedor V[ E.
Como los v, generan aE y VLIE, existen escaares a;, @, ..., a, tdesque V= a,V;+
aV,+...+a,V,. Enconsealencia,

u=f(V)=f(ay,+tav, +...+a,v,) =af () +a,f (V) +... +a,f(V,)
y por tanto losveaoresf(v;), f(V,), ...,f(V,) generan alm(f).
Parala adicacionlineal definida:  F(x, y) = (2x—Yy, -8x + 4y)
Para gue d vedor (1, -4) pertenezca alm(f), ha de ser f(x, y) = (1, -4), esdedr:
2x-y=1
y=2x-1
-8X + 4y = -4
Losvedores (X, 2x-1) seaplicanen (1, -4). El vedor dado pertenecea Im(f).
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Nucleo de una aplicacion lineal:

Dadauna glicadonlined f: E — F, sellamaNudcleo def , y se denota Ke(f) 0 bien
N(f), €l conjunto de vedores de E que se glican en e vedor nulo de F. Es dedr, es la
imagen inversa del veaor nulo de F.

N(f) ={ X O E, tal quef(x) = 0} =f(0)
N(f) es subespado vedoria deE, y se verifica
dim(N(f)) + dim(Im(f)) =dimE
Tienen que exstir (X, y) talesque f(x, y) = (0,0)
Parala adicacionlineal definida:  f(x, y) = (2x -y, -8x + 4y)
El vedor (5, 10) perteneceal nucleo, pues
F(5, 10) = (2*5-1Q -8*5+ 4*10) = (0,0)

Ejemplo:
Dadala glicadénlined f: R* - R® definida por:
f, Y, S t)=(X—y+s+t,x+25—t,x+y+ 35— 3)

Setratade halar una base y la dimension de: 1) laimagen U def y 2) & nicleo W de
f.

Sducion:
1) Lasimégenes de los sguientes generadores de R* generan laimagen U def:
f(1,0,0,0)=(1,1,1)
f(0,1,0,0)=(-1,0, 1)
f(0,0,1,0)=(1,2,3)
f(0,0,0,1) =(1, -1, -3)

Formamos la matriz auyas filas sn los generadores de U y la reducimos por filasala
forma escdonada

o1 1 1 o 1 1C 1 1
0 C C C
31 0 1[a%)12[a%)12[
01 2 3C?® @ 1 202 mo o
Hl -1 -3 B -2 -4 o of

Luego{(1, 1, 1), (O, 1, 2)} esunabase de U; por tanto dimU = 2.
2) Buscamos el conjunto delos (x, Y, s, t) talesquef(x,y, s, t) = (0, 0, 0, 0), esto es
f(x,y,st)=(x-y+s+t,x+2s-t,x+y+3s-3t) = (0,0, 0)

Igualando las componentes correspondientes, forman el siguiente sistema homogéneo

Cuyo espado solucion es el nucleo W def.
(X -y +s +t =0 (X -y +s +t =0
%( +2s -t =0 O % y +s -2t =0

Hk +y +3s -3t =0 2y +2s -4t =0
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, [X -y +4s +t =0
o 0O

o Yy +s -2t =0

Lasvariables libres on sy t; luego dimwW = 2. Hacemos

a) s=-1, t=0 paraobtener lasolucion (2, 1, -1, 0),

b) s=0, t=1 paraobtener lasolucion (1, 2,0, 1).

Luego {(2, 1, -1, 0), (1, 2,0, 1)} esunabase de W. (Obsérvese que dimU + dimW =
2 + 2 =4, que esladimension del dominio R* de f.)

Ejemplo:

Dadala glicadénlined f: R® - R® definida por:
f(x,y,20=(X+2y-2z y+2z X +y-22

Setratade halar una base y la dimension de: 1) laimagen U def y 2) & nicleo W de
f.

1) Las imégenes de los generadores de R® generan laimagen U def:

f(1,0,0)=(1,0, 1)

f(0,1,0=(2,1,1)

f(0,0,1) =(-1,1,-2)
Formamos la matriz auyas filas son los generadores de U y la reducimos por filas ala
forma escdonada

SlOlE E].OlE E].OlE
DZ 1 1[a%)1—1[a%)1—1[

H1 1 -2 B 1-1 B0 0F
Luego{(1,0, 1), (0,1, -1)} esunabasedeU, vy, por tanto dimU = 2.
2) Buscamos el conjunto delos (%, y, 2) talesquef(x, y, 2) = (0, 0, 0), esto es,
f(x,y,2) =(x+2y-z y+z x +y-22 =(0, 0, 0)

Igualando las componentes correspondientes formamos € sistema homogéneo cuyo
espado solucién es €l nucleo W de f.

(X +2y -z =0 (X +2y -z =0
O _ . O _
o vy +z =0 0 o y +z =0
B( +y -2z =0 H -y -z =0
, X +2y -z =0
0 0O
o y +z =0
La Unicavariable libre esz luego dimW=1. Sea z=1; entoncesy=-1 y x= 3.
Luego {(3, -1, 1)} es una base de W. (Obsérvese que dimU + dimW =2+ 1= 3, que
es ladimension del dominio R® de f.)
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Determinacion de una aplicacion lineal. M atriz:

Una glicadon lined f: E — F queda determinada conociendo las imégenes de los
elementos de una base de E.

Sean ladimension del espado vedorid E, y seaB={g,&,,...,&,} unabasedeE.

Seam ladimension del espado vedoria F, y seaB'={v,,v,,..., V,} unabasedeF.

Una glicadon lined queda determinada cnociendo f(g), ..., f(&,), es dedr, las
imagenes por f de los vedores de labase de E.

Si U OE tiene de mordenadas (xi, X», ..., X,) enlabase B y suimagen f(U) tiene de
coordenadas (Y1, Y, ...,Ym) enlabaseB'.

Se verificala siguiente eauacion matricial:

[y, S 4, a8, .. ay SD(l E
%’2 - %12 Ap - 8npp 2[. v = AX
0.0 0. .. .. ..00.C
O o g oQ C
D/m I:I @m aZm e anm DB(n [
donde las columnas de la matriz A son las coordenadas de los vedores f(g), ..., f(&,)
enlabase B deF.
Asi:

f(e) = (aw, aiz, ..., aum) enlabase B’

f(&) = (a1 @, ...,am) enlabase B’

La expresion matricial puede resumirse:

Ye = M(f,B,B')XB
y sellama expresién matricial def enlasbasesBy B'.

Conocida M¢ge) queda determinada la glicadon, y elegidas previamente las bases,
cada matriz determina una glicadon lined, esa matriz se llama matriz de f en las bases
ByB'.

Las easadones deducidas al resolver la expresion matricial de f, se llaman eauaciones
def.

Ejemplo 1
Hallar una glicadénlined f : R® - R?, cuyaimagen es generadapor (1,2, 0,-4) y
(2,0, -1, -3).
Método 1 Consideremoslabase usual de R* e, =(1,0,0), .= (0, 1, 0), &= (0, 0,
1). Hacemos f(e)) =(1,2,0,-4), f(e)=(20,-1,-3) y f(e5=(0,0,0,0). La
aplicaddn lined f existey esunica ademéslaimagen de f esgeneradapor los f(e).
Hallamos un formula general para f(x, y, 2):
f(x, y, 2 = f(xeL + y& + ze5) = xf(ey) + yi(e) + Z(ey)
=x(1, 2,0,-4) +y(2,0,-1,-3) + 0, 0, 0, 0)
=(x+2y, 2%, -y, —4x-3y)
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Método 2 Formamos una matriz Asxs, cuyas columnas on los vedores dados, por
gemplo:

01 2 OC
U L
_ D2 0 O[
0o -1 oC
%—4 -3 OE

Rerdamos que A determina una glicadon lined A : R®* . R* cuyaimagen es ge-
nerada por las columnasde A. Luego A satisfacelas condiciones requeridas.

Ejemplo 2:

Hallar & nicleo y laimagen de la glicadén lined f:R* - R3tal que:
f(1,0,0,0)=(1, -1, 2

f(0,1,0,00=(2,1,1)

f(0,0,1,0) = (4, -1, 5)

f(0,0,0,1) =(-1, -5, 4)

En concreto, se piden sendas bases del nlcleo y laimagen.

Resolucion:

Respedo de las bases candnicas de R* y R®, la ewiad6n matricia, Y = AX, de la gli-
cadon lined es:

0

[
y,0 01 2 4 -1p'¢

O_ O 4 2
Y.0=g1 1 -1 -5

El niicleo lo forman las luciones de f(X) = 0, que si se usan coordenadas $ pone
en laforma AX = 0. Para resolver este sistema lined homogéneo, redizando opera-
ciones elementales en las filas de su matriz A, se obtienen sucesivamente las matrices:

m 2 4 -10 @2 4 -1 @O0 2 3L

g) 3 3—6% %)11—2% %)11—2%
M -3 -3 6§ @00 O] @OO0 O

Por tanto, los vedores del niicleo son los que amplen (paraa, B O R):

X, = —2a - 3BC

X, =—0+2

2 BEIuego
X;=a C

X, =B E

(-2,-1,1,0) y (-3, 2, 0, 1) forman una base de N(f).

La imagen es el espado de R® que exgendran las cuatro columnas de A. Redizando
operadones elementales en las columnas de A se obtienen sistemas de lumnas equi-
valentes al dado; al proceder de este modo, se obtiene sucesivamente:
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01 0 0 OJ O1 00007 [l OO0 O
0 0 0 0 C
31 3 3 65 gl 10 0 %L 10 0
52 -3 -3 68 H2 -1 008 @ -1 0 OF

Por tanto, los dos vedores columna no nulos de la Ultima matriz, generan laimagen y,
como son independientes, son base de dla; esto es:

(4,1,0) y (O, 1, -1) forman una base de Im(f).
Ej.- Obtener una base del espacio vedorial solucion del sistema:

0 OOxO MmO

MmO 0o
-1 amgyp_ %)D
-1 a0 O

0 1T o

Xx+0y+0z+0t=0

X +0y -1z+at=0 [J x=00 (x, Y,z t)=(0,y, 0, 0

X+0y -1z+at=0 t=0

bx+ Oy+ 0z+ 1t=0 z=0

Lasoluciones < (0,1, 0, 0) > que e base ddl espacio vedorial formado po
las luciones.

lufwjmlale!
o O O O

Rango de una aplicacién lineal

Se llama rango de una aplicacion lineal f: E - F ladimensiéon del espado vedo-
rial imagen. Se denota rg(f).
rg(f) = dim(Im(f)) = dim(f(E))
Propiedad El rg(f) coincide mn €& rango de la matriz asociada a f en cuaquier
base:
rg(f) = rg(My)

Aplicaciones lineales inyedivas

Las aplicadones linedes inyedivas ©n de espedal interés.

1. Una glicadonlined f : E —» F esinyediva g, y solo s, su nicleo contiene solo
el vedor nulo. Esdedr:

f:E - F, f inyediva = N(f)y= {0}

2. Una glicadonlined f: E - F esinyedivas, y solo g, un sistema libre de E se
aplica e un sistema libre de F. Es dedr, s laimagen de una base de E es una ba-
sedef(E).

finyediva = [Bbasede E O f(B) base de f(E)]

3. Si E tiene dimension finita, entonces f esinyediva s y solo s dimE =dimf(E) o

también rg(Ms) =dim E.

Ejemplo:
La glicadonlined f:R® - R? definida mediante
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f,y,2=(xx+y, y+z x+y+2)

es inyediva ya que las imégenes de los vedores de la base cadnica de R® son los
vedores:

f(1,0,0)=(1,1,0,1)

f(0,1,0)=(0,1,1,1)

f(0,0,1) =(0,0,1, 1)
gue forman una base de laimagen, ya que son linedmente independientes.
Lainyedividad de f también se podia haber comprobado viendo que N(f) = 0; asi es,
yaque:

X =0 I
N(f):@(+y =0 L N0 - N =0

v+z =0 HZ_O

Fx+y+z =0 )

| somor fismos

Cuando se dispone de una glicaddn lined, entre dos espados vedorialesE y F, que
ademas es biyediva, puede mnsiderarse que E y F son iguales, se pueden identificar.
Desde d punto de vista de los espados vedoriales, no hay nada que permita diferenciar a
E de F. Estas aplicadones linedes y biyedivas  llaman isomorfismos. Un isomorfismo
f.E - E, de unespado en si mismo, redbe d nombre de aitomorfismo.

1. La composicidn de dos isomorfismos es, también, un isomorfismo.
2. Una glicadonlined f.E — F esisomorfismo sy solo Si:
Im(f)=FyN(@{f)=0
3. Si E tiene dimension finita, una glicadon lined f:E — F es un isomorfismo s y
solo si:
dmE=dimf(E) =dimF

4. Si E tiene dimension finita, una glicadon lined f:E - E esun automorfismo s y
s0lo s esinyediva 0 sobreyediva.

5. Si f:E - F esunisomorfismo, entoncesf ::F —. E también es un isomorfismo.

6. Dos espados vedoriales de dimension finita (sobre d mismo cuerpo K) son iso-
morfos g y solo s tienen la misma dimension.

Ejemplo 1:

El espado vedoriad R" es isomorfo a espado vedoria V de los polinomios de

grado menor que n. Un isomorfismo entre dloslo esla glicadon f:V - R" dada por
flap+amx+ @+ ...+ anX"™) = (@ +ay + @ + ...+ an).

Ejemplo 2:
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SeaV € espado vedoria de los polinomios redes de grado menor o igual que 2 y
considérese la glicadon lined f:V - R® definida por

f(a+bx+cx) = (a+b-2c, 2a+b+c, 2a+ 3b+ hc)

Hallar h O R para que f no seaun isomorfismo. Para dicho valor de h, hallar una base
de laimagen Im(f).

Sducion:

El valor buscado de h es aquel que hacesingular alamatriz A de f (en la base usual de

Vy en la candnicade R®); redizando, pues, operadones elementales en las columnas de
A, setiene sucesivamente:

A1 -20 @A o od @ o OE

2 3 hH B 1 h+4H B -1 h+9E
La matriz A es sngular para h = -9. Para este valor, €l rango de A vae 2, la dimen-
sion de Im(f) es 2 y una base de este espado la forman las dos columnas no nulas de la

Ultima metriz, es dedr, losvedores (1, 2, 2) y (0, 1, -1) de R®.

Caracterizacion de endomorfismos biyedivos:

Las aplicadoneslinedesf : E — E son endomorfismos. La matriz de f en una base se-
ra auadrada.

Si el endomorfismo es biyedivo € rango de la matriz sera la dimensién de E, es dedr,
su determinante seré distinto de ceo

f:E - E biyedivo = |M{#0

Conjunto de las aplicaciones lineales entre dos espacios E v F

El conjunto de todas las aplicadones linedes entre E y F, espados vedoriales ©bre €
mismo cuerpo K, se denota L(E,F).
Si f, g son dos aplicadones linedesentre Ey F; f, g O L(E,F), se define:
Aplicacion suma def y g, ala glicagénf +g: E - Fta que
O OE; (f +g)(T) = f(u) +g(u)
Lasuma asi definida esinterna:
(f+g) OLEF)

Si By B' son dos bases de E y F respedivamente, y Mg, g, ) Y Mg, 8, &) SON las matri-
cesde fy g en esasbases, se verifica

I\/l(f +9,B,B) = I\/l(f, B, B) + M(g, B, B)
Aplicacion producto por un escalar. Si a DK y f O L(E,F), se define glicadén aof
:E - F la glicadgénta que, Ou OE, (af Ju =af (U).

La glicadgon af esaplicadon lined, y se verifica
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M@t B By = aM¢, B B)

El conjunto L(E,F) con las operadones suma y producto por un escdar es un
K-espado vedorial.

El anillo Z(E) de los endomorfismos de E:

En el conjunto L(E) de las aplicadones linedes sobre E, ademés de las operadones
suma y producto por un escdar, es posible definir otra operadon interna, el producto,
gue serala propia cmmposicion de glicadones.

Dados f:E - E y g: E - F endomorfismos en E, se llama producto defy g la
aplicadon go f:E - E

bu OE; (ge f)(T) = o(f (1))
La alicadon asi definida es aplicadén lined; go f O L(E).

Si B esuna base de E, se verificalareladon entre matrices:
Mo, ) = M(g,B) - M(ig)

El conjunto (L(E), +, -) esanill o unitario.
S f OL(E) tiene glicadéninversa f*, también f* O L(E) y su matriz

—m-1
M(f’l,B) - M(f,B)

M atrices asociadas a un endomorfismo en dos bases distintas

SeaE un K-espado vedoria de dimension ny sean:
Bl :{él’%’ ] é’]} 1 BZ :{\_/]_1\_/21 ey \_/m}
bases de E, donde los vedores de B, en B; son:
Vi =26 3,6 ...+ a6,
Vo = 88 + 806 + ... + 8y
Seauna glicadonlined f: E - E dematrices My gy Y M 5, enlasbases B,y
B, respedivamente.
Lareladon existente entre anbas matrices es:

M(f,BZ):C_lEM(f,Bl)EC
donde C = Matriz de canbio de base
@, a, .. ainE
B 8n o B
“=a. .. . T Mes

] L
@nl anz e ann [

la matriz que tiene por columnas las coordenadas de los vedores de la base B, expresa
dosen B;.
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Reoordando que

—_ -1
M@, 8) = Mg, 5,
-7 — _l 7
la expresion M 5, =C~ [M(; 5, [C quedara
—_ -1
Mgy = Mg ) DM(1.5) (Mg )
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Capitulo 5. Sistemas de ecuaciones lineales

Conocimientos Previos:

- Vedores linealmente independientes: Un conjunto de vedores es linealmente
independiente cuando ninguno de dlos es combinadodn lined de los demas.

- Sistemas generadores de vedores: Dado un conjunto de vedores de un espado
vedoria V, se llama subespado engendrado por dicho sistema 'y se representa por
C(9), a conjunto formado por todas las combinadones linedes de los vedores de S.
El conjunto S es el generador del subespado C(S).

- Vedoresbase: Vedores que forman parte de la base.

- Dimension de un espacio vedorial: € nimero de vedores de asalquiera de sus
bases.

- Basedeun espacio vedorial: Se dice que un sistema de vedores B es una base de
V s es un sistema linedmente independiente de generadores de V.

- TeoremadelaBase: (Véase pagna 6UnidadDidéctical)

- Coodenadas de un vedor respedo ala base: Dado un vedor como combinadon
lined de los que forman la base, sus coordenadas sran los escdares que forman
parte de la ombinadon lined. Siendo la base us, Uz, o ,B serén las coordenadas del
vedor u, sendo v=a w+f u,.

Clasificagon de Sistemas:
Definiciones
Se llama sistema de m eauaciones lineales con n incdgnitas a un conjunto de eaia-
ciones de laforma:
Xyt X+ ...t &nXa = bn
ApiXy + Ao+ ...t AnXa = o
amX1 + @mpXo + ... + 8mXn = b
en lasque a; y bi son escdares de un cuerpo Ki y Xy, Xz, ..., X, Son lasincognitas.

Se llama solucién del sistema la n-upla (a4, a, ..., ) de dementos de K, tales que
sustituidos en (X, Xz, ..., Xn) Verifican todas las eauadones. Un sistema de ewiadones
linedes en el que by = 0 se llama homogeéneo.

Enfogue vedorial

Un sistema de ewadones tal como el del apartado 1, puede expresarse en forma ma-
tricial:
AX=B
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donde;
D<1E &, a, .. amE HJlE
X_%z[_ A= %21 a22 a2n C. B= %2[
0. o. .. .. ..C-TocC
0O C 0 C C
B(n[ @ml amZ amn[ n[

Por tanto, un sistema de m eauadones con nincognitas puede interpretarse wmo
la expresion de una glicadodn lined:
f: E - F, dematriz asociada A
donde E es un K-espado vedoria de dimension ny F un K-espado vedorial de dimen-
sion my tal que la basgueda de soluciones equivale ahalar vedores
U= (X, X2, .., %) OE
que se glican en el vedor b= (by, by, ...,by) OF.

La discusion del sistema puede redizarse segin que b pertenezcao no a con-
junto Im(f), de la siguiente forma:

a) b O Im(f). En este cao no existe U= (X, X, ..., %) tal quef(T) = b. El sis-

tema no tiene solucion (sistema incompatible).

b) b O Im(f). Existen vedores U taes que f(T) = b . El sistema tiene solucién

(sistema compatible).

Cabe dorainvestigar s la solucion es 0 no Unica (sistema determinado o inde-
terminado, respedivamente).

En e caso particular de un sistema homogéneo (AX = 0), la busqueda de solucio-
nes equivale d cdculo del N(f), es dedr, € nlcleo de la glicaddn lined de matriz A. En
este cao, a ser N(f) # 0, un sistema homogéneo tiene d menos la solucion u = (0, O, ...,
0). El problema de interés ahora es buscar s existen 0 no més luciones, |o que ejuivale
a andlizer s la glicaddén es o no inyediva.

Equivalencia de sistemas

Dos gstemas de ewadones n equivalentes s tienen los mismos sstemas de solu-
ciones.

Propaosicion: Seaun sistema de ewadones linedes de matriz A. Si en A se dedlan
operadones elementales con las filas, la matriz obtenida @rresponde aun sistema de
eauadones equivaente d primero.

Teorema de Rouché-Frobenius. Andlisis de las luciones

Teorema de Rouché-Frobenius

Empleando notadon matricial AX = B para un sistema de eaiadones linedes, se veri-
fica

La mndicion necesariay suficiente para que d sstema AX = B sea @mpatible

es que mincidan los rangos de la matriz A y de la matriz A|B que resulta de

ampliar A con la alumna matriz de los términos independientes B. Es decir,

Sistema AX=B compatible = r(A) =r(AB)
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Consecuencias. Si n = nimero de incognitas del sistema, y el sistema es compati-
ble:

) Sir(A) =r(AB) =n e sistema es determinado.

1) Sir(A) =r(AB) < n & sstema esindeterminado.

En e caso de sistema homogéneo (AX = 0), a ser r(A) = r(A|0) es sstema es
compatible. Ser&

[) =ndeterminado (solucién unicatu = (0, 0, ...,0)).

[I) < nindeterminado.

Dado Ax = b un sistema de m ecuaciones con n incogritas, tiene solucion si:
rango A =rango A* = n°deincognitas(n) S.C.DETERMINADO
rango A =rango A* <n®deincognitas(n) S.C.INDETERMINADO

rango A <rango A* S. INCOMPATIBLE
Ejemplos:
Discutir, sin resolver, los sguientes sstemas de eaiadones:
a x+ly=5 Bl 3x-y=8 o) Bx-Z2y=-10
2r+dy =13 x+3Jy =2 dx-y=-5
a x+ly=5
2r+dy =13
ac{! ) mgeft 28
L2 s) B9 4 13
1 2
rango [,ﬂ.j=‘ ‘=4—4=D;rangn (41=1

2 4
1 5
rangn[ﬂ.ibj=‘2 13‘=13—1D=3#D,‘rangn[ﬂ.ibj=2.

Puesto que rango (A) = 1 # rango (Aib) = 2, e sistema es incompatible; no existe
ninguna solucion.

Bl 3x-y=8
x+3Jy =2
A_[S —1] ,ﬂ.'b[a —“IEB]
o3 WAL 5 o)
3 -1
rango [A) = ‘ 1 3 ‘ =9+1 =10 # 0, rango (A = 2.

3
rango (A B =‘ B-8= -2 # 0 rango (A B = 2

12 ‘
Yaquerango (A) = rango (A:b) = 2 = nimero de incognitas, € sistema es compatible
y determinado; es dedr, existe una Gnica solucion.

c] bx - 2y =-10
3x- y= -5
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A_[E -2] A:b_[a -2 -m]
BEREIE I1':'_3—15 -5}

B -2
rangnl[ﬂ.j=‘3 _1‘= -B6+6 =0, rango (4) = 1.
. B -10 .
rango (A Hi= 2 |7 -30+30 = 0, de momento, rango (A B=1.
. -2 =10 .
rango (A B = DR 10-10 = 0, rango (4 B)=1.

Puesto que rango (A) = rango (Aib) = 1 < nimero de incognitas, € sistema e com-
patible eindeterminado; existen infinitas sluciones.

Métodos de resolucion. Método de Gauss

Resolucion de ewaciones lineales

Se presentan algunos métodos de interés:

a) M éodo ceneral

Sea ¢ sistema AX = B de m eauadones con n incognitas, compatible. Si r = r(A),
existe una submatriz cuadrada de orden r obtenida de A, cuyo determinante es distinto de
ceao. Suponiendo que seala matriz correspondiente alas r primeras filas y r primeras
columnas (s no fuese asi, se intercambiarian eauadones para ponerlas de estaforma).

En ese supuesto, € sistema dado es equivalente d siguiente:
QuXy * ...+ arX = by~ (QureaXees + ... F Qunkn)
QoiXy + ...+ QX = D2 — (QzreaXre1 + ... F AonXn)
arXe + ot Ak = 0 — (@ X T o F A )
donde se han pasado a segundo miembro las incdgnitas que no intervienen en la ma-

triz regular de ordenr, y se han eliminado las ecuadones que tampoco intervienen en la
misma matriz.

Este nuevo sistema, llamando parametros a las incognitas Xq+1, ..., X,, €S determinado.
Se resolveria por cualquiera de los métodos clasicos de reduccdon o eliminadaon.

b) Sistema de Cramer

Un sstema de eaxiadones < dicede Cramer s tiene igual nimero de eaiadones que
de incognitasy lamatriz del sistema es regular.

Un sistema determinado puede reducirse auno de Cramer siguiendo e procedimiento
general indicado en el apartado anterior.

Dado un sistema de Cramer AX = B, con A regular, su solucién es Unica
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donde A es la matriz que resulta de sustituir en A la wlumna; por € vedor columna B
de los términos independientes.

Dado un sstema COMPATIBLE DETERMINADO, tenemos que:
Su expresion matriciall essA X =Bya serrgA=n0 |Al# 0y ademas A tiene
inversaA . Asi pues:
A" A.X=A*.B O I1-X=A*.B O X=A'.B O X=(VUA|-A")-BO
O x=UAl-(Ag b+ Ay b +..+ Ay by)
De donde obtenemos la Regla de Cramer:

det(B, Cy, Cs,...,Cy) det(Cy, B, Cs,...,Cy) det(Cy, Cy, Cs,..., B)
X1 = , Xo = ) eeeeens Xn =
det |A| det |A| det |A|
Ej.- Resolver € sistema x+y+z =1 por Cramer
X-y +3z=3 }
Cambiamos zpor Ay pasamos A ala derecha
%x+y:1—/\
X—-y=3-3A
Q 10
*H -
o3 1N
4 -1 @-30F

Resolvemos € sistema pa Cramer y obtenemos:
X = -2\ +2 demodo gelasoluciones{(-2A +2,-1+ A, A) ;A OR}O
{(2,-1,0) + (-2A\, A\, A) ;A OR}
y=-1+A

y por ultimo extrayendo A tenemos que las infinitas luciones del sistema son:
{(2-1,0)+<(2,1,1)>}

Ejercicio: calculo delasincognitasen un sistema de ewacioneslineales

Discutir y cdcular € valor de las incognitas de los sguientes sstemas de eaiadones
linedes:

& dx + 2y z=4
Qv oy +2z= 73
¥ +3y + 22 =-A

a)

Calculamos a continuadon el rango de Ay el rango de lamatriz anpliada (A b):
El rango de lamatriz A sera
‘ 3 2

. ‘ = -3-4= -7 # 0, rango (4 = 2
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3 2 -1
2 -1 2|= -B+4-6-1-8-18 = -2 50, rango (A) = 3.
13 2
El rango de lamatriz ampliada (A: b):
3 24
2 -1 3|= -15+6+24+4-20-27 = -28 0, rango (A b) = 3.
1 3 5

Dado que rango (A) = rango (Aib) = 3 = nimero de incognitas, € sistema es
compatible y determinado; tiene, pues, una Unica solucion. Resolvamos el sistema me-
diante laregla de Cramer:

Calculamos €l det (A):

3 2 -
det(8)=1|2 -1 2 |=-6+4-6-1-8-18 = -23.
1T 3 2

Aplicando laregla de Cramer:

4 2 -1

3 -1 2

-5 3 2| _ B8-20-9+45-12-24 &8

X = 3 = 3 E = B3 /23,

|1 -5 2 _ 18+8+10+3-16 430 _ 583 _ &3 /73

¥ = 33 3 33

_ 11 3 S| 154B+2444420-27 42 oo

77 3 33 33
X=6823,y=-5323, z=-42/23.

c) M éodo de Gauss

Es un método de fadl programadon y por tanto de sencill a resolucion con ayuda in-
formética
Laideadd método es aplicar ala matriz ampliada A|B del sistema, transformadones
elementales de las filas hasta conseguir una matriz A triangular, cuyo sistema asociado es
fadlmente resoluble.
Ej.- Resolvemos el sistema anterior por Gauss

X+y+z =0
X+y-z =0
X+3y+z=0
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[111%3162[111%36163[111%%62[111[
_ & -6 _ -e, _ C
=d 1 15t %)ozmﬁ_g)ozmﬁ_g)ozt
33 1§ B 3 17 B 0 2 M 0 OF

Xx+y+z=00 z=00 x=-y
Sducion: < (x,-x,0)>; xR

d) M étodo dela matriz inversa

Expresado € sistema en su forma matricial AX = B, podemos multiplicar ambos tér-
minos de laigualdad por A, resultando A"AX = A™'B, o lo que eslo mismo, IX = A™B,
luego X = A™'B, que nos da la solucién del sistema, cadculando la inversa de la matriz de
los coeficientes y multiplicédhdola por la matriz de los términos independientes.

Sistemas homogéneos

Sistema homogéneo asociado

Dado un sistema lined de eaiadones AX = B, se denomina sistema homogéneo aso-
ciado a resultante de hace cero la matriz de términos independientes AX = 0.

Supdngase que X; Y X, son soluciones del sistema no homogéneo. Entonces s dfe-
rencia, x; — X, €s unasolucién del sistema homogéneo asociado.

A(X]_—Xz):AX]_—AXZZB—B:O

Sean x e y dos luciones particulares del sistema no homogeéneo, entonces existe una
solucién h del sistema homogéneo asociado tal que y = x + h. (Siendo x e y soluciones
del sistema no homogéneo, entonces h =y — x es lucion del sistema homogéneo aso-
ciado y por tanto y = x + h)

Para hallar todas las luciones de un sistema no homogéneo, basta mn hallar una
solucién y todas las oluciones del sisterma homogéneo asociado.

Ej.- Resolver € siguiente sistema homogeneo:

Xx+y+z =0

2X+2y+2z =0
Xx+y-z =0
X+3y+z =0

Primero eliminamos la segundaeauacion paque & propaciond ala primera.
Hallamos el determinarte de A para saber e rango

1 l[l
@ 1 -170
B3 1f
rg(A) <3
Como C1 = C2 € rangoes dos. Y al ser homogeneo Rg A = Rg A* = 2 <
n.incogntas [J SC.I
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S resolvemos € sistema pa igudaciontenemos x = - y por lo que la soluciones{ (
X, =X, 0) : [JR}

Ologwe eslomismo {< (1, -1,0) > } = Ker (f) s tomamos el sistema como la ap
lineal f.

Ecuaciones paramétricas e implicitas de un subespacio vedorial

El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo es un subespado vedorial (es €
nucleo de una glicaddn). Las eauadones de dicho sistema se llaman eauadones impli-
citas 0 no paramétricas del subespado vedorial solucion.

En € caso de que d sistema tenga infinitas luciones, dichas luciones, en funcion
de los paréametros correspondientes, se llaman eauadones paramétricas del subespado
vedorial.

Al ser el nmero de parametros a utili zar en la resolucion del sstema AX =0, igual a
nimero de incognitas menos el rango de la matriz A, se verificala siguiente reladon:

Dimension del subespado = Numero de incognitas — NUmero de ewadones indepen-
dientes.

Célculo de las easaciones de un subespacio vedorial

Las eauadones paramétricas e implicitas de un subespado vedorial, y € paso de un
tipo aotro de ewiadones ® dedla de lasiguiente manera:

a) Conocidalas eauadonesimplicitas;, AX=0

Se halla d rango de lamatriz A, que seria & nimero de ewadones independientes.
Seresuelve d sistema. Esa solucion en funcion de parametros sran las eauadones pa-
ramétricas.

b) Conocidas las eauadones paramétricas del subespado

Se diminan los parametros hasta obtener un nimero de ewadones independientes
igual a nimero de incognitas menos el nimero de parametros.

Variedades lineales vectoriales

Introduccén

Al trabajar con subespados vedoriales s suelen encontrar expresiones del tipo:
L ={(Xs, X2, Xs) OR®/ X, — X + X3 = 0}
Esta expresion significaque L es el subconjunto de los vedores de R® cuyas coorde-
nadas verifican lareladdon x; — X, + X3 = 0; a esta formula la llamamos eauaciones impli-

citas del subespacio vedorial. Resulta menos freauente pero es asi mismo muy intere-
sante ver expresiones de un subespado vedorial escrito de la siguiente forma:

L ={ (x4, %, %) O R*/ (x1, %, %) = A(L, 1, 0) + p(0, 1, 1)}
o lo que eslo mismo:
L={(X, % %) OR*/ X1 = A, %o = A + U, X3 = 14}

esta Ultima expresion constituye las eauadones paramétricas del subespado vedoria L.
Es interesante observar que la Ultima de las tres expresiones £ dedujo de la segunda,
desarrollando la igualdad vedorial y que dicha epresion quiere dedr que aalquier
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vedor de L se puede ecribir como combinadén lined de dos vedores de R® notables,
(14,1,0)y (0, 1, 1) que pertenecen a L y tienen la propiedad de que alavezde ser gene-
radores de L, son linedmente independientes por lo que @nstituyen una base de L. Por
tanto,

B={(1,1,0),(0 1, 1)}
sonunabasedel y la expresion
(X, X2, X3) =A(1,1,0) + (0, 1, 1)

esla ewadon que expresa @ conjunto de todos los vedores de L para los diferentes va-
lores de los pardmetros A y . Es obvio pues que la dimension de ese espado es de dosy
gque d nimero de pardmetros utilizados en la expresion es dosy que asu vez considera-
dala ewaddn implicita del subespado como un sistema de eaiadones linedes homogé-
neo de una eawadon con tres incognitas, su rango sera uno Yy, por tanto, € nimero de

incognitas a determinar seran dos, que es la diferencia entre  nimero de incognitas, tres
en este cao, y €l rango de la matriz, uno en esta ocasion.

Variedades lineales

Hemos considerado hasta é&hora @ espado vedorial R" como e conjunto de las n-
uplas con nimeros redes de laforma (X, X, ...,X,) conx OR parai =1, 2, ...,n. A este
espado tan rotable como Ctil | e llamaremos V, y escribiremos V, = R", n > 2.

A los sibespados vedoriaes de V, les llamaremos variedades lineales. Cuando n = 2
nos queremos referir al plano vedorial V,, cuando n = 3, llamaremos a V3 €l espacio
vectorial o espado, para no interferir con el concepto genérico.

Es evidente que V, y V; tienen dimensiones 2 y 3 respedivamente por lo que pueden
darse las sguientes stuadones:

En € plano V,, consideremos L [ V, una variedad lined propia (es dedr, L # V,),
entonces:

0 SidimL=0,L={0}.

0 SidimL =1, L esunarecta vectorial del plano V.

En e plano V3, consideremos L [0 V3 una variedad lined propia, entonces:

0 SidimL=0,L={0}.

0 SidimL =1, L esunarecta vectorial del espado V.

0 SidimL =1, L esun plano vectorial del espado V.

Dadaunabase {g,8,} deV.. Si L esunaredavedorial del plano V. y v L con

v # 0, entonces cualquier vedor de L esdelaforma AV paratodo A que pertenece aR.

SeaB = {g,8,,8} unabasedeV;

a) Si L es unareda vedorial del espado Vay vO L con v#0, se tiene que
U = AV para auaquier A que pertenece aR.

b) Si L esun plano vedoria y v;,v, L son linedmente independientes, se tiene
que U = av, + v, para aalquier pargja(a, B) O R
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Teorema

El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo de ewadones linedes con n in-
cognitas es un subespado veaorial de R", de dimensién igual a n menos e rango de la
matriz de los coeficientes del sistema.

En efedo, consideremos el sistema de la forma vedorial AX = 0. Serd A una matriz
m x n donde m es el nUmero de ewadonesy n el de incognitasy X esun vedor n x1, es
dedr de n filas y una @lumna. Consideremos X, y X, dos luciones del sistema. Evi-

dentemente aalquieraque seaa, B 0 R se verificaque:

A(a%, + BX,) = aA%, + AR, =0 pues A%, =0y A%, =0
luego S X; y X, son soluciones, ax, + X, es lucion, luego & conjunto de soluciones
del sistema es una variedad lined de R".

Veamos $ la dimension de la variedad lined de la soluciones esn —r, siendo n € nu-
mero de incognitasy r el rango de lamatriz A de los coeficientes del sistema.

En efedo, s € rango de lamatriz A de los coeficientes del sstema esr, eso significa
gue &isten r eauadones del sistema (eventuamente puede aincidir con m) que son li-
nedmente independientes y que podemos escribir:

Qs FaXo .ot apX = T QX T . T QinXn

X taXe oo+ Ak = — QreaXe+r — .o @i

Si consideramos los valores:
Xf+1:11 Xf+2201 '--1Xﬂ:O
Xf+1201 Xf+2:11 '--1Xﬂ:O

X1=0, X2=0, .... %=1
Obtenemos las luciones X;,X,, ..., X, correspondientes, que son linedmente inde-
pendientes y evidentemente, cualquier otra solucidén sera cmbinadon lined de dlas,
pues la solucion asociada alos valores:
Xes1 = A1, Xes2 = Aoy ooy X0 = Any
sera AXp + A%, +.. .+ A X por lo que la dimension de la variedad lined de las lu-
ciones del sistema esn —r como queriamos demostrar.

Se puede demostrar que redprocamente, dada una variedad lined de dimensiéonr, s
X1, %5, ..., % €S una base de la variedad lined y X es un vedor de dicha variedad, se

verificar&
rango L(X;,X,...,X,X) =1

ya que X necesariamente tendra que ser una combinadon lined de los vedores de la
base. También podemos escribir:
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Ky X e X X E
rango 1 Ky o Xy X r_ "

O C

Knp Xz o Xy X[

Donde evidentemente d determinante de las r primeras filas y columnas es no nulo,
pues los vedores X;,X,,...,X, son linedmente independientes. La cndicion para que la
matriz anterior tenga rango r es que @n cada una de las n — r filas restantes obtenemos
a primer determinante dudido afadiendo asi mismo la Ultima lumna y todos los de-
terminantes asi obtenidos iguales a uno, llegaremos asi a n — r eauadones homogéness
gue se denominan eauaciones cartesianas del subespacio.

Ejemplo:

Consideremos una variedad lined L de R* que tiene por base los vedores (-1, 2, 0, 3)
y(1,3,10),s (X, X, X3, Xs) €sotro vedor de la variedad lined, sera combinaddn li-
ned de los vedores de labase, y se verificar&

+1 1 xC

23 %r
"ango my g w2

93 0 x,C

y ademas
£0
2
Por lo tanto, la cndicion para que € rango de la matriz considerada sea 2, es que los

dos menores que resultan de orlar el anterior determinante n las filas tercera 'y cuarta
sean iguales a ceo, esdedr:

-1 1 x -1 1 x
2 3 X|=0; |2 3 X|=0
0 1 xg 3 0 x4

y desarrollando ambos determinantes obtenemos:
2%, + X, —5%3 =00
9%, —3X, +5%, = OE
gue son las eaadones catesianas de la variedad lined y quieren dedr que s
(X1, X2, X3, X4) O L tendran que verificar dichas ecuadones.

Caracterizacion de Variedades Lineales mediante ewiaciones paramétricas

Seaun espado vedoria V de dimension n 'y un subespado L de dimension r que tiene
como base losvedores B={g,&,,...,&} cuyas coordenadas sran:
§ = (81,82.-,80) 11,2, ..,1

los vedores de la variedad lined L se caaderizan por que s X L existirdn r escaares
A, Az, A talesque X = A8 + A8, +... + A& 0 bien su expresion desarrollada:
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X1= A€+ Aeor + .+ Aren
Xo = A€o+ A + ... + Al

Xn = /\1e1n + /\262n +...+ Arern
eauadones que caaderizan al subespado L y se denominan eauaciones paramétricas
dela variedad lineal L.

Resulta evidente que @ nimero de parametros de las eauadones paramétricas coincide
con ladimension del subespado vedorial de procedencia.

Como resumen podemos establece que, dado un subespado vedorial o variedad li-
ned L de dimensidn r contenido en un espado vedoria V de dimensién n, el subespado
vedorial esta caaderizado por sus eaiadones catesianas, que seran n — r eauadones
homogéneas linedmente independientes.

Resolveremos €l sistema, y la solucion consistird en expresar n — r variables como
combinadon de las restantes r variables. Si igualamos estas a r pardmetros, obtenemos n
variables como combinadon lined de r parametros que son las eauadones paramétricas.

Redprocamente, para cacular las eauaciones cartesianas o implicitas de la varie-
dad lineal, apartir de las paramétricas, hay que llevar a cdo un proceso que se llama de
eliminaddn de parametros. Eliminar los parametros Ay, Ay, ..., Ar de un sistema de eaia
ciones linedes, es hallar las reladones que deben cumplir los coeficientes para que d
sistema tenga solucién. O expresado de otra forma, considerando la expresion paramétri-
ca mmo solucion de un sistema de eaiadones linedes homogéneas, buscar este sistema.

Ejemplo:
Sea ¢ subespado L de R® cuya ewiadon matricial es:

Ax = a1 2 OEﬂ] D @D_ _
13 2@ "o
Como €l rango de lamatriz A es dos, y €l nimero de incognitas es tres, resulta:
X + 2%, =00
X+ 3%, + X3 =0
gue son las eauadones implicitas de la variedad lined.

Hadendo x, = A, es dedr, parametrizando la aordenada x, (como cualquier otra, pe-
ro solo una, puesn —r esigual auno en este cao), sera
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X = —2A0
x,=A HIADOR
X3 = —A H

gue son las eauadones paramétricas de la variedad lined.

M étodos de diminacién

Método matricial

Las eauadones paramétricas de una variedad lined son un conjunto de ewadones li-
nedes de laforma:

X1 = X1(A1, Az, ooy AY)
X2 = Xo(A1, Az, ooy Ar)
Xﬂ:Xﬂ(Aly AZ! '--1Af)
cuya expresion matricial es AA = X, donde
AM=(AnAs0A) Y X =(X0 Xy eeer X,)

y A esunamatriz n x r. Considerando el sistema de ewadones linedes en las incognitas
A1, Az, ..., Ar con los términos independientes X3, X, ..., X,, aplicando el teorema de
Rouché-Frobenius, la aondicion de compatibili dad resulta ser:

'g A =19 A

siendo [A|X ] la matriz ampliada de A con los términos independientes X . Si rg[A] =,
existird una submatriz A« tal que |Ar x| # 0, entonces la condicion andliticade la expre-
sonrg[A|X ] = r la obtendremos obligando a que todos los menores obtenidos orlando a
A «r conunafilay una mlumna sean iguales a ceo, como podemos adjuntar n — r filas
distintas, podemos enunciar:

Si n eauaciones paramétricas contienen r parametros, la eiiminacion de étos
producen —r eauaciones cartesanas.

Veamos un gemplo de este método que es el mas eguro. El resto de los procedimien-
tos congtituyen artificios de céculo interesantes y podran ser usados, cuidando de inter-
pretar corredamente los resultados.

Ejemplo:
Sean las eauadones paramétricas.
X1 =A1+ Az
X2 =A1— Az
X3 =2A1— Az
Xa= A1+ 2A;

Escribiéndolas en forma matricial seran:
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a 10 X, O
. ﬁ%
2 -10,H 5.0
1 20 o
esevidente que A esderango 2y que una submatriz de 2 x 2 tiene por determinante
1 1
ndef Ye-avo
luego la condicion de compatibili dad seréa:
o 1 xC
L L -1 XZE
oAl =2=rdAXT =9y F
1 2 xr
y eso implica
1 1 x 1 1 x
1 -1 x/=0vy [1 -1 x/=0
2 -1 x4 1 2 X,

gue desarrolladas seran:

X, +3X, = 2%; = 0C
X, — Xy —2X, = OE

eauadones cartesianas implicitas de la variedad.

Método de igualadon

Ejemplo:
Sean las ecuadones paramétricas

X1 =A1— Az

X2 =A1+ Az

X3 =2A1+ Az
Despejamos uno de los parametros, por gemplo A,, sera

1
AM=X+ A =X~ A= E(Xs—/\z)

gue podemos escribir:

X A, =% —A, 1
X5 = A :l(x -2 )E 0 tambiéen %Z—E(Xz )
2 2 2 3 2E @\2:2)(2_)(3

gue no contiene A;. Por tanto, igualando ambas expresiones tenemos.

1
E(XZ_Xl):ZXZ — X3

Pagina: 25 de 35



Algebra parainformética(U.N.E.D.) Unidad Didadicall

y operando, resulta:
X1 =3 —2%=0
gue esla ewadon cartesianaimplicita de la variedad lined.

Método de sustitucion

Consiste en despgiar un parametro de la primera emiadon e introducirlo en las res-
tantes. Si erann easadonesy r parametros, tendremos ahoran — 1 eauadones con r —
1 parametros. Continuando el proceso llegamos a tener n — r eauadones Sn parametros.
Estas Ultimas srian las eauadones implicitas cartesianas de la variedad.

Método de reducdodn

Consiste en aplicar el método de Gaussa sistema de ewiadones en los parametros,
hasta conseguir un nuevo sistemade eaiadones sn parametros.
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Capitulo 6. Diagon alizacion de matrices. Formas cuadraticas.

Conocimientos previos.

- Aplicacion lineal: Dados dos espados vedoriades E y F sobre d cuerpo K, se llama
aplicaddn lined u homomorfismo entre E y F, cuando para aualquier par de vedores
u, vy todo escdar a se aumple:

F(u+v) = f(u) + f(v)
F(au) = af(u)

- Endomorfismo: Aplicadon detipo f.E-E

- Matriz regular: Se llaman matrices sngulares a ajuellas cuyo determinante es
ceo, yregulares s esdistinto de ceo.

- Redacion de Equivalencia. Clases de Equivalencias:

Matriz Smétrica y antismétrica: Matriz smétrica es una metriz cuadrada en la
gue los elementos stuados smétricamente respedo de la diagonal principal son iguales.
Matriz antismétrica es una matriz cuadrada que tenga los elementos stuados smétri-
camente respedo de la diagona principal iguales y con signo contrario, siendo los ele-
mentos de éta nulos.

Diagonalizacién d e Matrices

Introduccén

En este caitulo se analizan las expresiones anditicas de un mismo endomorfismo res-
pedo de diferentes bases, en este cao las matrices correspondientes Hn semejantes en-
tre g, y todas €ellas pertenecen a una dase de ejuivalencia. Se busca que en esta dase
exista una matriz diagonal y en su caso la matriz asociada d cambio de base, respedo a
la aal la expresion andliitica del endomorfismo es diagonal. Como se vera, ho siempre
todas las matrices de una dase son semejantes a una matriz diagonal. En este caitulo se
estudian las condiciones necesarias y suficientes para que una matriz seadiagonalizable.

Valoresy vedores propios de una aplicacion lineal

Seaf:V - Vuna glicaddn lined sobre d espado vedoria V. Se define:

Autovalor o valor propio de f estodo escdar A tal que eiste un vedor uJ V no
nulo para @ quef(u) = AU.

Autovedor o vedor propio de f, correspondiente d autovalor A es todo vedor U
no nulo deVtal quef(u) =AU.

Valoresy vedores propios de una matriz cuadrada

Al ser toda matriz cuadrada A representante de una glicadon lined f:V - V, se
define valor y vedor propio de A € valor y vedor propio de la glicadén asociada. En
forma matricial:

A autovalordeA < [OX#0 ta que AX=AX
X#£ 0, XautovedordeA = [OAOR ta que AX=AX
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Ecuacion caracteristica

Para una matriz cuadrada A, los vedores propios asociados al valor A, son las lu-
ciones de la ewiadon matricial:

(A-ANDX=0
La ewadon: |A—- Al | =0 sellamaeaacion caracteristica de A, sus oluciones on

los autovalores de A. El polinomio en A: | A — Al | se llama polinomio caracteristico de
A

Subespacios propios

Para cala aitovalor de A de A, e conjunto X de autovedores asociado se obtiene re-
solviendo € sistema resultante de la ewiadon: (A — Al)X = 0. Para cala A ese onjunto
es un subespado vedoria que se llama subespacio propio asociado aA. Se denota Ly, y
su dmension es:

dimL,=n-rg(A-Al)
donde n = orden de A.

Propasicion: Si Aq, Ay, ..., Ap SON autovalores de una metriz de orden n, distintos dos
ados, d sstema{X;, X, ..., X}, donde X; es vedor propio asociado a A, es un sistema
libre. Si ademéas p = n, & sistema es una base del espado vedoria V de definicion de la
aplicaddn asociada aA.

Semejanza de matrices

Dos matrices Ay B son semejantes s existe una matriz P regular, tal que:
B =P'AP (P = matriz de paso)
Algunas propiedades de interés:
— Si Ay B son semejantes |A| = |B|.
- Si Ay B son semejantes, también lo son A"y B".

Las matrices asociadas a un endomorfismo en diferentes bases, son semejan-
tes.

Si Ay B son semgjantes, tienen la misma eaiaddn caaderisticay, con ello,
los mismos autovalores con € mismo orden de multiplicidad en ella.

Diagmalizacién de matrices

Una matriz cuadrada A de orden n se dicediaganalizable s, y solo s, es £mgante a
una matriz D diagonal. Es dedr, S existe una matriz P, regular, tal que D = P*AP. Dia-
gonalizar unamatriz es el proceso de encontrar la matriz D diagonal semejante y la ma-
triz P de paso.

Teorema de @racterizacion de matrices diagondizables: Una matriz A de orden n,
con nimeros redes, es diagonalizeble s, y solo s, admite n vedores propios linedmente
independientes. Esto sucede aiando:

1. La ewadon caraderisticatiene n raices redes (iguales o no).

2. El orden de multiplicidad de cala autovalor en la ewiadon caraderistica ®in-
cide oon ladimensidn del subespado propio asociado.
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Proceso de diagonalizacion. Su calculo

Sea A matriz de orden n diagonalizable. Si Ay, Ay, ..., Ar, son los autovalores con or-
denes de multiplicidad a1, as, ..., a;, respedivamente (a; + a, + ... + a; = n), entonces la
aplicaddn lined f, de matriz asociada A, tiene también asociada en una derta base la ma-
triz diagonal D cuya diagonal principal es

r

—— - A \ \

A AL A AL AL LA)
Lamatriz de paso P esla que tiene por columnas:
Las a; primeras, los vedores de una base del subespado asociado a A;.

Las a, siguientes, los vedores de una base del subespado propio asociado a A,, y asi
sucesivamente.

Ese onjunto de vedores propios que forman las columnas de P son la base donde f
tiene asociadala matriz D.

Este proceso de diagonalizadon se llama por semejanza.

a, a, a
A\

Ejemplo:
Dada la matriz
03 -1 oCL
Az%—l 2 —1E
Ho -1 3E

cdcularemos los valores propios, los vedores propios correspondientes, la matriz
diagona y lamatriz de paso. La ewadon caraderisticasera

3-4 -1 0
A-All=| -1 2-A2 -1|=(83-A)[A*-51+4]
0 -1 3-A

cuyos autovalores on A; =1, A, =3, A3=4.
Para cdcular los vedores propios correspondientes a cala un de dlos, tenemos la
eauadon matricia (A-Al) = 0,y siendo

e

1
poafr=lmi=
Fmiririri

w

resultarg, paraA; = 1.
SZ -1 0%[115 E)S 2ul—u2:0%
ml 1 —1@25:%)5 O -u+u,-u,=00 O
EO -1 2%3% @)E _U2+2U3:OH

u=24 U=25 us=9;0d0R o bienescribiendo Ly = {(J, 25, 9), 0 60 R}. La
base deL; serd (1,2,1).

2u, —u, =00
—u2+2u3:05

Para A, =3;
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EO -1 0%[11% E)E " =00
— 2_
D_l 1 l[l]j'lz I:I_ %)D |:| ul +u2 +U3 :0%

HO -1 0H,H 5

U=, U =0, us = —; Ow O R o bien escribiendo L, = {(y, 0, —y), Ow O R}. La
base de L, serd (1,0,-1).

Para A; = 4;
01 -1 oyU O u, +u, =00 _
0 M O 00 0 u, +u, =00

7l -2 -1, =% 0 u+2u,+u;=00 O
Ho -1 -1d.H HH U2+U3:OH

U= ¢, U= —¢, us = ¢; O¢ O R o bien escribiendo Ls = {(¢, ¢, ¢), Up O R}. La
base de L; serd (1,-1,1).

u2+u3:05

La matriz diagonal se mmpone mlocando los autovalores en la diagona de una ma-
triz, con €l resto de los términosigual a0, y lamatriz de paso formando una matriz cuyas
columnas n los las bases de cala uno de los vedores propios.

A o OE Q 1 1E
D= 3 of P=2 0 -If

B 0 4F H -1 1F
Para comprobar la mrrecdon de la solucion deberia verificarse que D = PAP.

M atrices Smétricas

Si lamatriz A es smétrica en la diagonalizadon existen ciertas caraderisticas:
a) Losautovalores on todos redes.
b) Verifican €l teorema de caaderizadon de matrices diagonalizables.
¢) Labase de vedores propios es ortogonal.

M atriz ortogonal

Dividiendo cada vedor de la base ortogonal por su médulo se obtiene una base orto-
normal (ortonormalizacién). La matriz cuadrada que tiene por columnas (o filas) un
sistema ortogonal se llamaMatriz ortoganal y verifica

Aortogond < A=Al

Diaganalizacion ortogaonal

Todamatriz red y smétrica e ortogonamente diagonalizable, es dedr:
Asmétrica O [P ortogonal tal que D = P*AP es diagonal

Formas bilineales obre un espacio vedorial

SeaV un espado vedoria sobre un cuerpo K. Una forma bilineal sobre V es una
aplicaddn f:VxV - K, ta que
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1. f(at + B, v) =af(U,v) + Bf(G,,V)
2. f(U,av, + pv,) =af(U,v)+Bf(U,v,)
Si e cuerpo K = R (redes), laforma bilined se dicered.
Unaforma bilined sedicesmétricas f(u,v)= f(v,u), Ou,vOV.

Una forma bilined se dice alternada s f(u,u)=0, OuV . (Esta definicion es
equivaente a f(u,v)=-f(v,u), Ou,vV).

Ejemplo:

La glicadon f:R?xR* - R, que a cda par de vedores X=(X,X,),
Y =(Y.Y,) le asigna d valor

f(x,y)= f’ (%, %), (Y1 Y2)‘ =3%Y; —6XY, + 5%,y +4X,Y,

es una forma bilined sobre R% Nétese que esta forma bilined se puede expresar matri-
cialmente poniendo:

o B -6y, C
f(X,y)—MXz\@ 2

Expresidon matricial de una forma bilineal

Sea f:VxV - R una forma bhiined sobre V de dimensién n, y sea
B={8.,8,...,8,} unabasedeV.

S U=(X,%0,..0, %)y V=(Y1,Ya,-.-,Y,) SON las coordenadas de ambos vedores en
labase B, laimagen f(U,V) puede expresarse:

|Ell a12 b aln[l]:L/lE
a, .. a
FU,9)= X, Xy oo Xy | DZl 2 2 %{2 E: X'AY
1. - M.
@nl anZ b ann ‘:I]:yn I:

donde:
X' = matriz fila de las coordenadas de X en B.
Y = matriz columna de las coordenadas de Y en B.
A = matriz asociada af en labase B. Cada a;; de A en la base B verifica
a;= f(e,g); 1,j=1,2,...,n
Por tanto, una formabilined f en una base B queda determinada cnociendo la ima-
gen por f de cala par de vedores de B.
Se dice que A es lamatriz (de Gram) de la forma bilineal f en la base B. La @rres-
pondenciaf s - A esun isomorfismo del espado vedoria B(V), de las formas bilinedes

sobre d espado V de dimension n, en € espado vedoria M, de las matrices cuadradas
nxn.

Consecuencia: Unaformahilined f de matriz asociada A es:
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Simétrica s A smétrica
Alternada s A es antismétrica

Ejemplo:
Sea f:R®*x R® . R laforma bilined definida por
(X1, %2,%a),(Y1,Y2,Y3)) = 2XaY1 = 3XaY2 + Xoy1 + 6X1Y3 + 4XaY2 = XaY

La expresion matricia def enlabase candnicade R® es:

2 -3 6yL
(ke Yoy = % % % 0 0 0[y,r=XAY

B 4 -1HsE
Lamatriz A' de f en la nueva base (t,0,,0;), donde G, = (2,0,0), T, =(1,2,0) y
U= (-3,1,1), ser&
Df(Ul’Ul) f(UyUz) f(UyUa)D 08 -8 -6L
A=, fG,0) fQ,0)pFEp8 -2 —QE
& (0,0) f(@.0,) f@,0)B 10 21 9F

Cambio de base en una forma bilineal

Seaf:VxV - R unaformabiinedy B={g,6,...,6}; B'={¢€,,€,,...,€,} dos
bases de V, tales que:

€1=a,8 +a,6 +... + 3,8 = (auy, A1z, ..., aun) ENB

€=yl + 88 ... + 3,6 = (@1, @, ..., @) ENB
Si Ay A sonlas matricesde f en las bases B y B', respedivamente, se verifica
A =P'AP
donde P es la matriz que tiene por columnas las coordenadas de los vedores de B' ex-
presadas en B. Es dedir,

M atrices congruentes

Dos matrices A 'y B cuadradas del mismo orden se dicen congruentes s existe una
matriz regular P tal que:

A=PBP
Lasmatrices Ay A' de una forma bili ned sobre dos bases diferentes, son congruentes.
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Vedores conjugados respedo auna forma bilineal simétrica. Nucleo

Dosvedores U,V son conjugados respedo una forma bilined smétrica f, si:
f(u,v)=0

Un vedor U es conjugado con un subespacio Srespedo def s o es con todos los
vedoresde S.

U conugadoconS - f(u,v)=0;, OvOS
Si B esbase de S, la aiterior definicion es equivalente a
U conugadoconS - f(u,v)=0;, OvOB dendoB=basedeS

Se llama ntcleo de unaformabilined smétrica f:VxV - R, € conjunto de vedo-
res de V conjugados con todos los de V.

Nf)={uOV taque f(u,v)=0, OvOV}
Al ser
f(u,v)= X'AY=00 N(f) ={Y tal que AY =0}
Unaforma bilined simétricase dicedegeneradas N(f) = 0, es dedr, cuando:

rg(A) <n (n=dimV)
Formas cuadraticas

Definicion

SeaV un espado vedoria red y f : Vx V - R unaforma bilined sobre V. Se llama
forma cuadrética asociada af, la glicadén q:V — R definida por
g(u) = f(u,u) paratodo U OV

Forma polar asociada auna forma cuadratica

De la definicion de forma cuadrética se deduce que eiste una sola forma cuadratica
asociada auna forma bilined dada. El redproco no es cierto, existen diferentes formas
bili nedes asociadas a una forma cuadrética De todas ellas una sola es smétricay se lla
ma Forma polar de laforma cuadratica

Asi, s q:V - R esunaformacuadrética, su forma polar esté definida:

f:vxV - R taque f(U,v):%] q(u +v) - q(u) - g(V)

Propiedades de las formas cuadr aticas

S g:V - Reslaformacuadrética aociada af:VxV - R;
a) q(AT) = f (AU,AU) = A%f (U,U) = A%q(T)
b) a(q(0)=0) =0

c) qu+vVv)=f(U+v,u+Vv)=q(U)+q(v)+ f(U,v)+ f(v,0)
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Formas cuadraticas definidas

En toda forma cuadrética e q(0)=0. Ahora bien, podria haber otros vedores
u vV talesque q(u) =0.

Unaformacuadrética q:V - R sedicedefinida s
q definida - | q(U)=00 U=0

Expresion matricial de una forma cuadratica

S f:VxV - R esunaformabilined de matriz A en una base B, ser&
f(u,v) = X'AY
Laforma cuadrética asociada af, en lamismabase de V ser&
q(u) = f (u,u) = X'AX
Ahorabien, al existir diferentes formas bilinedes asociadas a q, se define:

Matriz de una forma cuadratica la matriz de su forma polar asociada. Esta matriz
serd, por lo tanto, sSimétrica

Cambio de base en una forma cuadratica

S q(u) = X'AX esla expresion de una forma cuadrética e labase B, y es P la ma-

triz que expresa en columnas las coordenadas de los vedores de una nueva base B' en B,
la expresion de g en B' ser&

q(t) = X'AX siendo A' =P'AP
Lasdos matrices Ay A’ son, por tanto, congruentes.

Por tanto, dos matrices cuadradas del mismo orden con congruentes s |o son de una
misma forma cuadratica en dos bases distintas.

Diagamalizacién de una forma cuadratica

Diagondlizar una forma cuadrética @nsiste en encontrar una base respedo de la aal
la matriz seadiagonal. Su expresion, en esa nueva base, quedara reducida auna suma de
cuadrados

Q(0) = @y X +ayX5 +...+ a8, X3

Propasiciéon: En toda forma cuadréticaq : V — R existe dguna base de V donde la
meatriz asociada aq es diagonal.

Rango ysignatura de una forma cuadratica

El rango de una forma cuadrética es el rango de su matriz
rg(a) = rg(A)
Signatura de una forma cuadrética q:V - R sellama d par (p, m) donde p es €

nimero de dementos positivos que poseela diagona de la matriz diagonal asociada aq,
y mlos negativos. Se designa sg(q) y se verifica

p+m=rg(q)
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Teorema de Slvester: El nimero de dementos positivos que hay en la matriz diagonal
de aalquiera de las matrices diagonales asociadas a una forma cuadrética dada, es €l
mismo.

Tanto el rango como la signatura de una forma cuadratica son invariantes expresada
laforma en cualquier base.

Proceso de diagonalizacion

Hay diversas formas de diagonalizar una forma cuadratica eincluso la misma matriz
asociada diagonal no es Unica Las formas distintas ©n las mismas de la diagonaizadén
de matrices sSmétricas.

Clasificacion de las formas cuadr aticas

Seaq:V - R formacuadrética donde dimV = n. Laforma cuadréticapuede ser:
1. Definida positiva. S q(u)>0; CoOV,u#0.
2. Definida negativa. Si q(u)<0; OuOV,u#0.
3. Semidefinidapositiva. Si q(U)=0; Ou OV, =0 ta que q(U)=0.
4. Semidefinida negativa. Si q(u)<0; Ou OV, [ #0 ta que q(u)=0.
5. Indefinida. S [0, t, OV tal que () > 0; q(0,) <O.
Una forma cuadratica puede dasificarse hadendo uso de su diagonalizadon y recor-
dando que tanto el rango como la signatura son invariantes. Asi:
1. Definida positiva:
sg(g) = (n, 0); rg(a) =n
0 bien, cuando todos los autovalores sn positivos.
2. Definida negativa:
sg(g) = (0, n); rg(a) =n
0 bien, cuando todos los autovalores $n negativos.
3. Semidefinida positiva:
sg(g) =(r, 0); rg(a) =r<n
los autovalores on mayores que ceo, con aguno de dlos cero.
4. Semidefinida negativa:
sg(@) = (0, r); rg(@) =r<n
los autovalores son negativos, con alguno de dlos cero.
5. Indefinida:
Restantes casos. Los autovalores $n positivos y negativos.
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