Capitulo 8

Formas bilineales

8.1 Representacion matricial

Definicion 8.1.1 Sea Veun K espacio vectorial. Llamamos forma bilineal sobre V' a toda aplicacion

p:VxV-—K

que sea lineal enlas dos variables. Es decir, Vx,X',y,y’ € V, Va € K, debe verificar las siguientes

propiedades:
a) px+x,y)=p(xy) +ox.y)
b) o(x, y+y) =py) + o(x,¥)
c) plax,y) = ap(x,y)
d) p(x, ay) =ap(x)y)

Definicién 8.1.2.Sea ¢ : V x V — K una forma bilineal sobre V' y B ={u;, us, ..

.,U,} una

base de V. Llamames matriz de ¢ respecto de la base B a la matriz Mg(¢) € M(nxn, K) definida

por la igualdad

elupzur) @(ur,uz) ... p(a;uy)
mo) LT P N N o).
p(up, ur) - @(un, uz) ... po(Un;up)

Proposicién 8.1.1 Sea ¢ : V x V — K una forma bilineal sobre V', B = {uy, uy,.

base de V y Mp(p) = A. Se verifica que
vx,y €V, ¢(x,y) = xsA(ys)".

n n
Demostracién Sean x = E Tiu;, y = E y;u; dos vectores de V. Se tiene que:
i=1 i=1

..,Up} una

(8.1)

n n n n n n
o(x,y)=¢ inui,Zyjuj = sz‘@ uuzyjuj = Z%Zyj@(uuuj) =
=1 7=1 =1 7=1 =1 7j=1

- Z inyj@ (w;, w;) = xgA(ys)".

i=1 j=1
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Definicion 8.1.3 La ecuacién 8.1, recibe el nombre de ecuacién de ¢, respecto de la base B.

Proposicién 8.1.2 (CAMBIO DE BASE). Si ¢ : V x V — K es una forma bilineal sobre V' y By
B’ bases de V, se verifica que

Mg () = M(B', B) M (o) M(B', B).
Demostraciéon La ecuaciones de ¢ respecto de las bases B’ y B, son:

vx,y €V, ¢(x,y) = xgMp (¢)(ys)', (8:2)

v,y €Vip(x,y) = xgMs(e)(ys)" (8.3)
Recordemos, por otra parte, las ecuaciones de un cambio de base,

(xp)t.=M(B'.B)(xs)"s (yg)"= M(B'.B)(ys)"-
Sustituyendo estas ultimas expresiones en 8.3;'obtenemos que
vx,y €V, p(xy) = xp M(B',B) Mp(p)M(B', B) (ys)" (8.4)

Igualando losisegundos miembros de 8.2 y 8.4, se obtiene inmediatamente la proposicién.

Definicién 8.1.4 Sean A, B € M(n x n, K). Decimos que B _es-congruente con A, si existe una
matriz invertible P tal que B = PYAP. Simbdlicamente,

A ~¢ B <= 3P € Gl(nyK) | B/= P'AP.

Resulta fécil demestrar que la relacién de “congruencia’definida sobre M(n xn, K), es de equiva-
lencia.

Corolario. Si ¢'es.una forma bilineal sobre V, las matrices de ¢ respecto de las bases B y B’ de
V', son congruentes.

8.2 Formas bilineales simétricas

Definicion 8.2.1 Sea ¢ : V x V. —= K una forma bilineal sobre V. Decimos que ¢ es simétrica
si y sdlo si
Vx,y €V, o(xy) = oly,x).

Proposicion 8.2.1 Sea ¢ : V x V — K una forma bilineal sobre V. Se tiene que
© es simétrica si y sélo si para toda base B de V, Mp(¢) es una matriz simétrica.

Demostracién Sea B = {uj,uy,...,u,} una base cualquiera de V.

¢ simétrica, implica que Vx,y € V, ¢(x,y) = ¢(y,x) luego, en particular, p(u;,u;) =
o(uj,u;), (1 <1i,j5 <n)lo que quiere decir que Mg(p) = (p(u;,u;)) es simétrica.

Si A = Mp(p) es simétrica, serd A = A’. Por consiguiente:
o(x,y) = xgA(ys)! = (xpA(ys)!)! = ysAl(xp)! = ysA(x5)! = ¢(y,x). De donde deducimos que
© es simétrica.
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Nota Claramente, si B es un base respecto de la cual Mp(p) es simétrica y B’ es otra base
cualquiera de V', Mp/(p) es simétrica.
En efecto, como

M () = M(B,B)) Mp(p)M(B,B),

0, mas brevemente
B = P'AP,

se tiene que
B' = (P'AP)' = B = P'AP = B,

luego B = Mp/(p) es simétrica.

Definicion 8.2.2 Sea ¢ una forma bilineal simétrica sobre V' y x, 5 € V. Diremos que los vectores
x ey son ortogonales si ¢(x,y) = 0.
Si x es ortogonal a y,sescribiremos x Lwy.

Proposicion 8.2.2 Sea“p una forma bilineal simétrica sobre V, L una variedad lineal de V' y
A ={v1,va,...yv; } una base de L. Consideremos el siguiente subconjunto de 'V,

Lt ={xeV|x1ly,VyelL}
Se verifica que:
1. L+ es una variedad lineal de V llamada wariedad ortogonal a L.
2. Lt ={xeV|x Lv;, (i=1,...,m}
3. Unas ecuaciones implicitas de L' vienen dadas por
L= (@rym s @) Mp(p) As =0, .., 0),
donde Ap es la matriz de A respecto de'la base B.

Demostracion

1. Sean x,x1,Xs € LT y o € K.

e Desde luego Lt # () ya que al menos 0 € L.

e x|,x3 € Lt = Vy € L, o(x1,y) = ¢(x2,y) = 0. Por consiguiente,
vy S L7 Qp(xl + X27y) = SO(th) + (p(x27y) =0= X1 + X9 € LJ_~

exe Lt =VyelL, p(x,y) = 0= ap(x,y) = 0= p(ax,y) = 0 = ax € L.

2. XELLszEL, o(x,y) =0= p(x,v;) =0, (i=1,...,r) = x L v,.

D]xLlvi=ox,v;)=0,(=1,...,7).

T
Sea ahoray € Ley = Z a;v;. Se tiene que
i=1

p(x,y) = <P<X7 ZO@'W) = Zaiap(x,vi) =0=x€eL".
=1 =1
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3.x €Lt <= px,v) =0, =1,...,7) <= xgMg(p)(vi)g)! =0, =1,...,r) <
xpMp(p)Ap = 0.

Proposiciéon 8.2.3 Sea ¢ una forma bilineal simétrica sobre V, L una variedad lineal de V' y
A ={vi,vy,...,v,} una base de L tal que

{ o(vi,vj) = 0 si i#],
o(vi,vi) = a; # 0.
En estas condiciones, se verifica que
V=Tt
Demostracién Probaremos que L0 L = {0} y que V =L + L~
e LN Lt = {0}. En efecto,

X &, == x:Zajvj,

i
X € Ltp==r0(xdv;) =0 (i § Be..,7).
Luego, parai= 1,...,r, se tendra que

xelLNLt=—=

¥ IF
w(Z ozjvj,vi) =0= Zajgo(vj,vi) =0= qja; = 0=, =0
j=1 j=1

ya que, por hipétesis, a; # 0 y, por consiguiente, x = 0.

e Probemos ahora que V = L4+ L. Para ello, dadox € V, probaremos que existen dos vectores
y € Ly z e L' tales que x =y + z.

N
y € L= YZZ@'W,

i=1
zellt — oz, =0, (L, . A

Queremos, ademés,-que x=-y + z-=>-z-=x—y. Sustituyendo, obtendremos:

0(z,vj) =0= p(xX =y,v;) =0= go( Zﬁzvz,vj> =0 = 0(x,v;)— (Zﬁzvz,vj> =

s

)= (P(X,Vj) — Zﬁlg()(vl’vj) — [JF=, (P(X7Vj) -t ﬁja’j 0 — 6] IQD(X v])
i=1
y, por consiguiente,

y= Zaj_lw(x,\’j)% z=X-Yy.
j=1

Lema 8.2.1 Si ¢ una forma bilineal simétrica sobre V' y ¢ # 0, existe algin vector u € V' tal que

p(u,u) # 0.

Demostracién Procedamos al absurdo. Supongamos que para todo u € V, ¢(u,u) = 0.
y) =

VuevV, p(uu) =0=Vxy €V, p(x+y,x+y) =0= o(x,x) + 2p(x, Y)+%0( 0=
Vx,y € V, o(x,y) = 0= ¢ =0, en contradiccién con la hipétesis.
Definicién 8.2.3 Sea ¢ una forma bilineal simétrica sobre V' 'y B = {uj, ug,...,u,} una base de

V. Decimos que B es una base ortogonal si ¢(u;,u;) = 0si i # j.
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Teorema 8.2.1 (CLASIFICACION DE LAS FORMAS BILINEALES SIMETRICAS). Sea ¢ una forma
bilineal simétrica sobre V. Existe una base ortogonal B’ de V, respecto de la cual Mg/ (p) es
diagonal.

Demostracién Procederemos por induccién sobre n = dim(V').
e Para n =1 es evidente.
e Supongamos el teorema cierto para toda variedad de V' de dimensién n — 1.

e Prueba para n.
Si ¢ = 0, no hay nada que demostrar puesto que la matriz de ¢ serfa cero respecto de cualquier
base de V' y, por tanto, diagonal.

Sea pues ¢ # 0. De conformidad con el lema 8.2.1, 3v; € V|p(vi,vi) = di # 0. Sea
Ly = (v1) y L{ la variedad ortogonal-a Li. Sabemos (proposicién 8.2.3) que V =L, & L y
que, por tanto, dim(L{:) =n — L=Sea By = {va,vs,..., vy} una base de L{. B= {v1}UB;
es pues una base de.V. Ademaés, la matriz de o respecto de B.es de la forma

di| 0
Mafi) (g ) onde” 1 M, ) =

De lo! anterior se deduce que ¢; = ¢, € una forma bilineal simétrica sobre Li y como
1

SO(V27V2) SO(V27VTL)

ovp,va) .. oV, V)

dim(Lll) =m— 1, por la hipStesis de induccién, existe una base ortogonal B de Lf, respecto
de la cual la-matriz de ¢ es diagonal.” Es claro que la base B’ = {v{} UB] es una base
ortogonal de. V' que verifica'que My (p) es diagonal.

Corolario. Toda matriz simétrica es congruente con tina matriz diagonal.

En efecto, si'V es un K-espacio vectorial de dimension n, toda matriz simétrica A€ M(n x n, K),
puede considerarse como, la_ matriz, respecto de una cierta base, de una forma bilineal simétrica ¢.
Sea B’ la base de V respecto de la cual Mp/(¢) = D es diagonal y sea P = M (B, B). Aplicando
la féormula del cambio de base, se:tiene:

Mpi(p) = M(BB) Mi(p)M(B', B).

Es decir,
B=F AR

La matriz P recibe el nombre de matriz-de paso'a una forma diagonal de A.
Definicién 8.2.4 Sea A € M(n x n,K) (donde K es uno de los cuerpos R o C) una matriz

diagonal. Llamamos signatura de A al nimero de elementos positivos de dicha diagonal. Este
numero sera notado por sig(A).

Teorema 8.2.2 (TEOREMA DE SYLVESTER). Sean A, B € M(n x n, K) dos matrices diagonales.
Se verifica que

. I'g(A) = I‘g(B),
si K=Q, A~.B= { sig(A) = sig(B).

. B rg(A) = rg(B),
si K =R, ANcB<:>{ sii(A) = sigg(B).
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Demostracion

[=]Sea K =Qo0 K=0Q.
a) A~.B =3P e Gl(n,K)|B = P'AP = rg(A) = rg(B).

b) Sea pues rg(A) = rg(B) = r. Las matrices A y B seran de la forma:

ai
Ap
(p+1
A= 3
Qar
0
0
by
b,y
bpit1
B
by
0
0
Podemos interpretar estas matrices come-las-matrices de una forma bilineal simétrica ¢,
respecto de las-bases B.={uj,ug, ..., Uy, Upi1,..., Up )y B ={¥v1,Vos ..., Vpy, Vprgt, ..., Vi }
(basta tomar B y B’ de modo que M (B,B") = P), asf como convenir en que los elementos
ai,ag,...,apy by, by, ..oy by son todoslos elementos estrictamente positivos de A y de B.

Tenemos que probar, precisamente, que p = p'.
Para ello, consideremos en primer lugar. las variedades lineales de V

L= <U1,UQ,...,up>

L' = (Vi1 ooy Vs oo, V).

Veamos que L N L' = {0}. En efecto,
xcLNL =xecLl,xel
y, por tanto, las coordenadas de x respecto de las bases B y B’ serdn de la forma
xg = (a1,00,...,0p,0,...,0), xpr =(0,...,0,Bp41,---,Br,- .., Bn)-

Tomando como base, sucesivamente, B y B, se tiene:
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o(x,x) = (a1,a2,...,0p,0,...,0)A(a1, a2, ..., 0p,0,...,0)" =
a%a1+a§a2+...+a§ap > 0.

(p(X,X) = (Oa"'707/8p’+17"'76’!‘7'"75%)3(07"'707ﬁp/+17'"aﬁ?‘a"'wﬁn)t =
B2 b1+ -+ B2b, <0

Luego, para que se produzca la igualdad, habrd de ser a; =0 y ; = 0 con lo que x = 0.
Por consiguiente:

L+ L' cV=dim(L+L)=dim(L)+dim(L')<n=p+(n—-p)<n=p<p.
Tomemos ahora las variedades,

M= (Upr1,. .., 0,50 uy)

Wil Oy S Vi)

Repitiendo el razonamiento anterior llegaremos a que p’ < p y, de ambos resultados, deduci-
mos que
p=p = sig(A) = sig(B).

Veamos -que en el caso en que K = R, A ~. B. En efecto, consideremos las matrices

diagonales:
P = diag(p;i)7 (i =1,...,n)

Q =diag(qi; )y (i =11,...,n),

donde:
1

si T X i

HE

Pii = si pH+I<i<m
|ai
L 1 si P>
1 i 1 <14
si <i1<p
/b
Qii. = L | ;
si ptl<i<7
|bs]
1 si 1>
Es facilmente comprobable que
1
(p
1
-1
P'AP = - (ep = Q'BQ,
-1
0
0
0
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d donde A ~. B por ser ambas congruentes con la misma matriz.

Corolario. Como consecuencia inmediata de los dos ltimos teoremas podemos afirmar que si V
es un espacio vectorial sobre R), y ¢ una forma bilineal simétrica sobre V tal que Mp(p) = A,
existe una base By de V respecto de la cual

1

MBO (‘P) = : .gq )

donde p y g estan univocamente determinados por A.
Dicho de otro mode: toda matriz simétrica sobre R es congruente con una matriz diagonal cuyos
elementos son 1,-15 0:0 estando el nimero de estos, univocamente determinades por la matriz dada.

Ejemplo. Sean V. un espacio vectorial sobre R; B = {uj,u2,u3} una base de V _y ¢ una forma
bilineal sobre.V! cuya matriz respecto de Bies

1R
A= i1 020
2 00
Se pide:

1. Calcular una-base B respecto de la cual la matriz de ¢ sea diagonal.

2. Calcular una matriz diagonal .Sy con 1, -1 o 0-en dicha diagonal,.que sea congruente a la
matriz A, asi como una matriz de paso de (Q de A a ' S.

Solucion.

1. Como ¢ # 0, existe vi € V tal que ¢(vy, vi) #0-Si comenzamos probando con los vectores
de la base dada, nos encontramos con que @(ug,u;) = ¢(uz,uz) = ¢(us,uz) = 0.

e Tomemos, entonces, el vector vi = uj + us + us:
o(vi,v1) = (1,1,1)A(1,1,1)! =6

Sea L1 = (vi) = Li = (2,9,2)A(1,1,1)) = 0= L{ =3z +y+22=0,
de donde obtenemos la base de L,

Bl = {<07 _27 1)7 (17 _37 O)}
e Tomemos vy = (1,—3,0):
o(vy,va) = (1,—3,0)A(1,—3,0)! = —6.
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1 1
Sea Ly = (v1,va) = Ly = (z,y,2)A| 1 -3 | =(0,0). Por tanto,
1 0
L= Jz4+y+22z = 0
27 8z+y+2z =0

sistema que nos proporciona la base By de LQL,
By = {(0, =2, 1)}.
e Tomando vg = (0, —2; 1), se tiene:
(w2, va) =(0, =2;1)A(0, 22/ 1) = 0.
Con esto el proceso-ha terminado, siendo
B' = {(1,,1, 1);@, =3, 0); (0, —2, BA,
6 0 0
D=0 -6 0
0 00

La-matriz de paso P talique D = P'AP es aquella cuyas columnas son; respectivamente
las coordenadas de los vectores vi,"vg ¥ vs, respecto de' B. Es decir,

1 1 10
F L = )
1, §F Osl

2. Procedamos ahora al cdlculo de S y de Q.

e Calculo de-S
Sea R la matriz de paso de D a S como esta matriz es

1
V6
R = i )
V6
1
se tiene que
1 1
1 % 6 00 %
S = 1 — 1 0 —6 0 1
0 V6 0 00 V6
1 1
e Calculo de @
Como quiera que
D = P!AP ‘
S — R'DR } S = (PR)'A(PR)
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y, por tanto,
1 1 0
V6 V6
1 3
=PR=| = ——&= -2
¢ o Ve
1
— 0 1
V6

8.3 Espacios vectoriales euclideos

Nota Hasta el final de la presente seccién, supondremos! que V es un espacio vectorial sobre el
cuerpo R de los niimeros reales.

Definiciéon 8.3.1 Sea'y unaforma bilineal sobre V. Decimos que @ es definida positiva si se verifica
que
vx € V\ {0}, p(x,x) >0

Definiciéon 8.3.2 Sea (» una forma bilineal sobre V.. Diremos=que ¢ es un' producto escalar si es
una forma bilineal simétrica y definida positiva.

Definicion 8.3.3 Llamamos espacio vectorial euclideo al par (V, 4,0), donde:

e V' es un R-espacio vectorial de dimensién finita (nosotros seguiremos suponiendo en lo que
sigue que dim(V') = n).

e ( es un producto escalar sobre V.

Nota. En lo sucesivo, si ¢ es un producto escalar, eséribiremos ¢(x,y) = x @ y. v, en particular, si
2

x =y adoptaremos la notacién p(x,;x) = x ¢ X = X~.
Proposiciéon 8.3.1 Sea ¢V x.V — K una forma bilineal simétrica sobre V. Entonces, ¢ es
un producto escalar si y sélo si-existe. una base ortogonal B de V.respecto-de la cual Mp(p) es
diagonal con todos sus elementos estrictamente positivos.

Demostracién Sea B ={vyjva, ..., vyt y D = Mp(p) = diag(dy, da; . . ., dp).

Si ¢ es un producto escalar sobre-V. se verificara-que Vx € V' \ {0}, ¢(x,x) > 0. Luego, en
particular, p(v;,v;) =d; > 0.

Reciprocamente, sea D = Mp(p) = diag(dy,da,...,d,) con d; > 0 (i = 1,...,n) y sea
x € V \ {0} cuyas coordenadas respecto de B son (x1,22,...,%,). Se tiene que

o(x,x) = (1,29, .. ,xn)D(azl,xg,...,xn)t = x%dl —|—x%d2 +... —l—az%dn > 0,

luego ¢ es definida positiva ya que alguna de las coordenadas de x es distinta de cero y, por tanto,
es un producto escalar.

Nota. Si B’ es otra base respecto de la cual la matriz D’ de ¢, es diagonal, como D’ ~. D, el
teorema de Sylvester garantiza que D y D’ tienen la misma signatura. Es decir, si los elementos de
la diagonal de D son estrictamente positivos, los de D’ serén, igualmente, estrictamente positivos.
Luego, el hecho de que ¢ sea o no un producto escalar, es independiente de la base que diagonalice
la matriz de dicha forma bilineal.
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Definicion 8.3.4 Sea (V, o) un espacio vectorial euclideo y x € V. Llamamos mddulo del vector
x al nimero real positivo definido por

x| = Vxex = Vx2.

(Nétese que, por definicién, |x|? = x?).
Proposicion 8.3.2 Sea (V, o) un espacio vectorial euclideo. Se verifica:

l. x| =0<=x=0.

2. Va e R, ¥x €V, |ax| = |a||x].

3. ¥x,y €V, (xey)? <x?y2 (CAUCHY-SCHWARTZ).

4. ¥x,y € V, |x+y| < |x|+1]y| (DESIGUALDAD TRIANGULAR).
Demostracion

1. Supongamos que x # 0.
X #0 = x0x>0=— |x| > 0, en contradiccién con la hipétesis.

[(=lx=0=xex=0= |x|=0.
2. Jax| = /[ # (o) = vaZ(x o) = o]

3. Caben dos casos:

e x,y-son linealmente dependientes. Sea, por ejemplo;y = Ax. En tal caso;
(x 0o y)% = (x e Ax) (X 0 AX) = \2(x @ X)(X o X) /= (X @X)(\x ® Ax) = x2y2.

e X,y son-linealmente independientés. En este ‘caso, VA € R, x4+ Ay # 0 vy, por consi-
guiente,.(x + Ay)? > 0. Ahora bien,
(X+AY)2 >0 = y2X\2 +2(xey)A +x2 > 0 = A =A(xey)? —4x?y? < 0 =
(xoy)? < x’y?.

Definicién 8.3.5 Sea (V,®) un espacio vectorial euclideo y.m€ V. Decimos que u es unitario si
|u| = 1.
Nota Claramente, siempre es posible construir un veetor unitario. Si v € V'\ {0}, se verifica que
v
u= ﬁ es un vector unitario.
A4
Definicién 8.3.6 Sea (V,e) un espacio vectorial euclideo y B = {uj, uy,...,u,} una base de V.

1. Decimos que B es una base ortogonal de V si sus vectores son dos a dos ortogonales. Es decir,
si se verifica que u; eu; = 0 si 7 # j.

2. Decimos que B es una base ortonormal o métrica si es una base ortogonal y compuesta por
vectores unitarios. Es decir,

1 si i=j
jeu; = 0;; = .o
tiety K {0 si i#£j
Lema 8.3.1 Si (V,e) es un espacio vectorial euclideo de dimensiéon ny A = {vi,va,...,v,} es un

subconjunto de n vectores no nulos de V', dos a dos ortogonales. Entonces, A es una base de V.
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Demostracién Bastard probar que A es un conjunto de vectores linealmente independientes. En
efecto,

v+ agve+ ...+ vy, =0 = (1vi +agva + ...+ apvy)ev; =0, (i=1,...,n)

y, por consiguiente,
Oéi(ViOVi) =0= :O’ (’L: ]_’”_7n)’

de donde deducimos que A es linealmente independiente y, por tanto, una base de V.

Teorema 8.3.1 (GRAM-SCHMIDT). Todo espacio vectorial euclideo tiene una base ortonormal.

O bien, enunciando de modo mds preciso:si B= {u;, us, ..+, u,} es una base de V, se puede
calcular a partir de ella una base ertonormal, C = {ej,e9,...,e,}. Ademds, la base que obtengamos,
verificard que:

L(U1) == L(91)7
L(uj,uz) = L(e, es),

L(up,ugs...yuy) = Liejses, .n., ey).
Demostracion. ‘Procederemos en dos pasos.
1. Construeeién de una base ortogonal B' = {vi,va,...,v,}.

e Tomemos vy = u;.

e Tomemos vo = ug— Ajovy con la condicion de que vy I vq. Con lo cual;smultiplicando
escalarmente ambos miembros por.vy, se tiene que
ug ® Vi

O=u20V1—)\12V%:>)\12=T
1

e Tomemos vy = ug—+ A13vi — Aoz Ve con la condicién de que v3 'L vy, v3 (L vo. Con dichas
condiciones, si multiplicamos-escalarmente ambos miembros por w1 y por va, se tiene,

usev
. 2 “luzevy
O—U3OV1*)\13V1 = )\13—4—‘V2 3
|
us e vo
0:u30V2*)\23V3 = A9z = — 5
Va
. PR
e Supuesto que se han calculado vi,vo,...,v,_1, tomaremos
Vi =Up — Ap V] — ... — )\n—l,nvn—l

con la condicién de que v, sea ortogonal a todos ellos. Multiplicando sucesivamente por
Vi,V2,...,Vpy_1, Obtendremos,
u, e v;

O=up,ev;— A\inVi => Ny = ——— (i=1,...,n—1).

Vi

Asi, el proceso de calcular la base ortogonal B’ habré concluido puesto que, de confor-
midad con el lema, el conjunto de vectores B’ = {v1,va,...,v,} es una base de V.
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2. Construccién de la base ortonormal C.
Tomemos ahora

6= (i=1,...,n).
Vil
La base C = {ej,es,...,e,} asi construida es, evidentemente, ortonormal.
Nétese que no puede ser, para algin ¢, v; = 0 pues ello nos llevaria a que los vectores
uy, Uy, ..., u; son linealmente dependientes.
Observemos, ademas, que

u = vy,

uy = Agvy+va,

us - = A13v1 + A23va + Vg,

Un =" 07 VT T Ao, Vit alll i,

igualdades de las que se.deduce facilmente la segunda parte del teorema.

Corolario Sea B={uq, us, ..., u,} una base del espacio vectorial euclideo V'y C =.{e1,ez,...,e,}
la base ortonormal-de V' obtenida-aplicando a. B el algoritmo.de Gram-Schmidt.. Sean x,y € V
donde x¢ = (w1, 295+ ., Tn) Y Yo = (Y1, Y2, - -« 3Yn)-—Se tiene que

X0y = T1Y1 +T2Y2 + ... + TpYn
En efecto

x oy =XcMc(P)(ye)! = xcln(ye)'=xc(yc) = m1y1 ¥ xoy2 + ... F znym,

donde I,, es la'matriz unidad'de orden n.
Nota. La matriz del cambio de base de B respecto de B’ viene dada por

B A g BT D
1 )\23 )\Qn
P=M(B,B) = Lo s (8.5)
1

Obsérvese que esta matriz es-triangular superior ¥ que, por tanto, su determinante es igual a uno.
Recuérdese también que la matriz P! es, igualmente, triangular superior con unos en la diagonal.
Estas propiedades seréan utilizadas en breve.

Definicién 8.3.7 Sea A € M(n x n,R). Llamaremos menores diagonales de la matriz A a las
submatrices de A definidas del siguiente modo:

aip aip ... Qg
a1 a2 ... a9;
ailp a2 ¢ .
Alz(all), A2: 7--~7Ai: . . . . (121,...,71).
az; a2 : . T :
a;1 a;o RPN 0 773

Proposicion 8.3.3 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién n, ¢ : V x V — K una forma
bilineal simétrica sobre V' y Mpg(yp) = A. Entonces, ¢ es un producto escalar si y sélo si

’Ai‘>0 (Z'Zl,...,n),

donde A; son los menores diagonales de la matriz A.
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Nota. En los célculos realizados para demostrar esta proposicién, se han aplicado las siguientes
propiedades, que conviene recordar:

1. Si A es una matriz simétrica, la fila i-ésima de A es igual a su columna i-ésima.

2. La suma de los productos de los elementos de una fila (columna) por los adjuntos de una
paralela, es igual a cero. O bien, para filas,

n
3 |A| st k=3,
aiink = { . .
— 0 si k#j.
Demostracion

Sea ¢ un producto escalar sobre V', B/ = {v1,vy,... vy} la basejortogonal obtenida aplicando
a B el algoritmo de Gram-Schmidt y sea D= Mp (p) = diag(dy,da, . .., d,). Se sabe, que

Mp(p).= M(B', B Mg () M(B', B:

O bien,
W= (REWPP S,
donde P = M(B,B’) es la matriz calculada en la igualdad 8.5.

Como P~ ! es una matriz triangular superior, (P~!)? serd una matriz triangularinferior'y, en ambos
casos, con unos en la diagonal principal. Sea P~ = @. La igualdad anterior| quedara de la forma,

A=0Q'DQ.

Sean ahora A;;Q; y D; los. menores diagonales de las matrices-A, @Q-y D, respectivamente. No es
dificil comprobar que, por!la forma de las matrices Qy D, se verifica que

Az‘ = Q;‘/DZQZ, WS 1,...,77,.

Por tanto,
W4)| =D Q5 £ 1, .. In.

Como |Q;| = 1, se tiene que

b D = I 2 > Og } 1, A n)
j=1

ya que por ser ¢ un producto escalar es d; = ¢(vj,v;) > 0 (Ver proposicién 8.3.1).

Sea ahora A = Mp(y¢) la matriz de ¢ respecto de una cierta base 5 de V' y supongamos que
Vi=1,...,n, A; > 0 donde A; son los menores diagonales, en el sentido de la definicién 8.3.7, de
la matriz A. Vamos a probar que existe una base ortogonal B’ = {vy,va,...,v,} de V respecto de

la cual la matriz de ¢ es diagonal con todos sus elementos estrictamente positivos. Siendo esto asi
y teniendo en cuenta la proposicion 8.3.1, ¢ seria un producto escalar. En efecto,

e Tomando

se tiene que

o(vi,v1) = (1,0,...,0)A(1,0,...,0)" = (a11,...,a1,)(1,0,...,0)" = a3 = A; > 0.
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e Sea Ay = < Z;i Z;z > Notemos por Az 21 y A222 a los adjuntos, respectivamente, de los

elementos de la segunda fila de As y tomemos
Vo = (A2’217 A2,22, O, e ,0)
Calculando ¢(va,v3), se tiene:

@(va,va) = (A221, A222,0,...,0)A(A221, A2.2,0,...,0)"
= (0,]A2|,b32, . . ., bp2)(A2.21, A292,0,...,0)"
— |A2|a11 = |A2HA1| >0,

Ademas vo | vi. En efecto,

QO(VQ, Vl) = (0, |A2|, b32, . bng)(l,o, o ,O)t =0
e Antes de generalizar, repitamos el razonamiento calculando vs.

ary - a12  a13
Sea A3z =-{._asy aze a3 | ysean As31, Az32 vy As 33 los adjuntos de la tercera fila de As.

asi asy 433
Si tomamos
vy = (A3 314 A3 32, A333,0,...,0),

se tiene:

@(v3,v3) = (As31, A3 30, A333,0, . :.+0)A(A3 31, A3 30, A3.33/0,. . .70)"
= (0,0, | A3, bas, -5 b,3) (A3 31, A3 52, A3 33, 0, .1 £,0)°
= |As| |As| > 0.

Por otra parte, vy | vi y.v3 L vy, Enefecto;
(p(Vg,Vl) — (0, 0, ‘A3|, b43, o T3 bng)(l, 0, k.. ,O)t =0
QD(V3a V2) = (07 Oa ’A3|> b43> ey bn3)(A2,217 A2,22> Oa e 70)t =0

e Procedamos en general.

Sea,
ail a2 ... dis
asr agy ... Q2s
As = . . . l, (1<s<mn)
As1 Qg2 ... Qgg
y sean

AS,817 As,sz <o 7As,557

los adjuntos de la ultima fila de A;. Tomemos

Vg = (AS7S].7 As,s27 cee AS,SSa 0,... 70)~
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Con esta eleccién, se tiene que
QO(VS, VS) = (AS,817 AS,SQv o 7A8,857 07 o 70)A(A8,817 AS,SQ: cee 7AS,887 07 cee 7O)t
t
= (Oa <. 307 ‘As‘a bs+1,3a <. abns) (As,sbAs,sZa s 7A87837 07 s ?0)

= |Ag| |As—1| >0
Por otra parte, vy L v;, (i =1,...,5—1) ya que, si convenimos en que Ay 17 = 1 (recuérdese
que se tom6 vy = (1,0,...,0)), parai=1,...,s — 1 tendremos que
(s—1 (i<s—1

o(vs,vi) = (0,...,0,[As|bstis, - - - bns ) (Asirs Aiz, - - -5 Aiii 0, . .. ,O)t =0.

Proposicién 8.3.4 Sea (V,e)un espacio vectorial euclideo y 'L mna variedad lineal de V. Sea
A{aj,ag,...,a,} una base de L y B ={a,as;+..;ar,a,11...,a,} una base de V obtenida pro-
longando la base A de: L. Sea C = {ej,€2,...,€,,€,.41,...,€,;} la base ortonormal de V' obtenida
aplicando a B el algoritmo de Gram-Schmidt. En estas condiciones,se verifica:

1) L= L(el,eg, d. - ,eT).

2) B =L(e,,1,eri0,. % e,)
Demostracién.. El aserto 1) es consecuencia inmediata del teorema de Gram-Schmidt ya que

L = L(a,ayveuyay) = L(ej, ez, ..., €;).

En cuanto a la segunda parte de-la proposicién tenemos que probar que L(e, 1, €,19; ..., €,) C L+
y reciprocamente.

n n
xEL(eT+1,er+2,...,en)=>X: Z aje; =>xXee; = Z ajejee; =0, (i=1,...,1r) =
j=7‘+1 ]:T+1
I
xe L.

n n
x:Zacjej E LF—a%ea; =0, (V¢ €1L) :ijejoei:(), == 1....r) = x; =
=1 =1

0, t=1,....r) = x= Z ghe; F=> x € Bleryrrerioq. . Reml

J =5

Proposicién 8.3.5 Sea (V, e) un espacio vectorial euelideoy L, L; y Ly variedades lineales de V.
Se verifica:

1) V=L&L.

2) L1 C Ly => Ly C Lt

4 (LlﬂLQ) Lf‘—i-L%‘

)
)
3) (L1 + Lo)t = LN Ly.
)
) (L)t =L

5

Demostracion

1) Es consecuencia inmediata de la proposicién anterior y de la proposicién (8.2.3).

Las propiedades 2), 3), 4) y 5) se demuestran de forma andloga a la proposicién 4.3.10 relativa a
las propiedades de la relacién w en espacios duales.
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