Tema 5

Matrices

A lo largo de este tema, K serd un cuerpo.

1. Matrices

(1.1) Sean n y m enteros positivos. Un matriz de tamano n x m (o de n filas
y m columnas) con coeficientes es K es una aplicacién

A: {1,...,n}x{l,....m} — K
(i,4) — Al 4).
Al escalar A(i, j) se le llama coeficiente de la i-ésima fila, j-ésima columna de la

matriz A. Siguiendo esta nomenclatura, también se suele representar la matriz
A de forma, esquemética por

a1 a2 - Qim

a1 a22 - Q2m
A= ,

Gp1 Qp2 -~ Gpm

donde a;; = A(i,j) paral < i < ny 1l < j < m, o mis brevemente, por
A = (aij)

Al conjunto de las matrices de tamano n X m con coeficientes en K se le
denota por M, xm(K).

(1.2) Sean n, m y | enteros positivos. Se pueden definir las operaciones si-
guientes:

(1.2.1) suma de matrices
+: Mpsm(K) X Mpxm(K) —  Mpxm(K)
(A,B) — A+B=(C,’j), Cij :aij+bij Vi, j;
A = (ai;), B = (by)
(1.2.2) producto de un escalar por una matriz

K X Mpsm(K) —  Mpxm(K)
(A, 4) — A A)(dij), dij = Aai; Vi, j;
A = (aij)
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(1.2.3) producto de matrices

1 Musxm(K) X Mpxi(K) —  Muxi(K)
(A,B) — AxB= (e,-k), Cik = 2311 a,-jbjk Vi,k‘;
A = (ai;), B = (bj)

El conjunto M,,«,(K) es un K-espacio vectorial con la suma de matrices y el
producto por escalares definido de esa manera. Ademas, el conjunto {E;;} 1<i<n ,
1Z5<m

donde
1, k=iyl=y;
0, k#iol#}j

es una base de M,,x,(K), con lo que dimg M, xm(K) = nm.

Eij = (ex1) € Mnxm(K) , e = {

(1.3) Sea A = (ai;) € Mpxm(K). Se llama matriz transpuesta de A, y se
denota por A%, a la matriz A® = (b;;) € Mpyxn(K) cuyos coeficientes son b;; =
ajjparal <i<myl<j<n.

Para cada entero positivo n se denota por I, a la matriz de tamano n x n

1 0 --- --- 0
0 1

I, =
: .1 0
0O --- --- 0 1

Esta matriz es una especie de elemento neutro para el producto de matrices,
porque si A € My xm(K), entonces I, *x A=Ay Ax I, = A.

(1.4) Una matriz se dice que es cuadrada si tiene el mismo nimero de filas que
de columnas. El conjunto de matrices cuadradas de tamafio n Xn con coeficientes
en K se denota por M, (K).

Una matriz cuadrada A = (a;;) € My (K) se dice que

(1.4.1) es diagonal si a;; = 0 siempre que i # j;

(1.4.2) es simétrica si a;; = aj; para cualesquiera 4,j € {1,...,n}, o equi-
valentemente, si A* = A;

(1.4.3) es antisimétrica si a;; = —a;; para cualesquiera 4,j € {1,...,n}, o
equivalentemente, si A = —A;

(1.4.4) es triangular superior si a;; =0 paral < j <i < mn;

(1.4.5) es triangular inferior si a;; =0 para 1 <i < j <mn;

(1.4.6) es nversible si existe otra matriz en M,(K), a la que llamamos
inversa de A y denotamos por A™!, tal que

Ax A ' =A"15xA=1,.

(1.5) Si A = (a;;) € M,(K) es una matriz inversible y A™' = (b;;) es su
inversa, entonces, para cada i,k € {1,...,n},

iab _{1, sii=k;
ijOjk = y
P 0, sii#k,
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Por lo tanto, la k-ésima columna de la matriz A~! es solucién del sistema de
ecuaciones lineales
11271 + -+ a1pTp =0

a1+ -+ agpTy =1
1%L+ + ApnTpn =0

2. Matriz asociada a una aplicacion lineal

(2.1) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y B = {vy,...,v,} una
base de V. Si v € V, se llaman coordenadas de V en la base B a los (inicos)
escalares Aq,..., )\, € K tales que

v=MAv1 + -+ Ay,

(2.2) Sean V y V' K-espacios vectoriales de dimensiones my n, f: V. — V'
una aplicacién lineal y B = {v1,...,vn} y B’ = {u1,...,u,} basesde V y V.
Sipara 1l <4 < m llamamos ay, ..., an; alas coordenadas de f(v;) en la base B’
(o sea, f(v;) = a1u1 + -+ - + apiuy,) entonces si Ay, ..., A, son las coordenadas
de v € V en la base B se tiene que

flo) = favi+- 4+ Anom)
= Mf(n)+--+Anf(vm)
= Mlanur + -+ anuy) + - + Ap(aimus + -+ Gumtty)
= (auM +--FamAn)ur + -0+ (@A + 0 F GumAm ) Un,

esto es, las coordenadas de f(v) en la base B’ son p, ..., tin, donde
air v Gim A1 p1
% =
ap1  *°° OGnm Am Hn

Se llama matriz asociada a la aplicacion lineal f respecto a las bases B y B’,
y se denota por ME (f), a la matriz de tamafio n X m cuya i-ésima columna
estd formada por las coordenadas del vector f(v;) en la base B’ para 1 <1 < m.

Esta matriz sirve para, conocidas las coordenadas A1,..., A, de un vector
v € V en la base B, calcular las coordenadas 1, ..., u, de f(v) en la base B’
multiplicando
AL M1
MEH| 1 =] :
Am Hn

(2.3) Ejemplo. Sean V =R3, V' =R? y

f: R3 — R2
(a,b,c) — f(a,b,c) =(a—0b,3a—b+ 2c).
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Consideremos las bases B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} y B’ = {(1,0),(0,1)}
de R® y R? respectivamente. La matriz asociada a f respecto a dichas bases es

mEn=(551%)

Cuando se cambian las bases, cambia la matriz asociada aunque la aplicacién
sea la misma. Consideremos ahora las bases B" = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y
B" ={(1,1),(1,-1)}. La matriz asociada a f respecto a estas nuevas bases es

MB’I’” (f) = ( _21 _01 _11 ) -

(2.4) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y B y B’ bases de V. Se
llama matriz de cambio de base de B a B' a la matriz ME (idy) asociada a la
aplicacién lineal identidad idy : V — V respecto a las bases By B'.

La matriz de cambio de base sirve para, conocidas las coordenadas A1, ..., A,
de un vector v € V en la base B, calcular las coordenadas p1, .. ., yt, del mismo
vector v en la base B’ multiplicando

A M1
B/ . _ .
An Hn

3. Propiedades de las matrices asociadas

(3.1) Sean V, V'y V" tres K-espacios vectoriales de dimensiones m, ny Iy
sean B, B' y B"” bases de V, V' y V" respectivamente.

(3.1.1) Si f,g:V — V' son aplicaciones lineales, entonces
ME (f +9) = ME (f) + Mg (9).
(3.1.2) Side Ky f:V — V' es una aplicacién lineal, entonces
ME (A~ f) =X~ ME (f).
(3.1.3) Sif:V—V'yg:V'— V" son aplicaciones lineales, entonces
Mg (90 f) = Mg/ (9) * M (f)-

(3.1.4) Si f:V — V' es un isomorfismo, entonces ME (f) es una matriz
inversible y su inversa es

(ME (F)™ = ME(F7Y).

(3.2) Como consecuencia de (3.1.1) y (3.1.2), si V y V' son K-espacios vecto-
riales de dimensiones m y n con bases B = {v1,...,um} y B' = {u1,...,un},

entonces
p: LV, V) — Myxm(K)

f o= () =ME(f)

es una aplicacién lineal.
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Adem3s ¢ es un isomorfismo:

(3.2.1) ¢ es sobreyectiva, porque si A = (aij) € Mpxm(K), entonces la
aplicacién f : V — V' que al vector v = A\jv1 + - - + AU, le asigna el vector
f(v) = prus + -+ + ppuy, donde p; = aj A + -+ + aimAm, paral <i < n, es
lineal y o(f) = 4;

(3.2.2) ¢ es inyectiva porque si f € Keryp, entonces ¢(f) = M};' (f)=0,0
lo que es lo mismo, f(v;) = Oug + -+ + Ou,, = 0 para 1 < ¢ < m, de donde se
sigue que f es la aplicacién lineal cero.

Luego L(V, V') es isomorfo a M,,»,(K), y eso implica que
dimg L(V, V") = dimg M, xm(K) = nm.

(3.3) Sin es un entero positivo, se llama grupo lineal general y se denota por
Gl,(K) al conjunto de las matrices A € M, (K) que son inversibles.

Como su nombre indica, Gl,(K) es un grupo con el producto de matrices.
Ademis, Gl,,(K) no es abeliano para n > 1.

(3.4) Sean n y m enteros positivos y sea A = (a;j) € Mpxm(K). Se llama
rango de A a la dimensién del subespacio vectorial de K™ generado por las
columnas de A, o equivalentemente (aunque la equivalencia no es trivial) a la
dimensién del subespacio vectorial de K™ generado por las filas de A.

Si A es la matriz asociada a una aplicacién lineal f : V — V' respecto a un
par de bases, entonces el rango de A coincide con el rango de f, esto es, con la
dimensién del subespacio Imf.
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