CAP{TULO 4

Aplicaciones lineales

1. Definicién y primeras propiedades

Definicién 1.1. Sean V y V' espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K,y f : V — V' una
aplicacién, diremos que f es lineal si verifica las dos condiciones siguientes:
v flut+v)=f(u)+ flv) Vuv €V
» flau)=af(u) YVaeK YueV

Nota 1.2. Notemos que el concepto de n-linealidad que introdujimos en el capitulo 2 para un

cierto tipo de aplicaciones, se corresponde con la definiciéon de aplicacién lineal para el caso n = 1.

Definicién 1.3. Si V y V'’ son K-espacios vectoriales, es inmediato que la aplicacién O : V — V'
que a todo vector de V le hace corresponder el vector cero de V', es una aplicacién lineal a la que
denominaremos aplicacion nula. Por consiguiente, el conjunto de todas las aplicaciones lineales de V
en V', que representaremos por Homg (V, V'), sabemos que no es vacio.

Ademds, si f € Homg (V, V'), entonces:

= si f es inyectiva, la denominaremos monomorfismo.

= si f es suprayectiva, la denominaremos epimorfismo.

= si f es biyectiva, la denominaremos isomorfismo, y en este caso diremos que V es isomorfo a
V', v lo representaremos por V = V',

Las aplicaciones lineales de un K-espacio vectorial V' en si mismo se denominan endomorfismos, y al
conjunto Homg (V, V) se le representa por Endg (V). A los endomorfismos biyectivos se les denomina

automorfismos y al conjunto de los automorfismos de un K-espacio vectorial V' se le representa por

GLx (V).

Consecuencia 1.4. Si V y V' son K-espacios vectorialesy f : V — V'’ es una aplicacién, entonces
las condiciones siguientes son equivalentes:
1) f € Homg(V,V’)
2) flau+pv) =af(u)+Bf(v) Va,feK YuveV
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DEMOSTRACION.
1) = 2): Es consecuencia inmediata de aplicar las dos condiciones de la definicién de aplicacién lineal.
2) = 1): La primera condicién de la definicién de aplicacién lineal se deduce del caso « =1 = g. La

segunda condicién se deduce del caso g = 0. O

Ejemplos 1.5.

1. Si V es un K-espacio vectorial de dimension n > 0 y B es una base ordenada de V, la
aplicacién coordenada respecto a la base B, ¢p : V. — K™, que a cada vector de V le hace
corresponder su n-tupla de coordenadas en la base B, es un isomorfismo. En efecto, en el
capitulo anterior vimos que cumple las dos condiciones que justifican que es aplicacion lineal
y ademéas comprobamos que es biyectiva. En consecuencia, si V' es un K-espacio vectorial de
dimensiéon n > 0, entonces V = K™.

2. SiV esun K-espacio vectorial, la aplicacién idy : V' — V, definida segin idy (u) = u Yu € V,
es un automorfismo de V' denominado identidad en V, es decir, idy € GLk (V). En efecto,
es inmediato que es una aplicacién biyectiva, y es lineal ya que V o, 8 € K y ¥V u,v € V, se

verifica que:

idy (au + fv) = au+ v = a idy (u) + B idy (v)

3. SiV es un K-espacio vectorial y H < V| entonces:
v la aplicacién € : H — V, definida segin e(h) = h V h € H, es un monomorfismo que
denominaremos monomorfismo inclusion del subespacio H en V. En efecto, es inmediato

que es una aplicacién inyectiva, y es lineal ya que, V o, 3 € K y V u,v € H, se tiene:

elau + fv) = au+ fv = a e(u) + 6 €(v)

» laaplicacién w : V' — V/H, definida segin w(u) = u+H VYV u € V, es un epimorfismo que
denominaremos epimorfismo proyeccion de V en el cociente V/H. En efecto, es inmediato

que es una aplicacién suprayectiva, y es lineal ya que, V o, 5 € K y V u,v € V, se tiene:
m(au+ fv) =(au+pPv)+ H=a(u+ H)+Bv+ H) =a n(u) + 8 7(v)
4. Sife Homg(V,V')y g€ Homg(V', V"), entonces la composicién go f : V — V" definida

segin (go f)(u) = g(f(u)) Vu €V, es aplicacién lineal, es decir, go f € Homg (V,V"). En

efecto, V o, € K y V u,v € V, se verifica que:

(g0 f)lau+ Bv) = g(f(au+ Bv)) = g(af(u) + Bf(v)) =

=ag(fw)+8g(fw)=al(gof)(u)+8 (gof)(v)
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Consecuencias 1.6. Si f € Homg (V,V’), entonces:

1) f(0)=0
2) f(—u)=—f(u) VueV.
DEMOSTRACION.
1) £(040) = f(0) + f(0) por ser f aplicacién lineal e FO)£(0) = £(0) = £(0) =0

f(0) por ser 0 el vector cero

2) f(—u)+ f(u) = f(—u+u) = f(0) = 0, de donde se deduce la igualdad buscada.

Proposicién 1.7. Si f € Homg (V, V'), se tiene:
1) Si H es subespacio V, entonces la imagen de H mediante f, es decir, f(H) = {f(h) / h € H},
es subespacio de V.

2) Si H' es subespacio de V', entonces la antiimagen de H' mediante f, es decir, el conjunto

7Y (H')={ueV ] f(u) € H'}, es subespacio de V.

DEMOSTRACION.
1) Obviamente, si H <V, entonces 0 = f(0) € f(H) y f(H) es un subconjunto no vacfo de V.
Ademds, V o, € K,y V f(h1), f(he) € f(H), con hq,he € H, entonces, usando la definicién

de f como aplicacién lineal, y que H es subespacio de V', se tiene:

af(h1) + Bf(h2) = f(ahi + Bhe) € f(H)
por lo que f(H) es subespacio de V.
2) Si H' <V’ entonces 0 € f~1(H') yaque f(0) =0 € H'. Por tanto f~1(H’) es un subconjunto
no vacio de V' y, ademas, V o, € K,y Vu,v € f~1(H'), entonces f(u), f(v) € H'y, haciendo

uso de que f es aplicacidén lineal, y de que H' es subespacio de V| se tiene:
flau+ pv) = af(u) + Bf(v) € H'

por lo que au+ Bv € f~YH(H') y f~1(H’) es subespacio de V.

Proposicién 1.8. Si f € Homg (V, V') es un isomorfismo, entonces:
1) La aplicacién inversa de f, f~1: V' — V, definida segin f~!(u) = v «— f(v) = u, es lineal
y por tanto es un isomorfismo de V' en V.
2) Para todo subespacio H de V, se tiene H = f(H).
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DEMOSTRACION.
1) Si f es biyectiva, sabemos que admite inversa, f~! : V/ — V que también es biyectiva. Veamos
que f~! también es lineal, para ello, consideremos o, 3 € K y uq,ug € V'. Supongamos que
FHur) = v1 y f1(u2) = va, lo que equivale a que f(v1) = u; y f(v2) = uz. Obviamente,

por ser f lineal, se tiene:

auy + fug = af(vi) + Bf(v2) = favy + Bua)

y de aqui se tiene:
I Hauy + Bug) = avy + Brg = af Hur) + BF(ug)

lo que justifica que f~! también es lineal.

2) A partir del isomorfismo f podemos definir f|, : H — f(H), segin f,(h) = f(h) VY he H.
Es inmediato que f|,, € Homg(H, f(H)) y ademds es inyectiva por serlo f y suprayectiva
porque todo elemento de f(H) es de la forma f(h) = f|,, (h), con h € H.

0

~

Nota 1.9. De la proposicién anterior se deduce que si V = V', entonces V' = V, es por ello
que, en este caso, simplemente diremos que V' y V' son espacios isomorfos. Por otro lado, puesto que
la composicién de aplicaciones biyectivas es biyectiva y, segin hemos visto en 1.5, la composicién de

aplicaciones lineales es aplicacién lineal, entonces si V = V' y V/ =2 V" también se tiene V = V",

2. Nucleo e imagen de una aplicacién lineal

Definicién 2.1. Si V y V' son K-espacios vectoriales y f € Homg (V, V'), en el apartado anterior
hemos visto que la imagen de todo subespacio de V' es subespacio de V'’ y la antiimagen de todo
subespacio de V' es subespacio de V, en particular, para V <V y {0} < V', se tiene:

w f(V)={f(u) / ue V} <V’ subespacio al que denominamos subespacio imagen de f y
representamos por Imf.
» f71{0}) ={u€eV / f(u) =0} <V, subespacio al que denominamos subespacio nicleo de f

y representamos por Kerf.

Proposicion 2.2. Si f € Homg(V, V'), entonces:
1) f es monomorfismo <= Kerf = {0}
2) f es epimorfismo < Imf ="V’

3) f esisomorfismo <= Kerf ={0}eImf =V’
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DEMOSTRACION.

1) =: Bastar4 justificar la inclusién Kerf C {0} ya que la otra inclusién siempre es cierta por
ser Kerf subespacio. Supongamos pues u € Kerf, entonces f(u) = 0, pero en 1.6 hemos
visto que f(0) = 0, y de aqui f(u) = f(0), pero de la inyectividad de f se deduce que
necesariamente v = 0.
<=: Si suponemos f(u) = f(v), haciendo uso de la definicién de f como aplicacién lineal
y de 1.6, tenemos que f(u —v) = 0, de donde deducimos que u — v € Kerf = {0} y, por
consiguiente, v — v = 0, de donde u = v, lo que justifica la inyectividad de f.

2) Esta equivalencia es consecuencia directa de la definicién de aplicacién suprayectiva y de que
Imf = (V).

3) Esta equivalencia es consecuencia directa de los dos apartados anteriores.

0

Proposicién 2.3. Si f € Homg(V,V') y {b1,ba,...,b,} es base de V, entonces:

1) < f(b1), f(Ba)s- s f(b) > = Imf

2) f es monomorfismo <= {f(b1), f(b2),..., f(by)} es un sistema libre de V'

3) f es epimorfismo <= {f(b1), f(b2),..., f(bn)} es un sistema generador de V'

4) f es isomorfismo <= {f(b1), f(b2),..., f(b,)} es base de V'
DEMOSTRACION.

1) La inclusién < f(b1), f(b2),..., f(bn) > € Imf, es consecuencia inmediata de la definicién

de subespacio generado por un conjunto de vectores y de que Imf es un subespacio de V'

que contiene al conjunto {f(b1), f(b2),..., f(bn)}-

Para justificar la inclusiéon Imf C < f(b1), f(b2),-.., f(bn) >, consideremos un vector
de Imf, que serd de la forma f(v), con v € V. Por ser {by,bs,...,b,} base de V, existen
ay,Qs,...,0a, € K de manera que v = a1by + agbs + - - - + by, entonces, usando reiteradas

veces la definicién de f como aplicacién lineal, tenemos:

f() = flaabr + -+ anby) = a1 f(b1) + -+ anf(by) € < f(b1), f(b2),..., f(bn) >

2) =: Supongamos 0 = a3 f(b1) + a2 f(ba) + - - - + @, f(by), entonces, usando reiteradas veces

la definicién de f como aplicacion lineal, se tiene:

0=oaif(br) +aaf(b2) + -+ anf(by) = fla1by + agbs + - - - + ayby)
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pero como f(0) =0y f es monomorfismo, de aqui se tiene:
0 =aiby + aghs + - - - + a,b,

y como {b1,ba,...,b,} es un sistema libre, se tiene que oy = ag = -+ = a,, = 0.
<—=: Haciendo uso de 2.2, para ver que f es monomorfismo comprobaremos que si v € Kerf,
necesariamente se tiene v = 0. Supongamos pues v € Kerf, por ser {b1,bs,...,b,} base de

V, existen aq,as,...,a, € K de manera que v = a1by + asbs + - - - + a, by, entonces:
0= f(v) = fla1by + agby + -+ anbn) = a1 f(b1) + aaf(ba) + - + an f(bn)

y puesto que {f(b1), f(b2),..., f(by)} es libre, entonces a1 = g = -+ = ,, = 0y, de aqui,
v = a1b; + agby + - -+ ayb, =0.
3) Es consecuencia del primer apartado y de que f es epimorfismo si y sélo si Imf = V',

4) Es consecuencia directa de los dos apartados anteriores.

O

3. Teorema de existencia y unicidad
Proposicion 3.1. Sean V' y V' K-espacios vectoriales con dimgV =n > 0yseaB = (by,ba,...,b,)
una base ordenada de V, entonces para toda n-tupla de vectores de V', (wy,ws, ..., w,) € V'™, existe

una aplicacién lineal, y sélo una, f € Homg(V, V') tal que f(b;) = w; Vi,1 <i<n.

DEMOSTRACION. Haciendo uso de la aplicacién coordenada respecto a la base B, ¢p : V — K™,

que segin hemos visto en 1.5, pdgina 105, es un isomorfismo, definimos la aplicacién f : V — V' segtin:
VueV  flu)=aw; +agwy + -+ apw, / elu) = (a1,as,...,a,)

Para justificar que f es lineal, consideremos o, € K y u,v € V, entonces, si suponemos que

p5(1) = (@1,02 ) ¥ 98(0) = (31, Bar-. . Ba). por ser g lineal, tenemos ques
(,DB(OULL =+ ﬁ'U) = 04%’15%(“) =+ /BSOIB(U) = a<a17a25 R an) + 6(ﬂ17ﬂ27 s 7ﬂ7l) =

= (aay + BB, o + BB, . .., vy, + B6n)

y, de la definicién de f, tenemos:
flau+ pv) = (aoq + BB1)wr + (aaz + BB)wz + -+ + (aay + BB)w, = -

c=alaqwy + aews + -+ agwy) + B(Brwr + Powz + -+ Buwy) = af(u) + Bf(v)
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Por otro lado, V i, 1 < i < n, puesto que pg(b;) = e;, donde e; es el i-ésimo vector de la base
candnica de K", de la definicién de f se tiene que f(b;) = Owy+- - -+0w;—1+1w; +0w; 11+ - -+0w,, = w;.
Finalmente, respecto a la unicidad, si suponemos que g € Homg (V, V') y g(b;) = w;, Vi,1 < i < n,
entonces, Vu € V, si pg(u) = (a1, e, ..., ap), se tiene que f(u) = aywy +asws +- - -+ a,w, y también

que u = a1b; + agby + -+ + apby,, vy de aqui:
g(u) = glarby +anba+- - +apb,) = a1g(by)+asg(be)+- - -+ang(b,) = crwi +aswa+- - +anw, = f(u)

O

Nota 3.2. Notemos que del resultado anterior se deriva que una aplicacién lineal queda univoca-

mente determinada por las imagenes de los vectores de una base.

Corolario 3.3. Si V' y V' son K-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces:
VeV — dimgV = dimKV/

DEMOSTRACION.
=—: De V 2 V', sabemos que existe un isomorfismo, f € Homg(V,V’). Ademds, si {b1,ba,...,b,} es
base de V, de 2.3, pagina 108, se deduce que {f(b1), f(b2),..., f(bn)} es base de V', y por consiguiente
dimgV =dimgV’'.
<—: Supongamos B = (b1, ba, ..., b,) base ordenada de V' 'y B’ = (b},0,...,b],) de V', por el resultado
anterior, 3.1, 3 f € Homg (V, V') tal que f(b;) = b}, Vi, 1 < i <mn, pero, de acuerdo con la proposicién

2.3, f es isomorfismo ya que transforma una base de V en una base de V'.

4. Descomposicién candénica. Teorema fundamental de isomorfia

Proposicién 4.1. (Descomposicion candnica de una aplicacion lineal) SiV y V' son K-espacios
vectoriales y f € Homy(V,V'), entonces existe un isomorfismo, f : V/Kerf — Imf, y sélo uno,
tal que f = co fom, donde € : Imf — V es el monomorfismo inclusién y 7 : V/Kerf — Imf es
el correspondiente epimorfismo proyeccién, lo que graficamente se expresa diciendo que el siguiente

diagrama es conmutativo:

Vv Vv’
V/Kerf ; Imf
!
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DEMOSTRACION. Segun vimos en el capitulo anterior, los elementos de V/Kerf son las clases de

equivalencia que la relacién "u Rierp v <= u—v € Kerf " define en V. Notemos en primer lugar

que esta relacién es compatible con la aplicacion f, es decir, que todos los elementos de V' que estan

en la misma clase de equivalencia, tienen la misma imagen mediante f:

ut Kerf =v+ Kerf = u—veKerf = flu—v)=0 = f(u) = f(v)

esto nos permite definir la siguiente aplicacién:

f: V/Kerf

Imf

u+ Kerf s f(u)

Comprobemos a continuacién todas las condiciones exigidas a f:

f € Homg(V/Kerf,Imf): Consideremos a,3 € K y u+ Kerf,v+ Kerf € V/Kerf, en-

tonces, haciendo uso de que f es aplicacién lineal, tenemos:
fla(u+ Kerf)+ Bv+ Kerf)) = f((au + Bv) + Kerf) =

= flou+ Bv) = af(u) + Bf(v) = af(u+ Kerf) + Bf(v+ Kerf)

f inyectiva: Como ya hemos comprobado que f es aplicacién lineal, bastard justificar que si

u+ Kerf € Kerf, entonces necesariamente u + Kerf = 0+ Kerf = Kerf. En efecto:
u+ Kerf € Kerf = f(u+ Kerf)=0 = f(u) =0 =

= u€ Kerf = u+ Kerf =0+ Kerf = Kerf

f suprayectiva: Es inmediato puesto que un elemento arbitrario de I'mf es de la forma f(u),
con u € V, y obviamente se tiene que u+ Kerf € V/Kerf y f(u+ Kerf) = f(u).

f=¢cofom Puesto que ambos miembros de la igualdad que hemos de justificar, son apli-
caciones con el mismo dominio, V, y el mismo codominio, V', es suficiente justificar que a
cada elemento u € V' le asignan la misma imagen, en efecto, haciendo uso de la definicién de

cada una de estas aplicaciones, tenemos:

(e fom)(u) =& (F(r(w)) = =(F(u+ Kerf)) = =(f(w) = f(u)

Unicidad: Si suponemos g € Homg (V/Kerf,Imf), verificando f = € o g o 7, veamos que

f =g, enefecto, Vu+ Kerf € V/Kerf, se tiene:

glu+ Kerf) = g(r(w)) = 2(g(n(w)) = (o gom(u) = f(u) = flu+ Kerf)
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Corolario 4.2. (Teorema fundamental de isomorfia) Para todo f € Hompg(V,V’) se tiene que

V/Kerf = Imf.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del resultado anterior ya que la aplicacién f obtenida

a partir de f es un isomorfismo. g

Corolario 4.3. (Férmula de las dimensiones para una aplicacion lineal) SiV y V' son K-espacios

vectoriales de dimensién finita y f € Homg (V, V'), entonces:

dimgV =dimgKerf + dimgImf

DEMOSTRACION. Segin vimos en el capitulo anterior, por ser V espacio vectorial de dimensién
finita, el cociente V/Kerf también lo es y dimgV/Kerf = dimgV — dimg Ker f, asimismo, por ser
V'’ de dimensién finita, el subespacio I'mf de V' es también de dimensién finita. Por consiguiente,

haciendo uso de 3.3, pagina 110, y del corolario anterior, tenemos:
V/Kerf =2 Imf = dimgV/Kerf =dimgImf —

= dimgV —dimgKerf =dimgImf — dimgV =dimgKerf + dimgImf

O

Corolario 4.4. Sean V' y V' K-espacios vectoriales de dimensién finita con dimgV = dimg V' y

sea f € Homg(V, V'), entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

1) f es monomorfismo.
2) f es epimorfismo.

3) f es isomorfismo.

DEMOSTRACION. Haremos uso de un resultado visto en el capitulo anterior, por el que sabemos
que en un espacio vectorial de dimensién finita, todo subespacio con igual dimensién que el propio
espacio vectorial, necesariamente coincide con éste.

1) = 2): Si f es monomorfismo, tenemos que Kerf = {0} y, por tanto dimy Kerf = 0, entonces de
la férmula de las dimensiones vista en el corolario anterior, tenemos que dimgV = dimgImf, pero
como estamos suponiendo dimg V' = dimgV, tenemos Imf < V', con dimgImf = dimgV’', y por
consiguiente Imf =V’ y f es epimorfismo.

2) = 3): Si f es epimorfismo, entonces Imf = V' y por consiguiente dimyx Imf = dimgV’' = dimgV,

entonces, de la férmula de las dimensiones vista en el corolario anterior, tenemos:

dimgV =dimgKerf +dimgImf = dimgKerf +dimgV —
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= dimgKerf =0 = Kerf={0} = f monomorfismo

Y puesto que f es simultdneamente epimorfismo y monomorfismo, es isomorfismo.

3) = 1): Esta implicacién es inmediata.

5. El espacio vectorial de las aplicaciones lineales

Lema 5.1. Si V y V' son K-espacios vectoriales, entonces:
1) V f,g € Homg(V,V’), la aplicacién f + g: V — V' definida segtin:
(f+9)w)=flv)+gv) VveV

es aplicacion lineal, es decir, f + g € Homg (V, V).
Q) Vae KyV fe Homg(V,V'), la aplicacién af : V — V' definida segtin:

(af)w) =af(v) YveV
es aplicacién lineal, es decir, af € Homg (V, V).
DEMOSTRACION.
1) Sia,3 € K yu,v €V, entonces, haciendo uso de que f y g son aplicaciones lineales, tenemos:
(f + 9)(ovu+ Bu) = f(o + Bv) + glou + o) = af (w) + BF () + ag(u) + Bg(v) =
= a(f(w) + g(w) + B(F@) + 9(v)) = a(f + 9)w) + B(f + g)(v)
2) Si A€ K yu,veV,entonces, haciendo uso de que f es aplicacién lineal, tenemos:
(af) O+ ) = af (u + ) = a(Af (W) + puf (v)) =
= oA f(w) + apuf (v) = Aaf)(u) + u(af) ()

O

Proposicién 5.2. Si V y V/ son K-espacios vectoriales, el conjunto no vacio Homg (V, V') tiene

estructura de K-espacio vectorial para las operaciones siguientes:
+: Homg(V,V') x Homg(V,V') ——= Homg(V,V')
(f,g) o f 4 g
-+ K x Homg(V,V') ——= Homg(V,V’)
(Qyg) = af
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DEMOSTRACION. El lema anterior nos ha permitido definir las dos aplicaciones + y - para las que

vamos a comprobar que Hom g (V, V') tiene estructura de K-espacio vectorial.

= EVI: f+g=9g+f VYV f,g€ Homg(V,V') ya que, Vv € V, haciendo uso de la estructura

de K-espacio vectorial de V', se tiene:

(f +9)(v) = f(v) +9(v) = g(v) + f(v) = (9 + F)(v)

= EV2: (f+g9)+h=f+(g+h) V f,9g,h€ Homg(V,V') ya que, Vv € V, haciendo uso de

la estructura de K-espacio vectorial de V’, se tiene:
((f +9) +1)(v) = (f + 9)(v) + h(v) = (f(v) + g(v)) + h(v) =
= f(v) + (9(v) + h(v)) = f(v) + (g + h)(v) = (f + (g + 1)) (v)

= EV3: La aplicacién nula, O € Homg (V, V'), definida en 1.3, pdgina 104, verifica que f+O =
f=0+f V feHomg(V,V'), yaque, Vv eV, se tiene:

(f +0)(v) = f(v) + O(v) = f(v) + 0 = f(v) = 0+ f(v) = O(v) + f(v) = (O + f)(v)

» EV4: V f € Homg(V,V'), se tiene que (—1)f € Homg(V,V’), verifica que f + (-=1)f =
O=(-1)f+f,yaque, VoveV, se tiene:

(f + (1)) = f() + (=1 f) (v) = f(v) + (1) f(v) = f(v) — f(v) =0 =
=—f() + f(v) = (=D f () + f(v) = (D F) () + f(v) = (1) + ) (v)

= EV5: a(f4+g)=af+ag YaeKyV f,ge€ Homg(V,V') ya que, V v € V, se tiene:
(a(f +9))(v) = a(f +9)(v) = a(f(v) +g(v)) =

= af(v) +ag(v) = (af)(v) + (ag)(v) = (af + ag)(v)
» EV6: (a+8)f=af+8f Va,3€KyVY fe Homg(V,V') yaque, Vv eV, se tiene:

((a+B)f) (v) = (o + B)f(v) = af(v) + BF(v) = (af) () + (BF)(v) = (af + Bf)(v)
» EVT: (af)f=a(Bf) Ya,BeKyVY feHomg(V,V') yaque, Vv eV, se tiene:
((@B)f)(v) = (aB) f(v) = a(Bf(v)) = a((Bf)(v)) = (a(B]))(v)
= EVS: 1f=f V fec Homg(V,V') yaque, VoveV,se tiene:

(1F)(v) = 1f(v) = f(v)
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