Aplicaciones Lineales

Si V' 'y W son dos e.v. sobre un mismo cuerpo K,
llamaremos aplicacion lineal (a.l.) de V. en W a
una funcion f: V. — W que verifica:

f(i+0) = f(@) + f(¥) Vu,VoeV

fOD) = \f (D) VaeK, VeV
Si V. = W entonces la aplicacion lineal se llama
endomorfismo .

Ejemplo 1 Estudiar si las siguientes funciones son aplicacio-
nes lineales:

1L f:R2 R f(z,y) = (z—y,0,22 + 5y)
2'f:R2_)R31 f(CC,y):(CE—y+1,0,2£C+5y)
3. f: P3(R) — Ps(R), flp(x)] = zp'(x)

Propiedades
Si f: V — W es una aplicacion lineal, se tiene

1. f(Oy) = Ow
2. f(i — ¥) = f(i@) — f()

Caracterizacion de una aplicacion lineal
f: V. — W es una aplicacion lineal si y solo si,
Vu, 7€V Vi\pek

fOT 4+ pv) = Af(@) + pf (D)

Teoremal Si V es un e.v. de dimension finita n
sobre un cierto cuerpo K, entonces V es isomorfo
a K",

Es decir los e.v. de dimension finita podemos consi-
derarlos como conjuntos de n-tuplas sobre un cier-
to K.

Nucleo e Imagen de una Aplicacion Lineal

Definicion1 Sea f: V — W una aplicacion li-
neal. Llamamos Nucleo de f (Kerf) al conjunto
de vectores de V' cuya imagen es el elemento neu-
tro de W.

Kerf={veV | f@) = GW}
Definicion 2 Llamamos Imagen de f (Imf) al con-

junto de vectores de W que son imagenes bajo f de
vectores de V.

Imf={GeW |IWeV tq. f(&) =&}




Teorema2 Si f: V — W es una aplicacion lineal
entre dos e.v. sobre un cuerpo K, se tiene que:

1. Kerf es un subespacio vectorial de V/
2. Imf es un subespacio vectorial de W

Ejemplo 2 Calcular ntcleo e imagen de las siguien-
tes aplicaciones lineales.

1. f: R3S R3, f(z,y,2) = (2,2 +y,—2)

2. f: R3S R2, f(z,y,2) = (x +v,0)

3. /1 RZ =R, f(z,y) = (y,x)

4. f: R3S R2,  f(z,y,2) = (y,2)

Teorema 3 Dada una al. f: V — W y un siste-
ma generador de V, {v1, v, ...,7p}, Se tiene que
los vectores {f(v1), f(¥2),..., f(¥p)} forman un

sistema generador de Imf.

Teorema4 Sea f: V — W una a.l. donde V es
un e.v. de dimension finita. Entonces se verifica

dim(V) = dim(Kerf) + dim(Imf)

Teorema 5 Sea f: V — W una aplicacion lineal.
Entonces:

1. f esinyectiva siy sélo si Kerf = {0y}

2. f es sobreyectivasiy sélosi Imf =W

Ejemplo 3 Analizar, usando los ndcleos e image-
nes ya calculados en el ejemplo anterior, si las si-
guientes a.l. son inyectivas o sobreyectivas.

:R3_>R31 f(ZC,y,Z):(Z,CIZ—l—y,—Z)
' R3—R?, f(z,y,2) = (z+y,0)

' R2 - R?,  f(z,y) = (y,)

'R3 > R?, f(z,y,2) = (y,2)
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Matriz de una aplicacion lineal

Teorema 6 Sean V' y W dos e.v., sobre un cuerpo
K. Si B = {9q,9p,...,Un} €s una base de V'y
dado un sistema cualquiera S = {41, up,...,Un}
de vectores de W, existeuna a.l. f: V — W yuna
sola tal que

f(v1) = 1y, f(02) = tp,..., f(Tn) = tn
Ecuaciones de una Aplicacion Lineal

Sea f: V — W una a.l. sobre un mismo cuerpo

K. Sea B = {¥1,Yp,...,Un} una base de V en las
que las coordenadasde ¥ € V son (x1,x ..., xn).
Sea B = {1, W>,...,Wn} una base de W y sea

f(Z) = ¢ € W de coordenadas (y1,y>...,Yym)
en .

Supongamos conocidas las coordenadas de las ima-
genes de los vectores de la base B expresadas en
la base B'.

f(¥1) = a11W1 + ap1Wo+ -+ am1Wm
f(U2) = ao1Wi + apoWo+ -+ amoWm

f(ﬁn) - CLln’U_jl + a2n1172—|— co o QmnWm,

5

Tenemos entonces, por un lado

f(&) = y1W1 + yowo + -+ - + ymWm
y por otro lado

F(@ = f(a101 + 220> + - + 2ntin)
= x1f(V1) + 22f(V2) + -+ + xnf(Un)
luego
Y1wW1 + Yoo + - - - + ypWm =

= (1011 + ®2a12 + - -+ + TRAIL) W1+
+ (z1a21 + T2a00 + - - - + Tnaoy,)Wo+

+ (mlaml + X202 + -+ xnamn)’u—jm
de donde

Y1 aijl aiz2 -+ Qaip 1
y2 | _ | a1 a2 -+ agy T2
Ym aAml am2 - amn Tn

que se expresa ¥ = AX donde A es una matriz
m X n que se denomina matriz asociada a la apli-
cacion lineal respecto de las bases By B'.




Resumiendo lo anterior tenemos el siguiente

Teorema 7 Sea f: V — W una a.l. entre dos e.v.
sobre un cuerpo K con bases B = {uq,4p,...,Un}
y B = {v1, 7>, ...,Un}, respectivamente. Si cons-
truimos la matriz A € M, x»(K) cuyas columnas
son las coordenadas de las imagenes por f de los
vectores de la base B en la base B'.

Entonces se cumple que si v es la expresion res-
pecto de la base B de un vector de V, se tiene que
Av nos da expresion de su imagen respecto de la
base B/, es decir,

f(v) = Av

Se dice que A es la matriz asociada a la a.l. f res-
pecto de las bases B de V' y B’ de W, y por tanto,
la denotamos por M (f).

Corolariol Si V es un e.v. de dimension finita y
B1, By son bases (distintas) de V/, entonces la ma-
triz asociada a la a.l. identidad 7: V — V respec-
to de las bases B; y B> coincide con la matriz del
cambio de base de B a B».

Ejercicios:

1. Calcular la matriz asociadaalaa.l. f: R3 — R?, f(a,b,c) =

(a + b,a — ¢) en los siguientes casos:
(&) Cuando las bases de los e.v. son canonicas.

(b) RespectoalasbasesB=1{(1,1,1),(0,2,1),(1,3,0)}
y B/ = {(Ov 1)> (_17 2)}

. Hallar el nacleo y la imagen de la al. f: R* — R3 tal

que:
f(1707070):(17_152) , f(0,0,1,0)2(4,—1,5)
f(o> 17070) = (27 1a 1) , f(oaoaoa 1) = (_17 _574)

. Calcular la matriz asociada a la siguiente a.l.:

f: P>(R) —» Pi(R), f(asz®+arz+ao) = 2ax+a1
respecto de las bases B = {1,z,22} y B = {1,z} de
P>(R) y P1(R) respectivamente.




Sea f: V — W una a.l. entre e.v. de dimensién
finita, ambos sobre el mismo cuerpo K, respecto
de cualesquiera bases de V' y W. Se verifica que:

1. dim(Imf) = rang M(f)

La dimension de la imagen de la a.l. f esigual
al rango de su matriz asociada M (f).

Se llama rango de f a:

rang f = rang M (f)

2. SidmV = dimW, la al. f es un isomorfis-
mo si y s6lo si su matriz asociada, M(f), es
regular.

Teorema8 Si f,g: V — W son dos a.l., entonces
la matriz asociada ala a.l. Af 4+ ug es

AM(f) + pM(g)

Teorema9 Sif: V3 — Voyg: Vo — Vzsona.l,
entonces la matriz asociada a la a.l. go f es la
matriz M (g)M(f).

Cambio de base para ap. lineales

Teorema 10 Sea f: V — W una a.l.. Considere-
mos By y By, dos bases de V, y By, y By, dos
bases de W, la matriz P de cambio de base de By,
a By, y la matriz Q de By a By,

Entonces, M (f, B, Bjy,) = Q1M (f, By, By )P

By) L (By)

Tp TQ
A'=Q-1AP
(By) = —"" (By)
Ejemplo 4 Dada la aplicacion lineal f: R3 — R?,
f(xayaz) = (x+2y_za2x_y+3z)

la base canonica de R3, Bz, la base canonica de R?, B y las
bases:

B3 ={(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}; By ={(1,3),(2,-1)}
Calcular M (f, B;, B,) a partir de la matriz M ( f, Bz, B2).

Corolario 2 Dado un endomorfismo f: V — V,
dos bases de V, By, y By, y P, la matriz de cambio
de base de By, a By,, se tiene que

M(f, B, B\,) = P~1M(f, By, By)P
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