TEMA 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1. INTRODUCCION

Existen distintas formas de expresar un sistema de ecuaciones lineales. La primera
es la forma clésica, y define a un sistema de ecuaciones lineales como:

ay X +ay, Do+, X,
Ay Xy + 8y (X, +.. 48y, X, =G,

anl D(1 + anZ D(Z +"'+a'nm ﬂ
Se trata de un sistema de ecuaciones lineales de N ecuaciones y de M incégnitas.

También puede expresarse en forma matricial:

AX =C

Otra manera es en forma vectorial:

X, [C, +X, [C,+...+x, [C=C

Eﬁng @ng I:almg Etlg
X, Enmxz %Zz Lk +x, Ezmﬂ:%zm
L4 (- - g
4 i 0 oo
(&, [ (a,, a,,d e,

=}

Se define como solucién del sistema el vector para el que se cumpla la condicién
de AX =C. Por tanto, Xp es solucion si:

ALX,=C
Si un sistema no tiene solucién es un sistema incompatible.

Si un sistema tiene solucién es un sistema compatible.
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Si tiene solucion y ésta es Unica, el sistema es compatible determinado.
Si tiene mas de una solucién, el sistema es compatible indeterminado.
En los sistemas de ecuaciones lineales, si el sistema admite mas de una solucién,

admite infinitas.

Desde el punto de vista de las aplicaciones lineales:

R"[If R"

=

Y sea la matrizC

1
T CHI

=]

I A

Si la matriz C es imagen de la aplicacion, es un sistema compatible.
Si proviene de un Gnico elemento del origen, es un sistema compatible determinado.

Si proviene de mas de un elemento del origen, es un sistema compatible
indeterminado.

Si no es imagen de la aplicacion, es un sistema incompatible.

Se define la matriz ampliada de un sistema a la matriz de los coeficientes junto con
la de los términos independientes:

|}‘11 a12 alm Cl B

. Ay ... 8y, |C
A :(Alc):%n 22 2 ZD
.. .0
[l U
|:anl an2 anm Cm D

2. RESOLUCION DE SISTEMAS

El principal método de resolucién de sistemas de ecuaciones es encontrar otros
sistemas que sean equivalentes (que tengan soluciones idénticas), y resolver estos
ultimos.

Considerando un sistema en forma matricial, estos nuevos sistemas se encontraran
realizando en las matrices operaciones fila. Las operaciones columna también son
validas, pero favorecen la confusion.
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a) Método de Cramer

Se puede aplicar siempre que la matriz de los coeficientes A sea cuadrada e
inversible. Las condiciones son:

A cuadrada < Ainversible = A existe = |A/Z0 < rg(A)=n

El sistema se resuelve como:
AX =C
X=Al[T

En la préactica, cada uno de los componentes del vector solucion se obtiene de
la siguiente forma: del determinante de la matriz de los coeficientes se sustituye la
columna correspondiente al término deseado por la de los términos
independientes, y se divide por el determinante de la matriz de los coeficientes.

_Al

X, =
|Al
A =(cc,..Icl..C,)
i
* Ejemplo:
2x+y =301
Resolver el sistema Lmediante el método de Cramer.
4x -y =20

La matriz de los coeficientes y su determinante son:

A_m 10 |A|_2 1_6
=B af V|

El sistema expresado en forma matricial:

D? 10x0O

—Hﬁ/EF

La adjunta de A y su traspuesta son:

-4 -10

=, 51 )=, >0
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La inversa es, entonces:

6 6 [
=l
/3 -1/3
El sistema queda como:
X=A"[C

xO /6 1/6 O3B0 [/63B+1/6R20 /60

G Bz -ysHBH B/am-y3eH ByaH

Donde las soluciones son:

(=2 _4
~6 y=3

De esta forma se resuelve aplicando la primera parte del método de Cramer.
Se puede hacer también de incAgnita a incégnita:

B 10
A=h L [al=s

2 30
mfy o (A=

N
T |Al T -6 6

Al -8 _4
Y=TA "6 3

b) Teorema de Rouché-Froébenius
El sistema AX = C es compatible < rg(A)=rg(A”).
Si el sistema es compatible y tiene M incognitas:
+ esdeterminado = rg(A)=m

+ esindeterminado < rg(A)<m

Demostracién de que es compatible < rg(A) =rg(A”).

Dado el sistema X, [C, + X, [C, +...+X, [C,, =C
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Las distintas columnas Cp, son vectores de R". Asi, el vector C depende
linealmente de dichas columnas.

Por lo tanto, si el rango de la matriz de coeficientes coincide con la ampliada,
realmente dicho vector C es combinacion lineal, y puede hallarse un vector X
tal que se cumpla la condicion.

rg{C,.C,,....C,} =19{C,.C,,....C,,,.C}

Si el rango de la ampliada es mayor, significa que el vector C no es

combinacion lineal de los anteriores, por lo que no podria encontrarse ningtin X
solucion.

Demostracion de que es determinado o indeterminado dependiendo del rango

Dada la aplicacién lineal de R" — R™. Dependiendo del rango de la matriz de
los coeficientes A:

« rg(A)=m - esinyectiva
AX =AX'= X=X
« rg(A) <m - no es inyectiva
AX = AX'-> X'=X +B
AIX=C - AX+B)=C - AX +AB =C

Solo es cierto si B pertenece al nicleo, para que A[B sea nulo.

*  Ejemplo:

X+2y+z-t=1 E
Resolver el sistema 2x —3y +z +t =2 [

X +9y +2z7 4t =11

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

4 2 1 -0 O 2 1 -1]1C
AZ% -3 1 1 E A :% -3 1 1 ZE
9 2 -401 9 2 -4,|10

*
Todos los menores de orden tres se anulan tanto en A como en A .

Existe algin menor de orden dos no nulo:

2| 7#0
2 -3

rg(A) =rg(A") =2 - sistema compatible indeterminado (S.C.1.)
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El sistema equivalente resulta:

X+2y=1-z+t

m
2x—-3y=2-z-tQJ

Ejercicio: Resolver este ultimo sistema.

(X =1+1/7t -5/72

= 3/7t —1/7 V4
Soluciones:
=1

H=t

Un sistema homogéneo es del tipo:
AX =0

Resolver un sistema homogéneo es igual que calcular el ndcleo de la
aplicacién lineal correspondiente al mismo.

{XOR" / A X= Ok ker(A)

Una solucién general de un sistema se puede escribir como suma de otra
solucidén general distinta y de una solucion particular:

« Si Xp es solucion particular de ALX =C (es decir, ALX, =C).
+ Si X es solucion general de ALX =0.

Entonces X + X, es solucién generalde ALX =C.

AffX +X,) = AX +AX, =AX, =C - A X +X,) =C

!
0 (O ker)
* Ejemplo:
2X+3y -z = OE
Resolver el sistema x -4y +z =0 0
3x-y=0 B

La matriz de coeficientes y su determinante son:

> 3 -10 2 3 -
A=% —4 1D IAl=]1 -4 1/=0
-1 0 3 -1 0

TEMA 4: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Luis F. GiMILIO BARBOZA pagina 70



No tiene rango tres, por lo que se busca rango dos:

? =-11#£0
1 -4

rg(A) =rg(A”") =2 <n (incégnitas) — S.C.Indeterminado

Realizando operaciones fila en la matriz ampliada:

3 -1/00 F=F, @ -4 100 F'=F

-4 1 oé F'=F, 3 -1 OE F,'=F, -2 [F,
-1 0|00 F,'=F, -1 0|00 FR'=F,-3[F
4 1|00 A -4 1 |00

U= RIPC N SINEE

11 -3 OD % 11 -3 OD_> rg(A) =2
11 3|00 F,'=F,-F, 0 0 oﬁ
dim f (A) - rg(A) = dim(ker f (A)) - dim(ker f (A)) =

Por lo tanto, las soluciones dependeran de un Gnico parametro.

Escogiendo como parametro a la variable z, y resolviendo el sistema, queda:

D
Soluciones: Ly =
W
f

Y por lo tanto:

C) Métodos directos

Otros métodos directos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales son:

*

+ método de Gauss: Consiste en pasar mediante operaciones fila de la matriz A

a una equivalente que sea escalonada (a ser posible, triangular superior), y se
resuelve de abajo hacia arriba (o al revés).

Del tipo:
©
d

> O o |
o
|
OOoOod
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* método de Gauss-Jordan: Es igual al método de Gauss, salvo que se pretende
llegar a una matriz diagonal.

« método de L U: Es el que se estudiard a continuacion. Se trata de

descomponer la matriz A en dos matrices L y U mediante las cuales se
consigue la soluciéon de manera mas rapida.

d) Método L U

Este método consiste en la descomposicion de la matriz A en otras dos
matrices.

Se utiliza cuando la matriz A es cuadrada, de tamafio N, y su rango coincide
con n (rg(A) = n), por lo que tiene solucion dnica.

La descomposicion es la siguiente:
A=LL (=1 3)
La matriz L es triangular inferior (Low), y la matriz U es triangular superior (Up).

La resolucion se hara de la siguiente manera:

AX =C
LIUIX =C si ' Y=UIX
LY =C

Se obtiene un valor Y,, con el que se resuelve la primera ecuacion:
UX =Y,

Donde X = X, es solucién de la ecuacion:

U X, =Y,
LU X,=C
ADX,=C

El proceso de calculo consiste en partir de la matriz A y la matriz identidad.

Todo cambio que se realice en la matriz A influird en la identidad de la siguiente
forma:

» Sustitucién de una fila por una combinacion lineal de otras:

en la matriz identidad el coeficiente empleado cambia de signo.

e Producto de una fila por un nimero:

en la matriz identidad se usa su inverso.

Siempre que sea posible se empezara por hacer combinaciones lineales. En el
mismo paso no pueden combinarse sustituciones y productos.
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* Ejemplo:

Obtener las matrices L y U correspondientes a la matriz:

Q3 2r
Azéloé
4 30

A partir de esta matriz A conseguiremos la matriz U:

N

4 3 g 4 3 2 E 4 3 2 D

% 1 0 F'=F, -50F % -14 -10 % -14 —10 =U
4 3 =F-20F -2 10 R'=R-YTF, 3/7

El proceso seguido tiene su imagen en la matriz identidad:

0 OD 0 0D 0 OB
I = 1 O 1 O0FL
0 10 0 1D 17 10

También se podria haber llegado a otra solucién, operando de forma algo
distinta. En la matriz A:

4 3 20 4 3 2 D 4 3 2tL
1 02 F'=F, -5IF, % 14 -109 F,'=-1/14[F, % 1 57°
4 30 F'=F,-20F -2 -1

4 3 2D QA 3 20
%15 %15/7—U
F,'=F, +2[F, 0 370 F,'=7/3[F 0 1

Y en la matriz idendidad:

4 ood & ood O o o @ o o0
01 1% 0 1% -2 1%
* Ejemplo:

Resolver el siguiente sistema por el método L U.

Utilizaremos las matrices L y U obtenidas en la segunda parte del ejemplo
anterior.
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A 0 o4 1D U2 O y, = Oo L
LD(=C—>% -14 0 ZD—D4D y,=-1 HY0=D—1D
-2 3/7 3 ﬁ @i?ﬁ y, =-13 13@

0 3 200,0020  x =27

UX =Y, a% 1 5/7 Z%E—lg X, =58/7

0 10Xx,0 3130 X; = -13

Ejercicio: Resolver el mismo sistema utilizando ahora las otras matrices L y U del
ejemplo anterior.

U5 L [L25/60
Ejercicio: Resolver el mismo sistema para C = 54 ESolucién: X = %49/65
470 [+98/300

3. METODOS ITERATIVOS

Los métodos iterativos se basan en la consideracion del punto fijo:

X es un punto fijo si cumple que:

f:R - R xOR f(xF x

Por lo tanto, la resolucién del sistema se traduce en la busqueda de dicho punto fijo.
Para ello, se parte de una sucesion:

aODZL ag{f a@ﬂ o-d a- X
a; = f(a,)
sia, =a,,, — a, =X

No siempre es posible que esta sucesion alcance un punto fijo, pero en caso de que
lo haga, esa sera la solucién.

En los sistemas de ecuaciones:
AX =C
Si se descompone la matriz A en dos matrices E y F:

A=E-F
(E-F)IX =C - EIX -E [F =C - E [X =C +F X
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Si la matriz E tiene inversa:

X=E'M+E*[F X

. . 0 - .z . -
Tomando un vector arbitrario X' ), y operandolo en la expresién anterior un nimero
determinado de veces:

xOrmd x®d x®d oo oxo

hasta que X ™ = X (™D

a) Método de Jacobi

Es el método iterativo mas sencillo. Para estudiar su funcionamiento veremos
cOmo se opera una matriz cuadrada de orden 4:

|}11 a‘12 a13 a14 D

=
iy

%21 Ay Ay Ay 5
[@3 Q83 dgg Ay []
0 O
(dy A, 85 ay,U

w
w

=

>

1
sasl=infe
[ I I I Y |

(@)

Il
=u =mtu=
[ I I I Y |

~

@, 0 0 00 oo -a, -a, -a,U
[ [ i

E = DO a, O 0 n F-E-A= D ! 0 -ay; -ay ]
1o 0 a; 0[ 83 Ay 0 a3 [
HO 0 0 a, H Hau —a, "a; 0

El/an 0 0 0 B
£ =0 0 ZYa, O 0 0
0o 0 Yay 0 ﬁ

H0 0 0 Ya,

X=E*'C+E™*[F X

[ /an B B 0 —a, /an _a13/a11 —ay /a11 0
X = /azz Oy O a21/a22 0 _azs/azz —ay, /azz

E@s/ Asz [ D'asl/ o ) / Az 0 —ay, / Ag3 E

LC, / Ay, L El’a41/ gy Ay / Ay _a43/ Ay 0 U
¥y 3 10 B(l 0 Os L
. 0 o,d
« Ejemplo: 4 ) g E BH
1 -70 X, O +60
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Los distintos valores que irdn apareciendo son:

Ds/7 D Do 913 D Do 992 D Do 997 D Do 999 E
% X® = —3/4 H0,928...; X = 30993 x © = F0998x © = 10,990
% 6/7 0,954 0,996 0,998 0,999
010
X = D—lé

1

Una condicion suficiente para poder resolver sistemas por este método es que
la matriz A sea diagonal dominante.

Una matriz es diagonal dominante si, para cada fila, el valor absoluto del
elemento de la diagonal principal es mayor estricto que la suma de los valores
absolutos de los restantes elementos de la fila.

*  Ejemplo:

7 3 10 [7>[3+n
4 0 O |4] > || +|0] Ose puede resolver

70 -7 > |2 +1H

Esta permitido cambiar filas para que una no dominante lo sea.

b) Método de Gauss-Seidel
Este método acelera la convergencia.

Las matrices de los vectores actual y siguiente son:

k,® O [k,
O o0 O 0
X ® 2 O X (i) 2 O
&, O O, O

GoB Boed

Las dos primeras componentes del segundo vector se pueden calcular como:

n G -a, ~a,, ~a,,

e J R BV O ERY LU T
a‘ll a‘ll 11 11

X, 0% G T4, 042 “Ay X, + 02 Y 0
a22 a22 a22 a22

Pero en la segunda componente volvemos a utilizar la componente X9, y

i+1 .
puesto que ya hemos calculado la componente Xl(' ), acelerariamos el proceso
colocandola en la expresion, quedando:

X, 0 =2 Ty o sy 0 T8y 6
2
a22 a22 a22 a22
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La tercera com ponente resulta:

X, = G, Exlaﬂ) + Exzam 4 Ga X0
a‘33 a‘33 a‘33 a‘33

La descomposicién de la matriz A que se usa en este método es:

11 a12 a13 a14 0

21 a22 a23 a24 0
31 a32 a33 a34 |

s Qg Qg Ay

4, 0 0 00O 0 -a, -a, -a,0

U U

E = %21 Ay, 0 0 0 E= %) 0 —ay Tdy 0
53-31 a; a; O E M 0 0 _a34E
[@y 8y Qy ayll %) 0 0 0 O

4. METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Cuando un sistema A[X =C es incompatible, se puede buscar un vector para el
cual el sistema “casi’ se cumpla, es decir, que la diferencia entre ambos términos sea
lo mas cercana al cero que se pueda:

AD( _C — O
Si se opera esa expresion:
M, 0
U
A X —C:SjZD
alls
.0

=}

Se trataria de minimizar la expresion:

[dy] +|d,|+..+d,

U otra similar. Si la expresién que se minimiza es la siguiente, estaremos hallando la
expresion de minimos cuadrados.

2 2 2
d,”+d,”+..+d,
Por lo tanto, la solucion al siguiente sistema es la que consigue que lo anterior sea

minimo:

A'TAIX = A'[C
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NOTA: No pueden simplificarse los dos términos At, pues la igualdad resultante se sabe

que no es exacta.

Ejercicio: Encontrar la recta que mas se aproxime a los siguientes puntos:

* (1.3)

(3.6)

(41)
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