Capitulo 3

Espacios vectoriales

3.1 Espacios vectoriales. Dependencia lineal

Definiciéon 3.1.1 Sean A y () conjuntos no vacios al segundo de los cuales le llamaremos conjunto
de escalares. Una operacion o ley de composicion externa sobre A cuyo conjunto de escalares es €2
es toda “regla” que asocie a cada par de elementos, el primero de €2 y el segundo de A, un tnico
elemento del conjunto A.

O bien, en términos de aplicaciones, llamamos operacion o ley de composicion externa sobre A cuyo
conjunto de escalares es ) a toda aplicacién

0: O xA— A.

Si(a,z) € 2 x A, el elemento ¢ € A, imagen del par («,z) por la aplicacién o, serd notado por
c=aox.

Frecuentemente, a la ley o se le llama “multiplicacién”y al elemento ¢ = a o = se le llama “produc-
to”de « por x.

Definicién 3.1.2 (CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL) Sea V un conjunto no vacio (cuyos ele-
mentos los representaremos con letras minusculas “negritas”) y K un cuerpo (cuyos elementos
seran representados por caracteres griegos o latinos en mintsculas). Sobre V' se definen dos leyes
de composicién, interna y externa que notaremos con los simbolos + y -, decimos que la terna
(V,+,-K) es un espacio vectorial sobre K o que es un K-espacio vectorial, si se verifica:

1. (V,+) es grupo abeliano. Es decir; la operacién + tiene las siguientes propiedades:

E.1. ASOCIATIVA: Va,b,c €V, (a+b)+c=a+ (b+c).
E.2. conmuTATIVA: Va,b eV, a+b=Db+a.
E.3. E. NEUTRO: 30 €V |Va€eV, a+ 0 = a.
E.4. ELEMENTO SIMETRICO: Va€ V,3—a€ V]a+ (—a)=0.
2. Propiedades de la ley de composicién externa (el elemento A-x se notard simplemente por
AX).
E5. VA pe K,Vx €V (A + pu)x = Ax + ux.
E6. VA e Kvx,y € V, A(x+y) = Ax+ \y.
E7. VA pe K, vx e V (Apx)) = (Ap)x.
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E8. Vx €V, 1x = x (donde 1 € K es el elemento neutro de la multiplicacién de K).

Definicion 3.1.3 Si V es un espacio vectorial sobre K, a los elementos de V' se les llamara vectores
y a los de K escalares.

Proposicién 3.1.1 PROPIEDADES INMEDIATAS. Si V' es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, se

verifica:
1. vx eV, 0x = 0.
2. Ve K, \0=0.
3. VA e K, Vx eV, A\(—x) = —)x.
4. VAe K, ¥x eV, (= )x =—-Ax.
5. VAe K, ¥x,y e V; A(x—y) = Ax — \y.
Demostracion
1.VxeV, Ax=A(x+0)=Ax+ A0 = \0=0.
2.V e K, &x=(A+0)x =X x+0x = 0x = 0.
3.0=X0=A(x+(—%)) = XX+ A(—x) = A(-x) = —Xx, Vx e V.
4.0=0x=A+(-N))x=Xx+(-N)x= (-VM)x=0, VA e K.
Si x,y € V, convendremos en que x —y = x + (—y). Al vector asi definido lo llamaremos
diferencia de los vectores x e y.
5. Ax—y) =Ax+ (—-y)) = Ax+ A(-y) = Ax — Ay.

Ejemplos Son espacios vectoriales:

a)

DTO.

El conjunto V' = {0} cuyo unico elemento es el vector 0, tiene, respecto de la adicién y la
multiplicacién por un elemento de K, estructura de espacio vectorial. Se le llama espacio
vectorial trivial.

Sea V' (n) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n en la indeterminada X,
cuyos coeficientes son niimeros reales. (V(n), 4+, R) es un espacio vectorial sobre R.

(C,+, R), donde C es el conjunto de los niimeros complejos.

Sea K" = {(z1,22,...,2,) | x; € K}, entonces (K", +,-K) es un espacio vectorial sobre K.
Las operaciones adiciéon y multiplicacién por un escalar vienen definidas por las siguientes
igualdades:

1. ADICION
(T1, 22, ) + (Y1, Y2, -5 Yn) = (X1 + Y15 T + Yn)-

2. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Mz, 29, .. my) = (Ax1, Aza, ..o, Axy).
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e) (M(m x n),+,-K), donde M(m X n) es el conjunto de las matrices de orden m x n cuyos
elementos pertenecen al cuerpo K.

Nota. En todo lo que sigue supondremos que V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K donde
K es uno de los cuerpos Q, R o C .

Definicién 3.1.4 Sea A = {aj,as,...,a,} C V. Decimos que el vector x es combinacion lineal
(c.l.) de A o depende linealmente (d.l.) de A, si existen m escalares aj, s, ..., q,, tales que
verifiquen la relacién

X =®a] +agas + ...+ apa,.
Corolarios
1. El vector 0 depende linealmente de cualquier subconjunto de vectores de V.

2. Todo vector de V' depende linealmente de cualquier subconjunto de V' que lo contenga.

Definicién 3.1.5 Sea A = {aj,as,...,a,,} C V. Decimos que A es un conjunto de vectores lineal-
mente dependientes (1.d.) o, simplemente que A es linealmente dependiente, si Ja1,an, ..., any € K,
no todos nulos, que verifiquen la relacién

aja; + asas + ...+ apa, = 0.

Definicién 3.1.6 Sea A = {aj,as,...,a,,} C V. Decimos que A es un conjunto de vectores
linealmente independientes (1.i.) si no no son linealmente dependientes. Es decir, la relacién

aja; + asas + ...+ apa,, =0,

se verifica, dnicamente, si a; =0 (i = 1,...,m).
También se dice que el conjunto A es linealmente independiente o que A es una parte libre de V.

Definicién 3.1.7 Sea G = {aj,as,...,a,,} C V. Decimos que G es un sistema de generadores
(s.g.) de V, si todo vector de V' es combinacién lineal de los vectores de G. De otro modo,

Gsg deV<<=VxeV, Jag,as,...,am € K |v=a1a; + azas + ...+ apan.
Definicién 3.1.8 Sea B = {aj,as,...,a,,} C V. Decimos que B es una base de V', si se verifica:

1. B es una parte libre de V.

2. Besuns.g. de V.

Definicion 3.1.9 Decimos que V es un K-espacio vectorial de tipo finito, si V posee un sistema
de generadores finito.

Lema 3.1.1 Sea A = {aj,ag,...,an} CV,

Ald. <= 3Ja; € Ala; dl de A\ {a;}.
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Demostracion
Ald. = Jay,as,...,qa, € K, no todos nulos, tales que verifican la relacién

aiu; +asug + ...+ apu,, = 0. (3.1)

Sea a; # 0. Multiplicando los dos miembros de (3.1) por a; ', obtenemos:

1

—1 —
a; + oy awag +...+a; apa, =0,

de donde
-1 -1
a] = —Qy az — ... = 01 Opdm,

relacién de la que deducimos que aj d.l. de A\ {a;}.
Sia; d.l. de A\ {a1}, se deduce que 302, fs, ..., O, € K tales que
a; = (eas + ... + Bpan.

Es decir,
—a; + foag + ...+ Bnay, = 0.

Por definicion, de la relacién anterior deducimos que A es 1.d. ya que al menos el primer coeficiente
es distinto de cero.

Lema 3.1.2 Sea G = {ay,az,...,a,} C V tal que:
1. Gesuns.g. deV.
2. Existe a; € G tal que a; d.1. de G' =G\ {a;}.

Entonces G’ es un s.g. de V.
Demostracién Como G es un s.g. de V, se deduce que
Vx €V, Jaj, a9, ...,a0m € K | aqa; + agag + ... + apam = 0. (3.2)
Sia; dl. de G’ = G\ {a1}, entonces
362, ..., 0m € K | ar = foas + ... + OBnan. (3.3)
Sustituyendo (3.3) en (3.2), se tiene:
x = a1(feas + ...+ Bmam) + agaz + ... + apan,.

Es decir,
X= (alﬂQ + a?)aQ +...+ (alﬂm + am)ama

expresion, esta tltima, que nos indica que Vx € V', x es c.l. de G', con lo cual G’ es un s.g. de V.

Teorema 3.1.1 (TEOREMA DE EXISTENCIA DE BASES) Todo K-espacio vectorial V', de tipo finito,
posee una base.

Demostracion
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e Si V = {0} (espacio vectorial trivial), admitiremos que V' posee una base vacia (en realidad,
esta concesién estd justificada porque el inico elemento de V', el vector 0, es 1.d.).

e Si V # {0}, V posee, por hipétesis, un s.g. finito. Sea éste G = {aj,as,...,ay,}. Caben dos
casos mutuamente excluyentes:

1. G es Li. Entonces G es base de V' y el teorema estd demostrado.

2. G es ld. AN Jda;, € Gla;, d1. de G1 =G\ {a;, } lema %12 ) es un s.g. de V.
Si G es Li. el teorema esté probado.
Si no es asi:

3. Construimos G como se indica en el punto 2. Repitiendo el razonamiento un nimero
finito de veces llegaremos a un cierto G, = G \ {a;,,...,a;.}, que es s.g. de V y li. y,
de aqui, que G,. sea una base de V.

Lema 3.1.3 Sea V un espacio vectorial sobre K, B = {uj,ug,...,u,} una base de V.y A =
{a1,a2,...,a,} C V. Sim > n, el conjunto de vectores A es linealmente dependiente.

Demostracion Partamos de la relacion

ri1a; + xeas + ... + zpma,, = 0. (3.4)
Sea
n
a; = ay;ug +agsue + ...+ iy = Zajiuj, (7, =1,... ,m).
j=1

Sustituyendo en (3.4) obtenemos:

n n n
T E a;1u; + X2 E a;j2uj + ...+ Tm E AimUj = 0

0, lo que es lo mismo,
(x1a11 + x2012 + .. . + Tpa1,) w1+
(x1a21 + x2a22 + ... + Tpagm )us+
_|_

(x1an1 + x2ap2 + . . . + T pm )y, = 0.

Por ser uy, ug, ..., u, linealmente independientes, deducimos que:
xria11 + 2012 + ... + Tmary, = 0
r1a91 + x2022 + ... + Tpao, = 0
[S] :
Tian1 + Xop2 + ... + Tmapm = 0

[S] es un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales com m incégnitas cuya expresion matricial
es [S]: Bx' =0, donde B = (aj;).

Como rg(B) < min{n,m} = n < m (ntimero de incégnitas) deducimos, por el teorema de Rouché-
Frobénius, que [S] es un sistema compatible indeterminado. Es decir, existen m escalares, no todos
nulos, que verifican la relacion (3.4) y, de aqui, que A = {aj,ag, ..., a,,} sea un conjunto de vectores
linealmente dependientes.
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Teorema 3.1.2 (TEOREMA DE LA BASE). Todas las bases de V' tienen el mismo nimero de ele-
mentos.

Demostracién Sean B = {uj,uy,...,u,} y Bs = {vi,va,...,v;,} bases de V. Aplicando la
proposicién anterior (tomando, sucesivamente, B = By, A = By y B = By, A = B1) tenemos que:

e No puede ser m > n ya que si lo fuese Bs seria linealmente dependiente. Por consiguiente,
debe ser m < n.

e No puede ser n > m ya que si lo fuese By seria linealmente dependiente. Por tanto, debe ser
n <m.

De ambos razonamientos deducimos que m = n.

Definicion 3.1.10 Llamamos dimensién del espacio vectorial V' al ntimero de elementos de cual-
quiera de sus bases. De otro modo, si B una base de V', entonces

dim(V) =n < card(B) = n.

Proposicién 3.1.2 (TRANSITIVIDAD DE LA DEPENDENCIA LINEAL). Sean A = {aj,as,...,a,},
B ={bi,bs,...,bs} y C={ci,ca,...,cp} tres subconjuntos de vectores de V' tales que:

e Todo vector de A d.l. de B.
e Todo vector de B d.I. de C.
En estas condiciones, todo vector de A d.l. de C.

Demostracién Va; d.l. de B = Jaq;, ag;, ... oy € K tales que
q
a; :Zajibj, (Z: 1,...,p). (35)
j=1
Anidlogamente, Vb; d.1. de C = 315, B2j, - .. Bm;j € K tales que
k=1

Sustituyendo (3.6) en (3.5), obtenemos que

m m

q p
ai=Y iy Brjck =YY ek (i=1,...,p),

j=1 k=1 k=1 j=1
de donde deducimos que todo vector de A d.l. de C.
Lema 3.1.4 Si A= {a;,ay,...,a,} un subconjunto de vectores de V linealmente independientes

y a € V, entonces
{a}UALd. <= adl de A.
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Demostracion

Partamos de relaciéon
aa+ aja; +aas + ...+ apa, =0, (a,q; € K). (3.7)
No puede ser a = 0 ya que si lo fuese, sustituyendo en (3.7) obtendriamos que
aja; +asas + ...+ apa, =0,

relacién de la que deducimos que a; = 0, (i = 1,...,m) por ser A li. Luego a # 0 con lo cual
{a} U A serfa li., en contra de la hipétesis. Multiplicando pues ambos miembros de (3.7) por a~!

se tiene que

9 1

a=(—a"ltar)a; + (—ataw)a, + ...+ (—atan)a,,

de donde deducimos que a d.l. del conjunto A.

Es consecuencia inmediata del lema 3.1.1.

Teorema 3.1.3 (TEOREMA DE LA PROLONGACION DE LA BASE). Sea V un K-espacio vectorial
de tipo finito de dimensién n y A = {a1,a2,...,a,} C V un conjunto de vectores linealmente
independientes. Existe una base de V' que contiene al conjunto A.

Demostracién Sea B = {uj,uy,...,u,} una base de V. Observemos, en primer lugar, que m <n
ya que si fuese m > n A seria l.d. (proposicién 3.1.3).
Caben dos casos mutuamente excluyentes:

1. Todo vector de la base B d.I. de A en cuyo caso, por la transitividad de la dependencia
lineal, todo vector de V' d.l. de A y por consiguiente A es una base de V' y el teorema estaria
demostrado.

2. Ju;, € B tal que u;, no dl. de A. En este caso, por el lema (3.1.4), By = AU {u;} =
{a1,a2,...,am,u;, } es un conjunto de vectores 1.i. Si todo vector de B d.l. de B, ésta seria
una base de V' que contiene al conjunto A. Si no es asi repetimos los razonamientos anteriores
hasta obtener un cierto B, = {aj,as,...,am,, u;,...,u;. } tal que todo elemento de B d.l. de
B, en cuyo caso B, seria una base de V tal que A C B,. (Nétese que el proceso tiene fin ya
que, a lo sumo, habremos anadido al conjunto A los n vectores de la base B).

Proposicién 3.1.3 Sea dim(V) =ny A = {aj,as,...,a,} un subconjunto de V' con, exactamen-
te, n vectores. Se verifica que:

1. Ali. <= AeshasedeV.
2. Asg deV <= AesbasedelV.
3. Ali. <= Asg. deV.

Demostracion

1. Como A es l.i., existe una base B de V tal que A C B (teorema de la prolongacién de la
base) y, por hipdtesis, card(A) = card(B) = n. Luego A = B. De aqui que A sea base de V.
La implicacién reciproca es evidente.

2. Como A es s.g. de V, existe una base B de V tal que B C A (teorema de existencia de
bases) y, por hipétesis, card(B) = card(A) = n. Luego B = A. De aqui que A sea base de V.
La implicacién reciproca es, igualmente, evidente.
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3. Se obtiene de inmediato por transitividad.
Notas

1. Si dim(V) = n, en V no puede haber mas de n vectores linealmente independientes. En
efecto, después de la proposicién anterior n vectores linealmente independientes constituyen
una base de V, sea B dicha base. Como todo vector x € V depende linealmente de dichos n
vectores B U {x} es un conjunto de vectores linealmente dependientes (lema 3.1.4).

Por lo anterior se suele decir que B es una parte libre mazimal de V.

2. Si dim(V) = n, en V no puede haber un sistema de generadores con menos de n elementos.
En efecto, Si G fuese un sistema de generadores de V' con menos de n elementos podriamos
extraer de G una base que, obviamente, tendria menos de n elementos lo cual, por el teorema
de la base, es absurdo. Por ello, se dice que una base es un sistema minimal de generadores

de V.

3.2 Coordenadas de un vector

Nota En todo que sigue supondremos que V' es un espacio vectorial sobre K de dimensiéon n y que
B ={uj,uy,...,u,} es una base de V.

Definicion 3.2.1 Seax € V y x = z1u; +xous + ...+ z,u,. Llamaremos coordenadas del vector
x respecto de la base B a la n-upla (z1,x2,...,2,). Utilizaremos la siguiente notacién:

XB = (1'1,1'2,. : 'amn)'

Proposicién 3.2.1 Sea x € V, las coordenadas de x respecto de la base B, son unicas.

Demostracién Supongamos que x € V' y que x5 = (21,22,...,2n) ¥y X8 = (Y1,Y2,- - -, Yn). Serd
pues:

X = x1uj+xous + ...+ THUy,

X = yiu; + YUz + ...+ YpUp.

Restando estas ultimas igualdades obtenemos:
0= (‘731 - yl)ul +..o (xn = yn)un;
de donde deducimos que z; —y; =0, (i = 1,...,n) por ser B base de V' y, por consiguiente, z; = ;.

Proposicion 3.2.2 La aplicacién

¥B : V— Knv
definida por
eB(x) =xp = (T1,22,...,Tn)
es una aplicacion biyectiva.
Ademss, verifica que
Vx,y €V, ¢p(x+y)=(x+y)g = x5+Y5

VAe K, VxeV, ¢p(Ax)=(Xx)z = Axp
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Demostracién La primera parte de la demostracién (g esta bien definida, es inyectiva y sobre-
yectiva) es consecuencia inmediata de la unicidad de las coordenadas.

Veamos la segunda parte. Sean x,y € V, tales que
xg = (T1,22,...,%n),

yB = (y17y27 s ayn)

Serd, por tanto,
X = 21U; +To2Ug + ...+ TpUy,

Y =yiuj +Y2Uu2 + ...+ ypUy.
Sumando ambas igualdades, se tiene que
x+y=(x1+y)ur+...+ (zp + yn)uy,

de donde
(x+y)g=(@1+Y1,...,Tn +Yn) = X5 + Y5

Anélogamente,
AX = Az1ur + Azaug + ... + Azpu, = (AX) 5 = (Az1, Aza, ..., Azy) = Axp.

Nota Esta proposiciéon nos permite, en lo sucesivo, identificar a todo vector de V' con sus corres-
pondientes coordenadas respecto de una cierta base y, viceversa (méas tarde, podremos afirmar que
pp es un isomorfismo de V en K™ o bien que los espacios vectoriales V' 'y K™ son isomorfos).

Definicién 3.2.2 Sea A = {aj,as,...,a,} C V tales que

(al)B = (allaa217"'7an1)7
(a2)p = (a12,a92,...,an2),
(am)B = (alrm A2myy + -+ - 7anm)-

Llamamos matriz de las coordenadas de A respecto de la base B a la matriz Ag € M(n x m, K),

cuyas columnas son, sucesivamente (aj)g, (a2)s, ..., (an)s. Es deecir,
a1 G2 ... Qim
A — az1 @22 ... Q2m
anl1 Aap2 ... OGnm
Proposicién 3.2.3 Sea A = {aj,as,...,a,,} CV tales que (a;)z = (a1;, a2, ..., an;). Entonces,

Ald. <= rg(Ap) < m.
Demostracién
Ald. < 3Jaj,a9,...,ay € K, no todos nulos |aja; + asas + ... + apa, =0

II Tomando coordenadas en base B
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daq, as, ..., a, € K, no todos nulos tales que verifican:

ai(aii, a1, ..., an1) + 02(@12,a22, . . ., an2) + . .. + A (aim, a2m, - - -, Gnm) = (0,0, ...

II O, lo que es lo mismo

daq, o, ..., o, € K, no todos nulos tales que verifican:
ajltoer + appas + ... 4+ aimom = 0
azroq + axpaz + ... + amoy, = 0
i1 + apoos + ...+ apmey, = 0

II Matricialmente
o, s, . ., o, € K, no todos nulos tales que Aga! =0
T
El sistema homogéneo S : Agx’ = 0, tiene solucién no trivial
1} T. de Rouché-Frobenius
rg(Ap) < m (ntmero de incégnitas).
Corolarios

1. Ali. <=r1g(4) =m.

60

2. Sim >mn Aesld. yaque rg(Ag) < min{m,n} = n < m (ndmero de incognitas) y el sistema
S tiene solucién no trivial por lo que A serfa l.d. (obtenemos de nuevo el resultado establecido

en el lema 3.1.3).

3. Podemos extraer del conjunto A un subconjunto de vectores linealmente independientes en
numero maximo. En efecto, si rg(Ag) = r y M es un menor principal de Ap, es claro que
las r columnas de Ag que forman parte de M son linealmente independientes (después de lo
dicho en el corolario 1) y, es igualmente claro, que r es el nimero maximo de columnas de

Ap linealmente independientes (ver propiedades del rango de una matriz).
Proposicién 3.2.4 Sea A = {aj,as,...,a,,} CV y b eV tales que
(@) = (a14,a2i, ..., an;),

b = (by, b2, ..., by).

(3.10)

Entonces,
bd 1l de A<= rg(AB) = rg(ABKbB)t).
Demostracion
b dl de A<= 3Jay,a9,...,am € K|aja; + asas + ... + apa, =b.

Procediendo de modo anélogo a la proposicién anterior, llegaremos a que (3.10) es equivalente a
decir que daq, ao, ..., a;, € K tales que verifican el sistema

ae; + appae + ...+ aipmo, = by

anon + axas + ...+ agpay, = b

apior + apaas + ...+ ApmQm = by
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0, lo que es lo mismo,

Elal,a% cee, 0p € Kv |A8at = (bB)tv

lo que equivale a decir que el sistema S : Agx’ = (bg)!, tiene solucién y de aqui, por el teorema
de Rouché-Frobénius, que

rg(Ag) = rg(Ap|(bg)").

Aplicaciones

Ejercicio Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 4, B = {uj, ug,...,us} una base de V. Sean
A ={aj,ag,a3,a4} € V y b, c €V cuyas coordenadas respecto de la base B son las siguientes:

al

as
a4
bgs

(a1)p =
(az)p =
(a3)
(as)

cg =
Se pide:
1. Averiguar si A es 1.d.

2. Calcular un subconjunto C' C A, tal que C contenga vectores independientes de A, en niimero
maximo.

3. Averiguar si los vectores b y ¢ dependen linealmente de A.
4. Prolongar C' a una base de V.
Solucidén Sea Ag la matriz de las coordenadas de A respecto de la base B.

1. Ald. < rg(Ap) < 4. Por tanto A es 1.d. ya que

rg @ =2 <4
1 470

=

0
1
0
1
2. El subconjunto C pedido, queda determinado por dos columnas de A tales que el rango de la

submatriz formada con ellas, sea de rango 2. Hemos tomado C' = {aj, as}.

3. De acuerdo con la proposicion 3.2.4, basta calcular el rango de las matrices

11 1 11 2
101 10 —1
Av=1 1 o | Y= 11 o
100 10 -1

Como
rg(A1) =3 >1g(Ap) y 18(A2) =2 =rg(A4p),

deducimos que b es independiente de A mientras que ¢ d.l. de A.
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4. Construyamos la matriz (Cg|ls) (se recuerda que Iy es la matriz de las coordenadas de B
respecto de B).

1 1/1 000
1 0/0100
(Cslla) = 1 10 0 1 0
1 0/0 001

Bastara elegir cualquier menor principal de orden 4 que contenga a las dos primeras colum-
nas de la matriz anterior. Por consiguiente, una base de V que contenga a C' puede ser
{ah az, us, U4}-

Definicién 3.2.3 Sean B = {uy,u,...,u,} y B = {u),ul, ..., u,} bases de V. Sean
(ui)B’ = (a1i7a2i7-~'7an’i)7 (7': 17 7n>
las coordenadas de los vectores de B respecto de la base B’. Llamamos matriz de las coordenadas

de B respecto de la base B’ a la matriz M(B, B') € M(n x n, K) cuyas columnas son sucesivamente
(u1)p, (U2)pr, ..., (Un)z . Simbdlicamente,

ail alg ... Qin
, ag1 a2 ... Q2
M(B,B) =] .
Anl An2 ... Qnn
Andlogamente, si (0;)p = (b1i,b2i,---,bni), (i =1,---,n), son las coordenadas de los vectores
de la base B’ respecto de B,
bll b12 P bln
, ba1 b2 ... bop
bnl bn2 cee bnn
Proposicién 3.2.5 (FORMULAS DEL CAMBIO DE BASE). Sean B = {uj,ug,...,u,} y B =
{ui,ug,...,u,} bases de V.y x € V, tal que xp = (x1,®2,...,2,) v Xpr = (2], 25,...,2}).
Es decir,
X = iUy +xous + ...+ zTuUy, (3.11)
x = xjuy+ahus+ .+, (3.12)

Se verifica que:
L (xp)' = M(B,B')(xp)".
2. (xg)' = M(B',B)(xp)".
3. M(B,B)M(B',B) = I,

Demostracion
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1. Partiendo de la igualdad (3.11), se tiene que:
X =211 +22u + ... +xUuy
II Tomando coordenadas en base B’
(5UI1,33I27 e ,33%) = z1(a11,a21,...,an1) + x2(a12,022, . . ., an2) + ... + Tp(@in, Q2n, - . ., Apy)

0

T, = Tia11 + x2012 + + Tpain
xh = maz + xaaz + +  xpagn
ARt + z0n2 + LY L Gnn

ﬁ Matricialmente

Ty aj; aig ... Qin I
/

Ty asr a2 ... Q2p T2
/

Ty, an1 Qp2 ... Qpn In

Es decir,

(xp)" = M(B,B')(x)".

. Partiendo de la igualdad (3.12), tomando coordenadas en la base B y procediendo como en
el caso anterior llegaremos a la férmula dada.

. En primer lugar, es claro que tanto M(B,B’) como M(B’, B) son invertibles por ser B y B’
linealmente independientes (ver corolario 1 de la proposicién 3.2.3). Dicho esto, la féormula
(3) se obtiene sin méas que sustituir en la férmula (2), el valor de (xz/)! obtenido en la férmula

(1), lo cual dar4 lugar a la igualdad

(x5)" = M(B', B)M(B, B)(x5)",

férmula que es vélida para Vx € V, de aqui que M(B',B)M(B,B") = I, y que, por consi-

gulente,

M(B',B) = M(B,B) .

3.3 Variedades lineales. Operaciones

Definicion 3.3.1 Sea W C V. Diremos que W es un subespacio vectorial o una variedad lineal de

V' si se verifica que:

LW #0.

2. Si restringidas las operaciones de V' a W, éste tiene estructura de espacio vectorial sobre K.

M4ds brevemente, si la terna (W, 4+, -K) es un espacio vectorial sobre K.

Proposicion 3.3.1 Sea W una parte no vacia de V/,

Vx,y € W, x—yeW,

Wl dev<:>{V)\€K,VXEVV, Ax e W.
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Demostracion La implicacion es evidente por ser W variedad lineal de V.
Veamos la implicacion [<:

eVxeW 2L x xcW=—0cW.
OVyEW(OGW)p:'h>O—yEW:>—yEW.

h
eVxyeW,(—ye W) 22 x—(—y) e W = x+y € W, con lo que + es una ley de
composicién interna en W.

e La segunda condicién (Vx € W, Ax € W) equivale a afirmar que la ley de composicién externa
definida sobre V', lo es también sobre W.
Las restantes propiedades de dichas leyes, se verifican en todo V luego, en particular, se
verificaran en W C V.

Nota La condicién Vx,y € W, x —y € W equivale a demostrar que W, respecto de la adicién, es
un subgrupo de V. Sin embargo, es facilmente comprobable, que esta condicién a los efectos de
probar que W es un subespacio vectorial de V', puede ser sustituida por la siguiente:

Vx,yc W, x+ycW.
Teorema 3.3.1 Sea W un variedad lineal de V. Se verifica que:
1. W posee una base.
2. dim(W) < dim(V).
3. dim(W) =dim(V) <= W =V.
Demostracion

1. Si W = {0}, W tiene base vacia y no hay nada que demostrar.
Sea pues W # {0}. Existird vi € W tal que vi # 0. Sea B; = {v;}. Caben dos posibilidades:

e Todo vector de W d.l. de B; en cuyo caso B es base de W y el teorema esta demostrado.

e Existe un vector vo € W que no depende de vi, entonces Bg = {v1, va} es Li.

Repitiendo el razonamiento anterior llegaremos a un cierto B, = {vi,va,..., v, } tal que
es libre y todo vector de W d.1. de B, y el proceso habra terminado porque B, es base
de W.

El proceso anterior no es indefinido ya que, no olvidemos , que r < n = dim(V'), es decir; que
el nimero maximo de vectores l.i. de W esta acotado por n.

2. Sea B’ una base de W. Por el teorema de la prolongacién de la base, existe una base B de V
tal B/ C B. De aqui que card(B’) < card(B) y que, por consiguiente, dim(W) < dim(V).

3. Sean B’ y B bases de W y V, respectivamente, obtenidas por el procedimiento anterior,
entonces:

dim(W) = dim(V) <= card(B') = card(B)<=B =B+ W = V.

Proposicién 3.3.2 Sea A = {aj,as,...,a,} C Vy L(A) = {x = Zaiai\ai €K, a; € A}.
i=1
L(A) es una variedad lineal de V.
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m m m
Demostracién Sean x,y € L(A) = x = Zaiai, y = Zﬁial- — x+y= Z(ai + Bi)a; v,
i=1 i=1 i=1
por tanto, x +y € L(A).

Analogamente, si A € Ky x € L(A) = \x = Z(Aai)ai = Ax € L(A).
i=1

Definicién 3.3.2 Al conjunto L = L(A) se le llama variedad lineal de V' engendrada por A.
También se nota frecuentemente por L = (aj,ag, ..., ay).

Definicién 3.3.3 Sean ahora, A un subconjunto infinito de V' y L(A) el conjunto de las combi-
naciones lineales de un nimero finito de elementos de A. Obviamente L(A) es una variedad lineal
de V ya que la suma de dos combinaciones lineales finitas de elementos de A es una combinacion
lineal finita de elementos de A e igualmente lo es el producto de un escalar por una combinacién
lineal finita de elementos de A. Al igual que en el caso anterior, L(A) recibe el nombre de variedad
lineal de V' engendrada por A.

Proposicién 3.3.3 (PROPIEDADES INMEDIATAS). Sea A y B subconjuntos arbitrarios de V. Se
verifica que:

1. AC L(A).
2. A= L(A) <= A es una variedad lineal de V.
3. AC B= L(A) c L(B).

W (2) (3)
4. L(ANB) C L(A)NL(B) C L(A)UL(B) C L(AUB).

5. L(L(A)) = A <= A es variedad lineal de V.
Demostracion

1. Es evidente, ya que Vx € A, x es c.l. de A (x = 1.x o, en general, el vector x d.l. de cualquier
subconjunto de V' que lo contenga).

2. Bastarda probar que L(A) C A lo cual es, asimismo, evidente ya que si A es una variedad lineal
de V, A contiene a todas las combinaciones lineales de sus elementos. Es decir, A D L(A).

3. x € L(A) = x es c.l. de elementos de A 4S8 x es c.l. de elementos de B => x € L(B).
4. Inclusién (1):

AnBcA & LAnB)cL(a)

AnBcB & LAnB) cL(B)

= L(ANB) C L(A) N L(B).

Inclusién (2). Es evidente ya que la interseccién de dos conjuntos siempre esta contenida en
la unién de los mismos.

Inclusién (3):

AcAauB & L) crLauB)

(3) = L(A)UL(B) C L(AUB).
BCAUB == L(B)C L(AUB)

M. IGLESIAS



3.3 VARIEDADES LINEALES. OPERACIONES 66

5. Por una parte, A es una variedad lineal de V <= L(A4) = A.
Por otra, como L(A) es variedad lineal de V= L(L(A)) = L(A).
De ambas conclusiones se deduce inmediatamente la igualdad.

Proposicion 3.3.4 Si L1 y Lo son variedades lineales de V', L1 N Lo es una variedad lineal de V.

Demostracion En efecto,
e X,y € LiNLy = (x,y € [1)A(X,y € Ly) = (x+y € L1)A(x+y € Lg) = x+y € LiNLs.
exceliNly= (xeli)AN(x€L)=VAe K, (Axe L) AN(Ax € Ly) = Ax € L; N Ls.

Nota La unién de variedades no es, en general, una variedad lineal de V' como queda de manifiesto
en el siguiente ejemplo.

Consideremos el espacio vectorial R%. Si L; = L((1,0)) y Ly = L((0, 1)), entonces L1 U Ly no es
una variedad lineal de V. En efecto

LUl ={(z,y) eR? | (z=0)V (y = 0)}.
Es claro que (3,0), y (0,5) pertenecen a L; U Lo sin embargo, (3,0) + (0,5) = (3,5) & L1 U L.

Proposicién 3.3.5 Sea A C V y B una base de V. Se verifica que:
1. L(A) es la menor variedad de V' que contiene a A.
2. L(A) es la interseccién de todas las variedades lineales de V' que contienen al conjunto A.
3. Si A es finito, dim L(A) = rg(Ag)
Demostracién
1. Sea W una variedad lineal de V' que contenga a A. Por las propiedades 2 y 3 de la proposicién
3.3.3, se tiene que:
ACW = L(A) C L(W)= L(A) CW.
2. Sea {W,};cr la familia de subespacios de V' que A € W. Se tiene que:

e Por lo que se acaba de demostrar, L(A) C W;, V € I.
o Jic|L(A) =W, yaque AC L(A).

Por consiguiente, L(A) = m Wi.

el
3. Sea A ={aj,ag,...,an} y searg(Ap) =r. Se deduce que en A hay exactamente r vectores
L.i. Supongamos que los r primeros vectores de A sean li. y sea A1 = {aj,as,...,a,}. Aj es

base de L(A). En efecto, todo vector de L(A) d.l. de A y todo vector de A d.l. de A, luego,
por la transitividad de la dependencia lineal (proposicién 3.1.2) deducimos que todo vector
de L(A) d.1. de A;. Como A; es libre y sistema de generadores de L(A) es base de L(A),
luego dim(L(A)) = r =rg(Ag).
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Proposicién 3.3.6 ECUACIONES PARAMETRICAS DE L(A) Sea B = {uj,us,...,u,} base de V' y
A={ay,a2,...,an} CV 1il Seax e V:

x € L(A) <= A1, Aoy oo, A € K | (x8)F = ApAL, (A = (A1, Aas .o Am)).

Demostracién En efecto, sea xg = (x1,22,...,2,) ¥ (a;)B = (a1i,02i, ..., an;). Procediendo de
modo andlogo al de la proposicién 3.2.4, se tiene que: x d.l. de A <= A1, Ao, ..., A\, € K tales
que:
r1 = apM F+apA+ ...+ aimin
To = ao1A1+ a9Xa + ...+ aomAm
: ) : (3.13)
T | = 1AL+ GpaAe + ..+ AGamAm

Las ecuaciones (3.13), cuya expresién simbdlica es (x5)! = AgA’, reciben el nombre de ecuaciones
paramétricas de L(A).

Teorema 3.3.2 Sea V' un espacio vectorial sobre K, dim(V') = n y B base de V. Consideremos el
sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas:

a111 + a1222 + ... + ATy =0
ag1T1 + 9972 + ...+ ag®y, = 0

H ) . i ) (3.14)
Am1T1 + Qoo + ...+ apnrn, = 0

Brevemente, en forma matricial, H : Ax! = 0.
Sea L el conjunto de la soluciones de H, es decir:

L:{a:(alaQQa--~7an) GKn|Aat:O}

Consideradas las soluciones de H como las coordenadas, respecto de B, de un vector de V, se
verifica que:

1. L es una variedad lineal de V.
2. dim(L) = n — rg(A).
Demostracion
1. Comprobemos que L verifica las condiciones para ser variedad lineal de V.
e L # () yaque (0,0,...,0) € L.

e a,Bc€Ll = (Aa! =0) A (AB"'=0) = A(a+B)!=0= a+ 3 c L.
e ac L= Aa'=0= VYA€ K, \(Aa!) =0= A(M\a)! =0 = ) € L.

2. Sea rg(A) = r y M un menor principal de A que supondremos formado por las r primeras
filas y las r primeras columnas de A. Consideremos el sistema

a1y + ajpre + ... +apxr, = 0

oo ao1r1 + asxre + ... +agpry, = 0
~ H:

ar1x1 + a2+ ...+ amxr, = 0

'En realidad, no es necesario suponer que A es L.i. Sin embargo es conveniente que asf sea para que las ecuaciones
paramétricas de L(A) tengan un nimero minimo de pardmetros.
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cuya matriz de los coeficientes es

ail ... a1 Qlp41 ... Glp
A a1 ... a2y Q2p41 ... Q2p
ary .. Qppr Qpp41 .. QApp

Como det(M) # 0, la forma reducida por filas de A" es de la forma

10 ... 0 biyfi™we. bin
S U 0 byps1 ... bon
00 ... 1 byg1 .. b

y, por tanto, un sistema equivalente a H es

1 0 ... O blT+1 bln T
01 ... 0 b2r+1 bgn X9
H” 5 . . . Y . . ° . X 07
00 ... 1 bog1 ... ben T,
cuya solucién general es,
n
z1 - E (11 Hi5
1=r+1
n
Ty = — E boi;
) (3.15)
: .
T, = - g byri;
i=r+1
Sea S = {aj,as,...,a,_,} el conjunto de las soluciones particulares de H” obtenidas dando
a las incégnitas 41, Tri2, ...,y los n — r valores candnicos:

(1,0,. 50), (041, 8 . W) &=%0;...,0,1).

Sustituyendo estos valores en (3.15), obtenemos:

ai = (_blr-i-lv_b?r‘-i-l)'"a_b’r‘T-i-la]-aOa"'aO)?
a2 = (_b1T+2>_b27‘+27'"a_brr+210ala"'70)7
An—p = (_blnu_anr"7_bT’rL70707"'71)
Claramente S = {a;,as,...,a,_r}, es un conjunto de vectores L.i. ya que rg(Sg) =n —r.

Veamos ahora que S es un sistema de generadores de L. En efecto, sea
b = (b].) b?v s 7b7”) )‘7“+1a )‘T‘+27 s 7)\71)
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una solucién de H” obtenida dando a las incégnitas del segundo miembro de (3.15) los valores
Arg1s Adr2y -0 o5 A

Claramente,

b = <zn: bli)\i’izn: bZi)‘iv"w*zn: briXiy Ary1, >‘T+27---))\n> .

i=r+1 i=r+1 i=r+1

Es ahora facilmente comprobable que
b = )\7’+1al + )\r+23~2 2 B 2 )\nan—ru

con lo cual S es un sistema de generadores de L y, por tanto, base de L.

De lo anterior se deduce que

dim(L) = card(S) =n—r =n —rg(A).

Ejemplo Consideremos el sistema

r + 29 + x3 + x4 + x5 = 0
H 2c1 + x0 + 23 + x4 + 225 = 0
1 + 229 + x3 + 224 + x5 = 0

La forma reducida por filas de la matriz de los coeficientes de H es

Sl O

0101
1 010
0000

La soluciones S = {aj, ag, ag} obtenidas dando a (x3, x4, x5) los valores candnicos se recogen en la
siguiente tabla
T1 T2 T3 T4 XTp
ag|l—-1 0 1 0 0
as 0O —1 0 1 0
as|—-1 0 0 0 1

Claramente, el rango de la matriz de las soluciones asi obtenidas es igual a 3 = 5 — 2, luego
S = {al,aQ,ar} es Li.
Por otra parte, la solucion general de H es de la forma

b = (—)\—V7—M,)\,M,V).

Como puede comprobarse
b = A\a; + pas + vag
y, por lo tanto, S es un sistema de generadores.

Proposicién 3.3.7 Sea A = {aj,as,...,a,} C V y B ={uj,us,...,u,} base de V, existe un
sistema lineal homogéneo tal que Vx € L(A), xg = (x1,2,...,Z,) es solucién de dicho sistema.
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Demostracién Sea (a;)g = (a14,a9i,...,an;). Sea H la variedad definida por el sistema lineal
homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas cuyos coeficientes son, sucesivamente (a1)g, . . ., (an)s:
a11x1 +ag21x2 + ... + ap1Ty =0
ajox1 + agre + ...+ agmx, = 0
aimZ1 +aomro + ...+ apnrn, = 0

sistema, que escrito en forma matricial seria de la forma
H: xAp=0, x=(x1,Z2,.:.,Tn).
Sea rg(Ap) =7y S = {si1,s2,...,8,_,} una base de las soluciones de H, donde
(si)B = (514, 82y -+ Sni), (i=1,...,n—1).

Consideremos el sistema

$11%1 + So122 + ... + Sp1x, = O
o 8121 + 822%2 + ... + SonZn =0
S1mT1 + Somxo + ... + Smnxn, = 0

o bien, en forma matricial,
’. _ _
H' : xSp=0, x=(x1,22,...,2p)-

Se verifica que L(A) = H'.
En efecto, por una parte dim(H') =n — (n —r) = r = dim(L).
Por otra, es facil ver que Vi, (a;)p es soluciéon de H'. Como (s;) es solucién de H, se tiene que

(si)sAp =0 = (Sp)'Ap = 0 = (A4p)'Sp =0 => Vi, 8,58 = 0,

de donde deducimos que Vi, a; es solucién de H' y, por tanto, es solucién de H' cualquier c.l. de
elementos de A. Es decir, cualquier elemento de L(A).

Notas

1. Aunque bajo el punto de vista tedrico resulta mas “elegante”la demostracién dada, quiza sea
maés “practico”el método del orlado. Si A = {aj,as,...,a,} es una base de la variedad L(A),
sus ecuaciones se pueden obtener imponiendo la condicién de que

a1l a2 ... Qir I
az; a2 ... dAagr €2

rg =T
Gpl Ap2 ... Gpp L,

Es decir, seleccionado en Ag un menor M de orden r distinto de cero, basta anular los deter-
minantes de los menores obtenidos orlando M con la tltima columna de la matriz anterior.
Ejemplo En el R espacio vectorial V' cuya base es B = {uj,ug,...,us}, se considera la
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variedad L engendrada por los vectores aj, as dados por sus coordenadas respecto de la base
B:
a; =(1,1,1,1,1), ap = (1,0,1,0,1).

Calcular un sistema de ecuaciones implicitas de L.

Solucién. Sea A = {aj,as}, como rg(Ag) = 2, bastard imponer la condicién

11 I
1 0 =z = 0
1 1 ) 1 1 I3
1 0] a9 141 857
rgl 1 1|23 | =2= 1 0 a2 =0
1 0] x4 1 0 x4
1 1 xIs 1 1 )
1 0 =z =0
1 1 Is
De donde
r1 — T3 = 0
L= To—x4 = 0
To—x5 = 0

2. El sistema obtenido por cualquiera de los procedimientos recibe el nombre de sistema de
ecuaciones implicitas de L(A).

3. La demostracion dada, sugiere la llamada dualidad entre las soluciones de una sistema ho-
mogéneo y los coeficientes del mismo (ndtese que las soluciones de H son los coeficientes de
H' y viceversa). Este tema sera tratado con més amplitud en Secciones posteriores.

Definicion 3.3.4 Sean L; y Lo variedades lineales de V', definimos la suma L; + Lo como la
variedad engendrada por Li U Ly. Simbdlicamente:

Li+ Ly = L(Ly U Ly).
Proposicion 3.3.8 Sean Ly y Lo variedades lineales de V y sea
W={xeV|x=x1+x2, (x1 € L1, x2 € L)}
Se verifica que:
1. W es una variedad lineal de V.
2. In+ Ly =W.

3. L; + Ly es la menor 2

variedad lineal de V' que contiene a L1 y a Lo.
4. L1 + Lo es la interseccién de todas las variedades lineales de V' que contienen a Ly y a Lo.

Demostracion

2La menor para el orden inducido por la inclusién de conjuntos. Es decir A < B <= A C B.
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1. Sean A € K, x,y € W.

e x,y e W= 3x3,y1 € L1, Ixo,y2 € Lo|(x=x1+x2)AN(y=y1+¥y2) = x+y =
(X1 +y1)+(x2+y2) = x+yecW.
—_—
el (S
e \x = A(x1 + X2) = Ax] + A\xg = \x € W.

2. Es claro que:

Ly C W, yaque Vx; € L1, x1 =x1 + 0.

Lo C W, ya que Vxg € Lo, X0 = 0+ Xs.
L1CVV,L2CW:>L1UL2CW:>L(L1UL2)CL(W):W:>L1+L2CW.
XGW:>3X1ELl,EIXQEL2|x:X1+X2.

Por otra parte,
X1ELl,XQ€L2:>X1,X2ELlUL2:>X1+X2EL(LlULQ):>X€L1+L2.

3. Sea E una variedad lineal de V' que contiene a Lj y a Ls.
EDLl,EDL2:>EDL1UL2:>L(E)DL(LlULg):>EDL1—|—L2.

4. Es consecuencia inmediata de lo anterior. En efecto, sea { E;};cs la familia de subespacios de
V' que contienen a L; y a Ly. Se tiene que:
o L1+ Ly € {E;}icr, yaque Ly C Ly + Lo e igualmente Ly C Ly + Lo.
e Viel, L1+ Loy C E;, por lo demostrado en el punto anterior.
De donde deducimos que Ly + Ly = ﬂ{Ez}
el

Teorema 3.3.3 (TEOREMA DE LA DIMENSION). Sea Ly y Lo variedades lineales de V, se verifica
que
d1m(L1 + Lg) = dlm(Ll) + dlm(LQ) — d1m(L1 N Lg)

Demostracion Formulemos las siguientes hipétesis:
—dim(Ly N Le) =ry By = {uy,ug,...,u,} una base de L1 N Lo.

—dim(L1) =py Bi = {uj,uy,...,u,,v1,Va,...,Vp_,} una base de L; obtenida prolongando By.
—dim(Lg) = qy Bz = {uy,ug,...,u, Wi, Wo,..., W, } una base de Ly obtenida prolongando By.
Vamos a probar que B = B1UBy = {uy,...,u,,V1,...,Vp_p,Wi,..., Wy} €s una base de Li + Lo.
En efecto:

a) B es linealmente independiente.
Partamos de la relacion,

r p—r q—r
Y aiui+ Y Bivit Y qiwi=0 (3.16)
i=1 i=1 i=1
¥
r p—r q—r
Z Qiu; + Zﬁiw = —Z ViWi
i—1 i—1 i—1
€Ly €Ly
4
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q—r

—Z ViW; € L1N Ly

i=1

\
q—r r
361,...,90, € K| —Z’y,-wi = Zélul
=1 =1
.

r q—r
Z o;u; + Z%‘W,‘ =0
159 i1

| Por ser Bs lLi.

=0, (G=1,...,9—7r)
| Sustituyendo en (3.16)

r p—r
Z%m%—Zﬁm =0
=1 =1
U Por ser By 1.i.
a;=00G=1,....,r), Bi=0(@=1,....,p—r).

b) B es un sistema de generadores de Ly + Lo.
Seax € L1+ Ly — x=x1 +X2(X1 € Ly, xo GLQ).
De x; € L1, X3 € Lo = day, ..., B15- -+, Bp—rs 015 - -, 0p, 71, - .-, Yr € K tales que,

T p—r r q—r
x| = g a;u; + g Bivi, Xg = E diu; + E YiWi,
A | A |

de donde

r p—r q—r
Xx=x1+Xg =) (+6)ui+> Bivi+ Y %W
i=1 i=1 i=1
y, por consiguiente, B es un sistema de generadores de Lj + Lo.
De ambos puntos se deduce que B es una base de V' y, por tanto,
dim(Ly + Lg) = card(B) =r+p—r+q—r=p+q—r = dim(L;) + dim(Ly) — dim(Lq N Ly).

Ejemplo (ECUACIONES DE L; + Lg). Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 5 y B =

{ui,us,...,us} una base de V. Se dan las variedades de V:
I = r1 + T9 — 3x4 — x5 = 0
1= rT — To + 2x3 — X4 =0

L:2x1+4$2—2$3+4l‘4—7$520
2= 4dry — 2x9 + 623 + 34 — 4dxs = 0

Calcular un sistema de ecuaciones implicitas independientes de Ly + Lo y dim(L; N Lg).

Solucién De una manera similar a la utilizada en la demostracién anterior es facil de probar que si
B1 y B3 son, respectivamente, bases de Ly y Lo, entonces By U By es un sistema de generadores
de L1 + Lo.

Calculemos pues dichas bases.
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e Base B; de L;. Se obtiene resolviendo el primero de los sistemas y calculando una base del
espacio de las soluciones. Una tal base puede ser,

By ={(-1,1,1,0,0),(2,1,0,1,0),(1,1,0,0,2)}.

e Base By de L. Un sistema equivalente al dado es

I, = 21 + 4dz9 = 2x3 — 4dxy + Tzxj
2= 200 = 2x3 + x4 — 2x5

y una base de Ly la podemos obtener dando los valores candnicos a las incégnitas x3, x4, T5.
(Como es obvio, podemos multiplicar los vectores de la base obtenida por el escalar conve-
niente con el fin de que las coordenadas sean enteras). Asi pues, tomaremos,

82 = {(_17 17 1a Oa 0)7 (_27 _17 07 2a 0)7 (35 27 07 07 2)}

e Base Bi2 de L1 + Lo. La calculamos a través de un menor principal de la matriz de las

coordenadas
-12 1 -2 3
111 -1 2
A= (Bl U BQ)B = 1 0 0 0 0
010 2 0
0 0 2 0 2

Se verifica que rg(A) = 4 y, puede comprobarse ficilmente, que las cuatro primeras columnas
de A determinan una base de L1 4+ Lo. Es decir,

812 = {(_1) 1) 1)070)5 (2) 1)0) 17O)a (1) 1)0707 2)a (_27 _]-a 05 25 0)}

y, por consiguiente, L1 + Ly viene dada por:

-1 2 1 -2 n
1 1 1 -1 a9
1 00 0 x3|=0.
010 2 x4
0 0 2 0 x5

Es decir,
L1+ Ly =221 — 429 + 623 + 25 = 0.

e Aplicando la férmula de la dimensién se tiene,
d1m(L1 N Lg) = dlm(Ll) -+ dlm(LQ) - d1m(L1 -+ LQ) =34+3-4=2,

de donde dim(Ly N Ly) = 2.
Adelantdndonos a la definicion que sigue a este ejemplo, podemos asegurar que la suma
L1+ Ly no es directa.

Definicion 3.3.5 Sea L, L1 y L3 variedades lineales de V. Decimos que L es suma directa de L;
y Lo (notaremos L = Ly @ Lo) si se verifica:

o L =1L1+ Ls.
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e [1NLy= {0}
Proposicién 3.3.9 3 En las condiciones de la definicién,
L=L1®Ly<=VxecL 3% €Ly, I € Ly |x =x1 +xo.

Demostracion
El hecho de que la suma sea directa implica que L; N Ly = {0}. Dicho esto, supongamos que
Ix1,x'1 € Ly, Ix9,X'5 € Ly tales que

X = X1+ Xo
x = x14+x

Restando ambas igualdades, se tiene:

0= (Xl—xll)+(X2—X/2) :>X1—X/1 :XIQ—X2:>X1—X/1,X/2—X2 ELlﬂLQZ{O},
—_— Y
€l €Lo
de donde
X1—X11 :0, X/2—X2:0:>X1 :Xll, XQZXIQ.

El hecho de que 3!x; € Ly, J'x2 € Ly | x = x1 + X9, implica que L = L; + Lg. Falta probar,
pues, que de la unicidad se deduce que L; N Ly = {0}.
SeaxeliNly=— —x€LiNLy— x, —xX € L1, X, —x € Ly. Ahora bien, como

0 = x+(—x),
0 = (—x)+x,
y, por hipétesis, la descomposicion es tinica, debe ser x = —x y, de aqui, que x = 0.

Corolario Por definicién, si la suma L + Lo es directa, debe ser L1 N Ly = {0}. Es decir,
dim(Li N Ly) = 0. Por ello la férmula de la dimensién para la suma directa de dos variedades serfa:

dim(Ll D LQ) = dim(Ll) + dim(Lg).

Proposicién 3.3.10 (PROPIEDADES). Sea R(V') el conjunto de las variedades lineales de V. Sobre
R(V) hay definidas dos operaciones internas, L1 + Lo y L1 N Ly dichas operaciones verifican las
siguientes propiedades

1. ASOCIATIVAS
(L1 + L2) + L3 = L1 + (L2 + L3),

(L1 N Lg) NL3=L1N (L2 N Lg)
2. CONMUTATIVAS
Ly + Ly = Lo+ Ly,
LiNLy=LoNLy.
3. IDEMPOTENTES
Ll + Ll — le
LiNLy=1;.

3Con el simbolo 3%, indicamos que eziste un elemento y sélo uno que verifica la condicién dada.
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4. CANCELATIVAS
L1+ (L1 n Lg) = Ll,

LN (Ll + LQ) =1.

5. MODULARES
Ly CLs :>L1—|-<L20L3) = (L1+L2)QL3,

14 :)L3:>L10(L2+L3):(LlﬂL2)+L3.

Definicién 3.3.6 A la terna (R(V'),+,N), por verificar sus operaciones las propiedades 1 a 5, se
le da el nombre de reticulo de las variedades lineales de V.

3.4 El espacio producto

Proposicién 3.4.1 (PRODUCTO DE ESPACIOS VECTORIALES). Sean V; y Vs espacios vectoriales
de tipo finito sobre el mismo cuerpo K. Consideremos el conjunto producto

Vi x Vo ={(x,y)|xe W,y €W}
Sobre el conjunto V; x V5, definimos las operaciones siguientes:
e ADICION: (X1,y1) + (X2,y2) = (X1 + X2,¥1 + ¥2)-
e MULTIPLICACION POR UN ESCALAR: \:(X,y) = (Ax, \y).
Se verifica que:

1. (V1 x Vo, +,-K) es un espacio vectorial sobre K, llamado espacio vectorial producto de V;
por V.

Demostracion La primera parte de la demostracion es inmediata, baste tomar como modelo el
espacio vectorial R2. Demostremos pues la segunda.

Sea dim(V1) = p y B1 = {uy,uz,...,u,} una base de Vi, dim(V2) = q y By = {vi,va,...,v,} una
base de V5. Vamos a probar que

B ={(u1,0),...,(up,0),(0,vq),...,(0,vy)}
es una base de V7 x V5.

e 3 es linealmente independiente. En efecto, partamos de la relacién,
p q
Z @i(uia 0) + Z ﬁl(oa Vi) = (0> 0)
i=1

=1

0, lo que es lo mismo,

p q p q
(Z aiui,0> + (0, Z,@ZVZ> = (0,0) B (Z a;u;, Zﬂm) = (0,0),
i=1 =1 =1 =1
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de donde »
Zaiui = 0 = o =0 (i:l,...,p),
i=1

q
Zﬂivi = 0 = 6,~:O (i:1,...,q),
=1

por ser By y By bases de Vi y de Vs, respectivamente.

e 3 es un sistema de generadores de Vi x Vo ya que si (x,y) e Vi x Vo = x € Vp,y € V.

Ahora bien,
P
x eV Raden). o€ B |y = Zaiui,
i=1
ye‘/Q — Elﬁlv"':ﬁqu ’ Yo, = Zﬁivh
i=1
de donde
p q p q
(x,y) = (Z g, Zﬂi%) = (Z aiuia(]) + (0, Zﬂi%‘)
i=1 i=1 i=1 i=1
y, por tanto,

p q

(x,y) = ai(u;,0) + Y Bi(0,vy).

i=1 =1

3.5 Espacio cociente

Nota. En toda la seccién, V' es un espacio vectorial sobre K y L una variedad lineal de V.

Proposicion 3.5.1 Definamos sobre V la siguiente relacion binaria: si x, y € V, diremos que x
estd L-relacionado con y si y sélo si su diferencia pertenece a L. Simbdlicamente:

Vx,y eV, xRy <= x—y € L.
La relacién asi definida es de equivalencia.

Demostracién Para ser relacién de equivalencia han de cumplirse las propiedades refleziva,
stmétrica y transitiva.

® REFLEXIVA: Vx € V, x — x = 0 = xRx.
e SIMETRICA: xR )y =—=x—-ye€L—y—-x€eL— yRrx.
e TRANSITIVA:

xRy =— x—-ye€lL

Definicién 3.5.1 Sea a € V, llamaremos clase de equivalencia del elemento a (la notaremos por
aRy), al conjunto de todos los vectores de V' que estan L-relacionados con a. Simbdlicamente:

aR; ={xeV|xRra} ={xeV|x—aelL}.
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Proposiciéon 3.5.2 Sea a € V. Consideremos el conjunto
a+L={at+u|uel}.
Se verifica que aRy = a + L.

Demostraciéon x € aRp <= x—-ac Ll <= Jucl|x—a=u<=Jucl|x=atu<=x¢€
a—+ L.

Proposicién 3.5.3 (CRITERIO DE IGUALDAD DE CLASES)*. Sean a,b € V,ya+ Lyb+ L sus
correspondientes clases de equivalencia, entonces

a+L=b+L<+—=a—bel.

Demostracion a+ L=b+L=—a+ L Cb+ L, b+ L C a+ L. Consideremos el primer caso:
[=l]a+LCb+L=VYucLl Ivellatu=b+v=a-b=v-u=a-becl.
Ansloga demostracién para el segundo caso.

a—-beL<«=3Juel|la—b=nu. (3.17)

Probemos quea+ L Cb+ L. Seax €a+ L,

XEa—I—L:>EVGL]x:a+VP(2'>17X:b+(u+V):>X€b+L

——
erL

y, analogamente, para la inclusiéon contraria.

Definicién 3.5.2 Llamamos conjunto cociente de V' por la relacién Ry y lo notamos por V/L, al
conjunto de todas las clases de equivalencia inducidas por la relaciéon Ry. Es decir,

V/L={a+ L|laecV}.
Proposicién 3.5.4 V/L es una particién o clasificacién de V', esto es:
1. La unién de todas las clases es igual a V.
2. Dos clases son iguales o disjuntas.
Demostraciéon

1. Claramente, por la propiedad reflexiva, todo vector x de V pertenece a alguna clase ya que,
al menos, xRy x y, por tanto V C U {a+ L}.
acV
La inclusién contraria es trivial pues Va € V, a+ L C V y, por tanto, | J,cy{a+ L} C V.
2. Sean a+ L, b+ L € V/L. Supongamos que x € (a+ L) N (b + L). Ello implicaria que

E|u€L | X=a-+u B e B
vel | x=b+v }:>a+u—b+V:>a—bEL:>a+L_b+L7

lo que demuestra el aserto segundo.

“Dado el uso frecuente de este criterio, haremos referencia a él mediante las iniciales CIC.
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Proposicién 3.5.5 (ESTRUCTURA DE V/L) Consideremos el conjunto V/L. Definamos sobre él
las siguientes operaciones:

I. ADICION: (a+ L)+ (b+L)=a+b+ L.
II. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR: VA € K, A(a+ L) =Xa~+ L.
Se verifica que:
1. (V/L,+,-K) es un espacio vectorial sobre K.
2. dim(V/L) = dim(V') — dim(L).
Demostracion
1. La demostracion de este punto consta de distintos apartados que se detallan a continuacién.

1.1. Probemos, en primer lugar, que la adicién estd bien definida o, de otro modo, que la
suma es independiente de los representantes elegidos. Es decir,

a+L = a+L IV
bl — b,+L}:>a+b+L_a+b + L.
En efecto,
atL=a+LEa-acL CIC
1 CIC = (a+b)—(a'+b)e L= a+b+L =a"+b'+L.
b+L=b+L=b-beclL

1.2. Andlogamente, la multiplicacién por un escalar esta bien definida. Es decir,
atL=a+L—)datL=)a +L.

En efecto,

a+L:a’+LC:IC>a—a'GL:>>\a—)\a'ELC:IC>>\a+L:)\a’+L.

1.3. PROPIEDADES DE LA ADICION
E.1. Asociativa: [(a+ L)+ (b+ L)|+(c+L)=(a+ L)+ [(b+ L)+ (c+L)].
E.2. Conmutativa: (a+ L)+ (b+ L) =(b+ L)+ (a+ L).
E.3. E. neutro: Es la clase 0+ L = L.
E.4. E. simétrico: —(a+ L) = —a+ L.
1.4. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION POR UN ESCALAR
E5. AM(a+ L)+ (b+ L) =Xa+ L)+ A(b+L).
E6. A+up)(a+L)=Xa+ L)+ ula+L).
E.7. Mu(a+ L)) = Au(a+ L).
E8. l(a+L)=a+ L.

Todas estas propiedades son facilmente comprobables y de ellas deducimos que, efecti-
vamente, (V/L,+,-K) es un K-espacio vectorial.
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2. Calculemos ahora la dimensién del espacio V/L. Para ello supondremos que dim(V) = n,
dim(L) = r que By = {uj,u,...,u,} es una base de L y que

B:{ula"'auraurJrl,"'?un}

es una base de V obtenida prolongando Bjy.

Vamos a probar que
B ={w+L,...,u,+L}

es una base de V/L. En efecto:

(a) B’ es linealmente independiente. Partamos de la relacion,

(U1 + L)+ ...+ an(un+ L) =0+ L

4
QryiUpp1 + ... +apu, + L=0+1L
4
Qri1Urt1 + ... +apu, € L
Y
Jag, ..o |Qrr1Upg1 + -+ @pu, = aqug F ..+ apu,
Y
—au) — ... — Uy + Qpyp1Upg1 + ... Fapu, =0
Y

OéZ':O, (i:1,...,n)

de donde se deduce que B’ es Li.

(b) B’ es un sistema de generadores de V/L. Para ello hay que probar que Vx € V, x+L
es combinacion lineal de los elementos de B’. En efecto,

Vx € V= 3ay,...,ap € K |x=aju; + ...+ a0 + py1Upy1 + ... + Qpu,
J
x+L=ou +...+ 0 +arppp1 + ... Fapuy, + L
eL
U

x+L=ar1(0p1+ L)+ ... +ap(u, + L)

y, por consiguiente, B’ es un sistema de generadores de V/L y por tanto base de V.

Ejemplo. Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 4 y B = {u;, us, us, us} una base de V. Sea
L=(a; =(1,0,1,1),a, = (2,1,1,0)). Se pide:

1. Calcular la dimensién y una base, By, de V/L.

2. Comprobar que By = {u3 + 2uy + L, uz — 2uy + L} es, asimismo, una base de V/L.
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3. Calcular la matriz M(By, Bs).

4. Sea x = (1,2,3,4). Calcular las coordenadas del vector x + L, respecto las bases By y Ba.
Solucién.

1. Claramente, dim(V/L) =4 —2 =2y B; = {aj1,a2,u;,usz} es una base de V/L ya que
0
# 0.

== O =
O = =N
SO O
S O =

2. Basta comprobar que {aj,as,us + 2uy,us — us} es base de V, para lo cual calcularemos el
determinante de la matriz de las coordenadas de dicho conjunto de vectores. Como

120 0
010 0
11 1 1__4#0’
1 02 —2

se deduce que By = {u3g +2uy + L, ug — 2uy + L} es una base de V/L.

3. Para obtener la matriz M (B, B2), es necesario calcular las coordenadas de los vectores de la
base Bj respecto de la base By. Sean (a1, a2) y (01, f2) las coordenadas, respectivamente, de
los vectores de B respecto de By. Sera, por tanto,

u +L = ozl(u3+2u4+L) + Ozg(llg+21l4+L),
u+L = fi(ug+2us+L) + fa(uz—2uy+L).

Aplicando el criterio de igualdad de clases, se tiene que

—uy + (1 + ap)ug +2(a; —a2)uy € L,
—ug + (61 + f2)us +2(61 — B2)us € L,
de donde
(_L Oa a1 + ag, 2(0[1 - a2)) = )‘1(1’07 17 1) + )‘Z(Qa 17 17 0)>
(0, =1,81 + B2,2(61 — B2)) = AN(1,0,1,1) 4+ A5(2,1,1,0

igualdades que dan lugar a los sistemas:

-1 = M\ +2)\ 0 = )\’1 + 2)\’2
ar+azy = A1+ A2 Br+02 = N+
2 —a2) = A\ 2061 —B2) = N

de los cuales obtenemos, respectivamente, que

(a1, a2) = <—i7—i> , (B1,B2) = (1,0)

y, por consiguiente,

3

-4 1
M(B1,Bs) = )

-1 0
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4. Sea (x + L)z, = (a, ). Procediendo como en el apartado anterior, obtendremos
(1,2,3,4) + L = «[(1,0,0,0) + L] + 5[(0,1,0,0) + L.

Es decir,
(a—1,6—-2,-3,-4)€ L,

de donde obtenemos el sistema

a—1 = A +2X\

B—2 = X
—3 = X+ X\
-4 = )\

del cual obtenemos que (¢, ) = (-1, 3).
Sea (x + L)g, = (o, 8'). Aplicando las férmulas del cambio de base

<g: ) = M(B1, By) ( g>,

se tiene, sin mas que sustituir, que
3 15
, =1 =
") 1 3) | 1)’
5 1N 1
4 4

(x+ L)y, = <f 1) .

de donde
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