TEMA 6: CONICAS

1. FORMAS CUADRATICAS

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una funcién f:V xV - K es una
forma bilineal si:

FOANDK + UK, Y) =AM (X, Y) +if (X, Y)
fFAD, +u D) =AF(X,Y,) +uf (X, ;)

Fijando una base B ={€,€,,...,6,}, podemos utilizar la siguiente notacion
matricial:

N
F(%,9) = (x Eé
f (€

Si A es la matriz asociada a f en la base B, B es otra base y P es la matriz
asociada al cambio de base de B a B entonces la matriz A asociada a f en la base B

es la matriz P' CA[P.

(el’el ‘I:(é.l’é’n)lz| 1

(€, - T8, €)00,

Sea V un espacio vectorial sobre R y f una forma bilineal simétrica en V.
Llamaremos forma cuadratica asociada a f a la aplicacion:

OV - R O(X) = f(X,%)

¢ Ejemplo:
b 1 3000
fy) =% X % 2 15@ = XY, 3K Y5 XoY) +2X,Y, X5 3Ky XY, +XgYs
1 1|]D/3
(o 1 300K D
P(X,X) =%, X, % 21 2x1x2+6x1x3+2x2 +2X, X5 +Xg
11

Decimos que f es la forma polar de @ y queda perfectamente determinada por .

* Ejemplo:

®:R® > R ¢(X) = x,° +3x,° +4x,” +2%,X, +8X,X,
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=ay X1

Como se tiene que cumplir que a; =

¢ (%)

(%

(a12 +a‘21)XlX2 (a13 +a3l

o) =(x %, XB%

Con lo que la forma polar de @ es:

Ca,,
% aZZ

a32
o

2
3 +a22 XZ

aDEkD

Béﬁi T

a;; para que sea simétrica:

Si en una base B la matriz asociada a ¢ es diagonal:

En dicha base la expresion de ¢ sera de la forma:

DX, Xy yeeny

El rango de la matriz coincide con el nimero de A; distintos de cero.

D, 0 .. 0O
Bo A, .. O

E..

o 0 .. A

n

I O

X)) = A XS AL X A X

Llamaremos signatura de ¢ al nimero A; mayores que cero.

CLASIFICACION

« Decimos que § es definida positiva si §(X) > 0 para todo X # 0.

O es definida positiva = orden = rango = signatura

23 +a32 X2X3 +a33x3

+ Decimos que () es semidefinida positiva si no es definida positivay ¢(X) = 0 para todo X.

Q es semidefinida positiva = orden 2 rango = signatura

. Decimos que { es definida negativa si (X) < O para todo X # 0.

O es definida negativa <= orden = rango =signatura = 0
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+  Decimos que § es semidefinida negativa si no es definida negativa y §(X) < 0 para todo X.

¢ es semidefinida negativa = orden >rango = signatura = 0

2. CONICAS (DEFINICION)
Llamamos coénicas a las curvas obtenidas como interseccién de un plano y un

cono.

De forma informal, diremos que una cénica es el conjunto de puntos (X,y) de R que
satisfacen la ecuacion ¢(1, X, y) = 0 para alguna forma cuadratica : R® - R.

LBy, a, a,d00
0_
(1 X y) 10 A Ay E— 0
@y a, ay, UYL

Los puntos (X,y) de R% los representaremos por ternas del tipo (1 X y).

Traslaciones

Cualquier punto (1 X y) puede ser trasladado pP; unidades a la derecha y P2
hacia arriba de la siguiente forma:

01 o oOOL y+p,

PD(:Epl 1 0dHC —

-

b, 0 100vO X x+p,

. t —_ ., s . ,
Si X' [ALX =0 es la ecuacion de una conica, ésta puede ser trasladada con
la misma matriz P:

(PX)' CAMPIX) =0 4 p, p,H 01 0 OED
X'[P'[APX =0 A‘=% 1 0 %1 10
A=P'[A[P 0 1 , 01

* Ejemplo:

4x* —40x +9y? —126Y +505 =0 es una elipse con centro en el punto (5,5).

505 -20 63000 o
(1 x ) [E—zo 4 0 %%%0 o RN
Hes o 9 OfyH

5
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Trasladamos el origen al punto (5,5):

4 5 500605 -20 -630H 0 ol B-36 0 o
% 1 0%%;20 4 0%% 1 0=00
0 10363 0 9 0 1@@0

Y obtenemos la siguiente ecuacion:

36 0 oULLO

@ x ) 02
| :Gi%u +9y? %%ﬁ (¢(3'0)

Rotaciones

De forma analoga, tomando como referencia el origen de coordenadas,

cualquier punto (1 X y) puede ser rotado O grados en sentido contrario a las
agujas del reloj de la siguiente forma:

K| 0 DDlE

Cos sen
% y ; ﬁ G? ................. (X, y)
—Seno  cosa l-'f ““““““

Si A es la matriz asociada a una conica, la matriz de la cénica resultante de
rotar la anterior es:

O o 0

% cosa —send
sena  cosa

0 0L

Q
U
cosa sena E
—sena cosd []

I:ID%:II:I

Invariantes

Al realizar una rotacion o una traslacién a la matriz de una cénica permanecen
invariantes los siguientes parametros:
a00 a01 a02

|A| = a10 a‘ll a'12 A00 =
a20 a‘21 a22
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a00 a02 a00 aOl

a'11 + a22 All + A22 =

a20 a22 a10 all

Si la cOnica esta dada con centro en el origen y ejes sobre los ejes de
coordenadas, su matriz sera diagonal.

k, o oU
ﬁg k, O k, +k,x° +k,y" =0
0 kzﬁ
OA =k, k, [k,

S =k

(B Ay, =K, +k,
QAM + A, =kok, +kok,

Resolviendo las ecuaciones anteriores podemos obtener los valores de kg, k; y k.

5—36 0 0 [D
* Ejemplo: Si la matriz de una determinada cénica es g 0 314 5\/§/4E
O

00 5V3/4 2y4
Obtenemos el valor de cada invariante:

-36 (376 576 52 -36 52
|Al= 402 Aoozm a11+322=7 A, A, = 4

Planteando el sistema:

A=k, &, [k, Ck, =36, k, =4 k, =9 —36 +4x2 +9y? =0
Ao =k, K, O O 2 2
Tk, =-36; k, =9; k, =4  —36 +9x? +4y? =0

a11+a22 :kl +k2H

Las dos soluciones que aparecen se corresponden con elipses. La diferencia
entre ambas esta en la consideracion de cudl es el eje mayor o menor.
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3. CLASIFICACION DE LAS CONICAS
Dada la ecuacion de una conica de la forma k, +k, k* +k, > =0.

Elipse: k, [k, >0
(tienen el mismo signo)
+ elipsereal: k, <0 (es del signo opuesto)
+ elipse degenerada (punto): k, =0 (la solucion es (0,0))

« elipse imaginario: k, > 0 (del mismo signo) (no tiene solucion real)

Hipérbola: k, [k, <0
(tienen distinto signo)
* hipérbolareal: k, #0

« hipérbola degenerada (dos rectas que se cortan en un punto): k, =0

[bx +ay =0
Las rectas son:
x—ay =0

Parabola: k, [k, =0

« k, =0 dos rectas reales: k, [k, <0 (de laforma y = +,/=k, /K, )
dos rectas reales coincidentes: k, =0

dos rectas imaginarias: k, [k, >0

« k,=0 dos rectas reales: k, [k; <0
dos rectas reales coincidentes: k, =0

dos rectas imaginarias: k, [k, >0

* sino es ninguno de los casos anteriores:

[0 a oU

A= 0 OC 2ax +k,y* =0
o0
[ all

A:E) K, OE k,x* +2ay =0
@ 0 00O
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