TEMA O: PRELIMINARES

1. CONJUNTOS

Un conjunto es una reunion en un todo de determinados objetos bien definidos y diferentes
entre si. A estos distintos objetos se les denominan elementos.

Con el fin de evitar contradicciones, se dan una serie de requisitos a la hora de definir un
conjunto:
- evitar la ambigtedad
- los elementos han de ser distintos
- el propio conjunto no puede ser un elemento

Un ejemplo de contradiccion es el siguiente: sea el conjunto A formado por los conjuntos
gue se contienen a si mismos.

Un conjunto puede definirse de dos formas:

- por extension g:  A={ab,c,d}
- por comprension Ejs: A= {X / x es primo}
A={x O N /xes prima}

Existe el lamado conjunto vacio, que carece de elementos.

= {}

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.
A=B - xOA= XJ B

A es un subconjunto de B (esta incluido en B) si todo elemento de A lo es también de B.

AlUB- xXJd A 0Ox B

Para todo conjunto A se cumple:
o A AOA

Al resto de los subconjuntos de A los llamaremos subconjuntos propios.
A=B -« ALOByBI] A
Diremos que A esta contenido o incluido estrictamente en B si estéa incluido en B y no es

el propio B.
AlOB= Al ByA B

(con otra notacién; ALl B Al ByA B)

Trabajaremos siempre con subconjuntos de un conjunto mayor al que llamaremos
universo o conjunto universal U.
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Para representar conjuntos se utilizan los llamados diagramas de Venn:

U

Dado un conjunto A llamaremos partes de A [J(A) al conjunto formado por todos los
subconjuntos de A.

- Ejemplo:  Sea A={a,b,c,d}
O(Ay  {a}.{b}.{c}{a.b}.{a,c}.{b,c}.{a,b,c}

%{a}[ﬂ](A) Ha} M (A) m (A)  QO3o (A)

RO (A dE}m A Om (A HOm (A) {fab.c} M@ (A)

Ejercicio: Escribe un conjunto A tal que {{{a,b},{b,c}}} M (A)

2. OPERACIONES CON CONJUNTOS
Sea U el conjunto universal.

Dado AU, llamamos complementario de A al conjunto de los elementos de U que no
estan en A.

A={xOU/xd0 A

A

Dados los conjuntos A y B (A,B DU), se definen respectivamente la unién y la
interseccion como:

AOB={x0U/x0OA 6 xOB} A@B

AnB={x0OU /xOA y xOB} A@B
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0 A= {0 udoi

il

il

com x A}

nA={xouoo Dx A}

Ejemplo: U =R A = 5)1%5 i D{1,2,3..}
A =[01]; A, =[01/2); A =[01/3..
0 1
A
A,
OA= 01 A,
0 A ={0}

Dos conjuntos A y B son disjuntos si su interseccion es el conjunto vacio.

Ejercicio: Sean A,B JU tales que ALl B =B, demostrarque An B = A.

Propiedades

Doble complementacién:

Conmutativa:

Asociativa:

Idempotencia:

Absorcion:
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AnB=0

(AoB)Oc=AO(BOC)
(AnB)nC=An(BnC)

AUA A
AnA=A

AO(A Bx A
An(AOBE A
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Neutralidad:
Un A=A
UOA U
Dominacion:
h A0
AOA U
Inversas: _
AnA=0
AOB A B
Inversas de Morgan: _
AnB=A0B
AO(B Ck (A B) A C)
Distributiva:
An(BOCEy (A B (A C)

Otras operaciones

Sea U el universo, y A,B U, se define como diferencia:

A-B={x0OU/xJ0 Ayx 8 nA B

Sea U el universo, y A,B U, se define como diferencia simétrica:

AMB={x0OU /xJ] A6X B peraxn A =8 O(A Bn (A B)

* Ejemplo:
U=N
A={02468; B=0369

AOB {0234689
AnB={08

A-B={248
AAB ={2,3489

Ejercicio: Demostrar, usando las propiedades anteriores, la siguiente igualdad:
AAB =(A-B)O(B- A)

Principio de inclusion y exclusiéon

|AD B|=|A +|B|-|An B|
/AOBOC|=|A+|B|+|C|-|An B|-|BnC|+|AnBnC|
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Producto cartesiano

Dados dos conjuntos A y B, llamaremos par ordenado a listas del tipo (a,b), donde
aldAybOB.

(a,b)=('b") =a=a" yb=b
Se define el producto cartesiano AX B como el conjunto de todos los pares
ordenados en Ay B.
AxB={(ab) /aOA y i B

Esta definicion se puede extender a tres 0 mas conjuntos.

El cardinal del producto cartesiano de dos conjuntos es igual al producto de los
cardinales de éstos:

|AxB|=|A [B|

* Ejemplo: (mismos conjuntos que en el anterior)
AxB ={(0,0), (0,3),(0,6),(0,9),(2,0),... ... (8,6), (8,9)}

En este caso, el resultado no pertenece al universo (ley externa).

Graficamente:

Q 24638

3. RELACIONES
Llamamos relacion de A en B a un subconjunto, [1, de Ax B.
Si (a,b) (10 , se suele representar por al1b. En caso contrario, allb.
* Ejemplo: (mismos conjuntos que en el anterior)

= {(6,9),(0,3),(4,3)} 9, etc.
= {(0,3),(06),(86} O 3etc.

A N B
A —
|\
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Ejemplo: allb si a es divisor de b

« Ejemplo: RxR

AN -
NP

F {(x,y) / x* y= 3} circunferencia

= {(xy) / x* y< 3- circulo

Ejercicio: Si |A| =ny |B| =m, calcular el nimero de relaciones que se pueden definir de A en

B.
Dominio: Dom(OF {X0 ADCb Bcahx b
Imagen: Im(OF {0 BO[a Achha %

Composicion de relaciones y relacién inversa

00 A B

Sean A, B y C conjuntos y 00 B C

Se define la composicion de [, con [J, como la relacién de A en C siguiente:

a(0,8 ,)s 0Ob Bdina L[byb ,c

* Ejemplo:
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La composicion de relaciones tiene propiedad asociativa. No tiene conmutativa,
porque no habria ningun conjunto en comun en medio.

.. . ., -1
Dada una relaciéon [ de A en B, podemos definir una relaciéon 1~ de B en A,
-z . -1
llamada relacion inversa, como bl "a= @ b.

* Ejemplo: (mismos conjuntos que el anterior)

0= {(9,6),(30), (34}

Relaciones binarias

Decimos que una relacién es binaria si el conjunto inicial y el final coinciden.
O0A&k A

* Ejemplo:

A={1234
M A A

allb siaes divisorde b
NN
3 4

Para cada conjunto A se define la relacion identidad como:

all,b= & b
* Ejemplo:

A={a,b,d
0,= {(a.a),(b,h),(c,c)

* Ejemplo: (mismo conjunto que el anterior)
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Propiedades que

Reflexiva:
Antirreflexiva:

Simétrica:

Antisimétrica:

Transitiva:

* Ejemplos:

a € ¢

¥

pueden presentar las funciones binarias

Ud] Ala a

Hdl Ala a

Oa,d] A@ROOI b a

(las reflexivas son también simétricas)

adbO

[l
Oa,d1 A bDaDD g b

(las reflexivas son también antisimétricas)

Oa,b,dd A Db%D[ﬂ
.0, bOcO ¢
a >
X le— 2

U N >

c

0y

Reflexiva:
Antirreflexiva:
Simétrica:
Antisimétrica:
Transitiva:

O,
ninguna
DZ
0,
s

Relaciones de equivalencia. Particiones de conjuntos

Una relacion

binaria [ en un conjunto A se dice que es de equivalencia si es

reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejercicio: En Z se define la relacion de congruencia maédulo 2 de la siguiente forma:
a=b (mod2) = b—a es miultiplo de 2. Demuestra que es una relacion de

equivalencia.
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b—a =2k paraalgun k 0 Z
b=a+2k paraalgin k 0 Z

a=0 ..-4,-202468,.. [0]
a=1 ..-3-112345,.. [1] —

Dado un conjunto A # [, llamaremos particion de A a una familia de subconjuntos
{A, 0 I} no vacios de A, tales que:
- A= A

iol AI

- AnA=0 Oi | co#i ]

* Ejemplo:

A={01,2,3,4,5,6,7,89}

0
A, ={2i,2i+23 con i0{01,2,3,4} |1 |3 |5

Sea [ una relacion de equivalencia en Ay a 1 A. Llamamos clase de equivalencia
de @, [a], al subconjunto de todos los elementos relacionados con a.

[a]={xOA / K a

Teorema: Sea [J una relacién de equivalenciaen Ay a,b 0 A.

- all[a] (propiedad reflexiva)
« alb= [a¥ [b]
« Si[a]#[b] entonces [a]n[b]# O

Corolario: Las clases de equivalencia de una relacion [ en A establecen una particion
de A.

Demostracion de que allb= [a¥ [b]

- abbd R] [b]

Partimos de: allb.
Queremos demostrar: x [ [al= »J [b]

x O[a]e xOa (definicion de clase de a)

a
x[O[ale K @0 x b (propiedad transitiva) P \

xO[ale WEAD % b0 x [b] x —» b
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xO[b]le K MO x a (propiedad simétrica y transitiva)

xO[ble XBO % ad x [a] /"a'\\*
x— |
. [a]=[b]0@ b

Partimos de: [a] =[b]
Queremos demostrar: al1b

al[ad & [b] (primera de las propiedades del teorema)
al[ad (& (bl a b (definicion de clase de b)

Ejercicio: Demostrar la tercera propiedad del teorema.

+ Ejemplo: Para la relacién de congruencia modulo 2 en Z, las clases forman los pares
por un lado y los impares por otro.

Dada una relacion de equivalencia [ en un conjunto A, se llama conjunto cociente de

A con la relacion [, y se representa % al conjunto formado por las clases de
equivalencia.

* Ejemplo:

Z/E (mod.2) ={o1.} H{121.03 =..

% (mod.2) = 2

Ejercicio: Escribir las diferentes clases de equivalencia que definen la relacion
congruencia mddulo 5 en los enteros, y el conjunto Z.

Relaciones de orden
Una relacion [ en un conjunto A: O O A A.
Se dice que es una relacion de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
* Ejemplo:

A={1273456,789}
allb- a dividea b

Sea A un conjunto, [ una relacién de ordenen A, y a,b 0 A, decimos que ay b son
comparables si allb o bOa.
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Se dice que I es una relacion de orden total si todos los elementos de A son
comparables entre si. En caso contrario se dice que [ es una relacion de orden parcial.

« Ejemplo: A={a,b,c,d}

0, 0, 0,
a-—» a-—-» aZ b
v K P \'d ? <
C—p d C—p d C—p d
Relacion de orden total: U,
Relacion de orden parcial: 0,
No es relacion de orden: L, (es simétrica)

4, FUNCIONES
Sean Ay B dos conjuntosy f [J A< B. Decimos que f es una funcion o aplicacion si:

« Dom(f)=A
« Si(a,b)0f y(a,c)df entonces b =c.

(todo elemento del conjunto original tiene imagen, y esta imagen es unica)
* Ejemplos:

A B

- f:R - R
ey f(x)=2x+1

Al conjunto A lo llamaremos conjunto inicial y al conjunto B conjunto final.

Si (a,b) O f , diremos que b es imagen de a o que a es origen de b y lo denotaremos por

f(a) =b.

Para expresar que f es una funcién de A en B, en vez de f [0 A& B, escribiremos
f:A - B.

+ Ejemplo:

f:R >R
f(x)=x>-1

f={(x,x*-1) / xOR= {(xy) / x0 Ry x 3
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+ Ejemplo:
La relacion de identidad en un conjunto A es una funcion: I, = A - A, f(X) =X

Las representaciones de | y de I son:

N . R

Dada una funcién f: A — B podemos relacionar subconjuntos de A con subconjuntos de
B de la siguiente forma:

+ Sea X O A, llamamos imagen de X al conjunto:

f(x)={y0OB /0K Xconf(x) # {f(x) /x X%

+ Sea Y 0 B, llamamos imagen inversa o preimagen de Y al siguiente conjunto:

f2(y)={xOA /f(@0 Y}

*  Ejemplo:

f

A > B

f {1.2,3,4)={2,3}

;_
- f@1,33)= {3}
[ —\

Ejercicio: Dada la funcion f:R — R, f(X) =senx, calcular la preimagen del intervalo (0,1)
y la imagen del intervalo [3T§/2 2 JJ[
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Tipos especiales de funciones

Una funcion f: A — B se dice inyectiva si:

Ox, X1 A &x x' setiene f(d f(x')

(si f(x) = f(x') entonces x = x')

* Ejemplo:
f
A ° > B R
’ \_~ R
No son inyectivas ni f ni g.
_ X (si es inyectiva)
h(x) = 1
X X'
h(x) =h(x") O m—ﬁﬂ X X

Una funcion f: A — B essobreyectivasi: Im(f) =B

* Ejemplos:

A /’I\‘ B R g
‘— k
N -

No son sobreyectivas ni f ni g.

h:R - R

h(x) = 1+2x (si es sobreyectiva)

Una funcion f: A — B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Ejercicio: Condiciones que han de cumplir dos conjuntos para poder definir funciones
biyectivas entre ellos.
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Composicion de funciones. Funcion inversa

Dadas dos funciones f:A - By g:B - C, se define f compuesto con g como:

gof:A~C  (gof))=g(f()

En conjuntos:

00 A B
0g 8 C a(0,8 ,)s 00b BJ a ;lyb ,a
0,80 xA C

En funciones:

;,-:BAﬁcE:3 (gof)(@)=c -0 B/ f(ay byg(ty c
g-of:A_>C @g(f(a))=c

. .y . . . . o -1.
Diremos que una funcién f: A — B es inversible si la relacién inversa f 7:B - A
es una funcién.

Teorema: Una funcién f: A — B es inversible si, y sélo si, la funcion es biyectiva.

* Ejemplos:
f:R - R f:R-R
Fx) =x* f(x)=2x+1
_ x-1
fH(x)=—=
(x) 5
f
f
£t f!
No es inversible Si es inversible

Teorema: Sea f: A — B una funcién inversible, entonces:
fof =1, y flof=

IA

, -1 . . . .
Y, ademas, f ™ es la tnica funcién que cumple estas condiciones para f.
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5. LEYES DE COMPOSICION

Dado un conjunto A, llamamos operacion binaria interna o ley de composicion interna a
cualquier funcion de Ax A en A.

*AxA o A
*(a,b)=c a*b=c

* Ejemplos:
*ZxZ - Z a*b=a+b-ab esunaleyde composicion interna.

A:ZxZ - Z alb=+a’+b®> no es unaley de composicion interna.

A={a,b,c}

es una ley de composicion interna.

o o T
D T OO0

Dado un conjunto A, X O A y * una ley de composicion interna en A. Decimos que X es
parte estable de A respecto * si * es ley de composicion interna en X.

+ Ejemplo:

X ={a,b} es parte estable de A respecto [ (del ejemplo anterior).

Dados dos conjuntos A y B llamaremos ley de composicién externa en A a cualquier
funcién del tipo *: Ax B - A.

Propiedades

Asociativa: Sea * una ley de composicién interna en un conjunto A. Decimos que *
tiene propiedad asociativa si:

Ox,y,Z21 A x*(y*n (x*y)*z

Proposicion: Sea * una ley de composicién interna en A, con propiedad asociativa, y

X O A. Si X es parte estable de A respecto *, entonces * tiene propiedad asociativa en
X.

Conmutativa: Sea * una ley de composicion interna en un conjunto A. Decimos que *
tiene propiedad conmutativa si:

Ox, ] A x*y y*x
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Proposicion: Sea * una ley de composicion interna en A, con propiedad conmutativa y
X O A. Si X es parte estable de A respecto *, entonces * tiene propiedad asociativa en

X.
* Ejemplo:
A={0123 AN
{0123} 0 ‘8 i g 2 2\ tiene propiedad conmutativa.
1112 30 {0,2} es parte estable de A.
212 3 01
313 0 1 2
~ven {0,2} tiene también = 0 2
propiedad conmutativa. 0 (0 2
212 0
Dada una ley de composicién interna en un conjunto A, un elemento C [ A se dice
central si:

X A x* c*Xx

Llamamos centro al conjunto de todos los elementos centrales.

Distributiva: Sean * y A dos leyes de composicion interna en un conjunto A.
A es distributiva por la izquierda respecto de * si:

Ox,y, 20 A xA(y*g  (xay)*(xaz)
A es distributiva por la derecha respecto de * si:

Ox,y, 20 A (y*z)sx  (yAx)*(zax)

A es distributiva respecto de * si lo es por la izquierda y por la derecha.

Elementos particulares

Elemento neutro: Un elemento e [ A es neutro para * so:

XJ A x* e*x X

Proposicion: El elemento neutro, si existe, es Unico.

Demostracion: Suponiendo que hay dos elementos neutros: € y €

e*e'=ze'll
, U0 e*e e'% g ¢
g't=e [
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Simétrico de un elemento: Sea € el elemento neutro para una ley de composicion
interna * en un conjunto A.

Dado X [J A, X'[J A es el simétrico de X si:
X*X'=x'* =e
Si un elemento X I A tiene simétrico se dice que es simetrizable.

* Ejemplos:

(z+) a=2a==2 (z, a=2;a" =nohay
Proposicion: El simétrico del simétrico de un elemento es el mismo elemento: (a')' =a.
Proposicion: Si * tiene propiedad asociativa en Ay a 0 A es simetrizable, su simétrico

es unico.

Demostracion: Suponiendo que hay dos simétricos: a8’y a”

a'a*a'=a"{a*a)=a"®=a"l
o & a“
a'*a*a'=(a""a)*a'=ze*a'=a' [

Proposicion: Si * es asociativa en A, tiene elemento neutro y a [1 A es simetrizable, las
siguientes ecuaciones tienen solucién Unica:

* =
X*a=Db
Demostracion:
a*x=b - (a'fa)*x=a'b -e*x=a'b -x=ah O

U0 a'% b*a'
Xx*a=b - x*(a*a')=b*a' - x*e=b*a' - x =b*a']

Proposicion: Si * es asociativa y a y b son simetrizables entonces a *b también lo es y:
(a*b)'=b"'
Demostracion:
(a*b)*(b'*a')=a*(b*b')*a'=a*e*a'=a*a'=e
Elementos simplificables o regulares: Sea * una ley de composicién interna en un
conjunto A.
¢ O A es regular por la derecha si:
a*c=b*cO & b

¢ O A es regular por la izquierda si:
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c*a=c*bda b

¢ [J A es regular si lo es por la izquierda y por la derecha.

Si todos los elementos de A son regulares, se dice que *

simplificacién.

satisface la ley de

Proposicion: Si * es asociativa, todo elemento simetrizable es regular.

Ejercicio: Buscar un ejemplo con elementos no simetrizables.

Elemento absorbente: Sea * una ley de composicion interna en A, y sea ¢ 1 A.

Ces absorbentesi Jadd A, a* c*a ¢

Elemento idempotente: Sea * una ley de composicion internaen A, y sea a [1 A.
a es idempotentesia*a =a

Si todos los elementos de A son idempotentes diremos que A con * es idempotente.

6. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

(A*) es semigrupo si:

* es ley de composicion internaen A

Cumple la propiedad asociativa

Opcionales:
Propiedad conmutativa (semigrupo Abeliano)
Elemento neutro (con elemento neutro)

(A,*) es grupo si:

* es ley de composicién internaen A
Cumple la propiedad asociativa
Posee elemento neutro

Todos los elementos son simetrizables

Opcional:
Propiedad conmutativa (Abeliano)
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(A*,A) es semianillo si:

* es ley de composicion interna en A | A\ es ley de composicion interna en A

Cumple la propiedad asociativa Cumple la propiedad asociativa

Cumple la propiedad conmutativa Propiedad conmutativa (opcional, Abeliano)
Posee elemento neutro Elemento neutro (opcional, con elemento unidad)

Cumple que A es distributiva respecto *

(A*,A) es anillo si:

* es ley de composicién internaen A | A es ley de composicién interna en A

Cumple la propiedad asociativa Cumple la propiedad asociativa

Cumple la propiedad conmutativa Propiedad conmutativa (opcional, Abeliano)
Posee elemento neutro Elemento neutro (opcional, con elemento unidad)

Todos los elementos son simetrizables

Cumple que A es distributiva respecto *

(A*,A) es cuerpo si:

* es ley de composicion interna en A | A\ es ley de composicion interna en A

Cumple la propiedad asociativa Cumple la propiedad asociativa

Cumple la propiedad conmutativa Posee elemento neutro

Posee elemento neutro Todos sus elementos son simetrizables (menos el 0)
Todos los elementos son simetrizables Propiedad conmutativa (opcional, Abeliano)

Cumple que A es distributiva respecto *

* Ejemplos:

Dado el conjunto Z, :{[0],[1],[2],[3}, llamado convergencia en moédulo cuatro, y
formado por las siguientes clases:

[0]={...4.04812,.} Se define una + | [0] [1] [2] [3]

{..
{..-31509,.} operacion como: [01 | [0]1 [ [2]1 I3]
[2]={....-2,2,6,10,..} [1] | [1]1 [2] [3] [O]
it [2] [[2] [3] [0] [1]
[31 1 31 [0 [ [2]

- Es unaley de composicién interna (todos los elementos pertenecen al conjunto original)

- Tiene propiedad asociativa (por ser la suma la operacion)

- Tiene propiedad conmutativa (puede verse a ambos lados de la diagonal principal)

- Tiene elemento neutro (la clase del cero, [0])

- Cada elemento tiene simétrico (si en todas las columnas y filas aparece el elemento
neutro, en este caso, la clase del cero).

Por lo tanto, se trata de un grupo abeliano.
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Dado el conjunto formado por las siguientes permutaciones:

S ={00, PP Mok 1 [Ss[=31=6

Se define la operacion de composicion como:

° Po P B My My Hj
Po | P P B He M, M
N TR T

Mz [ M3 My MKy iP2 P o

- Es una ley de composicién interna (todos los elementos pertenecen al conjunto)
- Tiene propiedad asociativa (definida con la composicién de conjuntos)

- No es conmutativa (puede verse en la diagonal principal)

- Tiene elemento neutro (la permutacion p,)

- Es simetrizable (esta permutacién aparece en todas las filas y columnas).

Por lo tanto, se trata de un grupo.

Nota sobre las permutaciones

Las permutaciones se definen como funciones biyectivas de un conjunto sobre si
mismo. En la préactica representan las distintas ordenaciones posibles entre dos
conjuntos iguales.

* Ejemplos:

Dado el conjunto {1,2} , hay dos permutaciones posibles:

ey i

En el ejemplo del apartado anterior, las permutaciones resultantes serian:

(G
=N
i

@230 @230 O 230
Po=H 5 3 PR 1 2H ™25 3 14
@231 @231 Q280
W=H 3 o ®"R 2 1 W 1 3
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Propiedades de los grupos

Si (G,*) es un grupo:

El elemento neutro es unico.

Cualquier elemento tiene un unico simétrico,

(a*b)'=b"a'

Todos los elementos son regulares (se pueden simplificar).
Las ecuaciones a *X =b y X *a = b tienen solucion unica.

OO~

Dado un grupo (G,*) y H 0 G, se dice que H es un subgrupo de G si (H,*) es
también grupo. Para ello, ha de cumplir:

+ H ha de ser parte estable de G @
Ox,yd H x*y H

+ * debe cumplir la propiedad asociativa
(no hace falta demostrarla)

* Ha de poseer elemento neutro @
eldH

» Todo elemento ha de ser simetrizable ©)
a0 H @ H

Teorema (de caracterizacion): Sea (G,*) un grupoy H [0 G. H es subgrupo de G si
(H,*) es también grupo. Se ha de cumplir que:

i)y Hz[O

i) Ox,yd H x*M H

Demostracion (aplicando las propiedades anteriores y el teorema) de lo siguiente:
H essubgrupo < Hz0O yO x[y H xfly' H
La demostracion I es la mas sencilla. Usarla como Ejercicio.

Para demostrar U :

(b0 HI afMa'llH] e H ©)
i) i

\

SitaOHO &' H

aldHO ®

H * '
eDHDDeﬁJ HOa H

XDHE XDHED *(y) H X H
X ' @
YDHD@YIDHD“ y y
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Observacién: Para cualquier grupo (G,*), {e} y G son subgrupos que llamaremos
impropios. A los demas los llamaremos subgrupos propios.

Si (G,*) es un grupo finito, llamamos orden del grupo al nimero de elementos que
tiene G.

Teorema de Lagrange: Sea (G,*) un grupo finito de orden N. Si H es un subgrupo de
G de orden m, entonces M debe ser un divisor de n.

Ejercicio: Encontrar todos los subgrupos de (26 ,+).

Subgrupos normales: Dado un grupo (G,*) y un subgrupo de éste H, se dice que H
es subgrupo normal si:

dl G a*H H*a
a*H={a*h / hOH

donde [
H*a={h*a / hOH}

Teorema (de caracterizacion): Dado un subgrupo H de (G,*)

Ue]

GO
*h*Aq!
H essubgrupo normal - O HB& h*a'OH

* Ejemplo: (usando el mismo ejemplo de las permutaciones de tres elementos)

Sea H :{pO’plipZ}

po o H={p,.p., P} Hop S @0, 0}

oo H={m ek} = Hop = uy.p,.p

Por lo tanto, es un subgrupo normal.

Si un grupo es conmutativo, todos sus subgrupos seran normales.
Si un subgrupo es normal, el grupo no tiene por qué ser conmutativo.

Ejercicio: Segun el ejemplo anterior, dado el conjunto H = { Po > |11} , comprobar si es un
subgrupo de Gy, si lo es, si es un subgrupo normal.
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Propiedades de los anillos

(A,*,A) es anillo si:

1. (A*) es grupo abeliano
2. (A Q) es semigrupo (y cumple, por tanto, la propiedad asociativa)
3. A es distributiva respecto *

Para hablar de los anillos se empleara una notacién y terminologia determinada,
para poder diferenciar los elementos neutros, simétricos, etc. de ambos conjuntos.

Notacién aditiva Notacién multiplicativa
e 0 " oero” e, 1 . uno™," unidad
a' —a "opuesto” a' a‘l,g "inverso"
n
* * n
a*.*a|n@A (nON) aA. Aal a (n 0 N)

Esta notacion no significa que las operaciones que se vayan a utilizar sean
Unicamente la suma y la multiplicacién, sino que se simbolizaran de esta forma.

- . . . 2 .
Por ello, la siguiente igualdad no siempre es cierta: (a +b)° =a? +b? +2ab. Sélo lo
es en el caso de tratarse de anillos conmutativos:

(a+b)? =(a+b) [a +b) =[a [a +b)] 4b (& +b)| =(a @ +a B) #b & + h) =
—al@+ad+b@+b [ =a® +a b +b @ +b*> #za® b’ +ab

* Ejemplos:
Z, ={[01,[11,[21,[31,[4}

+ [[0] [ [2] [3] [4] 01001 [ 2] [3] [4]
[o] | [0] [ [2] [3] [4] (01|01 [0] [0] [0] [0]
(1 [ (21 [3 [4] [0] (o] i e EoE
(21{[2] [3] [4] [O] [1] (21101 [2] [4] (] [3]
[31 |31 [4] [0] [ [ (31001 (31 [ [4 [2]
(411141 [0 [ [2] [3] [41110] [4] [3] [2 [4

(Zs,+,m es un anillo abeliano con elemento unidad, y por lo tanto, es un cuerpo

abeliano. En la segunda tabla, se ignora la columna y fila del cero para establecer si
es 0 no simetrizable.

Z, ={[01,[11.[21.[31,[4]1,[5}
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+ |10 11 [2] [3] [4] [5] 01001 [ [2] 3] [4] [9]
[o]|0] [ [21 [3 [4] [51 [0 |[0] [0] [0] [0] [0] [O]
(1| 21 31 41 31 o] [ 01 [ 2 [8 [4 [
[21|[2] [3] [4] [5] [0 [  [2]|[0] [2] [4] [O] [2] [4]
(31|03 [4 [5] [0 [ (2] (31 |[0]1 [3] [0] [3] [O] [3]
[41 4] [51 [0 [ [2] [3]  [41[[0] [4] [2] [O] [4] [2]
51151 0] [ (2] [3] [4  [51/[0]1 [5] [4] [3] [2] [1]

No es cuerpo (no es simetrizable) pero si anillo conmutativo con elemento unidad.

Teorema (regla de los signos). Sea (A,+,)Jun anillo. Oa,li] A
) OfA=ald=0

i) al{-b)=(-a) O =—a @)

iy a [ = (—a) [{-b)

Demostracion de i):

0+0=0
a[(0+0)=ad ~aD+aD=al ~(aD+a0)Ha0=aO0Had -
~all+a@-a@=a0-al -al@=0

(se demuestra de forma analoga para 0 [& = 0)

Anillo de integridad: Dado (A,+,)] un anillo. Un elemento a [J A (a& 0) se dice que
es divisor de cero si:

b A(@® 0 /&b 06Ba& 0

Si en un anillo no hay divisores de 0 diremos que es un anillo de integridad. Si
ademas tiene elemento unidad y es abeliano, diremos que es un dominio de integridad.

Proposicién: Sea (A,+,)lun anilloy a 0 A.
a essimplificable < a noes 0 nidivisorde 0

Corolario: Si (A,+,0] es un anillo de integridad, todos los elementos son simplificables
salvo el 0.

Subanillos: Dado un anillo (A,+,]]y un subconjunto B (I A. B es un subanillo de A si
(B,+,0] es un anillo.
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[(B,+) essubgrupode (A,+)
- 0B, es parte estable de (A}

~{Bz0O, Dab B+a () B @ADL B

{0} y A son subanillos impropios de (A,+,0)L.

Ideales: Dado un anillo (A,+,0)] se dice que un subconjunto | [J A no vacio es un ideal
del anillo si satisface:

Sii,jO1 entonces i+ (—j) O

. im0l
Sitd 1l yal A entonces
aadl

Si | es unideal de (A,+,[)], entonces es un subanillo de (A,+,]l.

Ejemplo: {[0],[2} es un ideal de (Z,,+,0J (ver un ejemplo anterior)

Propiedades de los cuerpos

1.
2.

(K,+,00 es un cuerpo si:

(K,+) es un grupo abeliano

(K = {0}, es un grupo (no es obligatorio que sea abeliano)
- es distributiva respecto +.

Todo cuerpo abeliano es dominio de integridad.

Todo dominio de integridad finito es cuerpo.

Ejercicio: Justificar por qué (Z,,,+,[)] es cuerpo < n es primo.

3.

4.

Los unicos ideales de un cuerpo (K,+,)lson {0} y K.

En un cuerpo K, la ecuacion a =bx (b # 0) tiene solucion unica.
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4. HOMOMORFISMOS

Sean A y B dos conjuntos y * y AA leyes de composicion interna en ellos, respectivamente.
Una funcion f: A — B se dice homomorfismo si:

Ox,y0 A f(x*y f(X)Af(y)

(A% f (B,2)

Ejemplo:

Sea A =(0,), y consideramos (A,)ly (R,+). La funcion f:A - R f(x) =logx es
un homomorfismo.

10 ~ oo f(x[3) = log(x (§) = logx +1
_ x ) =log(x [¥) =log x +logy
f(y) =logy
Composicion de homomorfismos

Consideramos los conjuntos con sus leyes de composicion interna:

(A7) (B,4) (C.0)

Si f:A - By g:B - C son homomorfismos, entonces (go f):A - C es un
homomorfismo.

f:A- B f(x*y)=f(XAf(y) Ox,yd A
f:B - C g(xdy)=g(x)g(y) Oxy B

gof:A-C Dxyd A (go H)x*® ol foxxyR  ol(f(0Af (yH
=g(f00)0g(f (WE (g° F)0d0 (g f)(y)

Imagen de un homomorfismo

Sean (A*) y (B,A) dos estructuras y f: A - B un homomorfismo. El conjunto
Im(f) O B es parte estable de (B,A).

f(a)=x

Im(f) es parte estable [T] X Im@E)Y] &b A/
(f)esp [y ImEE) ()=

f (2)Af (b) = f(a*b) O xA@ Im(f)
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Propiedades del conjunto imagen

Sea f: A - B un homomorfismo de (A,*) en (B,A).

1. Si* es asociativa en A, entonces A es asociativa en Im(f).
2. Si* es conmutativa en A, entonces A es conmutativa en Im(f).

3. Siees el elemento neutro de * en A, entonces f (€) es el elemento neutro de A en

B.
(A*) f (B,4)

—
@

Partiendo de: [Ix,y1 A X*® e*xX X
Hay que demostrar: Oy] Im(f) yAf(e f(e)dy vy

Sif(x)=y
f(x*e)="f(e*x)=f(x)
= f (x)Af (e) = f (e)Af (x) =f(X) =y

Demostracion:

4. Si a y a son simétricos en (A,*), entonces f(a) y f(a') son simétricos en

(Im(f),4).

Conclusioén: El conjunto imagen tiene las mismas propiedades que el conjunto original.
Por eso se le llama homomorfismo.

Tipos de homomorfismos
Sean (A,*) y (B,A) dos estructuras y f: A -~ B un homomorfismo.
fes monomorfismo < fesinyectiva

fes epimorfismo < fes sobreyectiva

fesisomorfismo < fes biyectiva

(cuando todas las propiedades son iguales en dos conjuntos, se habla de conjuntos
isomorfos)

Si f es un homomorfismo de (A,*) en (A,*), lo llamaremos endomorfismo, y si
ademas es biyectivo, automorfismo.

Ejercicio: ¢Por qué no aparecen ahora funciones sobreyectivas o inyectivas (en los
endomorfismos)?
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Homomorfismos de grupos

Sean (A,*) y (B,A) dos gruposy f: A — B un homomorfismo.
« SiXesunsubgrupode A [1 f(X) es subgrupo de B.

+ SiY esunsubgrupode B [0 f(Y) es un subgrupo de A.

Nucleo de un homomorfismo

Sean (A*) y (B,A) dos grupos y f:A — B un homomorfismo. Sea e, el
elemento neutro de (B, A). Se define el nucleo de f como:

Ker(f)={xOA / f(XF e,}
(A%) 5 (B.,A)

Ker(f) es un subgrupo normal de (A,*).

SiKer(f)=0

+  Subgrupo: Ox,y0 Ker(f) x*y Ker(f)
d Ker(f)%* «a'0 Ker( f

+ Normal: 0 A . X*a er(f)

El elemento neutro €. siempre pertenece a Ker(f).

Teorema: Sea f un homomorfismo de grupos de (A,*) en (B,A).
fesinyectiva = Ker(f)={e.}
(siendo e. el elemento neutro de (A,*))
Demostracion:
a) Si Ker(f)={e.} O fesinyectiva.

fQ)=f(b)Oa b O ab A
f(a) = f(b) - f(a)Af (b)=f(b)Af (b) =e,

Por ser homomorfismo: f (a*b') =e,

Como f(a*b')=¢e,, a*b'Ker(f).
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Como en el nucleo solo esta el elemento neutro: a*b'=e.

Concluyéndose que a = b.

b) Sifesinyectiva 0 Ker(f¥ {e.}
e. O Ker(f) (trivial)

Suponiendo X [1 Ker(f) con X # e.

r00=e f(x)=f(e) O
i t , X) = e* X e*_) t d .
fe.) =e, [ Por ser inyectiva (x) = f(e.) contradiccién

Homomorfismos de anillos

Dados dos anillos (A,+,)]y (B,*,A), una funcién f: A — B es un homomorfismo si
Ux, yo  A:

Fx+y) =100 f(y) f(xd)=1f)Af(y)

Nucleo de un homomorfismo entre anillos

Sean (A,+,)ly (B,*,A) dos anillos y f: A — B un homomorfismo de anillos. Sea
0, el neutro para + en Ay O; el neutro para * en B.

Se define el nucleo de f como:

Ker(f)={xOA / f(xE 0.}

Teorema: fes inyectiva = Ker(f)={0,}

Homomorfismos de cuerpos
Sean (A,+,)ly (B,*,A) dos cuerpos y f: A — B un homomorfismo.
Ker(f) ={0,} (inyectivo)
o}

Ker(f) ={A} (homomorfismonulo, [XJ A f(x O0;)
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