CAP{TULO 2

Determinantes

1. Funcién determinante

A lo largo del capitulo, K representard un cuerpo y n un entero positivo.

Definicién 1.1. Sea F : M, (K) x ") x M, x1(K) — K una aplicacién, diremos que F es:

' ) F(ei,...,ac,...,cp) = aF(c1,...,¢5,...,Cn)
= n-lineal, si:
Fei,...,cj+den) =Fler, ..o ¢, en) + Flen, oo,y cn)

para 1 <j<n, ci,...,¢,C,. .., 00 € Mpx1(K)y a € K.

= alternada, si F(cq,. .., c,) = 0 siempre que al menos dos componentes de la n-tupla (¢, ..., ¢p)

coincidan, es decir, si existen ¢, j, con 1 < i # j < n, de manera que ¢; = ¢;.

Consecuencias 1.2. Sea F: M, 1(K) x .. x M, x1(K) — K una aplicacién n-lineal al-
ternada, y sea (c1,...,¢n) € Myyx1(K) X RO M, «1(K), entonces se tiene:
1) Si para algtn ¢, con 1 < i < n, se verifica que ¢; = O € M,,«1(K), entonces F(cy,...,c,) = 0.

2) Sii#j,conl<i,j<n,se verifica:

Flei,. . CiyeonCjyonyon) =—F(c1,. 0,65, Gy oy )

DEMOSTRACION.

1) Si ¢; = O, entonces:

0 0
0 0

ci = =0 =0g¢
0 0

Por consiguiente, de la n-linealidad de F, se tiene:

F(er,...y¢Ciyeooyen) =Fler,...,0¢,...,¢p) =0F(c1y...,¢iy...,¢q) =0
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2) Por ser F n-lineal y alternada, se tiene:
0=Flct,...,¢ci+¢Cjoo Gty cn) =F(c1,...,Cioe CiyennyCn)t
+F(c1, oy Ciyee s €y C) F F(C1, ¢y s Gy n) F F(CL, o6y Cy ) =
=F(e1,. €y oy Gy cn) FFler, 0 65,000 Ciy ey Cn)
de donde se tiene:
Flei, oo yCiseoinCyenyen) =—F(c1,.. ¢, Gy oy Cn)

O

Definicién 1.3. Una funcidn determinante en M, (K) es una aplicacién D : M, (K) — K ,
que verifica las condiciones siguientes:
1) D(I,) =1.
2) Fp es n-lineal y alternada, siendo Fp : M5 1 (K) x .. x My,»1(K) — K la aplicacién
definida segin Fp(cy,...,c,) = D(A), donde A es la matriz de M,,(K) cuyas columnas estdn

formadas por los términos de las matrices ¢; de M, 1 (K), es decir:

1 1 1 1 1 1
aj as a,, a; G ... G
a2 a2 a? a? a2 ... a2
1 2 n 1 2 n
FD . ? . L . = D . . . .
aj az ap ay az ap,

Consecuencias 1.4. Si D es una funcién determinante en M, (K), entonces:

1) Si A € M, (K) y B es la matriz que resulta de multiplicar la columna s-ésima de A por el
escalar a € K, para algin s, con 1 < s <n, entonces D(B) = a D(A).

2) Si AJA’ € M, (K) tienen las mismas columnas excepto la columna s-ésima, para algin s,
conl <s<mn, yB e M,(K) es la matriz que tiene las mismas columnas que A y A’,
excepto la columna s-ésima que es suma de la correspondiente de A y la de A’, entonces
D(B) =D(A)+ D(A").

3) SiAe M,(K)yexistenr,s, con 1 <r # s <n,de manera que las columna r-ésima y s-ésima
de A coinciden, entonces D(A) = 0.

4) Si A € M, (K) tiene alguna columna formada toda por ceros, entonces D(A) = 0.

5) Si A € M,(K) y B es la matriz que resulta de permutar en A las columnas r-ésima y s-ésima,
con r # s, entonces D(B) = —D(A).
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6) Si A€ M,(K) y B es la matriz que resulta de sumarle a la columna s-ésima de A la r-ésima

multiplicada por el escalar a € K, con 1 <r # s < n, entonces D(B) = D(A).

DEMOSTRACION.

1) Es consecuencia de la n-linealidad de Fp.

[\

Es consecuencia de la n-linealidad de Fp.

w

Es consecuencia de que Fp es alternada.

~

Es consecuencia del primer apartado de 1.2.

Ut

Es consecuencia del segundo apartado de 1.2.

)
)
)
)
)
6) Sicj, para 1 < j < n, representa la columna j-ésima de A, entonces, haciendo uso de que Fp

es n-lineal y alternada, y suponiendo r < s (para r > s es andlogo), se tiene:
D(B)=Fp(c1,...,CryeeoyCstaCr, ... Cp) =

=Fp(C1y.eyCryeeyCoyonayen)+a Fp(er,...iCryeviyCryninyCp) =
=Fp(c1y o yCryenyCsynnnycn) = D(A)

g

Nota 1.5. Si D es una funcién determinante en M, (K), las consecuencias 1) y 2) de 1.4 las
expresaremos diciendo que D es n-lineal respecto a las columnas. Asimismo, la consecuencia 3) de 1.4

la expresaremos diciendo que D es alternada respecto a las columnas.

Nota 1.6. En la préctica 2 del capitulo 1, vimos cémo afecta a una matriz el hecho de postmulti-
plicarla por una matriz elemental, en particular, si A € M,,(K), se verifica:
1) La matriz A E"(a) es la matriz que resulta de multiplicar la columna r-ésima de A por el
escalar no nulo a.
2) La matriz A E”(a) es la matriz que resulta de sumarle a la columna s-ésima de A, la columna
r-ésima multiplicada por a.

3) La matriz A E™* es la matriz que resulta de permutar las columnas r-ésima y s-ésima de A.

Vimos asimismo que la traspuesta de una matriz elemental es también matriz elemental y en

particular se cumple:

(@) =E"@) ; (B =E" ; (El) =Ea)

Proposicién 1.7. Sea D una funcién determinante en M, (K) y sean A y E matrices de M, (K),
con F matriz elemental, entonces:
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D(A E"(a)) = a D(A).
1) Si E = E(a), se tiene { D(E"(a)) = a.
D((E"(@))") = D(E"(a)) = a £ 0.
D(A E™*) = —D(A).
2) Si E = E™, setiene { D(E™) = —1.
D((E™)T) = D(E™*) = —1 0.
D(A E{(a)) = D(A).
3) Si E = Er(a), se tiene { D(E7(a)) = 1.
D((Ez(a))") = D(Ei(a)) = 1 0.

Ademis, D(AE) = D(A)D(E).

DEMOSTRACION.
D(A E"(a)) =a D(A) : Es consecuencia de la nota 1.6 y del apartado 1) de 1.4.
D D(E"(a)) = a: Es consecuencia del apartado anterior para A = I,,.
D((E"(a))") = D(E"(a)) = a # 0 : Es consecuencia del apartado anterior
y de que (E"(a))T = E"(a).
D(A E™*) = —D(A) : Es consecuencia de la nota 1.6 y del apartado 5) de 1.4.
2) D(E™®) = —1: Es consecuencia del apartado anterior para A = I,,.
D((E™*)T) = D(E™*) = =1 #0: Es consecuencia del apartado anterior
y de que (E™*)T = E™5.
D(A EZ(a)) = D(A) : Es consecuencia de la nota 1.6 y del apartado 6) de 1.4.
3) D(E?(a)) = 1: Es consecuencia del apartado anterior para A = I,,.
D((E%(a))”) = D(E:(a)) =1 #0: Es consecuencia del apartado anterior
y de que (X (a))T = E3(a).

Como consecuencia de las dos primeras afirmaciones de cada apartado, se deduce finalmente que

D(AE) = D(A)D(E). O

Corolario 1.8. Sea D una funcién determinante en M, (K) y E1, Es,...,E; € M,(K) matrices

elementales, entonces:
1) VA € M, (K), se tiene D(AE1Ey -+ E;) = D(A)D(E1)D(Es) - -- D(Ey).
2) D(E1Ey---Ey) = D(E1)D(Es)--- D(Ey).
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DEMOSTRACION. Para justificar el primer apartado basta aplicar repetidas veces la proposicién

anterior, 1.7. El apartado segundo se obtiene del primero para la matriz A = I,,. O

Proposicién 1.9. Sea D una funcién determinante en M, (K) y sea A € M, (K), entonces:

A es inversible <= D(A) #0

DEMOSTRACION. Si suponemos en primer lugar que A es inversible, de acuerdo con una carac-
terizacién vista en el capitulo 1, A es producto de matrices elementales, es decir, existen matrices
elementales Ey, Es,...,E; € M,(K) de manera que A = E;FEs--- Ey, entonces, haciendo uso de la

proposicién 1.7, pagina 47, asi como del corolario anterior, 1.8, se tiene:
D(A)=D(E\Ey---E;) = D(E1)D(E2)---D(Fy) #0

Si suponemos ahora que A no es inversible, pretendemos justificar que necesariamente D(A) = 0.
Sabemos que si A no es inversible, su traspuesta, AT, tampoco lo es y, de acuerdo con una caracteri-
zacién de matrices inversibles, vista en el capitulo 1, rg AT < n y la forma escalonada reducida de AT
tendra por consiguiente alguna fila toda de ceros. Si suponemos Fer(A”) = R, necesariamente R tiene
alguna fila formada toda de ceros y por tanto su traspuesta, R, tendrd alguna columna formada toda
de ceros, por lo que D(RT) = 0. Por otro lado, de Fer(AT) = R, se tiene que existiran matrices ele-
mentales E1, Es, ..., By € M,,(K) de manera que R = EyEy--- E,AT y de aqui RT = AE] --- ETET,

y haciendo uso de 1.8 y 1.7, se tiene:
0=D(R") = D(AE{ --- E; BE{) = D(A)D(E{ ) --- D(E3 )D(E{) = D(A)D(E) - - D(Ez)D(E1)

y, puesto que si E es una matriz elemental, entonces D(F) # 0, de la igualdad anterior se deduce que
D(A) =0.
a

Proposicién 1.10. Si D es una funcién determinante en M,,(K), entonces VA € M, (K) se verifica

que D(A) = D(AT).

DEMOSTRACION. Distinguiremos los dos casos siguientes:
= Si A es inversible, sabemos que es producto de matrices elementales, es decir, existen matrices
elementales Eq, Fs,...,E; € M,(K) de manera que A = FE1Fs--- E;. Obviamente se tiene
AT = ET ... ETET y, haciendo uso de 1.8, pagina 48, y del hecho de que para toda matriz

elemental E se verifica D(ET) = D(E), se tiene:

D(A) = D(E\E» -+ E;) = D(E1)D(E,) - - D(E;) = D(E{)D(Ey ) - D(E{ ) =
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=D(E{)---D(E3)D(E{) = D(E] - E; E{ ) = D(AT)
= Si A no es inversible, sabemos que AT tampoco lo es y de la proposicién anterior, 1.9, se tiene
D(A) =0= D(AT).

O

Nota 1.11. Si D es una funcién determinante en M, (K), puesto que acabamos de comprobar
que D(A) = D(AT) VA € M, (K), las consecuencias vistas en 1.4, pagina 46, se verifican también
si cambiamos el término columna por el de fila. En particular, en la linea de la nota 1.5, pagina 47,

diremos también que D es n-lineal y alternada respecto a las filas.

Proposicién 1.12. Si D es una funcién determinante en M, (K), entonces VA, B € M, (K) se
verifica que D(AB) = D(A)D(B).

DEMOSTRACION. Distinguiremos los dos casos siguientes:

= Si B es inversible, entonces B es producto de matrices elementales, es decir, existen matrices
elementales Fy, Es, ..., E, € M, (K) de manera que B = E1Es - - - Ey. Entonces, haciendo uso

de 1.8, pagina 48, se tiene:

D(AB) = D(AE, Ey - E;) = D(A)D(E))D(E,) --- D(E,) = D(A)D(B)

= Si B no es inversible, entonces AB tampoco lo es ya que si lo fuese, existirfa (AB)~! € M,,(K)
tal que (AB)"'AB = I, = AB(AB)~!, pero, haciendo uso de una propiedad vista al final
del capitulo 1, de la igualdad (AB)"'AB = I,, se tendria B inversible, en contra de nuestra
hipétesis. Finalmente, de acuerdo con la proposicién 1.9, pagina 49, se tiene D(B) = 0y
D(AB) =0, por lo que D(AB) = 0= D(A)D(B).

O
Proposicién 1.13. (Unicidad) Si D y D' son funciones determinante en M, (K), entonces D = D’.

DEMOSTRACION. Puesto que D y D’ son aplicaciones de M, (K) en K, para justificar la igualdad

D = D', hemos de ver que ambas aplicaciones dan la misma imagen sobre cualquier matriz A € M,,(K).
Distinguiremos los dos casos siguientes:

= Si A es inversible, entonces A es producto de matrices elementales, es decir, existen matrices

elementales F, Eo,...,E € M,(K) de manera que A = E;Es--- E;. Por tanto, haciendo

uso, para D y para D', de 1.8 y de 1.7, paginas 48 y 47 respectivamente, se tiene:

D(A) = D(E\E3---E) = D(E1)D(Es) --- D(E;) = D'(E,)D'(E3) --- D'(E;) = D'(A)
a0
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= Si A no es inversible, entonces, haciendo uso de 1.9, pagina 49, para D y para D', se tiene

D(A) = 0= D'(A).

2. Foérmula de Laplace

Definicién 2.1. Si A € M, (K), con n > 1, representaremos por A%, con 1 < r,s <n, a la matriz

que resulta de eliminar en A la fila r-ésima y la columna s-ésima, es decir, si A = {a;] € M, (K),
1<ij<n
entonces:
1 1 1 1
aj ... Gy Qgyq ... G
r—1 r—1 r—1 r—1
a .oa a .a
1 s—1 s+1 n
Al = - o O " € M,_1(K)
I ks T T
aj ceeoayty oagyy ... oap
n n n n
L af ... afq afyy ... ay |

Proposicién 2.2. Si D es una funcién determinante en M,,_1(K), conn > 1, entonces para todo r y
todo s, con 1 < r, s < n, se tiene que las aplicaciones D" : M, (K) —= K y Ds: M, (K) — K ,

definidas a continuacién, son funciones determinante en M, (K):

D"(A) = (=1)""a{D(A]) + (-1)"*?afD(AL) + -+ + (=1)"""a}, D(A})
v A= [al]
1<i,j<n
Ds(A) = (1) *agD(A]) + (=1)*TaZD(A7) + - - + (—1)""*al D(AY)
Ademés se tiene que:
D'=D?>=...=D"=D,=Dy=---=D,,
DEMOSTRACION. Para hacer la demostracién seguiremos los pasos siguientes:
I) D7, paral<r <mn, es una funcién determinante en M, (K).
II) D'=D?=...=D".
III) D" = D,, para 1 <r < n, y por consiguiente D, es también funcién determinante y se

tienen las igualdades D' = D2 = ... = D" = D; = Dy = --- = D,, buscadas.

I) Para demostrar que D", para 1 < r < n, es una funcién determinante en M, (K), de acuerdo con
la definicién 1.3, pdgina 46, hemos de justificar que D"(I,) = 1 y que la correspondiente aplicacién

Fpr es n-lineal y alternada. En efecto:
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= Teniendo en cuenta que el tinico término no nulo de la fila r-ésima de I,, es el de la columna

r-ésima, ademads este término es 1, y que (I,,)l = I,—1 y D(I,—1) = 1, se tiene:

D'(L,) = (~1) " 1D((L)}) = (~ 1) D(I,-1) = 1

» Pretendemos justificar la igualdad Fpr(ci,...,ac;,...,cn) = aFpr(c1,...,¢j,...,¢y). Su-
pongamos que A = [aﬂ e € M, (K) es la matriz cuyas columnas son (c1,...,¢j,...,Cpn)
<i,j<n

y B es la matriz de M, (K) cuyas columnas son (ci,...,ac;,...,c,), entonces:

[ 1 1 11 1]

ay ... @iy aa; ajq ... a,

T T
Fpe(ci,... acs, ... ca) = D"(B) = D ( aj ... di_y ad da, ... a ) =
n n n n n
at ... ajy aad} alyy ... ap]

= (=1)""aiD(B) + -+ (-1)"Haa]D(B}) + -+ (1) "a;, D(B},)

y teniendo en cuenta que B} = A’ y que, para todo i # j se tiene D(B]) = aD(A]) como

consecuencia de que D es funcién determinante, entonces:

Fpr(cr,...,ac),...,cp) =+ =

= (=) afaD(A}) + -+ + (-1)"Yaa[ D(A]) + - - - + (=1)" "a),aD(A},)

= a((=1)" T D(AD) + -+ 4+ (<) Hai D(AT) 4 - + (<1)" T}, D(A}))
=aD"(A) =aFpr(ci,...,¢j, ... ¢n)

= Pretendemos justificar ahora la igualdad:

FDr(Cl,...,Cj+C;,...,Cn) :FD’V'(Cl7...7cj,...,Cn)+FD7'(61,...,C‘;‘,...7CTL)

Supongamos que A = {a?

]} € M, (K) es la matriz cuyas columnas son (c1, ..., ¢j,...,Cn),
1<i,j<n

A’ es la matriz de M, (K) cuyas columnas son (c1, ..., ¢}, ..., cy), es decir, todas sus columnas

/1

aj;

12
a;

coinciden con las de A excepto la j-ésima que corresponde a la matriz columna c; = y

m
aj
supongamos que B es la matriz de M, (K) cuyas columnas son (ci,...,¢j +¢j,...,¢,), en-
tonces:
Fpr(cr,...,cj+¢j,...,cn) = D"(B) =
52
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= Dr( a'{

n
ay

1 14,1 1
Gj1 G5 ta; Gy
T s r T
a;_y G + a; a1

a” a +a a”

j—1 J J Jj+1

= (=) aiD(BY) + -+ + (=1)" (0] + af)D(B)) + -+ + (1) ", D(B)

y teniendo en cuenta que B]T» = A; = A./jr y que D(B]) =

D(AL) + D(A") para todo i # j,

como consecuencia de que D es funcién determinante, entonces:

Fpr(ci,...,cj+ ). cn)

= (=1)""a{ (D(A}) + D(AY)) + -+ + (=1)"" (aj + o] ) D(B})+

4o (1)l (D(AT) + D(AT)) =

= (1) D(AY) + -+ (1) aiD(A)) + -+ (-1)
+(=1)"al DAT) + -+ + (=1)"Va D(AT) + -

= D"(A) + D"(A') = Fpr(cy, ...

entonces:
Fpr(c1,...,¢CiyeesCjyennyCy) =0
Supongamos que A = [aﬂ o
1<4,5<n
(C1y. ey CiyevesCiyennyCn)

entonces tenemos:

n
ay

n
a;

n

/
s CjyoyCn) + Fpr(er, ..., c)y e

n
a;

= (1) aiD(AY) + -+ (=) e D(A]) + -+

H(=1)"HalD(AD) + - + (—1)"+"al, D(AL)

93

D(A})+

;Cn)

+(=1)"""a; D(AY) =

Pretendemos ahora justificar que si para algin ¢ # j (supondremos ¢ < j), se tiene ¢; = ¢;,

€ M, (K) es la matriz cuyas columnas son
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y teniendo en cuenta que, para todo k, con ¢ # k # j, se tiene que Aj, tiene dos columnas

iguales y que D es funcién determinante, tenemos D(AJ],) = 0 y por tanto:
Fpr(Cl,.. yCiyevesCjyenyCp) =+ = (—1)T+iafD(Af) + (—1)T+ja§D(A§)

Por otro lado, puesto que ¢; = ¢;, las matrices A] y A7 tienen las mismas columnas salvo

que éstas estan en ordenaciones distintas, es decir:

1 1 1 1 1
al ai_l ai—‘,—l aj an
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
A7_' _ Cl1 ai71 G/i+1 aj an
0
r4+1 r4+1 r+1 r4+1 r+1
al ai71 CLi+1 Clj Cln
n n n n n
_Cll a,i71 G/Z-+1 aj Cln_
[ 1 1 1 1 1]
aj a; aj_y @iy a,,
r—1 r—1 r—1 r—1 r—1
ar | a; -1 %41 n
;=
r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
a; ooa ceeailyoagiy ... ay
n n n n n
L aj a; aj_l aj+1 . a,, i

a partir de A”, realizando la siguiente secuencia de

Notemos que podemos obtener A7 7

7
intercambio de columnas:
e Permutando la columna i-ésima y la (¢ + 1)-ésima.

e Permutando la columna (¢ + 1)-ésima y la (i + 2)-ésima.

e Permutando la columna (5 — 2)-ésima y la (j — 1)-ésima.

Por consiguiente tenemos:
i+l pitl,i+2 j—2,j—1
Al = Al Eritl gtz o pi=2g
y puesto que D es funcién determinante, se tiene:
i+l pibl,it2 j—2,j—1y _
D(A}) = D(4] ERiL g2 o pimiel) —
_ D(A;) D(Ei,i-‘rl) D(Ei+17i+2) . D(Ej—2,j—1)

Ademas, de acuerdo con lo visto en 1.7, pagina 47, el valor de D sobre cada una de estas

matrices elementales es —1, basta contar cudntas permutaciones de columnas hemos realizado.
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Es sencillo comprobar que hemos realizado exactamente j — i — 1 permutaciones de columna

y en consecuencia tenemos:

D(A7) = D(A)(~1)

y de aqui, teniendo también en cuenta que a; = a’, tenemos:

Fpr(ciy . yCiyenasCjyensCp) = (—1)""al D(AT) + (—1)T+ja;D(A§) =
_ r+i 7 s j—i—1 r+j, .7 Ty __
= (-1 a; D(A7)(=1)! +(=1) +]ajD(Aj) =
= (fl)THH*Fla;D(A;) + (fl)THa;D(A;) =

= (=) 4 (1) )ay D(A7) = 0

II) D! = D? =... = D" es consecuencia de que todas éstas son funciones determinante en M, (K)

y de la unicidad vista en 1.13, pagina 50.

IIT) Para demostrar que D" = D,., para 1 <r < n, de acuerdo con la definicién de D,., tenemos que

si A= [aﬂ € M, (K), entonces:

1<i,j<n

D,.(A) = (=1)""alD(A!

T

)+ (=1)**TalD(AY) + -+ (=1)"ap D(AY)

Por otro lado, si consideramos B = AT = [bi- , se tiene bz. = a{ y:

Jlgi,jgn

(AT =B] (AT =By - (AT =B

y de aqui, haciendo uso de que D es funcién determinante, para todo i, con 1 < ¢ < n, se tiene que
D(AL) = D((AL)T) = D(BY), de donde:
Dy(A) = (=1)'""a; D(A;) + (1) D(AD) + -+ + (-=1)"a D(A}) =
= (=)0 D(BY) + (=1)**"05D(B3) + - - + (=1)""b,, D(By) = D"(B) = D"(A")

Pero, puesto que ya hemos comprobado que D" es funciéon determinante, de la proposicion 1.10,

péagina 49, tenemos:
D.(A)=-..=D"(AT) = D"(A)
Con esto D, = D" para todo r, con 1 < r < n, y por consiguiente D,. es funcién determinante en

M, (K) por serlo D", y ademads se verifican las igualdades:

Dl:DQZ...:Dn:DIZDQZ...:Dn

%)
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3. Determinante de una matriz cuadrada

Proposicién 3.1. Para todo n > 1 existe una y sélo una funcién determinante en M, (K).

DEMOSTRACION. Haciendo uso de la proposicién 1.13, pagina 50, es suficiente justificar la existen-

cia de alguna funcién determinante en M, (K), para todo n > 1, lo que hacemos por induccién:

= Existe alguna funcién determinante en M;(K): La aplicacién D : M;(K) —— K , defini-

da segiun D([a]) = a, es funcién determinante. En efecto, de acuerdo con la definicién 1.3,
péagina 46, se tiene:
1) D([1]) = 1.
2) En este caso, es inmediato que Fp = D, y ademés:
D(la] + [b]) = D([a +b]) = a+ b= D([a]) + D([b])
D(ab]) = D([ad]) = ab = aD([b])

e D es 1-lineal:

e D es alternada: esta condicién se cumple trivialmente puesto que no se puede
dar el caso de que D actiie sobre una n-tupla con al menos

dos componentes iguales.

= Si existe alguna funcién determinante en M,,_1(K), con n > 1, entonces existe en M, (K): Es-

to ha sido demostrado en la proposiciéon 2.2, pagina 51.

O

Definicién 3.2. Para todo n > 1, la unica funcién determinante que existe en M, (K) la repre-
sentaremos por det: M, (K) —— K ,y a la imagen de una matriz A € M, (K) la representaremos

normalmente por det(A) o simplemente por |A| y la denominaremos determinante de la matriz A.

Nota 3.3. La existencia de funcién determinante en M, (K), para n > 1, la hemos demostrado
en 3.1 haciendo uso, basicamente, de la Férmula de Laplace, no obstante, puede también justificarse a
partir de contenidos que veremos en el Tema 9. En particular podremos comprobar que la aplicacién

D: M,(K) —— K , definida segin:

D(A) = Z si9(0)ak 1)) O
UGZn

donde A = [a;} . € My(K), Y, es el conjunto de todas las permutaciones de {1,2,...,n} y
sig(o) es lo que definiremos como signatura de la permutacién o, es una funcién determinante en
M, (K).
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Corolario 3.4. Con la notacién introducida en 2.1, pagina 51, si A = [ai-

M, (K),
J}lii,jéne (K), con

n > 1, entonces para todo r,s, con 1 < r,;s < n, se tiene:

(=D aiA7| + (-1)"2a5|A5| + - - + (=1)"ag | A7
Al =

(=D aglASl + (=1)*FaZ| AT + - - + (=1)""*al | AY|

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de la proposicién 2.2, pagina 51, y de la definicién

3.2 de determinante de una matriz. O

Definicién 3.5. En el corolario anterior, la primera de las expresiones de | A| se denomina desarrollo
del determinante de A por los términos de su r-ésima fila, y la segunda de las expresiones se denomina

desarrollo del determinante de A por los términos de su s-ésima columna.

Ejemplos 3.6.

a1 al
1) Si A= e M,(K), entonces |A| = ata3 — ala?.

2 2
ay az

En efecto, si desarrollamos el determinante de A por los términos de la primera fila, se

tiene:
Al = (=D ai|Aj| + (=1)"as] 43| = ajla3| — az|a?| = ajaj — azaf
ai ay aj
2) Si A= | a2 a2 o2 | € M3(K), entonces |A| = ala3a3 + aldla} + alatai — ala3a3 —

ai af a

alatal — ala3a3. (Esta expresién se conoce como Regla de Sarrus)

En efecto, si desarrollamos el determinante de A por los términos de la primera fila, y

haciendo uso del ejemplo 1), se tiene:

Al = (1) ay| Ay + (-1)ag|As] + (-1)agA3] =

2 2 2 2 2 2
1| @2 as 1] @1 as 1| @1 a2
= al —_ a2 + a3 =
3 3 3 3 3 3
Qg as aq as aq ag

= a1 (a303 — a303) — a3 (atad — a3a}) + az(atae] — a3a]) =

123, 123, 123 123 123 123
= 010303 + axa3a] + azaja; — 410305 — A0103 — 030507
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Proposicién 3.7. Sea A € M, (K), con n > 1, entonces:
) . P|O
1) Si A admite una estructura por bloques de la forma A = , con P € My(K),
B|Q
Q€ My(K)y O € M,yq(K) la correspondiente matriz nula, entonces se tiene:

Al = |PQ)

P | B
2) Si A admite una estructura por bloques de la forma A = , con P e M,(K),

oM
Q€ My(K)y O € Myxp(K) la correspondiente matriz nula, entonces se tiene:

Al = |P[Q)]

DEMOSTRACION.

1) Haremos la demostracién por induccién sobre p. Supongamos pues en primer lugar que p = 1,

es decir:
aj 0 0
2
ay | Gz A,
A:
af |af o al

entonces, P = [al], @ = A} y, haciendo el desarrollo del determinante de A por los términos

de la primera fila, se tiene:
Al = (-1)"*aj| A}l = a1|Q| = |P| Q|

Por hipétesis de induccién, supongamos ahora que el resultado es cierto para matrices
cuadradas con una estructura por bloques como la indicada para A, pero con el bloque superior
izquierda en M,_1(K), con p —1 > 1 y justifiquemos el resultado para el caso P € M,(K).

Desarrollando el determinante de A por los términos de la primera fila, y teniendo en

cuenta que a,,,, = --- = a,, = 0, se tiene:
Al = (=1)""ay| A}l + (1) Pag| 43| + - + (=1) P, |4
Pero notemos que:

Pt |O Py | O PO
Al= | Al= |22 o Al= |2
B | Q B | Q By | @

donde Bj; es la matriz que resulta de eliminar en B la columna j, y ademas, las matrices
P!,Pj,..., P} pertenecen a M, ;(K) y por consiguiente es aplicable a A}, A3,..., A} la
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hipétesis de induccion, por lo que:

PO Pl | O PO
|Af| = =P 1QI, |43 = =P Q. -, |4 = |— =P Q|
B | Q By | Q B,

Haciendo asimismo uso del desarrollo del determinante de P por los términos de su

primera fila, finalmente se tiene:

Al = (-1)""aj| A} + (1) Pag| A3 + - + (1) Pa, |4 =
= (=D)'"ai|P] Q] + (-1)' a3 P | Q] + -+ + (=1) P, |P, | Q] =
= (-1l B| + (~1) FZa}| P + -+ (- 1>1+pa,£\P,}|) Q=17 Q)
PT | O
2) En este caso es inmediato que AT = p. ——|» por lo que, haciendo uso de 1.10, pagina
B" | Q

49, y del apartado anterior, se tiene:
Al = |AT] = |PT] Q"] = |P| Q|
O

Corolario 3.8. Sea A = {a?LQ - € M, (K). En cualquiera de los casos siguientes se tiene
|Al = aia3---a: ’
1) Si A es triangular inferior, es decir aé. = 0 siempre que i < j.
2) Si A es triangular superior, es decir a; = 0 siempre que ¢ > j.

3) Si A es diagonal, es decir a®

7 = 0 siempre que ¢ # j.

DEMOSTRACION.

1) Es consecuencia inmediata de aplicar repetidamente el primer apartado de la proposicién

anterior, 3.7.

2) Es consecuencia inmediata de aplicar repetidamente el segundo apartado de la proposicién

anterior, 3.7.

3) Es consecuencia inmediata de cualquiera de los apartados anteriores.
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