CAP{TULO 1

Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

Para hacer un desarrollo de esta materia lo més autocontenido posible, inicamente presupondremos

conocido:

= Los conceptos y terminologia bésicos sobre conjuntos (€, C, |J, (), 0, V, 3, producto cartesiano
de un numero finito de conjuntos, - - -)

= De los conjuntos numéricos N (ntimeros naturales), Z (ndmeros enteros), Q (nitmeros ra-
cionales) y R (ndmeros reales), las operaciones suma y producto en cada uno de ellos, sus

propiedades bésicas y la relacién usual de orden entre sus elementos.

1. Definiciéon de cuerpo

Comenzaremos por repasar las propiedades que cada uno de los cuatro conjuntos numéricos indi-
cados verifican para las operaciones suma y producto. En particular, si A representa cualquiera de los

conjuntos N, Z, Q o R, para la suma se verifica:

= La suma de dos elementos de A es de nuevo un elemento de A, es decir:
at+ad €A VaadcA

A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que la suma en A es una operacion
binaria interna.

= El orden en que efectuamos la suma de dos elementos, no varia el resultado, es decir:
a+ad =d +a Va,a €A

A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que la suma en A es conmutativa.
= La suma de tres elementos no varia con independencia de cémo los agrupemos para realizarla,

es decir:

(a+d)+d" =a+ (a +d") Va,a,d" €A
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A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que la suma en A es asociativa y,
como consecuencia de esta propiedad, la suma de estos tres elementos se representara simple-
mente por a + a’ +a”.

= En Z, Q y R, as{ como en N cuando se considera al 0 como un numero natural, hay un

elemento, que es el 0, cuya suma con cualquier otro da este otro como resultado, es decir:
30€A / a+0=a=0+a Vaec A

A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que 0 es elemento neutro para la

suma en A.

La siguiente propiedad se cumple en Z, en Q y en R pero no se cumple en N:
VaeA,3(—a)eA / a+(—a)=0=(—a)+a

es decir, para todo elemento de A existe otro cuya suma con €l da el neutro de la suma. A esta propiedad
normalmente nos referimos diciendo que todo elemento de A, con A cualquiera de los conjuntos Z, Q

o R, tiene opuesto, o simétrico para la suma, en A.

Igualmente, si A representa a cualquiera de los conjuntos N, Z, Q o R, para el producto se verifica:
= El producto de dos elementos de A es de nuevo un elemento de A, es decir:
a-a €A Va,a €A

A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que el producto en A es una ope-

racién binaria interna. Normalmente simplificamos la notacién y escribimos aa’ en lugar de

a-a.

= El orden en que efectuamos el producto de dos elementos no varia el resultado, es decir:
ad’ =d'a Ya,a €A
A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que el producto en A es conmuta-

tivo.

= El producto de tres elementos no varia con independencia de como los agrupemos para rea-
lizarlo, es decir:
(aa")a" = a(a’a’) Va,a,d" € A
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A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que el producto en A es asociativo
y, como consecuencia de esta propiedad, el producto de estos tres elementos se represen-

tard simplemente por aa’a’”.

= Hay un elemento, que es el 1, cuyo producto con cualquier otro da este otro como resultado,
es decir:

31€eA / al=a=1la VaecA

A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que 1 es elemento neutro para el

producto en A.

= El producto, en relaciéon con la suma, verifica las siguientes propiedades:
a(d’+ad") = (ad) + (ad”) y  (d +a")a=(da)+ (a"a) Va,d,a" €A

A estas propiedades normalmente nos referimos diciendo que el producto en A es dis-
tributivo por ambos lados respecto a la suma y, para evitar el uso excesivo de paréntesis,
convenimos en priorizar el producto sobre la suma, de modo que escribimos aa’ +aa’ en lugar

de (aa’) + (aa”) y d'a+ o”a en lugar de (a’a) + (a”a).

La siguiente propiedad se cumple en Q y en R pero no se cumple en N ni en Z:
VacA*=A—-{0} , JatcA*=A-{0} / aa'=1=a""a

A esta propiedad normalmente nos referimos diciendo que todo elemento distinto del neutro de la
suma de A (o simplemente no nulo si este neutro se representa por 0), con A cualquiera de los conjuntos

Q o R tiene inverso, o simétrico para el producto.

En la segunda parte de la asignatura estudiaremos propiedades de conjuntos no vacios con una
0 mas operaciones binarias internas verificando algunas de estas propiedades. En este momento, nos
vamos a centrar en conjuntos no vacios con dos operaciones binarias internas que verifiquen las mismas

propiedades que hemos indicado para Q y para R, esto da lugar a la denominada estructura de cuerpo.

Definicién 1.1. Un cuerpo es un conjunto no vacio, junto con dos operaciones binarias internas
que habitualmente denominamos suma y producto, y representamos por + y -, respectivamente, y que
verifican las siguientes propiedades:

= conmutatividad de la suma y el producto.

= asociatividad de la suma y el producto.
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= existe elemento neutro para la suma y elemento neutro para el producto.
= todo elemento tiene opuesto y todo elemento distinto del neutro de la suma tiene inverso.

= el producto es distributivo por ambos lados respecto a la suma.

Habitualmente, para referirnos a esta estructura, diremos que (K, +, -) es un cuerpo, o simplemente
que K es un cuerpo, sobreentendiendo en este caso la notacién + y - para las correspondientes opera-
ciones. A los elementos del conjunto K los representaremos normalmente por letras minusculas, bien

latinas o bien griegas, y los denominaremos escalares.

Ejemplos 1.2.

1. El conjunto K = {0, 1}, para las operaciones dadas en las tablas siguientes, es un cuerpo al

que normalmente representaremos por Zs:

+10]1 01
001 y 0|0|0
T(11]0 T110|1

2. El conjunto K = {0, 1,2}, para las operaciones dadas en las tablas siguientes, es un cuerpo

al que normalmente representaremos por Zs:

+] 01 0(1]2
0f0[1]2 0(10]0]|0
1 210 ’ 110(1]2
22/0|1 2110(2|1

3. El conjunto K = {0,1,2,3}, que igual que en los ejemplos anteriores representaremos nor-

malmente por Z4, NO es un cuerpo para las operaciones dadas en las tablas siguientes:

+10]|1]2(3 0[1]2]3
010 23 0|0|0|0]|0
1(1(2[3]|0 y 1(10(1]2]3
201213|0|1 2102|012
33|01 |2 3(10(3]2]1
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4. El subconjunto de R, Q(v/2) = {a 4+ bv/2 / a,b € Q}, es un cuerpo para la suma y producto

de sus elementos como nudmeros reales.

Consecuencias 1.3. En un cuerpo K se verifica:

1) El elemento neutro para cada operacién es tinico. Como consecuencia, al neutro de la suma
lo representaremos por 0 y al del producto por 1.

2) El opuesto de cualquier elemento a € K es unico y lo representaremos por —a. Asimismo, una
composicién del tipo b+ (—a) se representard simplemente por b — a. Ademds —(—a) = a.

3) El inverso de un elemento no nulo a € K es tinico y lo representaremos por a~!. Ademds

(et =a.

a0 =0Va € K.

ab=0 —= a=0 o b=0.

)
)

6) Va,b € K, con a # 0 # b, entonces (ab)~* =b"ta"t =a 1b7L.
) Va,b € K se verifica (—a)b = —(ab) = a(=b) y (—a)(=b) = ab.
)

Todo elemento no nulo es simplificable para el producto, es decir:
ab=ac y a#0 = b=c
9) Si los neutros de ambas operaciones coinciden, entonces K se reduce a un solo elemento.

DEMOSTRACION.

1) Sie; y eg son neutros de K para la suma, entonces:

€1 por ser es neutro
e1+ ey =
es por ser e; neutro
luego e; = es. Respecto al producto se razona de forma andloga.
2) Si ay y as son opuestos de a € K, entonces, haciendo uso de la propiedad asociativa de la
suma, se tiene:
(a1 + a) 4+ a3 =0+ as =as por ser a; opuesto de a y 0 neutro
a1 +a-+ax =
a1+ (a+ag) =a1 +0=a; por ser as opuesto de a y 0 neutro
luego a; = as. Ademds, de (—a) +a = 0 = a + (—a) se deduce que a es opuesto de —a, por
lo que a = —(—a).
3) Se razona de forma andloga al apartado anterior.
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)

Si consideramos el elemento de K, a(0 + 0), se tiene:

a0 4+ a0 por distributividad del producto respecto a la suma
a(0+0) =
a0 puesto que 040 =10

en consecuencia a0 + a0 = a0 y considerando ahora el opuesto de a0, —(a0), y haciendo uso
de la asociatividad de la suma, se tiene:

a0+ a0 =a0 = a0+ a0 — (a0) = a0 — (a0) = a0 =0

Si ab = 0 y suponemos a # 0, entonces a tiene inverso y, haciendo uso de la propiedad

asociativa del producto y del apartado anterior, se tiene:

(a=ta)b=1b=1
at(ab) =a"t0=0

a tab =

en consecuencia b = 0. De igual manera, si suponemos ab =0y b # 0, se llega a que a = 0.
Si a # 0 # b, por el apartado anterior se tiene ab # 0 y por consiguiente ab tiene inverso y se

tiene:
(ab)"Hab) =1 = (ab) '(ab)b ' =167  =bp"! =
— (ab)la=b"' = (ab)laa ' =b"la! = (ab)"' =b"ta7!

lo que, junto con la conmutatividad del producto, justifica las igualdades buscadas.
Para justificar que (—a)b es el opuesto de ab, basta ver que (—a)b + ab = 0. Pero, haciendo
uso de la distributividad del producto respecto a la suma, asi como de uno de los apartados

anteriores, se tiene:
(—a)b+ab=(—a+a)b=0b=0
La igualdad —(ab) = a(—b) es andloga. Igualmente se tiene:
(~a)(=) = ~(a(-b)) = ~( - (ab)) = ab
Por ser a # 0, a tiene inverso, y entonces:
ab=ac = a *(ab) =a"'(ac) = (¢ ta)b=(a"'a)e = 1lb=1c = b=c

Si suponemos que ambos neutros coinciden, es decir 0 = 1, entonces Va € K, se tiene que

a=al=a0=0, por lo que K = {0}.
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Nota 1.4. A la vista de la ltima de las consecuencias anteriores, al referirnos a un cuerpo con-
sideraremos que éste tiene mas de un elemento y, en consecuencia, los neutros de ambas operaciones

seran diferentes, es decir, 0 # 1.

2. Sistemas de ecuaciones lineales sobre un cuerpo

Definicién 2.1. Una ecuacion lineal sobre el cuerpo K, es una expresion del tipo siguiente:
a1x1 + asxe + -+ apx, =0

donde n es un entero positivo, (a1, as,...,a,,b) € K"y (x1,22,...,2,) representa la n-tupla de las
denominadas incdgnitas de la ecuacién. Si para algin ¢ se verifica que a; = 0, diremos que la incégnita
x; no aparece en la ecuacién y normalmente omitiremos el término a;x; de ella.

Una solucidn de la ecuacién anterior, es una n-tupla (aq, as, ..., a,) € K™ que verifica la siguiente

igualdad para las operaciones del cuerpo K:
aioq + ason + -+ apo, = b

Denominaremos sistema de m ecuaciones lineales (SEL) con n incégnitas sobre K, donde m y n

son enteros positivos, a toda secuencia de m ecuaciones del tipo anterior, es decir:

atry +adxe +---+alr, = b
atry +adre + - +aly, = b
al’z1+ayzo+ - +artx, = b

i

5 es el coeficiente, en la

A los escalares af se les denomina coeficientes del sistema, en particular a
i-ésima ecuacion, de la j-ésima incognita, es decir, el superindice de aj indica la ecuacién y el subindice
la incégnita. Y a los escalares b?, se les denomina términos independientes. En este caso, una solucion

del sistema es una n-tupla (g, ag, ..., a,) € K™ que es solucién, simultdneamente, de las m ecuaciones

lineales del sistema, es decir, para la que se verifican las siguientes m igualdades en el cuerpo K:

atog +adas +---+ala, = bt
atay +adag + -+ ala, = b
al’a; +affag + - +apay, = b
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Definicién 2.2. Si un SEL tiene alguna solucién se dice que es compatible y en caso contrario se
dice que es incompatible. Asimismo, si es compatible y sélo tiene una solucién, se dice que es compatible

determinado, y si tiene més de una solucién, se dice que es compatible indeterminado.

Definicién 2.3. Un SEL cuyos términos independientes son todos nulos, se denomina homogéneo.
Es inmediato que un SEL homogéneo es compatible puesto que al menos la n-tupla (0,0,...,0) € K™

es una solucion.

Definicién 2.4. Un SEL, diremos que tiene forma escalonada, si las posibles ecuaciones en las que
no aparecen incognitas estan al final y ademads, la primera incégnita que aparece en cada ecuacion, que
denominaremos incdgnita principal, es posterior a la primera incégnita que aparece en cada una de las

ecuaciones anteriores y no aparece en las ecuaciones posteriores.

Ejemplo 2.5. Los siguientes sistemas sobre el cuerpo R tienen forma escalonada:

1 4+ a2 + 3x3 — x4 = 2
1. 575 + 224 = 7 y las incégnitas principales son x1, 3 y 4.
204 = 6
201 — T2 + 23 = 0
2. To — 3x3 + 2x4 = 2 y las incégnitas principales son x1, T2 y 4.
— g = 1

Definicién 2.6. Un SEL, diremos que tiene forma escalonada reducida si tiene forma escalonada

y las incégnitas principales tienen coeficiente 1 y aparecen solamente una vez.

Ejemplo 2.7. Los siguientes sistemas sobre el cuerpo R tienen forma escalonada reducida:

T + bxs = 1
1. Ts — 33 = 0 v las incégnitas principales son x1, X2 y 4.
Ty = -3
xr1 — T2 + 225 = 3
2. T3 - z5 =5 y las incégnitas principales son z1, 3 v 4.
Ty — 35 = 2
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3. Equivalencia de sistemas

Proposiciéon 3.1. Cualquiera de las siguientes operaciones transforma un SEL en otro sobre el
mismo cuerpo, con el mismo nimero de ecuaciones y de incégnitas, y con el mismo conjunto de solu-

ciones:

1) Permutar dos ecuaciones.

2) Multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo, es decir, multiplicar todos los coeficientes y
el término independiente de una ecuacién por un mismo escalar no nulo.

3) Sumarle a una ecuacién otra ecuacién multiplicada por un escalar, es decir, a cada coeficiente
y al término independiente de una ecuacién, sumarle su correspondiente de otra determinada

ecuacién, multiplicados éstos por un mismo escalar.

DEMOSTRACION. Sea S el siguiente SEL sobre un cuerpo K:

atry +adxe +---+alr, = b
ajry +adxe + - +alz, = b?
al'z1+ayxo+ - +altx, = b

Es inmediato que cualquiera de las operaciones descritas, transforma S en otro SEL, S’, sobre el
mismo cuerpo y mantiene el niimero de ecuaciones y de incégnitas. Pretendemos pues demostrar que
si S es incompatible, entonces S’ también lo es, y que si S es compatible, entonces S’ también lo es y

S y S’ tienen el mismo conjunto de soluciones. Segin la operacion realizada se tiene:

1) En este caso es consecuencia inmediata de la definicién de solucién de un SEL.

2) Si S’ resulta de multiplicar la i-ésima ecuacién de S por el escalar no nulo a, entonces S’ es

el sistema:
1 1 1 1
a;r1+ a3z + -+ apxy = b
aaixry + aabre + - +aalx, = ab
a'zy +ay'xe + - +agr, = b™

Por consiguiente tenemos:
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e Si S es incompatible, S’ también lo es ya que si (a1, aq,...,q,) € K™ fuese solucién de

S’, se cumplirfa:

1 1 1
ajoq + azag + - -0+ ap = b
aajoy + aahas + - +aaho, = ab'
al’oq +af'as + -+ +alta, = b

Pero, de acuerdo con una de las consecuencias vistas de la definiciéon de cuerpo, puesto

que a # 0, de la i-ésima de estas igualdades se deduce:
aaiay + adhay + - -+ aa’a, = ab' = a(aloy +abog + - +alay,) = ab' =

= ajog +asas+ -+ al o, =0

lo que supondria que (a1, @a, ..., q,) también seria solucién de S, en contra de que S es
incompatible.
e Si S es compatible y (a1, 9, ...,a,) € K™ es una solucién de S, entonces
atay +alag +---+ala, = b
ajog +asos + - +aho, = b
aT'oq +afloe + - +arta, = b"

y en consecuencia, multiplicando por a la i-ésima de estas igualdades, se tiene

atar +alas + - +ata, = b
safes +arfon-+ et = o
st s —
por lo que (ag,a9,...,a,) € K™ también es soluciéon de S’ y S’ es asi compatible.

Ademaés, este razonamiento demuestra a su vez que toda solucién de S lo es de S’ vy,
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puesto que antes hemos justificado que toda solucién de S’ es también solucién de S,

tenemos asi que S y S’ tienen el mismo conjunto de soluciones.

3) Supongamos que S’ resulta de sumarle a

la ecuacién i-ésima de S la j-ésima, con i # j,

multiplicada por el escalar ¢ € K. Haciendo uso del primer apartado, supondremos i < j y

tenemos asi el sistema S:

atry +adxe +---+alr, = b
Aot =
P
oo it~

y su transformado S’ serd:
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atry +adxe + - +alw, bt
(at + adl)xy + (a4 aad)zs + - - - + () + aad))z, b’ + abl
a{xl + a%xg +talz, b
al’'z1 +aj'xg + -+ alz, bm
Por consiguiente tenemos:
e Si S es incompatible, S’ también lo es ya que si (a1, ao,...,a,) € K™ fuese solucién de
S’, se cumplirfa:
atog +atas + - +alay, b
(ai + aa))on + (ab + add)as + - - - + (a, + aad)ay, bt + ab’
a{al +aéa2+~-~+a%an b
aT'aq +aj'ae + -+ altay, b
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Pero de la i-ésima de estas igualdades se tiene:
(a} + ad))ay + (ab + aa))as + - - + (al), + aal oy, = b 4 abl =

= aial—|—a§a2+~-~+a2an+a(a{a1—i—aéag—i—---—i—a{lan) =b +ab’ =

—bi

= ajog +asas + -+ ajo, =0

lo que supondria que (a1, @a, ..., a,) también seria solucién de S, en contra de que S es
incompatible.
e Si S es compatible y (a1, 9, ...,a,) € K™ es una solucién de S, entonces
atay +aag + - +ala, = b
ajay + asao + +ala, = b
ajoqg +adas + -+ adda, = W
a{”al + a72n042 + -+ azlan =

y en consecuencia, sumandole a la i-ésima de estas igualdades, la j-ésima multiplicada

por a, y operando en K, se tiene

atog +atas + - +alay, = bt
o+ aan + (0 oo b+ @+ achjan = b
oo i _
o+ o+t -
por lo que (ay,a9,...,a,) € K™ también es solucién de S” y S’ es asi compatible.

Ademds, este razonamiento demuestra a su vez que toda solucién de S lo es de S’ y,
puesto que antes hemos justificado que toda solucién de S’ es también solucién de S,

tenemos asi que S y S’ tienen el mismo conjunto de soluciones.

12
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Definicién 3.2. Las operaciones descritas en la proposicion anterior, 3.1, se denominan operaciones

elementales fila y, para referirnos a ellas, utilizaremos la siguiente notacién:

1) F;;, coni # j, representara la operacion elemental fila consistente en permutar las ecuaciones
i-ésima y j-ésima.

2) aF; representard la operacién elemental fila consistente en multiplicar la ecuacién i-ésima por
el escalar no nulo a, es decir, multiplicar todos los coeficientes y el término independiente de
la ecuacion i-ésima, por el escalar no nulo a.

3) F;+aF) representara la operacién elemental fila consistente en sumarle a la ecuacién i-ésima
la ecuacién j-ésima, con ¢ # j, multiplicada por el escalar a, es decir, a cada coeficiente y
al término independiente de la ecuacién i-ésima, sumarle su correspondiente de la j-ésima

ecuacién, multiplicados éstos por el escalar a.

Proposicion 3.3. Siel SEL S’ es el transformado del S mediante una secuencia de operaciones ele-
mentales fila, entonces es también posible transformar S’ en S mediante la aplicacién de otra secuencia

de operaciones elementales fila.

DEMOSTRACION. Bastard comprobar que si a un sistema le aplicamos una operacién elemental
fila, hay otra operacién elemental fila que nos lo transforma de nuevo en el sistema inicial. Segin el

tipo de operacién, se tiene:

= Si S’ se obtiene a partir de S por aplicacién de la operacién elemental fila F; ;, S se obtiene
de nuevo a partir de S’ por aplicacién de la misma operacién elemental fila.

= Si S’ se obtiene a partir de S por aplicacién de la operacién elemental fila aF;, S se obtiene
de nuevo a partir de S’ por aplicacién de la operacién elemental a =1 F; (notemos que a es un
elemento no nulo de K).

= Si S’ se obtiene a partir de S por aplicacién de la operacién elemental fila F; 4+ aFj, S se
obtiene de nuevo a partir de S’ por aplicacién de la operacién elemental F; + (—a)Fj, que

indistintamente representaremos por F; — aFj}.

O

Definicién 3.4. Un SEL S’, se dice que es equivalente al SEL S, si es posible obtenerlo a partir
de S, por aplicacién de alguna secuencia de operaciones elementales fila. Es evidente que si S’ es
equivalente a S y S” lo es a S/, se tiene que S” es equivalente a S. Por otro lado, la proposicién
anterior, 3.3, nos garantiza que si S’ es equivalente a S, entonces S lo es a S’ y es por ello que, en

este caso, simplemente diremos que los sistemas S y S’ son equivalentes. Notemos ademéas que de 3.1,

13
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pégina 9,

se deduce que dos sistemas equivalentes, son sistemas sobre el mismo cuerpo, tienen el mismo

ntimero de ecuaciones y de incégnitas, y ademas tienen el mismo conjunto de soluciones.

4. Meétodos de Gauss y de Gauss-Jordan

Los métodos de Gauss y de Gauss-Jordan, nos proporcionan en primer lugar un mecanismo para

transformar un SEL en otro equivalente en forma escalonada y escalonada reducida, respectivamente.

Por otro lado, partiendo de un sistema en forma escalonada o escalonada reducida, nos permiten

caracterizar su cardcter compatible o no y, caso de serlo, cémo obtener su conjunto de soluciones.

Descripcion del método de Gauss:

I.- En primer lugar, el método de Gauss nos garantiza que todo SEL es equivalente a otro en forma

escalonada. Para ello basta realizar, sobre un SEL, las siguientes operaciones elementales fila, aplicadas

en el orden que a continuacién se indica:

1) Se permutan, si es necesario, dos ecuaciones para asegurar que la primera incégnita que
aparece en alguna ecuacion del sistema, lo haga en la primera ecuacion.

2) El objetivo ahora es conseguir que la incgnita a la que nos hemos referido en el paso anterior,
no aparezca en las ecuaciones siguientes. Para ello, si suponemos que su coeficiente en esta
primera ecuacién es ¢; # 0, y su coeficiente en la i-ésima ecuacién, para cada ¢ > 1, es
¢;, entonces, realizando las operaciones elementales fila F; + (fcl-cl_l)Fl =F, — cicl_lFl7 se
obtiene un sistema equivalente que cumple la condicién buscada.

3) Se realizan ahora los mismos pasos anteriores pero a partir de la segunda ecuacién, y asf su-
cesivamente hasta agotar las incégnitas que aparecen en el sistema.

Ejemplo 4.1.
1. Aplicar el método de Gauss al siguiente SEL sobre el cuerpo R:

xo + 3x3 — x4 = 2 r1 + 222 — x3 + x4 = 1
1 + 22 — x3 + x = 1 = To + 3x3 — T4 = 2
1 — xro + 23 = 1 F1,2 Tr1 — T2 + 2x3 = 1

1 4+ 22 — 3 4+ x4 = 1

— o + 3xs — x4 = 2

F3 — I — 3xz2 4+ 3xz3 — x4 = 0

14
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r1 + 2z — 3z + x4 = 1
— T2 + 3rs — Ty = 2
Fs3 + 3F, 1223 — 4x4 = 6

2. Aplicar el método de Gauss al siguiente SEL sobre el cuerpo Zgs:

2r + y + z =

2 + y 4+ z

Il
l
ol

Il
™o
N
Il
=

z + 2y + =z
o+ F

II.- Partiendo ahora de un sistema en forma escalonada (notemos que un SEL puede ser equivalente a

distintos sistemas en forma escalonada), estaremos en una de las dos situaciones siguientes:

a) Si el sistema tiene alguna ecuacién de la forma 0 = b, con b un escalar no nulo, entonces este

sistema es obviamente incompatible.

Ejemplo 4.2. El siguiente SEL sobre el cuerpo R es incompatible:

y + z = 0 r — y + z =1
x — y + z =1 y + z = 0
—
3z — y — 2z =1 3z — y — z = 1
Fio
6z — y + 2z = 0 6z — y + z = 0
r — y + z = 1
y z = 0
=
2y — 4z = =2
F3 —3F, y Fy — 6Fy
5 — bz = -6
r — y + z = 1
y + z = 0
=
- 6z = =2
F3—2F2yF4—5F2
- 10z = -6
r -y + z = 1
Y z = 0
-
o - 6z = =2
F47?F3 0 _ %8

b) Si el sistema no tiene ninguna ecuacién de la forma 0 = b, con b un escalar no nulo, va-
mos a ver que el sistema es compatible y como obtener su conjunto de soluciones. Para ello

distinguiremos los dos casos siguientes:
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Todas las incégnitas del sistema son incégnitas principales: En este caso, por sustitucion
progresiva de abajo a arriba, entre las ecuaciones no nulas, se obtienen sucesivamente
las componentes de una solucién del sistema. Esto justifica que el sistema es compatible
y ademas, en este caso, es evidente que la solucién es unica y por tanto el sistema es

compatible determinado.

Ejemplo 4.3. El siguiente SEL sobre el cuerpo R es compatible determinado:

x — 4y — z = 2 r — 4y — z = 2
r 4+ 3y — =z =1 - -y — 2z = 3
T + 2z = 3 o+ Fiy Fs— 1 v + 3z = 1

r — 4y - z = 2

— — y — 2z = 3

F3 4+ 4F; — 5z = 13

e De la ultima ecuacién se deduce que z = %3

e De la pentltima ecuacién, sustituyendo el valor obtenido para z, se tiene que

—13y _ _1
—y —2(=5°) =3, de donde y = %

5
e De la primera ecuacion, sustituyendo los valores hallados para z y para y, se tiene

quemf41—517_713:2,dedondex:

41
5
41 11

En consecuencia (%, &, _TB) € R? es la tnica solucién del sistema.

Existen incognitas del sistema que no son incégnitas principales: En este caso, si a cada
una de estas incognitas no principales le asignamos un elemento de K, procediendo
igual que antes, por sustitucién progresiva de abajo a arriba, entre las ecuaciones no
nulas, se obtiene, de cada ecuacién, el elemento de K que, sustituyendo su incégnita
principal, verifica la correspondiente igualdad en K. Obtenemos asi, para cada asignaciéon
de elementos de K a las incognitas no principales, una solucién del sistema, lo que nos
permite expresar el conjunto de soluciones del sistema en funcién de tantos pardmetros
como incognitas no principales tiene el sistema, recorriendo éstos el cuerpo K. Ademas,
puesto que segin hemos indicado en 1.4, pagina 7, K tiene mas de un elemento, hay
por tanto més de una posible asignacién de elementos de K a estos parametros, lo que

justifica que el sistema es compatible indeterminado.
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Ejemplo 4.4. El siguiente SEL sobre el cuerpo R es compatible indeterminado:

1+ X2 = 2 1+ X2 = 2
x1 + x3 — x4 = 6 — — X2 + x3 — x4y = 4
Ta — X3 — T4 = D F—F o — X3 — T4 = D

r1 + X2 = 2

— — T2 + x3 — Te = 4

F3 + F> — 24 = 9

Las incégnitas principales son x1, €2 v x4, por consiguiente, asignando a xg el parametro
A € R, se tiene:
e De la tltima ecuacién se deduce que x4 = %9.
e De la pentltima ecuacién, sustituyendo el valor obtenido para x4, se tiene que
—z2 4+ A — (32) =4, de donde 3 = £ + A.
e De la primera ecuacién, sustituyendo los valores hallados para x4 y para zs, se
tiene que z1 + (1 +A) = 2, de donde 2y = £ — A,

En consecuencia el conjunto de soluciones del sistema es {(% —A, % + A, A, _79) / AE R}.

Definicién 4.5. El mecanismo descrito para la obtencién del conjunto de soluciones de un sistema
en forma escalonada, compatible, se denomina método de sustitucion hacia atrds. Asimismo, el niimero

de incégnitas no principales es referido a menudo como grados de libertad del sistema.

Descripcion del método de Gauss-Jordan:

I.- En primer lugar el método de Gauss-Jordan nos garantiza que todo SEL es equivalente a otro en
forma escalonada reducida. Para ello, se transforma en primer lugar, mediante el método de Gauss, en

otro equivalente en forma escalonada, luego se procede del modo siguiente:

1) Mediante adecuadas operaciones elementales fila del tipo ¢~ F;, se transforma el sistema en
otro equivalente en el que cada incégnita principal tiene coeficiente 1.

2) Veamos ahora cémo conseguir que las incégnitas principales aparezcan sélo una vez. Ob-
viamente, puesto que el sistema estd en forma escalonada, la primera incégnita principal
s6lo aparece en la primera ecuacion. Supongamos que la incégnita principal de la segunda
ecuacién, que ya no aparece en las ecuaciones siguientes, tiene coeficiente ¢ en la primera
ecuacion, entonces, la operacién elemental fila Fy + (—c)F» = Fy — cF» transforma el sistema
en otro equivalente en el que las incégnitas principales de la primera y segunda ecuaciones

aparecen sélo una vez. De forma andloga, si la incégnita principal de la tercera ecuacién,
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que ya no aparece en las ecuaciones siguientes, tiene coeficientes c¢; y c2 en la primera y
segunda ecuaciones, respectivamente, entonces, la aplicacién de las operaciones elementales
fila F1 + (—c1)F5 = F1 — 1 F3 y Fy + (—ca)F3 = Fy — o F3, transforman el sistema en otro
equivalente en el cual las incognitas principales de la primera, segunda y tercera ecuaciones

aparecen sélo una vez. El proceso se sigue hasta agotar todas las incégnitas principales.

Ejemplo 4.6. Partiendo de la forma escalonada obtenida para los SEL del ejemplo 4.1, pagina
14, y continuando la aplicacién del método de Gauss-Jordan, transformamos estos sistemas en otros
equivalentes en forma escalonada reducida:

1. Sobre el cuerpo R:

r1 + 2z — 3 + x4 = 1 z1 4+ 22 — 3 + re = 1
xro + 3rs — Ty = 2 — ro + 3xs — ry = 2
12$3 — 41’4 = 6 ﬁF3 T3 — %x4 = %
x1 — Txs + 3xza = -3
— T2 + 3xr3 — T4 = 2
F1 — 2F2 T3 — %1'4 = %
T + %334 = %
— T2 = %
Fy +T7Fs y F> — 3F; 3 — sma = 3

2. Sobre el cuerpo Zs:

2t + y + =z = 0 2t + y + z = 0
_ - = _
2z = 1 _ z = 2
2F,

2+ y = 1

> _

_ z = 2

i +2F,

II.- Partiendo ahora de un sistema en forma escalonada reducida, de acuerdo con lo visto en el método
de Gauss, sabemos que es compatible si y s6lo si no tiene ecuaciones del tipo 0 = b, con b un escalar
no nulo, y ademas, si es compatible se tiene:
a) Si todas las incdgnitas del sistema son incégnitas principales, sabemos que el sistema es
compatible determinado y es evidente que el proceso descrito nos proporciona directamente

cudl es su unica solucion.
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Ejemplo 4.7. Considerando la forma escalonada obtenida para el SEL del ejemplo 4.3,
péagina 16, aplicando el método de Gauss-Jordan lo transformamos en otro equivalente en

forma escalonada reducida:

r — 4y - z = 2 r — 4y — z = 2
-y - k=3 - y + 22 = -3
- 5z = 13 (-1)FRy(F)F z = =B
z + 7z = -10 - - a4
- y + 2z = -3 — Yy = %
F1 +4F, z = =2 P —TF3y F,—2F; z = =22

Obteniéndose directamente la tinica solucién del sistema, (%, 1—51, _Tw) € R3.

b) Si existen incégnitas del sistema que no son incégnitas principales, sabemos que el sistema es
compatible indeterminado y, asignando a cada una de ellas, tal y como hemos indicado antes,
un parametro que recorre K, entonces cada incégnita principal queda directamente expresada
en funcién de los parametros asignados al resto de incégnitas de la unica ecuacién en la que
aparece, obteniéndose asi directamente el conjunto de soluciones del sistema, en funcién de

estos parametros.

Ejemplo 4.8. Considerando la forma escalonada obtenida para el SEL del ejemplo 4.4,
pagina 16, aplicando el método de Gauss-Jordan lo transformamos en otro equivalente en

forma escalonada reducida:

1 + X2 = 2
- X2 + T3 — Ty = 4
— 2&24 = 9
r1 + x2 = 2
— o — x3 + x4 = —4
(—DFy (F)Fs = 7
1 + T3 — T4 = 6
— T2 — x3 + x4 = —4
F1 — F2 T4 = %9
1 + 3 = 3
— T2 — I3 = %
Fi+Fsy Fo—F3 r, = 3
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Las incégnitas principales son x1, 2 y x4, por consiguiente, asignando a x3 el parametro
A € R, directamente se obtienen las incégnitas principales en funcién de este pardmetro, es

decir:

—A L, =g tA, my=

Tr1 =

3 1 -9
2

En consecuencia el conjunto de soluciones del sistema es {(% — A, é + AN %9) / AE R}.

5. Matrices sobre un cuerpo

Notemos en primer lugar, que los métodos que hemos descrito para el estudio y resoluciéon de
sistemas de ecuaciones lineales, métodos de Gauss y Gauss-Jordan, se basan en la aplicaciéon, a un
SEL, de adecuadas operaciones elementales fila, y éstas vienen determinadas por los coeficientes del
sistema y la transformacion que en cada caso se pretende conseguir. Este hecho nos lleva a introducir,
en este apartado, las denominadas matrices sobre un cuerpo, asi como algunas operaciones con ellas,
ya que nos permitirdn, entre otras cosas, adoptar una notacién mas comoda para efectuar los procesos

vistos de estudio y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Definicién 5.1. Consideremos el producto cartesiano K™ x .. x K™, donde K es un cuer-

poy m y n son enteros positivos. Llamaremos matriz sobre K, con m filas y n columnas, a todo

elemento (c1,c¢2,...,¢,) € K™ X ) x K™ para el que, si para cada j, con 1 < j < n, se tiene
cj = (a;7 a?, . ,a;ﬁ) € K™, adoptamos la notacion siguiente:
at @ ... al
2 @ ... & |
4= = [«
: o : 1<i<m,1<j<n
m m m
ay Qs Ay,

Dicho menos formalmente, es una distribucién de m x n elementos de K ordenados en m filas y n

columnas. Ademds, si A = [a;} . _, entonces C;(A) = (aj,a3,...,af") € K™, con1<j<mn,
1<i<m,1<j<n
se denomina j-ésima columna de A y, andlogamente, F;(A) = (a},a},...,al,) € K™, con 1 < i < m,

se denomina i-ésima fila de A. Asimismo, al elemento de aé € K se le denomina término en la fila i y
columna j de la matriz A.

Al conjunto de todas las matrices con m filas y n columnas, sobre el cuerpo K, lo representaremos
por M,,«n(K). Asimismo, una matriz para la que m = n diremos que es cuadrada y al conjunto
M, «n(K) lo representaremos simplemente por M, (K).
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Nota 5.2. Si A = [aﬂ € Mysn(K)y B = [b;} € My, xn(K), es evidente
1<i<m,1<j<n 1<i<m,1<j<n

que A = B siy s6lo si a} = b’ para todo i, con 1 <i < m, y todo j, con 1 < j <n.

Definicién 5.3. Si A = [aé} € Mxn(K), entonces definimos la matriz traspuesta de
1<i<m,1<j<n

A, que representamos por AT, segin:
donde ¢ = af Viy Vj

AT = [C;} J
1<i<n,1<j<m

Obviamente AT € M, 5m (K) y ademis, (AT)T = A

Definicién 5.4. Considerando el elemento neutro de K para la suma, 0, y para el producto, 1,

podemos definir las matrices siguientes:

; € Myxn(K), donde ag» = 0ViyVj. A esta matriz la denominaremos

" Opp = [ai-

:| 1<i<m,1<j<n
matriz nula y si su tamano no comporta ambigiiedad, la representaremos simplemente por O.

= [, = [5;] € M,(K), donde 6;-, denominada delta de Kronecker, se define seguin:

1<i,j<n
1 si =y
0 si i#j

A esta matriz la denominaremos matriz identidad.

6 =

Definicién 5.5. Teniendo en cuenta las operaciones + y - del cuerpo K, definimos las siguientes

operaciones con matrices:

€ My, xn(K), definimos la

= SiA= [a§ € Mpyn(K)y B = {bi‘

ngm,lgm J}lsigm , 1<j<n

matriz suma de Ay B, segun:

A+B= [azﬂ donde ¢ = a’ 4

i i
. = C.:|
:|1§i§m,1§j§n |:]:|1§i§m,1§j§n {7 1<i<m,1<j<n J

Obviamente A + B € M« (K), lo que expresaremos diciendo que la suma en My, x,(K) es

una operacion binaria interna.

= Si A= [ai~

; € Mpyxn(K) y a € K, definimos el producto del escalar a por la

} 1<i<m,1<j<n
matriz A, aA, segun:

i
; donde i = aaj

aA=a {ai-

cl}
:|1§i§m,1§j§n {3 1<i<m,1<j<n

Obviamente aA € M, xn(K).
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Si A= [a € Myxn(K)y B = € My (K), definimos el

JLSiSm,lgm
producto de la matriz A por la matriz B, AB, segun:

Tli<i<n1<i<t

7 — i

i ik
donde ¢; = E ayb;
1<k<n

AB = [uj] i =[]
1<i<m,1<j<n 1<i<n, 1<j<t 1<i<m,1<j<t

M1 )> XTI ]) >

Obviamente AB € M,,x:(K).

Proposicion 5.6. Las operaciones anteriores verifican las propiedades siguientes:

1)

10)
11)
12)
13)
14)

15)

A+B =B+ Acon A,B € M, xn(K). A esta propiedad nos referiremos diciendo que la suma

en My,«n(K) es conmutativa.

(A4+B)+C = A+(B+C) con A, B,C € Mp,xn(K). A esta propiedad nos referiremos diciendo
que la suma en M, «n(K) es asociativa y normalmente omitiremos el uso del paréntesis y

escribiremos simplemente A + B + C.

A+Opmn=A=0mn+Acon A€ Myxn(K)y On.r la correspondiente matriz nula. A esta

propiedad nos referiremos diciendo que O,, ,, es elemento neutro para la suma en M, ., (K).

A+(-1)A=0pmn = (-1)A+Acon A € My xn(K)y Op,n la correspondiente matriz nula. A
la matriz (—1)A la representaremos simplemente por —A y la denominaremos matriz opuesta

de A. Asimismo, para expresar una suma del tipo B+ (—A), escribiremos simplemente B — A.
a(A+ B)=aA+aB con A,B € My,xn(K)ya€K.
(a+b)A=aA+bAcon A€ Mpxn(K)yabeK.

(ab)A = a(bA) con A € My xn(K) v a,b € K. En consecuencia, normalmente omitiremos el

uso del paréntesis y escribiremos simplemente abA.
1A= Acon A € My,xn(K) y 1 el neutro del producto de K.

(AB)C = A(BC) con A € Mpxn(K), B € Mpyi(K) y C € Miyxq(K). En consecuencia,

normalmente omitiremos el uso del paréntesis y escribiremos simplemente ABC'.
A(B+C)=AB+ AC con A € My xn(K), B,C € M, x(K).

(A+ B)C = AC + BC con A, B € Myxn(K), C € My, (K).

AOpt = Omyt = OppnB con A € My xn(K) y B € Myyi(K).

Al = A=1T1,Acon A € My xn(K).

(aA)B = a(AB) = A(aB) con A € Myxn(K), B€ My« (K)yac€K.

(AB)T = BTAT con A € Myxn(K) y B € My (K).
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DEMOSTRACION.

1) Es consecuencia inmediata de la conmutatividad de la suma en K.
2) Es consecuencia inmediata de la asociatividad de la suma en K.
3) Es consecuencia inmediata de la definicién de neutro para la suma en K.

4) Es consecuencia inmediata de que en K se cumple (—1)a = —(1la) = —a y la definicién de
opuesto de un elemento en K.

5) Es consecuencia inmediata de la distributividad del producto respecto a la suma en K.

6) Es consecuencia inmediata de la distributividad del producto respecto a la suma en K.

7) Es consecuencia inmediata de la asociatividad del producto en K.

8) Es consecuencia inmediata de la definicién de neutro para el producto en K.

i

9) Supongamos que A = [aj}
1<i<m,1<j<n
C= [ci.

J] 1<i<t,1<5<q

€ Mpxn(K), B =

_ bl.] My (K
[7 1<i<n,1<j<t < x(K) y

€ My q(K). Supongamos asimismo:

_ 7 7 i1k

o AB= [dj]lgigmgjgt € Moy (K) donde di = S ajbh
1<k<n

AB)C = [ Z] Mo (K i ,

e (AB)C = ¢} cimi<ica € xq(K) donde €} Z b
1<k’'<t

¢ BO= |:fji| 1<i<n,1<5<q © M"XQ(K) donde f; - Z bk/c
1<k/<t

A(BO) = |gi] M, .o (K - i th

* ABCO)=|g; | <icmi<i<q xa(K)  donde g; 1<;nakf'7

Pero, haciendo uso de las propiedades de la suma y producto en K, se tiene:

G= Y dd = X (Tak)d == X sk

1<k/<t 1<k/'<t 1<k<n 1<k/<t,1<k<n

i ik _ b = br

9; = afj = aj, k'C = aj, k'C
1<k<n 1<k<n  1<k/<t 1<k<n,1<k/<t

10) Supongamos que A = [aﬂ
1<i<m,1<j<n

€ Mysn(K), B = [b

j:| ) ) € MﬂXt(K) y
1<i<n,1<5<t

C = [ } € M,«:(K). De acuerdo con las definiciones de suma y producto de
1<i<n,1<;<t

matrices, para justificar la igualdad A(B + C') = AB + AC, basta tener en cuenta que:

abJrc albh + a.ch
DoaliHag) = D abj+ Y ai

1<k<n 1<k<n 1<k<n

11) Se justifica de modo andlogo a la anterior.

12) Es consecuencia inmediata de la definicién de producto de matrices y de que en K se verifica
a0 =0 = Oa.
23



Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

13) Supongamos A = [aé} 1<i<m,1<j<n

€ Mo (K) ysea I = [ € My (K), donde i es

1<i,j<n
la delta de Kronecker, entonces, el término en la fila ¢ y columna j de AI, es Z a};d}C = aj-.
1<k<n
La igualdad I,,A = A se demuestra de forma analoga.
14) Supongamos A = [aé} _ €My, «n(K),B= [bz] , ,
1<i<m,1<j<n 1<i<n,1<5<t
entonces el término en la fila 7 y columna j de cada una de las matrices (aA)B, a(AB) y

€ My xt(K)yac€K,

A(aB), es:
e de (aA)B es: Z (aaf;)bf
1<k<n
e de a(AB) es: a( Z azbf)
1<k<n
e de A(aB) es: Z a};(ab?)
1<k<n

De donde, usando las propiedades de K, se tiene de forma inmediata que las tres matrices
coinciden.

15) Supongamos A = [ai

: € Myxn(K)y B = [b?

" € M, «:(K), enton-

LSiSmJSan Léiﬁmléjﬁt

ces:

o AB = [di-

i i1k
o EMlE) donded = 3 ol

1<k<n

o (AB)T = {d”’ € Myypn(K) donde d' = !

Jlﬁist,ls;‘gm

€ Myxm(K)  donde a'j = a

€ Myxn(K) donde b’; =

o AT = {a’;}
1<i<n,1<j<m

e BT — [b';

Entonces BT AT € M;y,,(K) y su término en la fila i y columna j es:

S viah= Y dal= Y ok =d =)

1<k<n 1<k<n 1<k<n
por lo que (AB)T = BT AT,

O

Definicién 5.7. Si A € M,(K) es tal que 3 B € M,(K) verificando que AB = I, = BA,
entonces se dice que A es inversible o regular. Al conjunto de las matrices inversibles de M, (K) lo

representaremos por GL(n, K).

Proposicién 5.8. Si A € GL(n, K), entonces A es simplificable por ambos lados para el producto
de matrices, es decir, se cumplen las implicaciones siguientes:

AB; = AB> con Bl,BQ € Mnxt(K) = B; = By

B1A=BsA con Bi1,B; € Man(K) = B1 =B,
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DEMOSTRACION. Haciendo uso de las propiedades anteriores, se tiene:
ABy=ABy = A 'ABi=A"'ABy = I,Bi=1,By = B; =Ds
La otra implicacién se demuestra de modo analogo. O

Definicién 5.9. Si A € GL(n,K), entonces la proposicién anterior nos justifica que existe una
unica matriz B € M, (K) tal que AB = I,, = BA. A esta matriz la denominaremos inversa de A y la

representaremos por A~!.

Proposicién 5.10. Si A € GL(n, K), entonces:
1) A=' € GL(n,K) con (A=1)71 = A.
2) AT € GL(n,K) con (AT)=t = (A~HT.
3) Si también se tiene B € GL(n, K), entonces AB € GL(n,K) con (AB)™! = B~1A~L

DEMOSTRACION.

1) De acuerdo con la definicién anterior, es consecuencia inmediata de la definicién de matriz
inversible y de que A™'A =1, = AA~1.

2) Andlogamente, basta tener en cuenta que:

AT(Afl)T — (AflA)T _ IZ‘ _ In y (Afl)TAT _ (AAfl)T — IT — In

n

3) Anédlogamente, basta tener en cuenta que:
ABB ATl = AILA™' =AA '=1, vy B 'A'AB=B'I,B=B'B=1,

O

Definicién 5.11. Sea A = {aj} A € Mpyxn(K) y sean mi,ma, ..., My y N1, N2, ..., N
1<i<m,1<j<n

enteros positivos verificando mq +mo + -+ m, = m y ny +ns + -+ + ng = n. Si consideramos la

siguiente particién de la matriz A en submatrices:

ALl AL| | Al
i A2 A% | A2

donde, para cada p, con 1 < p <r ycada g, con 1 < ¢ < s, se tiene:

€ My, xn,(K)

Al = [a}

Ln1+~~+mpf1+1 < i < miteetmpo1tmy , nitetngoi+1l < j < napteetngo1+ng
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diremos que A ha quedado estructurada en r x s bloques, con secuencia (my, ma, ..., m,) para las filas

y (n1,n2,...,n,) para las columnas.

Ejemplo 5.12.

[ 2 3] 1]0 o] 2] 3] 10 0] [ 2] 3] 1 00|
—3 —1| 0|0 0 —3|-1] 0 0 o0 —3|-1] 0 ofo
a) 1 0]-1|0 1 b) 1| 0/-1 0 1 c) 1] 0]-1 0]1
-1 0| 0|1 0 ~1| o] o 1 o0 -1] 0| o 1]o0
0 -1] 0|0 1 | L o|-1| 0 0 1| 0| -1] 0 0|1 |

Estas son tres posibles estructuras por bloques de la misma matriz, en particular:

a) Es una estructura en 3 x 3 bloques, con secuencia (2,1,2) para las filas y (2,1,2) para las
columnas.

b) Es una estructura en 2 x 3 bloques, con secuencia (3,2) para las filas y (1,1,3) para las
columnas.

¢) Es una estructura en 3 x 4 bloques, con secuencia (1,2,2) para las filas y (1,1,2,1) para las

columnas.

Nota 5.13. Si A = [a

i € Mypsn(K) y B = [b

’ € M,xt(K) estédn

]1Si§m,1§jén Léién»léjét
estructuradas por bloques de manera que la secuencia de columnas para A coincide con la de filas para

B, en particular si suponemos:

A% A% e Ai
A2 | A2 A? ; .
1 5| 3 secuencia de filas: (mq,...,m;)
A= con
’ secuencia de columnas: (nq,...,ns)
T T T
A | ap || ar
1 1 1
B! |BY|.-- | B}
B? | B? B? i 5:
1 5 1 secuencia de filas: (n1,...,ng)
B = con
secuencia de columnas: (t1,...,%q)
S S S
| B [Bs |-+ | Bj |

Puesto que para cada p, con 1 < p <r,cada k, con 1 < k < sy cada g, con 1 < q < d, se tiene
Al € My sin, (K) y B(}; € My, xt,(K), es evidente que los productos AQB(’; tienen sentido y se verifica

que AiB,’; € My, xt,(K) y Z AzB(’; € Mp,xt,(K). Ademds, teniendo en cuenta la definicién de
1<k<s
producto de matrices, se puede demostrar que la siguiente matriz es una estructura por bloques del
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producto AB, en particular, en r x ¢ bloques, con secuencia (my, ...

para las columnas:

AB =

> ALBf

1<k<s

> ALBj

1<k<s

> ALBf

1<k<s

> AiBY

1<k<s

> AiB;

1<k<s

> AiBf

1<k<s

> ALBY

1<k<s

> AuBj

1<k<s

> ALBY

1<k<s

,m,.) para las filas y (¢1,...

en este caso, diremos que hemos realizado un producto de matrices por bloques. Notemos que, para
realizar el producto AB por bloques, es necesario que la estructura de bloques utilizada para A y para

B verifique que las secuencia de columnas de A coincida con la de filas de B.

Ejemplos 5.14.

1. Multiplicar por bloques las siguientes matrices reales, para la particién por bloques indicada:

[ 2 3] 1]0 o] 1 0 0 |
-3 1| 010 0 -2 0 0
A= 1 0 |-1|0 1 ; B=] 0 3 -1
-1 0] 0|1 0 -1 0 0

| 0 —1]0 [0 1| | 1 0 0 |

ALl oAb A B!
A= | A} | A3 | 43 ; B=| B}
A3 | A3 | a3 B
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Multiplicando A por B por bloques, se tiene:

Al | AL | A Bi AIBl + ASB? + ALiBS
AB = | A} | A} | A3 B | = | AIBl +A3BY + A3B} | =~
A} | A3 | A3 B} AIBi + A3B? + A3B}
-4 0 0 0 3 -1 0 00
+ +
-1 0 0 0 0 0 0 0 0
[ 4 3 1]
-1 0 0
c= [100]+[0 -3 1]+[100} = 2 -3 1
-2 0 0
. 3 0 0 |
-1 0 0 0 0 0 -1 0 0
+ +
2 0 0 0 0 0 1 00

En las matrices siguientes, obtener un particién que nos permita multiplicarlas por bloques y

realizar su producto por bloques:

1 -1 2 0
1 10
1 0 1 0
-1 1 0
A=(1 2 1 0 ;i B=
1 20
0 0 0 1
0 0 1
0 0 0 1

Interesa establecer particiones de A y B de manera que aparezcan bloques nulos, por

ejemplo:

De este modo se tiene:

AB =

a4y ]| B | By
ap|az || B | B3
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(4 4]0 ]
2 3]0
A&B%4—A§B%‘ AIB} 4 A}B3 AlBi @)
A3BY+ AIB} | A3B} + A3B3 0 | 4383 —
0 01
Lo o1

Matrices elementales

Pretendemos ahora formalizar, en términos de operaciones con matrices, el hecho de aplicar sobre

las filas de una matriz, las mismas operaciones elementales fila que hemos descrito en 3.2 para sistemas

de ecuaciones lineales.

Definicién 6.1. Para todo entero positivo n, definimos las siguientes matrices, denominadas ma-

trices elementales:

1) E"(a) € M, (K) representard la matriz que resulta de multiplicar, la r-ésima fila de la matriz

identidad I,,, por el escalar no nulo a, es decir, E"(a) = [ai

i
i — a

} , donde:
1<i,j<n

J
1 sii=j#r
sit=j5=r

0 resto de casos

2) El(a) € M, (K), con r # s, representard la matriz que resulta de sumarle, a la r-ésima fila

de la matriz identidad I,,, la s-ésima fila, con r # s, multiplicada por el escalar a, es decir,

El(a) = |

} , donde:
1<ij<n

b

- a

1 sii=j
sii=ryj=s

0 resto de casos

3) E™* € M,(K), con r # s, representard la matriz que resulta de permutar las filas r-ésima y

s-ésima de la matriz identidad I,,, es decir, E™* = [fyi

;=

]} , donde:

1<i,j<n
I1=ryj=s

1 enloscasosq i=syj=r
i=j#T,s

0

resto de casos
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Proposicién 6.2. Si E € M,(K) es una matriz elemental y A € M, «:(K), entonces la matriz
EA € M, x:(K) es la matriz que se obtiene de aplicar a A la misma operacién elemental fila aplicada

a I,, para obtener E.

DEMOSTRACION. Consideremos la matriz A = {ai}
Tl1<i<n,1<5<t

Analizaremos como es esta matriz segun el tipo de matriz elemental E.

,y sea FA = [cﬁ )
1<i<n, 1<) <t

%

j} , entonces, teniendo en cuenta que o, = 0 si i # k, se
1<i,j<n

1) Supongamos E = E"(a) = [a

tiene:

Z' . . /Li . .
a; siiFr yaquea;=1sii#r

T 1 7 — T _—
1<k<n aaj; sii=r yaquewa, =a

Es decir, la fila r-ésima del producto FA es la de A multiplicada por a, y el resto de filas
coinciden con las de A.

2) Supongamos F = E"(a) = [ﬂi

j] , con T # s, entonces se tiene:
1<i,j<n

N r k _ agr _r r s __ 7T s
-Sii=r o) = E B aj =By aj + B5 aj = a; + aaj
1<k<n

-Sii#r 03: Z ﬂi a?zﬂf a;:aé
1<k<n
Es decir, la fila r-ésima del producto FA es la suma de la r-ésima fila de A maés la s-ésima
fila multiplicada por a, y el resto de filas coinciden con las de A.
3) Supongamos E = E™*® con r # s, entonces, haciendo uso de lo que ya hemos justificado para
los otros dos tipos de matrices elementales, veamos en primer lugar que se cumple la siguiente

igualdad:

B = B (~1)EL(-1) B} (1)EL(~1)

En efecto, si f?, con 1 <14 < n, representa la fila i-ésima de la matriz identidad, I,,, entonces
se tiene:
r-ésima es: f" — f°
-en E}(—1) = E{(-1)I,, lafila { s-ésima es: f*
i-ésima, con i # r, s, es: f°
r-ésima es: f" — f°
-en EJ(1)E7(—1), la fila § s-ésima es: f&+ f" — f = f"

i-ésima, con i #£ r, s, es: f*
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r-ésima es: f" — f% — fT =—f*°
-en ET(—=1)E2(1)E7(-1), la fila s-ésima es: f"
i-ésima, con i # r, s, es: f?
r-ésima es: f*
-en E"(—1)E}(-1)E;(1)E;{(—1), la fila ¢ s-ésima es: f"
i-ésima, con i # 7, 5, es: f?
Por lo que se tiene la igualdad E™* = E"(—1)E%(—1)Es(1)E%(—1) y, en consecuencia,
E™*A = E"(-1)ET(—1)E:(1)E%(—1)A, por lo que, razonando para A de igual manera a como
lo acabamos de hacer partiendo de la matriz identidad, se obtiene que E™*A es la matriz que

resulta de permutar las filas r-ésima y s-ésima en la matriz A.

O

Nota 6.3. Segin hemos visto en la demostracién de la proposicién anterior, 6.2, las matrices
elementales del tipo E™*, con r # s, es posible expresarlas como producto de matrices elementales de

los otros dos tipos, en particular hemos visto la siguiente igualdad:
E"* = E"(-1)E{(-1)E; (1) E{(-1)

Corolario 6.4. Las matrices elementales son matrices inversibles y su inversa es también una

matriz elemental.

DEMOSTRACION. Haciendo uso de la proposicién anterior, 6.2, es inmediato que, teniendo en cuenta

los distintos tipos de matrices elementales, se tiene:
E"(a)E"(a™Y) =1, = E"(a"")E"(a)
E{(a)E{(—a) = I, = E{(—a)E{(a)
ETSETS — In — ETSETS

Por lo que:
E"(a) € GL(n,K) con (Er(a))_1 =E"(a™!)
E’(a) € GL(n,K) con (El(a))” = El(—a)

E™%(a) € GL(n,K) con (E’"’S)_1 = ™3

31



Sistemas de ecuaciones lineales y matrices

7. Representacion matricial de un sistema

Consideremos el siguiente sistema, S, de m ecuaciones lineales con n incégnitas sobre K, donde m

y n son enteros positivos:

atxy +adxe +---+atxr, = b
atry +adxe + - +atx, = b
af'zy +ay'ze + - +agx, = b7

A partir de este sistema vamos a considerar las matrices siguientes:

= A= {ai-

J} € Myxn(K), denominada matriz de coeficientes del sistema.
1<i<m,1<j<n

bl
b2
= B=| | € M, x1(K), denominada matriz de términos independientes del sistema.
bm
» [A|B] = cﬂ € My (n41)(K), denominada matriz ampliada del sistema, y
L 7l 1<i<m,1<j<n+1

donde para todo 7 se tiene que c; = a;, para todo j,con 1 < j < n,y ciLH = b'. Es decir,
[A|B] es una matriz con m filas y n + 1 columnas, de modo que las primeras n columnas

coinciden con las de A y la (n + 1)-ésima coincide con la dnica columna de B.

T1

T2
= Y por analogia, consideraremos X = , que denominamos matriz de las incognitas del

sistema.

Haciendo uso de las operaciones definidas con matrices y sus propiedades, es inmediato que las dos

siguientes expresiones representan al sistema S:

w 21C1(A)+22C2(A)+---+2,0,(A) = B, donde cada C;(A) representa la j-ésima columna

de A.
» AX=2B
Y las soluciones del sistema son los elementos (a1, as,...,a,) € K™, que cumplen las siguientes

condiciones equivalentes:
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] 04101(/1) +a202(A)+-~~+oann(A) =B

aq

Q2

Ap

Asimismo, si AX = By A’X = B’ son sistemas equivalentes, entonces, de acuerdo con la propo-
sicién 6.2, pagina 30, existen matrices elementales E1, Es, ..., F; de manera que A’ = E1Ey--- E/Ay

B =E\Ey--- E,B.

Ejemplos 7.1.

1. La representacién matricial, del tipo AX = B, del sistema inicial del ejemplo 4.2, pdgina 15,

es:

0 1 1 0
T

1 -1 1 1
y =

3 -1 -1 1
z

6 -1 1 0

y éste ha sido transformado, por el método de Gauss, en el siguiente sistema en forma esca-

lonada:

—
|
—
—
—

i

0o 1 1 0
y | =

0 0 -6 -2
z

0 0 o0 =8

[en)
—
—
[en)
—
|
—_
—
—

1 -1 111 0 1 1|0
3 -1 11| " |o o0 —6]|-2
6 —1 110 o o0 o=

Recordemos finalmente que, tal y como se vio en 4.2, pagina 15, se trata de un SEL
incompatible puesto que en el sistema equivalente en forma escalonada que hemos obtenido,
esta la ecuacién 0 = ’78. En términos de la representacion matricial de este sistema, esto se
evidencia con la existencia de una fila, en la matriz ampliada del sistema en forma escalonada,

en la que todos los términos son 0 salvo el dltimo que es no nulo.
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La representacién matricial, del tipo AX = B, del sistema inicial del ejemplo 4.3, pdgina 16,

es:
1 -4 -1 z 2
-1 3 -1 y | =11
1 0 2 z 3

y éste ha sido transformado, por el método de Gauss, en el siguiente sistema en forma esca-

lonada:
1 -4 -1 x 2
0 -1 =2 y | =
0 0 -5 z 13

y posteriormente, en 4.7, pagina 19, usando el método de Gauss-Jordan, lo hemos transfor-

mado en el siguiente sistema equivalente, en forma escalonada reducida:

41

— 11

01 0 y | =] &
0 0 1 z =13

5

Las matrices ampliadas de estos sistemas son, respectivamente:

1 —4 —-1|2 1 —4 1|2 1 0o %
-1 3 -1/1 ; 0 -1 —-2|3 ; 01 of &
1 0 2|3 0 0 —5|13 00 1]=2

Recordemos finalmente que, tal y como se vio en 4.3 y en 4.7, paginas 16 y 19, se trata de
un SEL compatible, puesto que no tiene ecuaciones del tipo 0 = b, con b un escalar no nulo,
lo que, en términos de las matrices asociadas al sistema equivalente en forma escalonada y
escalonada reducida, se evidencia en que en las correspondientes matrices ampliadas no hay
filas donde el tinico término no nulo sea el de la columna de los términos independientes. Asi-
mismo, sabemos que tiene una tnica solucién, (4—51, ?1, %13), que ademds queda directamente
determinada a partir de la 1iltima columna de la matriz ampliada del sistema equivalente en
forma escalonada reducida.

Por otro lado, si consideramos la representacién matricial de un SEL usando las columnas

de su matriz de coeficientes, deducimos también que:

1 —4 -1 2
41 L u L 13 3
5 -1 5 3 5 —1 = 1
1 0 2 3
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La representacién matricial, del tipo AX = B, del sistema inicial del ejemplo 4.4, pdgina 16,

€s:
1 1 0
1 0 1
0 1 -1

T
2

T2
=16

T3
5

T4

y éste ha sido transformado, por el método de Gauss, en el siguiente sistema en forma esca-

lonada:
1 1 0
0o -1 1
0 0 0

-2

T
2

T2
=14

x3
9

T4

y posteriormente, en 4.8, pagina 19, usando el método de Gauss-Jordan, lo hemos transfor-

mado en el siguiente sistema equivalente, en forma escalonada reducida:

1 0 1
0 1 -1
0 0 0

T1

Las matrices ampliadas de estos sistemas son, respectivamente:

1 1 0 0|2 1
1 0 1 -11]6 ; 0
01 -1 —-1/|5 0

1
—1
0

0
1
0

012 1 0 1
—-1\|4 ; 0 1 -1
-219 0 0 0

0
0
1

Nl= ol

|
©

N

Recordemos finalmente que, tal y como se vio en 4.4 y en 4.8, paginas 16 y 19, se trata de

un SEL compatible, puesto que no tiene ecuaciones del tipo 0 = b, con b un escalar no nulo,

lo que, en términos de las matrices asociadas al sistema equivalente en forma escalonada y

escalonada reducida, se evidencia en que en las correspondientes matrices ampliadas no hay

filas donde el tinico término no nulo sea el de la columna de los términos independientes. Asi-

mismo, sabemos que es indeterminado porque no todas las incégnitas son principales, ademés,

asignando a la tinica incégnita no principal, x3, el pardmetro A, con A € R, y expresando las

incognitas principales en funcién de este parametro, se tiene:

3o\
3+
A

AER
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lo que nos da directamente que el conjunto de soluciones es {(% — A, % + A\, *79) / A€ R},
como ya vimos en 4.8, y que, utilizando notacién matricial, puede también expresarse de la

forma siguiente, denominada forma matricial parametrizada:

X1 % —1
1
T2 5 1
= % |+ AeR
T4 =2 0

2

Por otro lado, si consideramos la representacién matricial de un SEL usando las columnas

de su matriz de coeficientes, deducimos también que:

1 1 0 0 2
G-N|1|+G+N][o|+x] 1 | +E&ED)]| 1| =168 AER
0 1 -1 -1 5

8. La forma escalonada reducida de una matriz

Definicién 8.1. Sea A € M,,x,(K), con m y n enteros positivos, diremos que:
= A tiene forma escalonada, si el SEL homogéneo AX = O tiene forma escalonada.
= A tiene forma escalonada reducida, si el SEL homogéneo AX = O tiene forma escalonada
reducida. Notemos que, en este caso, las columnas correspondientes a las incégnitas principales
tendran exactamente un término igual a 1, que denominaremos pivote, y los demas términos

seran 0.

Proposicién 8.2. Para toda matriz A € M,,«,(K), con m y n enteros positivos, existe una tnica
matriz, R € M,,«n(K), que tiene forma escalonada reducida y se obtiene a partir de A mediante
operaciones elementales fila. A la matriz R la denominaremos la forma escalonada reducida (FER) de

A, y la representaremos por Fer(A).

DEMOSTRACION. La existencia de R estd garantizada por aplicacién del método de Gauss-Jordan
al SEL. AX = O, siendo R la matriz de coeficientes del sistema equivalente, en forma escalonada

reducida, que se obtiene.

Respecto a la unicidad, supongamos que R; y R son matrices en las condiciones del enunciado y
veamos que necesariamente Ry = Ry. De acuerdo con 3.1, pdgina 9, los sistemas homogéneos AX = O,
R1X = 0O y R: X = O tienen el mismo numero de ecuaciones, de incégnitas y el mismo conjunto de

soluciones, ya que las operaciones elementales fila que transforman A en R; o en Ra, no afectan a los
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términos independientes al ser todos 0. Justificaremos en primer lugar que los sistemas R1 X = O y
R X = O tienen las mismas incégnitas principales. Supongamos pues que z; es incdgnita principal de

R1X = O, por lo que la tinica ecuacién de este sistema en la que aparece z; serd de la forma:

i+ b1+ + by, =0

de donde se deduce que R; X = O no puede tener ninguna solucién de la forma (aq, ..., a;—1,1,0,...,0),

y por lo tanto tampoco Ry X = O.

Supongamos, por reduccion al absurdo, que x; no es incégnita principal del sistema Ry X = O, se

verifica entonces una de las dos condiciones siguientes:

= z; no aparece en el sistema Ry X = O. En este caso (0,...,0,a; = 1,0...,0) es solucién de

Ry X = O, lo que hemos visto que no es posible.

= 1; aparece en el sistema Ro X = O y por tanto lo hard en alguna ecuacién de la forma siguiente,

donde j < i
Tj+ o +cxi+ -+ cpx, =0

pero en este caso, el calculo de soluciones que proporciona el método de Gauss-Jordan nos
garantiza que Ro X = O tiene alguna solucién del tipo (aq,...,a;-1,1,0,...,0), lo que hemos

visto que no es posible.

En orden a justificar la igualdad de matrices Ry = Rg, veamos que los sistemas R1X = O y
Ry X = O tienen exactamente las mismas ecuaciones, y en el mismo orden. En efecto, si x;,, %4y, - .., Zi,.,
con i1 < iy < --- < 4, son las incégnitas principales de ambos sistemas, entonces, por un lado se tiene
que ambos sistemas tienen m — r ecuaciones del tipo 0 = 0 y éstas quedan al final, y por otro, para

cada k, con 1 < k < r, la k-ésima ecuacién de uno y otro sistema es de la forma siguiente:

i, + b2, + -+ b ay, =0 en RiX =0

i +Cp ey, + o+ xp, =0 en Ro X =0

donde ¢, , x+,, ..., %, son las incégnitas no principales de ambos sistemas, posteriores a x;, , es decir,
que se verifica i < t; < to < --- < ts. Entonces, de acuerdo con el método de Gauss-Jordan para
la obtencién del conjunto de soluciones, y teniendo en cuenta que ambos sistemas tienen el mismo
conjunto de soluciones, se tiene que, asignando a x¢, el elemento 1 € K y 0 € K a todas las demés

incégnitas no principales del sistema (x4,,...,x:, y también a todas las anteriores a x;, ), se obtiene
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una solucién de ambos sistemas, (a1, ..., a,) € K™ que cumplird:
o, +by, =0 en X =0

o, +c, =0 en Ro X =0

de donde se obtiene que by, = ¢, . Asignando ahora a z;, el elemento 1 € K y 0 € K a todas las demds
incégnitas no principales del sistema, se obtiene que by, = ¢4,, y procediendo de forma andloga con el

resto de incognitas, se justifica que la k-ésima ecuacién de ambos sistemas es la misma. O

Corolario 83. Si M € M, x,(K), con m y n enteros positivos, es una matriz de la forma
M = [M;|M], con My € Mpxi(K) y My € My, (n—t)(K), donde 0 < ¢t < n, entonces la forma
escalonada reducida de M, Fer(M), es de la forma Fer(M) = [Fer(M)|MJ].

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta la obtencién de la FER de una matriz que nos proporciona

el método de Gauss-Jordan. O

Nota 8.4. De este corolario se deduce que si AX = B es un SEL, entonces se tiene Fer([A|B]) =
[Fer(A)|B'], los sistemas AX = By Fer(A)X = B’ son equivalentes y este dltimo estd en forma

escalonada reducida.

Ejemplos 8.5.

1. Obtener la forma escalonada reducida de la siguiente matriz M, Fer(M):

0 1 1 0 1 -1 1 1
1 -1 1 1 0 1 1 0
M: —
3 -1 -1 1 3 -1 -1 1
Fio
6 -1 1 0 6 -1 1 0
1 -1 1 1 1 -1 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0
—s —4
0 2 —4 -2 0 0 —6 -2
F3—3F1yF4—6F1 F3—2F2yF4—5F2
0 5 -5 —6 0 0 -10 -6

,i
I
—
—_
—
—
|
—
—
—

0 1 1 o0 0 1 1 0
— —N
0 0 0 —6 -2 ) s 0 0 1 3
Fy — = F3 <y T F
¢ 0o o0 o =B o s 0 0 0 1
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1 0 2 1 100 1
01 10 o1 0 F
— —t
00 1 3 00 1 1
F1+F2 F1—2F3yF2—F3
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 O
01 0 0
— = Fer(M)
0 0 1 0
Fi—(3)Fay Fo+ (3)Fay F3 — (3)Fa
0 0 0 1

Notemos finalmente que la matriz M es de la forma M = [A|B], donde A y B son,
respectivamente, la matriz de coeficientes y la matriz de términos independientes del SEL
del ejemplo 4.2, pagina 15, es decir, M es su matriz ampliada, y se cumple que Fer(M) =

[Fer(A)|B'], y se tiene que los sistemas AX = By Fer(A)X = B’ son equivalentes.

Obtener la forma escalonada reducida de la siguiente matriz M, Fer(M):

1 -4 -1 2 1 -4 -1 2
M=| -1 3 -1 1 = 0 -1 -2 3
1 0 2 3 Fs+ Fy y F3 — F 1 0 2 3

F3 +4F, 0 0 -5 13 (- y (F)Fs o o0 1 =8

5

—

1 0 7 -10 1 0 0 4

5

== 01 2 -3 = 010 % = Fer(M)
Fi +4F, 00 1 =2 Fiy —TF3 y F» — 2F3 00 1 =2

Notemos finalmente que la matriz M es de la forma M = [A|B], donde A y B son,
respectivamente, la matriz de coeficientes y la matriz de términos independientes del SEL

del ejemplo 4.3, pagina 16, es decir, M es su matriz ampliada, y se cumple que Fer(M) =

[Fer(A)|B'], y se tiene que los sistemas AX = By Fer(A)X = B’ son equivalentes.
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3. Obtener la forma escalonada reducida de la siguiente matriz M, Fer(M):

11 0 0 2 1 1 0 o0 2
M=110 1 -1 6 = 0 -1 1 -1 4
01 -1 -1 5 F,— Fy 0 1 -1 -1 5
1 1.0 0 2 11 00 2
= 0 -1 1 -1 4 = 01 -1 1 —4
Fs+ F, 0 0 0 -2 9] (-)FRy(F)Fs o0 01
1o 1 -1 6 1o 10 32
= 01 -1 1 —4 = 01 -1 0 3 |=DFer(M)
F - F 00 0 1 2| A+FyFR-F o0 01 3

Notemos finalmente que la matriz M es de la forma M = [A|B], donde A y B son,
respectivamente, la matriz de coeficientes y la matriz de términos independientes del SEL
del ejemplo 4.4, pagina 16, es decir, M es su matriz ampliada, y se cumple que Fer(M) =

[Fer(A)|B'], y se tiene que los sistemas AX = By Fer(A)X = B’ son equivalentes.

Nota 8.6. En los ejemplos anteriores, se han indicado las operaciones elementales fila que hemos
ido realizando para transformar cada una de las matrices M en su correspondiente forma escalonada
reducida, Fer(M). Estas operaciones nos permiten asimismo, obtener una secuencia de matrices ele-
mentales, E1, Fs, ..., E;, que nos proporcionan una relaciéon entre M y Fer(M), en particular, una

relacién del tipo Fer(M) = E1Ey--- E.M. En cada uno de los ejemplos anteriores, se tiene:
L. Fer(M) = E}(3) Ei(3) BEi(3) E3(-1) E5(-2) E3(1) BXF) B°(F) E3(5°) E3(-5)
E3(-2) E}(—6) E}(-3) EY? M.
2. Fer(M) = E3(-2) E5(-7) E5(4) E°(5) E*(—1) E3(4) E¥(-1) Ef(1) M.

3. Fer(M) = E}(~1) E}(1) EY(~1) E*(5}) E*(~1) E3(1) EX(-1) M.

Nota 8.7. Tal y como se indicé en 8.4, pagina 38, y se ha puesto de manifiesto en los ejemplos
anteriores, 8.5, si AX = B es un SEL entonces Fer([A|B]) = [Fer(A)|B’] y los sistemas AX = By
Fer(A)X = B’ son equivalentes. Por consiguiente, si nuestro propésito es slamente clasificar, y resolver

en su caso, un SEL, no necesitamos conocer el proceso de transformacién de su matriz ampliada en su
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correspondiente forma escalonada reducida, sino simplemente conocer su forma escalonada reducida.
En este sentido, hay algunos programas informaticos, que nos proporcionan herramientas 1tiles para
el célculo de la forma escalonada reducida de una matriz. En particular, el programa "DERIVE”, nos

permite calcular la forma escalonada reducida de una matriz mediante la instrucciéon ROW__REDUCE.

9. Rango de una matriz. Teorema de Rouché-Frobenius

Definicién 9.1. Si A € M,,,xn(K), con m y n enteros positivos, llamaremos rango de A, y lo
representaremos por rgA, al ndmero de filas no nulas de Fer(A). Obviamente el rango de A coincide
asimismo con el nimero de pivotes de Fer(A) y con el nimero de incégnitas principales del SEL

homogéneo Fer(A)X = O, ademds, rgA < m,n.

Ejemplos 9.2.

0 1 1 0 1 0 0 O
1. SiM= b bl , entonces rgM = 4 ya que Fer(M) = 0o
3 -1 -1 1 0 0 1 O
6 -1 1 0 00 0 1
1 4 -1 2 100 4
2. SiM=| -1 3 -1 1 |,entoncesrgM =3yaque Fer(M)=1[0 1 0 u
| 1 0 2 3 0 0 1 %13
11 0 0 2 1o 10 32
3. SiM=]1 0 1 -1 6 |,entoncesrgM =3yaqueFer(M)=|0 1 -1 0 1
01 -1 -1 5 00 0 1 =2

Nota 9.3. De la definicién de rango de una matriz, y teniendo en cuenta el corolario 8.3, pagina
38, es inmediato que si M = [M1|Ms] € Myxn(K), con My € My, (K) y Ma € My, (r—t)(K), donde
0 < t < n, entonces rgM; < rgM. En particular, el rango de la matriz de coeficientes de un SEL

serd siempre menor o igual que el de su correspondiente matriz ampliada.

En el siguiente resultado caracterizamos si un SEL es o no compatible y, caso de serlo, si es 0 no

determinado, en términos del rango de su matriz de coeficientes y de su matriz ampliada.
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Teorema 9.4. (Rouché-Frobenius) Sea AX = B un sistema con m ecuaciones lineales y n incégni-
tas sobre K, donde m y n son enteros positivos. Entonces:
1) AX = B es compatible si y sélo si rgA = rg[A|B].

2) AX = B es compatible determinado si y sélo si rgA = rg[A|B] = n.

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta la nota 8.4, pdgina 38, si Fer([A|B]) = [Fer(A)|B’'], sabemos
que los sistemas AX = By Fer(A)X = B’ son equivalentes y este tltimo estd en forma escalonada
reducida. Ademsds, considerando las caracterizaciones vistas en los métodos de Gauss y Gauss-Jordan,
se tiene:

1) AX = B es compatible <= Fer(A)X = B’ es compatible <= Fer(A)X = B’ no tiene
ecuaciones de la forma 0 = b, con b un escalar no nulo <= [Fer(A)|B’] = Fer([A|B]) no tiene
filas de la forma [0 0 ... 0 1] <= el ntmero de filas no nulas de [Fer(A)|B'] = Fer([A|B])
y de Fer(A) es el mismo <= rg[A|B] =rgA

2) AX = B es compatible determinado <= Fer(A)X = B’ es compatible determinado <=
Fer(A)X = B’ es compatible y todas sus incégnitas son principales <= rg[A|B] =rgAy

el nimero de pivotes es n <= rg[A|B] =rgA =n

10. Caracterizacién de matrices inversibles

Pretendemos a continuacién, ver una serie de condiciones que caracterizan a las matrices inversibles,

cuya definicién se dio en 5.7, pagina 24.

Proposicién 10.1. Para una matriz cuadrada A € M,,(K), las siguientes condiciones son equiva-

lentes:
1) A es inversible.
2) Todo SEL de la forma AX = B es compatible determinado.
3

)

)

) TgA =

4) Fer(A) = I,.
)

5) A es producto de matrices elementales.

DEMOSTRACION.

1) = 2): Si A es inversible, entonces se tiene:
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AX=B = A 'AX=A"'B = X=A"'Be M, (K)

por lo que el SEL AX = B tiene obviamente solucién y ésta es tnica.

2) = 3): En particular el sistema AX = O es compatible y determinado, y del teorema de Rouché-

Frobenius deducimos que rgA = n.

3) = 4): Si rgA = n, la matriz Fer(A) tiene n pivotes por lo que necesariamente Fer(A) = I,.
4) = 5): Si Fer(A) = I, entonces existen matrices elementales E, Ea, ... E; de manera que I, =

E\E; -+ E;A. Haciendo uso del corolario 6.4, pagina 31, se tiene A = E{l . -~E;1Ef1 y que A es
producto de matrices elementales.

5) = 1): Es consecuencia del corolario 6.4, pagina 31, y de que el producto de matrices inversibles es

de nuevo una matriz inversible.

O

Corolario 10.2. Si C;A € M, (K) verifican que CA = I, entonces C' y A son inversibles y
C=A"1

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que A es inversible, para ello, de acuerdo con la propo-
sicién anterior, 10.1, basta justificar que todo SEL de la forma AX = B es compatible determinado, lo

cual es cierto ya que:
AX=B = CAX=(CB = [bLX=CB = X=(CB
por consiguiente A es inversible y existe A~! € M,,(K) tal que AA~! = I,, = A7t A, y de aquf se tiene:
CA=1, = CAA ' =14 —= Cc=4""

lo que demuestra que C' también es inversible y la igualdad C' = A~1.

O

Nota 10.3. De las dos demostraciones anteriores se deduce que si A € M, (K) es inversible,
existen matrices elementales Fi, Fs,...F; de manera que I, = F1Fs---F;A, y de aqui se tiene
que A~ = E\E,---E,. Por consiguiente, de acuerdo con la proposicién 6.2, pagina 30, y ya que
E\Ey---FEy = E\Ey--- EI,, para calcular la matriz A~' basta realizar sobre la matriz identidad las
mismas operaciones elementales fila que hemos utilizado para transformar A en I,,. En consecuencia,

para calcular A~! se puede proceder considerando que:

Fer([A|L,]) = [Fer(A)|A™"] = [I,|A™]
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Ejemplos 10.4.

1 —4 1
1. Para comprobar si la matriz A = | —1 3 -1 | € M3(R), es inversible y, caso de serlo,
1 0 2

calcular su inversa, calculamos en primer lugar la forma escalonada reducida de la matriz

M = [A|L,)]), que es:

1 0 0]-6 -8 -1
Fer(M)=[Fer(A)|Al=]10 1 0|-1 -1 0

o o0 1, 3 4 1

-6 -8 -1
Por consiguiente A es inversibley A== | —1 —1 0
3 4 1
1 2 3
2. Para comprobar si la matriz A = | 1 2 -1 | € M3(R), es inversible y, caso de serlo,
00 -1

calcular su inversa, calculamos en primer lugar la forma escalonada reducida de la matriz

M = [A|I,]), que es:

1 2 010 1 -1
Fer(M) = [Fer(A)JA1=10 0 1|0 0 -1
0 0 01 -1 4

Por consiguiente A no es inversible ya que rgA = 2.

44



