Tema 7

Formas candnicas de
matrices cuadradas

Sea K un cuerpo.
Si V y V' son K-espacios vectoriales, f : V — V' una aplicacién lineal, By
C bases de V 'y B' y C' bases de V', entonces

ME' (f) = ME (idy') * ME' (f) + M§ (idy ).

Si V es un K-espacio vectorial de dimensidn finita, B es una base de V' y f es
un endomorfismo de V, denotaremos por Mg(f) a la matriz ME (f) asociada a
f respecto a la base B. Si C' es otra base de V, entonces

Mp(f) = ME(idy) * Mc(f) x Mg (idv),

y si llamamos P a M§ (idy ), entonces P~1 = MZ (idy) y por lo tanto Mp(f) =
Pl % Mc(f) * P.

A lo largo de este tema, el objetivo es buscar una base C' de V' de manera
que Mc(f) sea lo més sencilla posible (lo idéneo es que sea diagonal), porque
de esa manera es més ficil, por ejemplo, calcular potencias de Mp(f) o evaluar
un polinomio en Mp(f).

1. Valores y vectores propios

(1.1) Sea V un K-espacio vectorial y f un endomorfismo de V. Un elemento
A € K se dice que es un walor propio, o también que es un autovalor de f,
si existe un vector v € V no nulo tal que f(v) = Av. A un tal vector v se le
denomina vector propio (o autovector) asociado al autovalor A.

(1.2) El conjunto de autovalores del endomorfismo f, que se denota por o(f),
se denomina espectro de f.

Dado un autovalor A de f, el conjunto de vectores propios asociados a A es un
subespacio vectorial no nulo de V', que se denomina subespacio propio asociado
al autovalor A y se denota por Vj.
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(1.3) El subespacio propio asociado al autovalor A coincide con el nicleo del
endomorfismo f — Aidy. Por eso las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1.3.1) X es un autovalor de f;
(1.3.2) el endomorfismo f — Aidy no es inyectivo;
(1.3.3) det(4A — \I,) =0, donde A = Mp(f).

(1.4) Sea A la matriz asociada al endomorfismo f del K-espacio vectorial V'
de dimensién n respecto de una base B.
Si desarrollamos el determinante de A — x1,, obtenemos un polinomio

a1 —x - G1n
pa(z) = det

an1 ctt OGpp — T

cuyo término de mayor grado es (—1)", cuyo término independiente es det A y
cuyo término de gradon — 1 es (—1)""(a1; +azz + -+ + any). A ese polinomio
se le llama polinomio caracteristico de la matriz A (o del endomorfismo f), y se
denota por pa(z) (o por ps(z)).

Las soluciones de la ecuacién py(z) = 0 son exactamente los autovalores de
f- A esta ecuacion se le llama ecuacién caracteristica de f.

El polinomio caracteristico de f es independiente de la matriz A = Mg(f)
asociada a f que se elija para calcularlo, puesto que si A’ = M (f), siendo C
otra base de f, entonces A = P~! x A’ x P, donde P = M§ (idy). Luego

pa(z) = det(4A—=zIl,)

det(P~'x A'x P —zP~' % P)

det(P~! x (A' — 2I,,) * P)

= det P7!.det(A' — zI,) - det P = pa ().

(1.5) Si A € M,(K), a las soluciones (en K) de la ecuacién ps(z) = 0 se les
denomina autovalores de A.

Dado que una ecuacién de grado n tiene a lo sumo n soluciones, el ndmero de
autovalores de la matriz A o del endomorfismo f es menor o igual que n, donde
n x n es el tamafio de A y n es la dimensién de V.

2. Diagonalizabilidad

(2.1) Un endomorfismo f de un K-espacio vectorial V' de dimensién finita se
dice que es diagonalizable si existe una base B de V' de tal manera que la matriz
asociada a f respecto de B es una matriz diagonal.

Una matriz A € M(K) se dice que es diagonalizable si existe una matriz
diagonal D semejante a A.

(2.2) Sea p(z) € K[z]. Se llama orden de multiplicidad de una solucién « la
ecuacién p(z) = 0 al mayor nimero natural o tal que (z — )° divide a p(z).
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(2.3) Teorema. (Criterio de diagonalizabilidad). Sea f un endomorfismo
del K-espacio vectorial V de dimensién n. Entonces f es diagonalizable si, y
sélo si:

(2.8.1) la ecuacion caracteristicapy(x) = 0 tiene todas sus soluciones en K,
0 sea, si A1,...,As son las soluciones de ps(x) = 0 en K, entonces

o(A1) + -+ +0(Xs) =n;
(2.3.2) y la dimensién dimV), de cada subespacio propio coincide con el

orden de multiplicidad o()\;) del autovalor \; correspondiente.

En ese caso, si B; es una base del subespacio propio Vy, para 1 < i < s,
entonces la unién B = |J;_, B; es una base de V y la matriz asociada a f
respecto a esa base es diagonal.

(2.4) En general, si A es un autovalor de f y o = o(A) es su orden de multipli-
cidad como solucién de py¢(z) = 0, entonces

1<dimV) <o.

En efecto, dado que A es un autovalor de f, existe un vector no nulo v € V
tal que f(v) = Av, esto es, tal que v € V), luego dim V) > 0.
Por otra parte, si d es la dimensién de V), entonces toda base de V) tiene

d vectores. Sea {ei,...,eq} una base de V) y eqy1,...,en vectores de V tales
que B ={e1,...,€d,€d+41,---,en} €s una base de V. Dado que f(e;) = Ae; para
i € {1,...,d}, la matriz asociada a f respecto a B es
X0 - 0 argyr - ain
0O X -~ 0 axgy1 - Q2n
A: 0 0 “e A add-‘rl - Qdn
0 0 0 agv1 a1 -+ Gdt1n
0 0 - 0 andpr -  Gnn
Luego
Py (@) = det(A — 21,
ad+1 d+1 —2 -°- Qd+1n
=(\—xz)%det
Qp, d+1) ot OGpp — T

Luego d < o, puesto que o es el mayor entero tal que (xz — A)° divide a ps(z).

(2.5) Como consecuencia, si V es un K-espacio vectorial de dimensién n y
f V. — V es un endomorfismo de manera que ps(x) tiene n soluciones
A1,--+,Ap € K distintas entre si (y por lo tanto de multiplicidad 1 cada una de
ellas), entonces f es diagonalizable, porque al ser 1 < dim V), < o(}\;) = 1, se
tiene que

dimVy, = o(X;) =1

para cada i.
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