Espacios VVectoriales con Producto
Interior

Definicion 1 Sea V un espacio vectorial so-
bre un cuerpo K. Llamamos forma bilineal a
toda aplicacion

f: VxV — K
(Z,y) — f(&,9)
que verifica

1. f(Z,\+ p2) = Af(&,9) + pf(Z,2)
VE§7,Z€V vy ApeK

2. fOZ+ uy,2) = Af(Z,2) + uf(y,2)
V& §,ZeV vy Apek

Obsérvese que una forma bilineal es lineal
para cada una de las componentes.

Si K =R se dice que f es una forma bilineal
real. En |0 sucesivo nos restringimos a este
Caso.
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Ejemplos: Lasa.l. f:R?xR? — R definidas
f[(a7 b)) (C7 d)] — ac ‘I‘ bd

f[(G,, b)7 (C7 d)] — ad — bc

son bilineales.
Ejemplo: La funcion f : K*"xK" — K defini-
da por

f(X,Y) = XtAY
con A € My (K) es bilineal.

Teorema 1 Sea f . V xV — K una forma
bilineal. Entonces:

f(£,0) = f(0,2) =0 VZCV

Definicion 2 Se dice que una forma bilineal
f:V xV —LK es simétrica si verifica que

F(&,9) = f(%,7) VI, yeV

Ejemplo: La forma bilineal f : R2xR2 — R

definida por f[(z1,z2), (y1,y2)] = z1y1 +22y2
es simétrica.



Definicion 3 Se dice que una forma bilineal
f:V xV — K es alternada (o antisimétrica)

si verifica que

Proposicion 1 Una forma bilineal es alter-
nada si y solo si f(¥,2) =0 VZeV

Ejemplo: La forma bilineal f : R2 xR2 — R

definida por f[(z1,22), (y1,y2)] = x1y0 —2oy1
es antisimétrica.



Matriz asociada a una forma bilineal en
una base B

Definicion 4 Sea V en espacio vectorial x
sobre un cuerpo K, y sea f: V xV — K una
forma bilineal.

Si By = {v1,72,...,Un} €S una base de V en-
tonces, dados dos vectores x,y € V tenemos
que

f(&9) =X"AY =

f(v1,71) -+ f(¥1,0n) Y1

(1,...,2n) ; - ; :
f("?na"?l) e f("?na "777,) Yn
donde la matriz A = (f(v;,9;)) de orden n
definida sobre K recibe el nombre de matriz
de la forma bilineal f en la base By y las
matrices X e Y son las coordenadas de los
vectores x e y, en la base By, .



Ejercicio: Sea f: R3 x R3 — R una forma
bilineal definida como

f[($1,$2,373), (y17y27y3)] —

= 2r1y1 — 3T1y2 + 621Y3 + T2Y3 + 273Y1 — T3Y2
Calcular la expresion matricial de f en la base
candnica de R3 y en la base

B=1{(2,0,0),(0,1,0),(1,0,1)}

Teorema 2 Sea V un e.v. de dimension n
sobre el cuerpo K ysea f .V xV — K una
forma bilineal. Si Ay es la matriz asociada
a f en la base B1 de 'V y Ay es la matriz
asociada a f en la base By, de V entonces se
verifica que

AQ — PtAlp

donde P es |la matriz de cambio de base de B»
aBi. (A1 y A> son matrices congruentes).

Ejemplos: Comprobarlo en el ejercicio ante-
rior y en la forma bilineal f : R2 x R?2 — R
definida por

fl(z1,22), (y1,y2)] =
= z1Y1 + 2x1Y> + 3zoy1 + 422Yy>

donde By es la base candnicay By, = {(0,1),(—-1,2)}
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Producto escalar

Definicion 5 Sea V un espacio vectorial so-
bre un cuerpo K y f : VxV — K una forma
bilineal. Decimos que f es una forma bilineal
definida positiva si verifica:

f(Z,2) >0 VEeV,Z#0

Definicion 6 Sea V un espacio vectorial de-
finido sobre el cuerpo de los numeros reales.
[.lamamos producto escalar a toda forma bi-
lineal f .V xV — R simétrica y definida pos-
itiva.

Definicion 7 Llamamos espacio vectorial eu-
clideo a un espacio vectorial real en el que se
ha definido un producto escalar.

Dados dos vectores z,y € V, su producto es-
calar f(Z,v), suele notarse de distintas for-
mas:

f@y) =&y =y =2y



Ejemplos

1. Sea V =R". Sean ¥ y y dos vectores con
coordenadas en la base canonica {z1,... ,xn}
Y {y1,...,yn} respectivamente. Se define
un producto escalar como

TY = x1Y1 + T2Y2 + -+ - + Tnyn
2. Sea V el e.v. sobre R de las funciones
reales que son continuas en el intervalo

[a, b]. Se puede definir el producto escalar
de dos funciones f,g € V como

b
<fig>= [ f@®g@)t

3. Sea V =Pr(R). Podemos definir el pro-
ducto escalar de dos polinomios

p(x) =ag+ajz+ -+ apx™

qg(x) =bg + b1z + -+ bpz"
como

< p(m),q(m) >=agbg + a1by + -+ anby
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Teorema 3 Determinacion de un producto
escalar. SeaV une.v. euclideoy B = {¥y,...,Un}
una base de V. Entonces el producto es-
calar de dos vectores cualesquiera, ¢,y € V
queda determinado conociendo los produc-
tos escalares (v;,v;) de los vectores de B.

(Z,9) = Zn: Zn: Y (Ui, Uj)

i=1j=1
Expresando matricialmente este resultado:

(Z, ) =X'GY =

(x1,...,Zn) .
<’l7n, 771> T <”l7n, 77"1> Yn
donde G es |la matriz asociada al producto

escalar dado en |la base B o matriz de Gram.

Ejercicio: Sea V = P3(R) con producto es-
calar

1
< p(t), q(t) >= /O p(t)q(t)dt

Hallar la matriz G asociada a dicho producto
escalar en la base B = {1,t,t2,t3}



Definicion 8 Sea V un e.v. euclideo. Lla-
mamos norma, modulo o longitud de un vec-
tor £ € V al numero real:

|Z]| = (%, %)

Definicion 9 Se dice que un vector £ es uni-
tario o normalizado si ||Z]| = 1. Dado un
. T .
vector x #= 0 el vector W es unitario. Este

T
proceso se llama normalizacion de Z.

Proposicion 2 Propiedades de la norma. Sea

—

V un e.v. euclideo, y sean ¥,y € V, X € R.
Entonces:

1. ||Z||=0 siysolosi £=0

2. ||2Z]| = |Al||Z]]

3. (K@ DI < ||| ||yl] (Desigualdad
de Schwarz)

4. |2+l < ||Z]| +|lyl] (Desigualdad
triangular)
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Definicion 10 Sean z,y dos vectores no nu-
los de un espacio vectorial euclideo V. EI
angulo que forman x e y se define:

(%, )

1] {191

ang(Z,y) = 0 = arcos

Utilizando la definicion de angulo podemos
expresar el producto escalar de dos vectores
de |la forma:

(#,9) = ||Z|] ||| cost

Definicion 11 En un e.v. euclideo V se dice
que ¥,y € V son vectores ortogonales si

(%,y) =0

Observar que dos vectores no nulos z,y son
ortogonales si y solo si son perpendiculares,
pues en este caso cos(#,y) = 0. Por ello si
X,y son ortogonales suele notarse = | .
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Definicion 12 Conjunto ortogonal y conjun-
to ortonormal. Un conjunto de vectores no
nulos {v1,...Un} de un espacio vectorial eu-
clideo V se dice que es un conjunto ortogonal
Si cada vector del conjunto es ortogonal a to-
dos los demas, es decir (v;,v;) =0, Vi 7 j.

Diremos que dicho conjunto es ortonormal
Si ademas se verifica que los vectores que o
forman son unitarios.

Teorema 4 Sea V un espacio vectorial eu-
clideo. Si S = {v1,...Un} €S un conjunto or-
togonal de vectores no nulos de V', entonces
dicho conjunto es linealmente independiente.
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Método de ortogonalizacion
de Gram-Schmidt

Teorema 5 En todo espacio vectorial euclideo
V de dimension finita existe al menos una
base ortonormal.

Utilizamos un método constructivo, que par-
tiendo de una base cualquiera B = {v1,... ,Un}
de V permite obtener una base ortogonal
Bf = {e1,...,en} de V.

Se definen los vectores desconocidos de Bf
como combinacion lineal de los de B

€1 = U1

€2 Uy + ap1€1

€3 = U3+ azi1€1 + aznéen

€n = Uptapi€1+aprer+ - +ay,_1€,-1

Los vectores €;,€; tienen que ser ortogonales
(< €;,€; >=0). Por lo tanto:

0

(€p,€1) = (U + an1€1,€71)
(U2, €1) + an1 (€1, €1)
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(€3, €1)
(U3 + a31€1 + aznés, €1)
(U3,€1) + az1(€1,€1) + azn(€n, €1)

— (U3, €1)

(€1,€1)

Calculando asi cada uno de los coeficientes
a;; tenemos que:

a3zl —

61 — ’Ul
(€1, €1)

L L (v3,e1), (U3,€2)

€3 — V3 — -5 3 1 — 5 5 .\©2
<€1761> < 2 2>

€n = Un — <?in76i1> 1 — <?in, 32> £ —
(€1,€1) (€2, €2)

Ejercicio Sea V = R3 con el producto escalar
usual. Aplicar el método de Gram-Schmidt a

la base B={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.
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Diagonalizacion Ortogonal

Definicion 13 Una matriz A € Mn(R) es or-
togonal si P~ = pt.

Teorema 6 La matriz A € M, (R) es orto-
gonal si y solo si las columnas (y filas) de A
forman un conjunto ortonormal.

Definicion 14 La matriz A € Mn(R) es di-
agonalizable ortogonalmente si existe una ma-
triz ortogonal P, tal que:

D = P'AP

donde D es la matriz diagonal formada por
los autovalores A1, >,... ,A\np de Ay P es la
matriz formada por una base de vectores pro-
pios que es ortonormal.

Ejercicio. Estudiar si la matriz A es diago-
nalizable y en caso afirmativo diagonalizarla
ortogonalmente.

A=

oomr
NEN
Wwomr
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Endomorfismos simétricos y
Matrices Simeétricas

Definicion 15 Sea V un e.v. euclideo. Se
dice que f:V — V es un endomorfismo si-

métrico si Z.f(y) = f(&).y, V¥, y e V.

Proposicion 3 Si el e.v. euclideo V tiene
dimension finita y si A es la matriz asociada
a f en una base ortonormal de V', entonces f
es simétrico si y solo si A es simétrica.

Teorema 7 Sea A € M,(R) una matriz si-
métrica. Entonces los autovalores de A son
siempre reales.

Teorema 8 Si A € Mu(R) es una matriz
simétrica, entonces los autovectores que co-
rresponden a autovalores distintos de A son
ortogonales.

Ejemplo Comprobar que se verifican los dos
teoremas anteriores para la matriz

O 0 2
A= 0 -2 O
2 0 3
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Teorema 9 (espectral) Sea V un e.v. eu-
clideo de dimension finitan. Si f: V —V es
un endomorfismo simétrico, entonces existe
una base ortonormal de V formada por vec-
tores propios de f.

Corolario 1 Si A € Mp(R) es una matriz si-
meétrica, entonces A es diagonalizable en R.
Por lo tanto, A es diagonalizable ortogonal-
mente.

Ejemplo Diagonalizar ortogonalmente la si-
guiente matriz

A=

NN O
N ONDN
O NN
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