Capitulo 1

Estructuras algebraicas

1.1 Operaciones. Concepto de grupo, anillo y cuerpo

Definicion 1.1.1 :Sea C' un conjunto. Diremos, “provisionalmente”, que se ha definido una opera-
cion interna o unaley de composicion interna sobre C', cuando se ha dado una “regla” que asocia a
cada par de elementos de C' un tnico elemento también de C. Es decir, llamamos operacién o ley
de composicion interna sobre C' a toda aplicacién

x:OxC ——C.

Sia,beCyc=x(a,b), el elemento c € C, imagen del par (a,b) por la aplicacién *, serd notado
por ¢ = a*b.

Definicién 1.1.2° (CONCEPTO DE GRUPO). Sea G un conjunto no vacio y * una ley-de composicién
interna definida sobre G. Diremos que (G, *) es un grupo si la citada operacion verifica las siguientes
propiedades:

G.1. ASOCIATIVA: Va,b,c € G, (axb)*xc=ax*(bxc).

G.2. E. NEUTRO: Je € G|VYa € G, exa=axe =a.
(Habitualmente, cuando-la notacién es aditiva, al elemento neutro del grupo se le llama cero
y se le representa por. 0y, sies multiplicativa se le llama uno y se le representa por 1.)

G.3. ELEMENTO SIMETRICO: Ya € G, 3d' € G|d' xa=axd =e.
(Al igual que en el caso anterior, si la notacién es aditiva, al elemento simétrico de a se le
llama opuesto del elemento a y se le nota por —a y, si es multiplicativa se le llama dnverso-de
a y se le nota por a=1.)

El grupo recibird el nombre de conmutativo o abeliano, si ademas, dicha operacion verifica la
siguiente propiedad:

G.4. CONMUTATIVA: Va,b € G, axb="0bx*a.

De los conjuntos numéricos, son grupos aditivos (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) y son grupos multi-

plicativos (Q\ {0},-), (R\ {0},-), (C\ {0}, ).

Definicién 1.1.3 CONCEPTO DE ANILLO Sea A un conjunto no vacio sobre el que hemos definido
dos leyes de composicién internas para las que utilizaremos la notaciéon habitual +, -, diremos que
la terna (A, +,-) es un anillo, si dichas operaciones verifican las siguientes propiedades:
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1.1 OPERACIONES. CONCEPTO DE GRUPO, ANILLO Y CUERPO 2

1. PROPIEDADES DE LA ADICION

A.1. ASOCIATIVA: Va,b,c€ A, (a+b)+c=a+ (b+c).

A.2. CONMUTATIVA: VYa,b€ A, a+b=>b+ a.

A3. E. NEUTRO: 30 € A|Va € A, a+0=a.

A.4. ELEMENTO SIMETRICO: YVa € A, 3—a € A|la+ (—a) =0.

2. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION
A.5. ASOCIATIVA: Va,b,c € A, (a-b)-c = a-(b-c).
3. RELACION ENTRE AMBAS OPERACIONES
A.7. DISTRIBUTIVA:Va,b,c€ A, a-(b+c¢) =ab+a-c.
Si, ademas, la operacién - verifica alguna la propiedades
A.8. CONMUTATIVA: Va,b € A, a-b=b-a,
A9. E. NEUTRO: Je € A|Va € A, e-a=a-e=a,

el anillo recibe el'mombre, respectivamente, de anillo conmutativo y/o anillo con-unidad.

Son anillos conmutativos: (Z,4+,-) y (R[X],+,-) (anillo de los nimeros enteros_y anillo de los
polinomios en la indeterminada X con coeficientes en el cuerpo R de los nimeros reales.

Es un anillo no conmutativo (M(n x n, K),+,X) (conjunto de las matrices cuadradas de orden n
sobre un cuerpo K con las operaciones adicién y multiplicaciéon de matrices).

Definiciéon 1.1.4 . CONCEPTO DE CUERPO Sea K un conjunto no vacio sobre el que-hemos definido
dos leyes de composicién internas para las que utilizaremos la notaciéon habitual +, -, diremos que
la terna (K, +,-) es un cuerpo, si dichas operaciones verifican las siguientes propiedades:

1. PROPIEDADES DE LA ADICION

K.1. AsocCIATIVA: Ya,bye € K, (a+b)+c=a+ (b+c).

K.2. CONMUTATIVA: Va,b € K, a+b=>b-+a.

K.3. E. NEUTRO: 30 € K |Va € K, a+0 = a.

K.4. ELEMENTO SIMETRICO: Va € K, 3—a € K |a+ (—a) = 0.

2. PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION

K.5. ASOCIATIVA: Va,b,c € K, (a-b)-c = a-(b-c).

K.6. CONMUTATIVA: Va,b € K, a-b= b-a.

K.7. E. NEUTRO: J1 € K |Va € K, a'1 = a.

K.8. ELEMENTO SIMETRICO: Va € K \ {0}, 3a~! € G|a-a™! =1.

3. RELACION ENTRE AMBAS OPERACIONES
K.9. DISTRIBUTIVA: Va,b,c € K, a-(b+c¢) =a-b+ a-c.

Nota Obsérvese que si (K.+,-) es un cuerpo, se verifica que:

DTO. DE ALGEBRA




1.1 OPERACIONES. CONCEPTO DE GRUPO, ANILLO Y CUERPO 3

(a) (K,4+) es un grupo abeliano.
(b) (K*,-) es un grupo abeliano, donde K* = K \ {0}.

(c) Ambas operaciones estan relacionadas por la propiedad distributiva.
Son cuerpos: (Q,+,), (R, +,-), (C,+,-).

Definicion 1.1.5 Sean A y () conjuntos no vacios al segundo de los cuales le llamaremos conjunto
de escalares. Una operacion externa o una ley de composicion externa sobre A cuyo conjunto de
escalares es () es toda “regla”’que asocie a cada par de elementos, el primero de §2 y el segundo de
A, un unico elemento del conjunto A.

O bien, en términos de aplicaciones, lamamos operacion externa o ley de composicion externa sobre
A cuyo conjunto de escalares es 2 a toda aplicacion

o: O xA— A.

Si(a,z) € Q x A, el elemento ¢ € A, imagen del par («,z) por la aplicacién o, serd notado por
c=aoux.

Frecuentemente, a la'ley o se le llama “multiplicacién”y al elemento ¢ = a o x'se le. llama “produc-
to”de « por x.

Definicién 1.1.6 (CONCEPTO DE ESPACIO VECTORIAL) Sea V un conjunto nowvacio (cuyos ele-
mentos los representaremos con letras mindsculas “negritas”) y K un cuerpo (cuyos elementos
serdn representados por caracteres griegos o latinos en mintsculas). Sobre V' se'definen dos leyes
de composicién, interna y externa que notaremos con los simbolos + y -, decimos que la terna
(V,+,-K) es un espacio vectorial sobre K o-que es un K-espacio vectorial, si se verifica:

1. (V,+) es grupo abeliano. Es decir; la operacién + tiene las siguientes propiedades:

E.1. AsocIATIVA: Va,b,ce V (a+b)+c=a+ (b+c).
E.2. conmuTATIVA: Va,b eV, a+b=Db+a.
E.3. E. NEUTRO: 30 € V |VaeV, a4+ 0=a.
E.4. ELEMENTO SIMETRICO: Ya€ V,3—a eV |a+ (—a)=0.
2. Propiedades de la ley de composicion externa (el elemento A:x se notara simplemente por
AX).
E5. VA pe K,Vx €V (A + pu)x = Ax + ux.
E6. VA e KVx,y e V, A(x+y) = Ax + \y.
E7. V\ pe K, Vx eV (Apux)) = (Ap)x.
E.8. ¥x €V, 1x = x (donde 1 € K es el elemento neutro de la multiplicacién de K).

Definicion 1.1.7 Si V es un espacio vectorial sobre K, a los elementos de V se les llamara vectores
y a los de K escalares.

Ejemplos Son espacios vectoriales:

a) El conjunto V' = {0} cuyo tunico elemento es el vector 0, tiene, respecto de la adicién y la
multiplicacién por un elemento de K, estructura de espacio vectorial. Se le llama espacio
vectorial trivial.

M. IGLESIAS



1.1 OPERACIONES. CONCEPTO DE GRUPO, ANILLO Y CUERPO 4
b) Sea V(n) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n en la indeterminada X,
cuyos coeficientes son nimeros reales. (V(n), 4+, R) es un espacio vectorial sobre R.
¢) (C,+,R), donde C es el conjunto de los niimeros complejos.

d) Sea K" = {(z1,%2,...,%,) | x; € K}, entonces (K", +,-K) es un espacio vectorial sobre K.
Las operaciones adiciéon y multiplicaciéon por un escalar vienen definidas por las siguientes
igualdades:

1. ADICION
(-rl’-r%"'?xn)+(ylay2a"'7yn) = (x1+y1a"'7xn+yn)-

2. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR
Mz, T, ... xn) = (Ax1, AT, i, AZy).

e) (M(m x n),+;K);donde M(m X n) es el conjunto de las matrices de.orden m x n cuyos
elementos pertenecen al cuerpo K.

Nota FEn todo lo que sigue supondremos que K es uno de los cuerpos Q, R o.C.

DTO. DE ALGEBRA



Capitulo 2

Matrices, determinantes y sistemas

2.1 Matrices. Operaciones

Definicion 2.1.1 ‘Sea. K un cuerpo. Llamamos matriz de orden m x n sobre K a una tabla de
m X n elementos'de K distribuidos em m filas y n columnas.
Utilizaremos letras.mayisculas para notar a las matrices y sus elementos seran notados por la
correspondiente letra mintscula con doble subindice al primero de los cuales sele llama indicador
de fila y al segundo indicador de columna. Asi, por ejemplo, si A = (a;j) es una matriz de orden
3 x 4 sobre R, escribiremos:
ail a2 aiz a
A= a2 a2 a3 axn
a3l a3z a3z a34

Notaremos con los simbolos M (m x n, K) al conjunto de las matrices de orden m % n sobre K.
Casos particulares

m = 1. La matriz A es de la forma

A — (a11,a127 ce. 7a1n)
y recibe el nombrede matriz fila.
n = 1. La matriz es de la forma
aij
a1
A=
am1

y recibe el nombre de matriz columna.

m = n. Si el nimero de filas es igual al niimero de columnas a la matriz correspondiente se le
llama matriz cuadrada. En este caso se suele decir simplemente que el el orden de la matriz
es n. Asi, por ejemplo,

1 -1 2
A= -5 7 0
3 1 -1

es una matriz cuadrada de orden 3.

Como casos particulares:
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e La matriz A € M(n x n, K) es diagonal si a;; = 0 Vi # j. Es decir,

ai
a2

Gn

e La matriz A € M(n x n,K) es triangular superior (resp. triangular inferior) si aj; =
0Vi>j (resp. aj; =0Vi<j).

Definicién 2.1.2 Sea A = (a;j) y B = (b;;) dos matrices de orden m x n. Decimos que A = B si
y solo si los elementos que ocupan la-misma posicién en A y-en B son iguales. Simbdlicamente:

A:B<:>Vl,jylgl§m, 1§]§n, CLZ]:bU

Definicién 2.1.3 (ADICION) Sean A, B,C € M(m x n,K). Decimos que C = A + B si cada
elemento que ocupe la posicién (i,j) en la matriz C' es la suma de los elementos que ocupan la
posicién (i,7) en las matrices A y B. Simbélicamente:

C=A+B<—=Vij|l1<i<m,1<j<n, cij = aij + bij.

Proposicién 2.1.1 (PROPIEDADES) La operacién adicién definida sobre el conjunto M (m xn, K),
verifica las siguientes propiedades:

G.I AsocCIATIVA. VA,B,C e M(m xnyK), (A+B)+C=A+ (B+C).

G.II CONMUTATIVA. VA, Be M(mxn,K), A+ B= B+ A.
G.IIT ELEMENTO NEUTRO. J0 e M(m xn,K)|VYAe M(mxn,K), A+0=A.
G.IV E. SIMETRICO. YA€ M(m x n,K), I(—A) e M(m xn,K) | A+ (=4) =0.
Demostracién Sean A = (a;j), B = (b;j), C = (c45).

G.I ASOCIATIVA. (A+ B)+C'= ((ai;) + (bi;)) + (cij) = (ai; +bij) + (cij) = ((as; + bij) +¢ij) =
(aij + (bij + ci3)) = (aij) + (bij +¢ij) = A+(B+ C).

G.II CONMUTATIVA. A+ B = (aij) + (b”) = (sz + aij) = (bU) + (aij) =B+ A.

G.II E. NEUTRO. La matriz 0 € M(m x n, K), llamada matriz cero, tal que todos sus elementos
son iguales a cero, verifica que

A+0=(ay) +(0) = (ai; +0) = (ai;) = A.

G.IV E. SIMETRICO. SiA = (a;5) € M(mxn, K), lamatriz —A = (—aj;;) € M(m xn, K) verifica
que
A+ (=A4) = (aij) + (—aij) = (aij + (—ai3)) = (0) = 0.

La matriz — A recibe el nombre de opuesta de la matriz a.

DTO. DE ALGEBRA



2.1 MATRICES. OPERACIONES 7

Consecuencia El conjunto M(m xn, K) de las matrices de orden m x n con la operacién adicién
de matrices tiene estructura de grupo abeliano. O, més brevemente, el par (./\/l (m x n, K), —|—) es
un grupo abeliano.

Definicién 2.1.4 (MULTIPLICACION POR UN ESCALAR) Dados el escalar a« € K y la matriz
A € M(m x n, K) llamamos oA a la matriz de orden m x n obtenida multiplicando los elementos
de A por el escalar «. Simbdlicamente:

B=aA<<=Vi,j|1<i<m,1<j<n,bj=aa;.

Proposicién 2.1.2 (PROPIEDADES) Sean Va,f '€ K.y VA,B € M(m x n, K), se verifan las
siguientes propiedades:

KI (a4 B)A = aA + pA.
K.II a(A+ B) = ad +aB.
KIII a(fA) = (af)A.
K.IV 1A = A (donde 1 es la identidad de K).
Demostracién Vo, € K y VA = (a;;), B = (bij) € M(m x n, K), se tiene que:

KI (a+pB)A=(a+f)(aij) = ((a+ B)aiy) = (aai; + Baij) = (aay) + (Bai;) = alai;) + Blaij) =
aA + [A.

K.II a(A + B) = Oé(aij + bij) = (a(aij + bij)) = (aaij + Oébz‘j) = (aam) + (Ozbij) = a(aij) + Oé(bw’) =
aA+ aB.

K.III a(BA) =a(B(ay)) = a(Baij) =(alBai;)) = ((aB)aij) = (ab)(ai;) = (aB)A:

KIV 1A = 1(aij) — (1aij) = (aij) = A.

Consecuencia El conjunto de la matrices de orden m x n sobre K con/las operaciones adicién de
matrices y multiplicacién de un escalar por una matriz tiene estructura de espacio vectorial sobre
K. O, méas brevemente, la terna (M(m xn,K),+, ~K) es un espacio ‘vectorial sobre K.

Definicién 2.1.5 Sean A € M(m x p,K) y B € M(p xn, K) dos matrices de érdenes respectivos
mXxpypxn acuyos elementos los designaremos, respectivamente, a;; y b;;. Decimos que la matriz
C = (cij) es el producto de las matrices A y B si se verifican las siguientes condiciones:

1. Ce M(m xn, K).

P
2. Vi, j|1<i<m, 1<j<n, c;j=) auby
k=1

Noétese que las matrices A y B son “multiplicables”si y sélo si el nimero de columnas de A es
igual al nimero de filas de B y que, por tanto, dos matrices cuadradas del mismo orden son
“multiplicables” en cualquier orden.

Proposicién 2.1.3 (PROPIEDADES) Sean A = (a;j), B = (bi;) y C = (¢i;) tres matrices que, en
cada caso, verifican las condiciones para que pueda efectuarse la operacién requerida.

M. IGLESIAS
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M.I ASOCIATIVA. (AB)C = A(BC)
M.II DISTRIBUTIVAS. A(B+C)=AB+ AC, (B+C)A= BA+ CA.

M.III ELEMENTOS NEUTROS. Sea

1

un matriz diagonal de orden r tal que Vi =1,...,r, a; = 1.

a) E. NEUTRO A LA IZQUIERDA. VA€ M(m xn,K), I,,A=A.
b) E. NEUTRO A LA DERECHA. VA € M(m x n,K), AL, = A.

M.IV Va € K, a(AB).= (0A)B = A(aB).
Demostracion

M.I Sean A e M(m'xp,K), BE M(pxq,K)y C € M(qg%xn,K)yseaD=A4AB.
Procedames a calcular un elemento del primer miembro de la igualdad P.= (AB)C.
Si D = AB, ¢l elementos que ocupa la posicién (i, 7) en la matriz D es de la-forma

p
dij = Zaihbhj.
h=1
Luego sipj; es el elemento de P que ocupa dicha posicién; se tiene que
q qg P
Pij = Zdikckj = Z Zaihbhkckj. (2.1)
k=1 k=1 h=1

Andlogamente, sea P’ = A(BC) y D' = BC. Se tiene que

q
diy =) _bikck;
k=1
y, por tanto,

P p q
o= D andhy = 33 wnbracs 22
h=1

h=1k=1

Comparando 2.1 y 2.2 se tiene que

pij = pl; = P = P' = (AB)C = A(BC).

M.II Sean A € M(m xp,K), B,C € M(pxn,K), D=A(B+C)y D' = AB+ AC. Se tiene que

p p p
!
dij = aik(brj + ) = Y _aiwbi; + Y aircr; = dij,

de donde
D:D’:>A(B+C):AB+AC.

DTO. DE ALGEBRA



2.1 MATRICES. OPERACIONES 9

M.IIT Son inmediatas ambas igualdades.

M.IV Sean A € M(m x p,K), B€ M(pxn,K), D = a(AB), D' = («¢Ad)B y D" = A(aB). Se

tiene que
p p
dij = @) _aixbe; = > _a(aikbis)-
k=1 k=1

Aplicando las propiedades conmutativa y asociativa a a(a;,by;), se tiene:

p
Z (67079 bk] = d
k=1

p
dij =Y ain(abyy) = dj;

y de aqui que,
dij = d;j = d;/] — D=D =D".

Definicién 2.1.6.Sea A € M(m x n, K). Decimos que la matriz B es la traspuesta de A si sus
filas 1,2,...,n/son; respectivamente, iguales a las columnas 1,2,...,n de de la matriz A. A la
matriz traspuesta de A la notaremos por A!. Simbdélicamente,

B=A" <= bj;=aj, (i=1...,m, j=1,...,n).
Proposicién 2.1.4 (PROPIEDADES) A € K
I. (A+ B)¥=A'+ B!, (A,B € M(m xn, K)).
I VA =XAL, (Ve K, A,B € M(m x n, K)).
II. (AB)! = B*A! (A€ M(m xp,K), B€ M(p x n,K)).
Demostracion
L (A+ B)" = (as; +bij)"= (aji + bji) = (aji) + (bj:) = A* + B".
I (ANA)! = (Nay)' = (Naji) = Maji) = A AL

ITII. El elemento que ocupa la posicién (j,7) de la matriz.(AB) es de la forma

p
Cji = E @jkbris
k=1

de donde deducimos que el elemento que ocupa la posicién (i, j) de A'B! es

= Cji = Za]k‘bk’z

Por otra parte, si

M. IGLESIAS
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se tendra que el elemento que ocupa la posicién (i,5) de la matriz B'A? serd de la forma

p P
Cij = Zbgka;cj = Zbkiajk = cij,
k=1 k=1
de donde deducimos que (AB)! = BtA?.

2.2 El anillo de las matrices cuadradas

Proposicién 2.2.1 Sea M,, = M(n xn, K) el conjunto de las matrices cuadradas de orden n
sobre K. Sobre dicho conjunto se definen las operaciones ‘adicion y multiplicacion de matrices
cuadradas de orden n. Dichas operaciones verifican:

1. La adiciéon de matrices es una ley de composicién interna sobre el conjunto M,. En efecto
la suma de dos matrices cuadradas de orden n es una matriz cuadrada de orden n y dicha
operacién verifica la siguientes propiedades.

A1 asociaTIVA. VA, B,C € My, (A+B)+C =4+ (B+C).
A.IT cCONMUTATIVA VA, B € M,,, A+ B =B+ A.
AIIl E. NEUTRO VA e M,, A+0=A.
AIV E. SIMETRICO VA e M,, I(—A)e M, | A+ (-A)=0.

2. La multiplicacién de matrices es una ley de composicién interna sobre el conjunto M,,. En
efecto el producto de dos matrices cuadradas de orden n-es una matriz cuadrada de orden n
y dicha operacién verifica la siguientes propiedades.

AT ASOCIATIVA. VA, B,C € M,, (A+B)+C=A+(B+C).

AIl E. NEUTRO. VA € My, Al, = I,A = A, donde [,, es la matriz unidad de orden n
definida en la proposicién 2.1.3.
En general; esta operacién no es conmutativa.

Ambas operaciones estan relacionadas por la siguiente propiedad.
3. LEY DISTRIBITIVA VA, B,C'€ M,, (A+B)C =AC + BC.

Por todo ello, la terna (M,,,+,-) es un anillo no conmutativo con elemento unidad.

2.3 Determinantes: definicién y propiedades

Nota ! En el presente tema, M(n x n, K) representars al conjunto de las matrices cuadradas de
orden n sobre el cuerpo K y si A € M(n x n, K) serd notada por A = (a;;), donde (1 <1i,j <n).

Definiciéon 2.3.1 Llamamos submatriz de A de orden n — r a la matriz cuadrada obtenida supri-
miendo en A r filas y r columnas. Tal submatriz serd notada por

A(i17i2a o 7i7‘|j17j2) cee 7jr)'

'El desarrollo de este Tema se corresponde, salvo ligeros retoques, con el articulo “Una introduccién a los deter-
minantes . ..” publicado por el autor en la revista Thales, nimero 0 (afio 1984).

DTO. DE ALGEBRA
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Ejemplo Si
a1 a2 a1z a4
A= | G2t G2 a2 Gx
a31 a3z a3z a4
a41 Q42 Q43 Q44

se tiene que
G21 Q22 024

A(1|3) = a3l a3z az4 , A(173‘2’4) — ( a1 azs > ‘
41 Q43
41 G422 Q44
Definicién 2.3.2 Llamamos determinante de la matriz cuadrada A a la aplicacion

det : M(nxn,K) — K

definida por

a1 si n=1
det(4) = "SI ARATR) s n > 2 (2:3)
p

El determinante de la matriz A serd notado indistintamente con los simbolos det(4) o |A|.
Consecuencias

1. DETERMINANTE DE ORDEN 2

Si
A ( air ar ) ’
az1 a2
aplicando la féormula 2.3 se tiene que

det(A) = (—1)"ayy det(A(1|1)) + (1) 2arp det(A(1)2) =

= @11012 — 412021

2. DETERMINANTE DE ORDEN 3

Si
ai; a2 ais
A= ax a2 a3 |,

azyp asz2 ass

aplicando la férmula 2.3 se tiene que

det(A) =
= (=1)"ay; det(A(1]1)) + (—=1)*2a12 det(A(1]2)) + (=1)T3ai3 det(A(1)3)) =

a a a a a a
22 23 — a1z det 21 23 ) + a3 det( 21 22 ) _

= all det
az2 ass az1 ass as;  as2

= a11(ageas3 — agzasz) — a12(ag1a3s — agzasy) + a13(ag1ass — agaszy) =
= 11G22a33 + 12023031 + 134210433 — a13G022a31 — 012021033 — A13022031-

M. IGLESIAS
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3. DETERMINANTE DE LA MATRIZ UNIDAD

Vamos a probar que det([,,) = 1. Procedamos por induccién sobre n.

e Para n = 1 es,por definicién, det(l;) = 1.
e Supongamos que det([,—1) = 1.

e Teniendo en cuenta que en la matriz I, esa;1 =1, a1, =0si j # 1y que A(1|1) = L1,
se tiene:
det(I,,) = (=1)*tay; det(A(1]1)) = 1.

4. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ DIAGONAL Consideremos la matriz diagonal

dy

da
D, =

dn

De forma andloga a la anterior se prueba que

n

=1

5. DETERMINANTE DE UNA MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR

De modo tetalmente similar se prueba que si consideramos la matriz triangular inferior,

bn 0 ... 0
b21 b22 . 0

Bn - )
bnl bn2 cee bnn

n

det(Bn) = Hb“

i=1
La férmula 2.3, es bien conocida como.desarrollo del determinante de A por los elementos de la

primera fila. Probaremos a continuaciéon que det(A) es independiente de la fila elegida.

Teorema 2.3.1 Para todo i tal que 1 < i < n, se verifica que

n

det(A) =Y (=1)"ay; det(A(i]5)) (2.4)
7=1

Demostraciéon Procederemos por induccién sobre n (orden del determinante.

e Para n = 2, sabemos que

det(A) = aj1a22 — a12a91 =
= (=1)*"tag; det(A(2[1)) + (—=1)*"2agy det(A(2]2)) =

2
= 3 (1) az; det(A1).

j=1
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e Supongamos que la férmula 2.4 es cierta para toda matriz cuadrada cuyo orden sea menor
que n.

e Procedamos a demostrarla cuando el orden de A sea n.
Por la definicién 2.3, se tiene que

n

det(A) = S (=1) " ay; det(A(17)) (2.5)

Jj=1

Ahora bien, A(1|j) es una matriz de orden n — 1 y, por la hipétesis de induccién podemos
aplicar la formula 2.4.
Pero observemos que:

— Al suprimir la primera fila de A, la fila que ocupa el lugar i.—1 en la matriz A(1]j) esta
formada por elementos de la forma a;;, k # j (ver esquema adjunto).

— Al suprimir la columna j de A, las columnas 1,2,...,5 — 1 de A lo son igualmente
de A(lly) y que las columnas j + 1,...;n de A son, respectivamente, las columnas
J,j+1L...,n—1de A(1]j) (ver esquema adjunto).

ait - .- alj_l alj a1j+1 AT

Filai de A — Qi1 - .- Ajj—1 Qg Qij+1 - - - Qln «— Fila. (’L = 1) de A(1|j)

Qnl ---0nj—1 [ @nj | Qnj+1 - - - Ann

Por tanto, desarrollando det(A(1|j)) por los elementos de la Fila i — 1, se tiene que

Jj=1 n
det(A(1]5)) =D (1) Fay, det(A ik, 7)) + Y (=)D ED gy det(A(L, ilj, k)
k=1 k=j+1

y, sustituyendo en 2.5, resulta:

n Jj—1
det(4) = 3 (-1}, (Z ) des( ALk, 7)) +

j=1 k=1

n

3 (LD det(AQL il K))

k=j+1

Intercambiando j por k en la tltima expresién (lo cual obliga a cambiar también el orden de los
sumatorios) y efectuando operaciones, la igualdad anterior puede ser expresada del siguiente modo:

N

n -1

det(A) = 3 (=1 ay | S(=1)Hay; det(A(1, il k) +

k=1 =1

+ (_1)(1+(j_1)a1j det(A(1,i|k, 7))

M. IGLESIAS
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Observando que la expresion entre paréntesis del segundo miembro de la igualdad anterior es, por
definicidn, el desarrollo de det(A(i|k)) se tiene, finalmente, que

det(A) =) “(=1)"aj; det(A(i|k)).
k=1

expresion que es conocida como el “desarrollo del determinante de A por los elementos de la fila
1y serd utilizada inmediatamente en la demostracion de algunas propiedades.

Proposicién 2.3.1 (PROPIEDADES) Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre K.
D.1 Sien la matriz A los elementos de-una fila son todos nulos, entonces det(A) = 0.

D.2 Si en la matriz A se intercambian dos filas entre si, el determinante de la matriz obtenida es
opuesto al determinante de la matriz A.

D.3 Si en la matriz A hay dos filas iguales, det(A) = 0.

D.4 Si multiplicamos una fila de la matriz A por el escalar ¢ el determinante de-la matriz obtenida
es igual acdet(A).

D.5 Si en la matriz A los elementos de dos filas son proporcionales, entonces det(A) = 0.

D.6 Si la fila r de la matriz A es suma de dos sumandos, el determinante de Al se puede des-
componer-en la suma de los determinantes de dos matrices A’ y A” que tienen las filas
1,...,r=1yr+1,...,niguales a las de A y cuyas filas r—ésimas estdn formadas, respectiva-
mente, por los primeros y los segundos sumandos de dicha fila r de A.

D.7 Si A’ es la_matriz obtenida si sustituyendo los elementos de cualquiera fila' de A por ellos
mismos mas-los correspondientes de cualquier otra fila multiplicados previamente por un
escalar ¢ € Kse verifica que det(A’) = det(A).

D.8 Si los elementos dela fila i de A verifican que a;; = Aa,; + pag; (. =1,...,n), det(A) =0
Demostracion

D.1 Supongamos que los elementos de la fila-¢-son iguales a cero (a;; =0 (j = 1,...,n)). Des-
arrollando el determinante de A por los elementos de dicha fila, se tiene que

det(A) = " (—1)"7.0- det(A(ilf)) = 0.

j=1

D.2 Consideraremos dos casos:

1. Las filas son consecutivas

Sean éstas las filas r y 7+ 1. Si llamamos B = (b;j) a la matriz obtenida al efectuar el
intercambio se tiene que

brj=ari1; (j=1,...,n), det(B(r|j)) = det(A(r + 1])).

DTO. DE ALGEBRA
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Por tanto, desarrollando el determinante de B por los elementos de su fila r, se tiene:

n

det(B) = Y (=1)"*b,; det(B(r|j)) =

j=1
n

= 3 (—1) Hapyr,; det(A(r + 115)) =
j=1

= (—1)_1§:(—1)(T+1)+jar+17]~ det(A(r + 1[j)) = — det(A)
7=1

2. Las filas no son consecutivas

Sean éstas las filas 7y s (r < s). El intercambio-de dichas filas puede conseguirse
mediante intercambios sucesivos entre filas consecutivas: primero bajando la fila r hasta
la posicién de la's — 1 (s —r — 1 intercambios consecutivos)y, en segundo lugar, subiendo
la fila s hasta la posicién que ocupaba la fila r (s — r intercambios consecutivos). En
total se han efectuado 2(s =) =1 intercambios. Es decir, un nimero impar. Si B es la
matriz.obtenida al intercambiar las filas r y s, se tendra que

det(B) = (=1)2¢77) "1 det(A) = — det(A).

D.3 Supongamos que la matriz A tiene dos filas iguales y sea B la matriz obtenida intercambiando
dichas filas. Por una parte, al aplicar la propiedad D.2, se tiene que

det(B) = —det(A)
pero, por otra, como B = A habré de ser
det(B) = det(A),

de donde
det(A) = —det(A) = det(A) = 0.

D.4 Sea B la matriz obtenida multiplicando los elementos de la fila-r de A por el escalar ¢. Es
decir,
bijzaij (i#'l“), brj:CCLTj (j:l,...,n).
Desarrollando el determinante de B por dicha fila r, se tiene:

n

det(B) =Y (—1)""b,; det(B(rl5)) = > _(—1)"eay; det(A(r|f)) = cdet(A).

j=1 7j=1

D.5 Es consecuencia inmediata de las dos 1ltimas propiedades.

D.6 Sean
ail e A1n
_ / " ! "
A= arq + App oo Qpp + Qpp
anl c Ann

M. IGLESIAS
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ailr ... Qin ail ... Qin

I _ l / "n__ " "
A= a, ... a, |, A=\ a7 ... a,
apl .. Qpn Apl ... Qpnp

Desarrollando el determinante de A por los elementos de la fila r y teniendo en cuenta que
det(A(r]y)) = det(A'(r|j)) = det(A”(r|j)), deducimos que
det(A) = Y (=1)" (ay; + ay;) det(A(r])) =
j=1
=) (=1)"a; det(A'(r|j)) + Z L) a) det(A(r|j)) =
j=1
=det(A’) + det(A4").

D.7 Sea B la matriz obtenida sustituyendo cada elementos a,; (7 = 1,...,n) de A por a,; + cas;
(s # r). Desarrollando el determinante de B por los elementos de dicha fila'r, se tiene:

det(B) = Z(—l)rﬂ(a,«j + cas;) det(B(r]j)) =

=1

— Z(—l)rﬂa s det(A(r|5)) + CZ 1) a,; det(A(r]f)) =
=1

= det(A)

ya que el segundo término de esta tltima expresion es igual a cero por ser el desarrollo de un
determinante que tiene iguales las filas r y s.

D.8 Basta observar-que det(A) puede descomponerse en la suma de dos determinantes que tienen
dos filas proporcionales y que, por tanto, son iguales a cero.

Proposicién 2.3.2 Si A es una matriz cuadrada de orden n sobre K y At essu matriz traspuesta,
se verifica que det(A?) = det(A).

Demostracion Procedamos por/induccién sobre n.
Para n =1y n = 2 se verifica trivialmente.
Supongamos que la proposicién es cierta para toda matriz de orden n — 1.

Prueba cuando A sea de orden n.
Sea B = A'. Notemos que los elementos de la matriz B verifican que bj; = a;;. Igualmente se
verifica que B(jli) = A(i|j)" y que, por la hipdtesis de induccién, det(A(i]j)!) = det(A(i|j)). Por
consiguiente, desarrollando el determinante de B por los elementos de la fila j, se tiene que

n

det(B) = Z(—l)iﬂbﬁ det(B(jli)) =

1

i

(=) a5 det(A(ilj)") =

I
NE

1

-.
Il

(—1)"7a;; det(A(i]4))

I
NE

1

-
Il
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Ahora bien, este resultado, como es obvio es vélido para Vj | 1 < j < n, luego

paraj =1 det(B) = Y (—1)"au det(A(i[1)),
i=1

para j =2 det(B) = > (—1)"a;det(A(i]2)),
=1

“ey
n

para j =n det(B) = Z(—l)i+naindet(A(i\n)).
i=1

Sumando las n igualdades se obtiene:

n n

ndet(B) = Z Z(*l)“_jaij det(A(i[7))

i=1 \j=1

Notese que la expresion entre paréntesis es el desarrollo del determinante de A-por los elementos
de la fila 7 y, por tanto,

ndet(B) = idet(A) = ndet(A),
i=1

de donde
det(A") = det(B) = det(A).
Consecuencia Como las filas de A’ son lag columnas de la matriz A, el desarrollo del det(A?)

por los elementos de una de sus filas se corresponde con el desarrollo del det(A) por los elementos
de una de sus columnas. Es decir, si B = A’ se tiene que

det(A) = det(B) = zn:(—l)”jbij det(B(ilj)) =
j=1

= (=) ajidet(A(jl)") P2

Jj=1

- Z(_l)i“aﬁ det(A(j]2))-
j=1

Por consiguiente, toda propiedad que verifiquen las filas de A! la verificardn las columnas las
columnas de A. Esto quiere decir que las propiedades D.1, D.2, D.3, D.4, D.5, D.6, D.7 y D.8
pueden ser enunciadas nuevamente cambiando sélo la palabra fila/s por columna/s.

Definicién 2.3.3 Sea A = (a;j) una matriz cuadrada de orden n. Llamamos adjunto o cofactor
del elemento a;; de A y lo notaremos por 4;;, a la expresién definida por la igualdad

Aij = (1) det(A(il)).

Consecuencia Con esta notacién, si desarrollamos el determinante de A por los elementos de la

fila i, se tiene que
n

det(A) = (—1)"a;; det(A(il5)) = Y aijAy;
j=1

j=1
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y, analogamente, desarrollando, por la columna j,

n

det(A) =Y (=1)"ay; det(A(il5)) = > _aijAsj.
=1

=1
2.4 Matrices invertibles

Definicién 2.4.1 Sea A € M(n x n,K). Decimos que A es una matriz invertible o regular si
existe B € M(n x n, K) tal que AB = BA = I,,, donde I, es la matriz cuadrada de orden n.
La matriz B, recibe el nombre de inversa de la matriz A.

Proposicién 2.4.1 Si A € M(n X n, K) es una matriz invertible, la inversa de A es unica.
Demostraciéon Supongamos que B y B’ son inversas de la matriz A. Por definicién se tiene que
AB=BA=1,, AB =BA=1,.

Por consiguiente,
B = Bly=B(AB')=(BA)B' = 1;B' = B'.

Puesto que la inversa de la matriz A, si existe, es inica serd notada en lo sucesivo por A~
Definicién 2.4.2. Sea A = (a;;) € M(n X n, K). Llamamos adjunta de la matriz A a la matriz
adj(4) = (4ja), (1 <i,j<n),

donde Aj; es el adjunto del elemento a;; de A. Es decir,

Ann A ... Ay

A A o A
adj(4) = |77 7 i

Aln A2n o Ann

Proposicién 2.4.2 Si A = (a;;) es una matriz cuadrada de orden n y 1 <.r,s < n (r # s), se
verifica que

arAs1 + arpAso + ...+ appAgy = 0,

(2.6)
a1 A1s + agpAgs + ...+ aprAps = 0.

Esta proposicién suele ser enunciada del siguiente modo: /la suma de los productos de los elementos
de una fila (columna) por los adjuntos-de los elementos de-otra fila (columna) es igual a cero.

Demostracion En efecto, dicho desarrollo equivale al desarrollo del determinante de una matriz
que tiene iguales las filas (resp. columnas) r y s. Efectuemos la demostracién para filas.
Consideremos una matriz A = (a;;) tal que la fila s es igual a la fila r (as; = a,; j =1,...,n). Con
esta hipdtesis serd det(A) = 0. Es decir,

ailp; aiz2 ... Qinp
ar1  QAr2 ... Qpp
=0
as1 Qg2 ... Qgn
anl An2 ... Gnpp
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Desarrollando el determinante de A por los elementos de la fila s se tiene que
as1As1 + as2As2 + ...+ asnAsp =0

y como Vj | 1 < j < n es agj = arj, sustituyendo se obtiene la primera formula de 2.6:
ar1As1 + aroAgo + ...+ appAgy = 0.

Andloga demostracion se podria hacer para columnas (segunda férmula de 2.6).

Proposicién 2.4.3 Si A es una matriz de orden-n sobre K, se verifica que:
1. Aadj(A) =det(A)T,.
2. adj(A)A = det(A)1,.

Basta tener en cuenta que

sios=r, adsa+apisn+ ...+ anls = |A
si s#7r, amdsa +anAs+ ...+ amAs, = 0.
En efecto,
aijlp] aig2 ... Qin AH A21 ce Anl
as1 a2 ... Qa2 A12 A22 .. A 2
Aadj(A) = " _ S
anl Aan2 ... Gpp Ay Asy ... Anp
|A]
| Al
= o = |AlIn.
|Al

Andloga demostracién para la segunda proposicion.

Teorema 2.4.1 Si A es una matriz cuadrada tal que det(A) # 0, A es invertible verificindose que

| .Y
= A adj(A).

A—l
Demostracién Como |A| # 0, teniendo en cuenta las igualdades de la proposicién anterior, se

tiene )
Aadj(A) =|A|lI, = A <|A[ adj(A)) =1,

y, andlogamente,

adj(A)A = | AT, —> <|i| adj(A)> A=T,

De ambas igualdades se deduce que A es invertible y que

1
A7l = ——adj(A).
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2.5 Regla de Cramer

Definiciéon 2.5.1 Consideremos el sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas

a1, + a12X9 + ...+ A1nTn = bl
a21T1 + a2 + ... + agpry, = b
S :
ap1x1 + anoTo + ...+ appxty, = by
o bien, en forma matricial,
aill a2 ... Qip I bl
as1 Ay ... Qop T9 by
S.: =
anl Qan2 ... Gnn Tn, b,
o, brevemente, Ax! =B, donde x = (z1, 72, ...,Zy).

1. La matriz /A recibe el nombre de matriz de los coeficientes del sistema y-la matriz B matriz
columna de-los términos independientes.

2. Llamamos matriz de la incégnita x; (j = 1,...,n) y la notaremos por-A4;, a la matriz
obtenida sustituyendo la columna j de la matriz A por la columna formada con los términos
independientes de S. Es decir,

ay ... bl ... Qln

asr ... b2 .. Aop
A =

apl ... by ... app

3. Diremos que el sistema S es de Cramer si det(A) # 0.

Teorema 2.5.1 (REGLA DE CRAMER) Dado el sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas
S i Axt = B,
se verifica que si S es de Cramer tiene solucién dnica y ésta viene dada por

det(Aj)
i=—— j=1,...,n.
YT Qet(A) T "
Demostraciéon Como S es de Cramer, por definicién se verifica que det(A4) # 0, luego A es
invertible y, por tanto,

x! = A7'B.
Es decir,
1 Ay Asr ... Am b1
To 1 Alg Ay ... Apo b
ol T dety | s o
Tp Ay Aon ... Ann bn
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de donde
b1
1 b2
= Ay Ag; A,
YT et (A) (A Az i) :
bn
Es decir,
1 det(A;)
= (b Ay + byAgj + .+ by Ayy) = J
i det(A)( 1A 02 oy i) det(A)

Utilizando la notacién clésica,

L= %, donde A; = det(A4;), A =det(A).

2.6 Transformaciones elementales

Definicién 2.6.1 Sea A € M(m x n, K).

1. Se dice que se ha aplicado a A una transformacién elemental por filas (resp. columnas) de tipo
I, si se ha sustituido una de sus filas (resp. columna) por ella més cualquier otra multiplicada
por un escalar c € K.

2. Decimos que se ha aplicado a la matriz A una transformacién elemental por filas (resp.
columnas) de tipo II, si se ha sustituido cualquiera de sos filas (resp. columnas) por ella
multiplicada por un escalar ¢ # 0.

3. Decimos que se ha aplicado a la matriz A una transformacién elemental por filas (resp.
columnas) de tipo III, si han permutado entre si dos cualesquiera de sus filas (resp. columnas).

Nuestro proximo-objetivo es expresar en lenguaje matricial los conceptos anteriores definiendo
ciertas matrices tales que al multiplicarlas, a la izquierda-o a la derecha, por A, 'den como resultado
una transformacién elemental por filas o por columnas aplicada a la matriz A.

Definicion 2.6.2 Las matrices que se consideren en la presente definiciéon son matrices cuadradas
de orden conveniente (m'xm o n x n).

1. Llamamos matriz elemental de tipo I a la matriz Pj; (¢) (i # j) obtenida sustituyendo en la
matriz unidad el cero que ocupa la posicién (i, 7), porel escalar c.

Ejemplo Sim =4,

1 0 0 5 1 0 00
0100 0 1 00
Py (5) = 0010 | (=5) = 0 -5 1 0
0 0 01 0 001

2. Llamamos matriz elemental de tipo II a la matriz M;(c) (¢ # 0), obtenida sustituyendo en la
matriz unidad el uno que ocupa la posicién (i,7) por el escalar ¢ # 0.

Ejemplo Sim =4,

Ma(7) =

SO O =
O O O
o~ O O
_ o O O
o O O -
O O = O
O~ O O
_ o O O
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3. Llamamos matriz elemental de tipo 111 a la matriz T;;, obtenida intercambiando entre si las
filas ¢ y j de la matriz unidad.

Ejemplo Sim =4,

T3 =

o O O
o= OO
o O = O
o o O
_ o O O
o O = O
O = O O
o O O

Propiedades Las siguientes propiedades de las matrices elementales son de muy facil compro-
bacién por lo que se deja como ejercicio. (Se recuerda que las matrices elementales son matrices
cuadradas y que en cada caso sus Ordenes se tomaran de modo que sean multiplicables por la matriz

dada A.)

Proposicién 2.6.1 Sea P;; (c) una matriz elemental de tipo I. Se verifica que:

1. Si A € M(m xn, K), entonces Fy; (c) A es lamatriz A" € M(m x n, K) que se obtiene de A
sin més que sustituir su fila ¢ por ella mas la fila j multiplicada por c.

2. Si A € M(m x n, K), entonces AP;j (¢) es la matriz A" € M(m x n, K) que se obtiene de A
sin mas que sustituir su columna j por ella més la columna ¢ multiplicada por c.

3. Como det(P;; (c)) = 1, la matriz Pj; (c) es invertible verificindose que
Pij(e)™" = Py (—c).
4. Si A € M(m x m, K), se verifica que

det(P;j (¢) A) = det(AP;; (¢)) = det(A).

Proposicién 2.6.2 Sea M;(c) una matriz elemental de tipo II. Se verifica que:

1. Si A € M(m x n,K), entonces M;(c)A es la matriz A’ € M(m x n,K) que se obtiene de A
sin m&s que sustituir su fila 4-por ella multiplicada por c.

2. Si A e M(m x n,K), entonces AM;(c) es la matriz A" € M(m x n, K) que se obtiene de A
sin mas que sustituir su columna ¢ por ella c.

3. Como det(M;(c)) = ¢ # 0, la matriz M;(c) es invertible verificindose que
M;(e)™t = My(c™Y).
4. Si A € M(m x m, K), se verifica que
det(M;(c)A) = det(AM;(c) = cdet(A).

Proposicién 2.6.3 Sea T;; una matriz elemental de tipo IIL. Se verifica que:

1. Si A e M(m x n, K), entonces Tj;A es la matriz A" € M(m x n, K) que se obtiene de A sin
mas que intercambiar entre si sus filas 7 y j.
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2. Si A € M(m x n,K), entonces AT;; es la matriz A’ € M(m x n, K) que se obtiene de A sin
mas que intercambiar sus columnas j e .

3. Como det(T;;) = —1, la matriz Tj; es invertible verificindose que
T = Tj.
4. Si A € M(m x m, K), se verifica que
det(T;;A) = det(AT;;) = —det(A).
Consecuencias De las propiedades anteriores-extraemos las siguientes consecuencias:

1. Una transformacion elemental por filas o por ecolumnas, de los tipos I, II o III, aplicada a
la matriz A equivale a. multiplicar, por la izquierda o por la'derecha, dicha matriz por una
matriz elemental, respectivamente, de los tipos I, II o III.

2. Las unicas transformaciones elementales que conservan el valor delos determinantes son las
transformaciones elementales de tipo 1.

3. Una matriz elemental de tipo III es, en realidad, producto de matrices ‘elementales de los
tipos I, y Il como puede comprobarse en el siguiente ejemplo. No obstante, su utilidad en la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, hace aconsejable su introduccién.

Consideremos la matriz unidad I4. Se tiene que

0100
1000
Toli= 110 g 1 0
000 1

Por otra parte, haciendo las transformaciones elementales por filas que, generalmente, se indican
en la parte superior de la flecha, se tiene:

1 00 1 1 00
010 O Pra(l) 0100 Poy(—1)
—_
0010 0010
000 1 0 001
1 1 00 0.1-0 0
-1 0 00 Pi12(1) -1 0 0 0 Ma(—1)
0010 0010
0 0 01 0 0 01
01 00
1 0 00
0010
0 0 01
de donde
T12 = MQ(_].)P12 (1) P21 (—1) P12 (1) .
En general,

Tij = M;(—1)P;; (1) Pji (—1) Py (1) .

Luego la matriz elemental T;; es el producto de cuatro matrices elementales por lo que su utilizacion,
supone una economia de calculo.
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2.7 Formas escalonadas

Definicién 2.7.1 Sea A € M(m x n, K). Diremos que A es una matriz escalonada por filas,
1. si A =0 o bien,

2. 8- A ## 0, cuando existan 1 < j; < ja < ... < j, < n tales que:

(a) Los elementos a1j,,a2j,, .., arj, son distintos de cero.

(b) Vj < ji, a;j =0(i =1,...,7) lo que es equivalente a decir que los elementos situados,
en su caso, a la izquierda de ayj,,@gjy5++. ,arj, son iguales a cero.

(c) Vj # ji, aij = 0(i = 1,...;7). O bien, los elementos situados, en su caso, encima y
debajo de a1, ag;s,, .. . arj, son iguales a cero.

(d) Vi >r, a;j =00, lo que es equivalente, las filas r 4+ 1,  +2;...,m son iguales a cero.

Ejemplo Es una matriz escalonada por filas la siguiente:

o O O O
S O O N
O O O W
o O ot O
o O o O

Definicién 2.7.2 Sea A € M(m x n, K). Diremos que A es una matriz escalonada por columnas,
1. si A=0.

2. si A # 0, cuando existan 1 < i1 < i9'< ... < ig < m tales que:

(a) Los elementos aj,1,a;,2, .. .3 a;,s son distintos de cero.

(b) Vi < i, @i = 0(j = 1,:..,5) lo que es equivalente a decir que los elementos situados,
en su caso,encima de a;;1, @2, - . ., Qs son iguales a cero.

(c) Vi#1ij, aij =0(F =1,...,5). O bien, los elementos situados, en su caso, a la izquierda
y a la derecha de a;;1, 4,2, - - ., 44,5 son iguales a cero.

(d) Vj > s, a;; = 0 0, lo que es equivalente, las columnas.s+ 1, s +2,...,n son iguales a
cero.

Ejemplo Es una matriz escalonada por columnas la siguiente:

0000
3000
10 00
A= 0500
4 3 0 0
0030
Notas
1. Si A es una matriz escalonada por filas (resp. columnas), entonces a los elementos a1, , azj,, - - . , Grj,
(resp. @1, @iy2,---,ai,s), se les llama pivotes de las filas 1,2,...,r (resp. de las columnas
1,2,...,8).
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2. Nétese que, por definicién, si A es una matriz escalonada por filas (resp. columnas), su
traspuesta es una matriz escalonada por columnas (resp. por filas).

Definicién 2.7.3 Sea A € M(m x n,K) y a;; # 0 un elemento no nulo de A. Diremos que se
ha pivotado sobre el elemento a;; si se han reducido a cero todos los elementos situados encima y
debajo de €l (resp. a su izquierda y derecha) mediante transformaciones elementales por filas (rep.
columnas) de tipo I.

Ejemplo Dada la matriz

2 -2 3 -4 1
2.0 1/ -3 5

@\ 1 2 ANF @B B’
0 -1 2 -1 0

vamos a pivotar sobre.el elemento as3. Realizaremos las transformaciones elementales por filas que
se indican sobre la flecha.

Py5(—3)
2 —2 3 —4 1 P33 (4) 4 -2 0 5 —14
2 0 1 -3 5 Py (—2) 2 0 1 -3 5
AN AN
1 2 —4 4 -2 9 2 0 -8 -922
0 -1 2 -1 0 4 -1 0 5 —10

Anélogamente, podemos pivotar sobre el elemento as3 para reducir a cero los restantes elementos
de su fila aplicando a A las transformaciones elementales por columnas que se indican debajo de
las flechas.

2 —2 3 —4 1 4 -2 3 5 —14
A 2 0 1 -3 5 0 0 1 0 0
BTSRRI B R 9 2 —4 —8 8
0 -1 2 -1 0 P3, (3) —4 -1 2 -7 =10

P35 (—5)

Teorema 2.7.1 Dada una matriz A # 0, se puede obtener a partirde ella una matriz A’ escalonada
por filas (resp. columnas), aplicando a ‘A un ndmero finito de transformaciones elementales por
filas (resp. por columnas) de tipo L.

Demostraciéon Daremos una demostracién para filas. De forma andloga, se puede obtener una
demostracién para obtener una matriz escalonada por columnas.
Procederemos dando los siguientes pasos:

1. Consideremos la primera columna j; no nula de A. Pueden ocurrir dos casos:

(a) El elemento ajj, # 0. En este caso pivotamos sobre él y mediante transformaciones
elementales por filas de tipo I, reducimos a cero todos los elementos situados debajo del
mismo.

(b) El elemento a1;, = 0. Si este es el caso, llevamos a la posicién (1, j1) cualquier elemento
no nulo situado debajo de él (suma de filas) y a continuacién procedemos como en (a).
Sea A; la matriz asi obtenida.
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2. Sea jo > j1 la siguiente columna de A; tal que tiene algin elemento distinto de cero por
debajo de la primera fila. Llevamos, si procede, a la posicién (2, j2) cualquier elemento no nulo
situado debajo de él (suma de filas). Pivotando sobre él, anulamos, mediante transformaciones
elementales por filas de tipo I, los elementos situados encima y debajo del mismo.

Sea As la nueva matriz obtenida.

3. Aplicando lo dicho en el punto 2, a las columnas j3 < ... < j, tales que tengan algtin elemento
no nulo debajo de la segunda, tercera, ..., (r — 1)—ésima, el resultado serd una matriz A,,
escalonada por filas. Esta matriz no es tnica ya que depende de la eleccién de los pivotes.

Definicién 2.7.4 Sea A € M(m x n, K), llamamos_forma escalonada por filas (resp. columnas)
de A a cualquier matriz escalonada por filas (resp. columnas) obtenida aplicando a la matriz A un
nimero finito de transformaciones elementales por filas (resp. columnas) de tipo I.

En lo sucesivo, utilizaremos la_abreviatura f.e.p.f. (resp. f.e.p.c.) para designar a las formas
escalonadas por filas (resp. columnas) de una matriz.

Ejemplo 1 Calcular una forma escalonada de A, siendo

0
A=

oS O O

=N = O
w oy W o
=N O
N O
= O O =
NSRS

Daremos los pasos siguientes:

1. La primera columna no nula de A es j1 = 2 pero ajo = 0. Mediante la transformacion
elemental por filas Pjo (1), obtenemos la matriz

013121 2
Ap = 01 31101
026 2 00 4
0131 21 2

Pivotamos sobre el elemento a5 efectuando, sucesivamente, las transformaciones elementales
por filas
Po1 (—1), P31(=2), Py (1)

con lo que obtenemos la matriz

0 lodr T2 W1\ o2
y 0000 -1-—1 -1
0000 -4 -2 0
0000 O 0 O

2. La primera columna que aparece con algin elemento debajo de la primera fila es jo = 5 y
como ass = —1 # 0, pivotamos sobre él para reducir a cero los elementos situados encima y
debajo del mismo mediante las transformaciones elementales por filas

Pio (2) s P32 (—4)

y obtendremos la matriz

0131 0 -1 0
Ay = 0000 -1 -1 -1
0000 0 2 4
0000 O 0 O
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3. La siguiente columna que, debajo de la segunda fila, tiene algin elemento distinto de cero es
j3 = 6y como agg # 0 pivotamos sobre él con lo que anularemos los elementos de dicha colum-
na situados por encima y por debajo de dicho agg mediante las siguientes transformaciones

elementales por filas de ti po I,
1 1
Ps3l=], Pas|=
o(2) r(2)

con lo que obtenemos la matriz

0131 00 2
AT 0000 -1 01
0.0 00 02 4
000 0 0/00

Como puede observarse, todos los elementos de la cuarta fila'son.iguales a cero y, por ello, el
proceso ha terminadoy As es una forma escalonada por filas de ‘A.

Resumiendo, el esquema seguido ha sido el siguiente:

Po (1)
Pzi (—2) P12 (2) Pis (2)
Pa() - Pu(D o P4 Pu(y)
0 1 2 3

Matriz de paso a f.e.p.f. Un aspecto interesante es el calculo de la matriz de paso P tal que
Az = PA. Dicha matriz viene dada por la siguiente igualdad:

P = Py3 (1> Pi3 <1> P3y (—4) P12 (2) Py1 (—1) P31 (—2) P21 (—1) Pra(1),

2 2

de donde 7
0 0 3 0

1

P = -1 =
0 5 0
-2 10
-1 -1 01

En el siguiente ejemplo damos un-método sencillo para su célculo.

Ejemplo 2 Calcular una f.e.p.f. de la matriz

0 -3 -4 0 2
A= 0 -2 0 -2 0
-3 0 3 2 =2

y la correspondiente matriz de paso.

Solucién

a) Calculo de una f.e.p.f de A.

0 -3 =4 0 2\ p.q (-3 -3 -1 2 0\ p
02 0 -2 0]|———| 0 -2 0 -2 —
-3 0 3 2 -2 -3 0 3 2 -2
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2
-3 -3 -1 2 ng(%) -3 0 -1 5 0 P13(%)
0 -2 0 -2 _— 0 -2 0 -2 0 _
0 3 4 0 -2 0 0 4 -3 -2
17 -1
-3 00 —

b) Matriz de paso P tal que A’ = PA.

Desde luego,
| 3 3
P =Py )Pl g ) Pl - | Paul1Ps (1)

Para su cdlculo (que puede efectuarse multiplicando las matrices del segundo miembro), procede-
remos a aplicar exactamente las mismas transformaciones elementales y en el mismo orden a la
matriz unidad I3.

100 Pi3 (1) . P31 (—1)
I3 = 010 —_— 0 1 0 _
0 0 1 0 0 1
Py (—3) 1 _3 1 Z —% 1
1 01 3 1
Pso (2 Pis (#
01 0 2 (3) 0 o | 3G | o 1o _p
-1 0 0
3 3
&> ° 1 2
2 0 2 0

Lema 2.7.1 Sea A una matriz cuadrada de orden n (A € M(n x n,K)) y A" una f.e.p.f. de A.
Se verifica:

1. det(A) # 0 siy s6losi A" es de la forma

a

A= 2

Qnp,
cona;, #0(i=1...,n).
Si este es el caso, A’ es también una f.e.p.c. de A.
2. det(A) = 0 siy sélo si A’ tiene al menos una fila de ceros.

Demostracion

1. Como det(A) = det(A’) # 0, A’ no puede tener ninguna fila de ceros y, en consecuencia,
tiene n pivotes, luego estos han de estar en la diagonal. Por otra parte, como a la izquierda,
encima y debajo de los pivotes tiene que haber ceros, A’ tiene que ser una matriz diagonal.
Obviamente, si A" es diagonal con todos sus pivotes distintos de cero, det(A’) = det(A) # 0.
La segunda parte es inmediata ya que la traspuesta de una matriz escalonada por filas es una
matriz escalonada por columnas y, por ser A’ diagonal, A" = A’.
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2. Si A’ no tuviese ninguna fila de ceros, serfa diagonal con todos los elementos de la diagonal
distintos de cero y, por consiguiente, det(A) = det(A’) # 0, en contra de la hipétesis. El
reciproco es inmediato.

Teorema 2.7.2 (CAUCHY-BINET) Si A, B € M(n x n, K) entonces se verifica que
det(AB) = det(A) det(B).

Demostraciéon Sean A’ una f.e.p.fde Ay B’ una f.e.p.c. de By Py Q las correspondientes
matrices de paso. Se tiene que

A = P4, B'= BQ.
Caben dos posibilidades:

1. Que det(A) = 0 o.det(B) = 0. Si det(A) = 0, por el lema; A’ tiene, al menos, una fila de
ceros y, por consiguiente, A’B’ tiene, al menos, una fila de ceros, luego det(A’B’) = 0. De
aqui que

0 = det(A’'B’) = det(PABQ) = det(AB)

ya que P y.@Q son producto de transformaciones elementales, respectivamente, por filas o
por columnas de tipo I que no alteran el valor del determinante y, partiendo de este ltimo
resultado, se tiene que

0 = det(AB) = 0det(B) = det(A) det(B).

2. Si det(A) #0 y det(B) # 0, de acuerdo con el lema, A" y B’ son de la forma
aj bl
W az B ba
Ay, bn
con todos sus pivotes distintos de cero. Por tanto,

b; = det(4’) det(B’),
1

det(A'B") = ﬁaibi = ﬁai -
i=1 =

=l 1

de donde det(AB) = det(A) det(B).
Proposicién 2.7.1 Sea A € M(n x n,K). Si A es invertible, entonces det(A) # 0.
Demostraciéon En efecto,

A invertible = 3B € M(n xn, K) | AB = I,, = det(A) det(B) = 1 = det(A) # 0.
Nota Como anteriormente se probd que

det(A) = 0 = A invertible,

como consecuencia de la proposiciéon anterior podemos concluir que

A invertible <= det(A) = 0.
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Proposicién 2.7.2 Consideremos el conjunto de la matrices invertibles. Es decir, el conjunto
Gl(n,K)={Ae M(nxn,K) |det(A) #0}.

Se verifica que el conjunto Gl (n, K) tiene estructura de grupo respecto de la multiplicacién de
matrices.

Demostracion Es muy facil comprobar que,
e El producto de dos matrices invertibles es invertible.
e La matriz I, es invertible.

e Si A es invertible, A7! es invertible.

Definicién 2.7.5 El grupo (Gl (n, K), ) recibe el nombre de grupo lineal o grupo de las matrices
regulares de ordenn sobre K.

Proposicién 2.7.3 Consideremos el conjunto de la matrices invertibles cuyo determinate sea igual
a uno. Es decir; sea

Sl(n,K) ={A € Gl(n,K) | det(A) = 1}.
Se verifica que Sl(n, K) es un subgrupo del grupo Gl (n, K).

Demostracion Es inmediata.

Definicién 2.7.6 El grupo (Sl (n, K), -); recibe el nombre de grupo especial lineal.de orden n sobre
K.

Proposicién 2.7.4 Si A € Gl(n, K) existe una f.e.p.f. de A tal que sus n =1 pivotes son iguales
a uno y el pivote n—ésimo es igual a det(A).

Demostraciéon Como det(A) # 0 cualquier f.e.p.f. de A, es de la forma

ay
A =

an

con todos los elementos de la diagonal distintos de cero, podemos proceder con las dos primeras
filas de A’ del modo siguiente:

air 0 0 ...\ Pu() (@ O 0O ...\ Puz(a?)
0 a2 0 ... ar as 0 ...
1+a; agafl 0 ... Pia(—1) 1 agafl —as 0 ... Pa1(—a1)
—_— —_—
ax azg 0 ap as 0 ...

1 agal_l—ag 0o ...
0 a1a9 o ... )
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Aplicando el mismo algoritmo a la nueva fila segunda y a la tercera de la matriz obtenida y
reiterando el procedimiento llegaremos, después de anular los elementos situados encima de los
pivotes a una f.e.p.f. de A de la forma

dn,
La segunda parte de la demostracion es ahora inmediata. En efecto,
d,, = det(A”) = det(A") = det(A).

Nota Aunque la demostracién proporciona un algoritmo para el cdlculo dela fie.p.f. con n — 1
elementos en la_diagonal iguales a uno, la practica manual es més variada en procedimientos, la
mayor parte de las veces mucho mas simples como se va a poner de manifiestoen el ejemplo que
sigue a las consecuencias de la presente proposicion.

Consecuencias

1. Si A€ Sl(n,K), una f.e.p.f. de A es la matriz unidad I,,.
Basta tener-en cuenta que, aplicado el algoritmo anterior, d,, = det(A) = 1.

2. Si A € Sl(n, K), se puede expresar como producto de matrices elementales de tipo I.
En efecto, como I, es una f.r.p.f. de A, se tendra que

I,=PP...PA
donde las matrices P; son matrices elementales de tipo I. Despejando A se tiene que

A=pP' . pitpt

Ejemplo Expresar como producto de matrices elementales de tipo I la matriz

0 -1 1 -1

0 1 0 -1
A= -4 -1 -1 =2
3 1 1 1
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Como det(A) = 1, la matriz A tiene una f.e.p.f. igual a la matriz unidad I4. Tratemos de calcular
ésta.

0 -1 1 -1 0 -1 1 —1
0 1 0 -1 Psy (1) 0 1 0 —1 Pi3(—1)
A: —_— _—
4 —1 -1 -2 1 00 -1
3 1 1 1 3 11 1
Py (1)
1 -1 1 0 P31 (1) 1 -1 1 0 P33 (—1)
0 10 —1 Py (—3) 0 1 0 -1 Pyy (—4)
_ _
-1 00 -1 0 =1 1 —
3 11 & ~a4 3
Py (—1)
1 o8 W-1 Pyi3(—-1) 100 1 Py (1)
01 0 -1 Py3 (2) 010 —1 Ps31.(2)
_— —_— 47
00 1 -2 0.0 1 -2
00 -2 5 000 1
de donde
I; =P34 (2) Pay (1) Pry (=1) Py3 (2) Pis (—1) Pya (—4)
Pso (—1) Py (1) Py (=3) Pio (1) Pis (—1) P34 (1) A.
Es decir,

A =Py (—1) Pi3 (1) Pia (—1) Py (3) P31 (—1) Pz (1)
Pyo (4) Pi3 (1) Pis (—=2) Pra (1) Psa (=1) Py (—2).

2.8 Forma reducida de una matriz

Definicién 2.8.1 Sea'A € M(m x n, K). Decimos que A es una matriz en la forma reducida por
filas (resp. columnas)? si se verifica:

e A es una matriz escalonada por filas (resp:;columnas).
e Todos los pivotes de A son iguales a uno.

En lo sucesivo utilizaremos la abreviatura f.r.p.f. (resp. f.r.p.c) para designar a una matriz en la
forma reducida por filas (resp. columnas).

Teorema 2.8.1 Dada la matriz A € M(m x n, K), se puede obtener a partir de A una f.r.p.f
(resp. f.r.p.c.) aplicando a la matriz A un nimero finito de transformaciones elementales por filas
(resp. columnas) de los tipos I y II.

Demostracién Basta obtener una f.e.p.f. (resp. f.e.p.c.) de A (las transformaciones elementales
que se apliquen son, exclusivamente, de tipo I) y a continuacién dividir cada fila por su pivote
(transformaciones elementales de tipo II).

2Las formas reducidas por filas o por columnas de una matriz A,también son conocidas como formas normales de
Hermite por filas o por columnas de A.
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Proposicién 2.8.1 Sobre el conjunto M(m x n, K), definamos la siguiente relacién binaria: si
A,B € M(m x n,K) diremos que A es equivalente por filas a B si y sélo si existe una matriz
invertible P tal que A = PB. Simbdlicamente

A~y B<=3JPecGl(mK)|A=PB.
La relacién asi definida es de equivalencia.
Demostracion Basta ver que se verifican las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
I. REFLEXIVA. VAe M(m xn,K), A=I1,A=— A~ A
II. SIMETRICA. A~y B=3P € Gl(m,K)|A=PB= B=P A= B~ A
ITI. TRANSITIVA. Sean A,B;C € M(m x n, K),

A~;B<«= 3P €Gl(mK)|A=PB (2.7)
BNfC<:>E|P26G1(m,K)|B:PQC (2.8)

Sustituyendo 2.8 en 2.7 se tiene:
yaque Q@ =P P € Gl(m, K).

Lema 2.8.1 Sea'A € M(m x n, K) una matriz en la forma reducida por filas.con r pivotes y
P e M(m x m,K) tal que A = PA, entonces la matriz P es de la forma

AT

cualesquiera que sea las columnas r + 1,...,n de P.

Demostracién Sea P = (p;;) (1 < 4,5 < m). Silos r pivotes de A/estan en las posiciones

(1,71),(2,72),--.,(7, jr), las columnas j1, jo, ..., j de PA son, respectivamente,
P11 P12 Pir
P21 P22 Par
Pm1 Pm2 Pmyr
y como PA = A, éstas habran de ser, respectivamente, iguales a las columnas ji, jo,...,jr de A

que son las columnas de los pivotes. Luego, se tendra que

10 ... 0

P11 P12 --- DPir 1 0
P21 P22 ... Dor :

. . . = O O 1
Pm1i Pm2 --- Pmr

00 0
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Lema 2.8.2 Si A, B € M(m x n, K) dos matrices en la f.r.p.f y equivalentes por filas, se verifica

que A = B.

Demostraciéon Como A y B son equivalentes por filas se deduce, por definicién, que existe una
matriz invertible de orden m tal que B = PA.
Procedamos a demostrar por induccién sobre n (nimero de columnas) que A = B.

e Para n = 1 caben dos casos:

— A= (0,0, 0)" (no tiene pivote), en cuyo caso serd

B'= P (0,0,™.,0)" = (0,0,™.,0)".

- A= (1,0, ™y 0)! (tiene un pivote). En este caso, B no puede ser de la forma

(0,0, 0)!

va quesi lo fuese, se tendria que

A=P'B=(0,0,",0)

en contra de la hipdtesis. Tendra pues que ser B = (1,0, ."?)., 0)! ya que B es una matriz

en la f.r.p.f..

e Supongamos el lema cierto para toda matriz cuyo orden sea n — 1.

e Prueba para n.

Sean Ay y By, respectivamente, las submatrices formadas con las n — 1 primeras columnas

de Ay de B. Como

B:PA2>31:PA1,

se deduce, por la‘hipétesis de induccién que A1 = By. Si A; tiene r pivotes, por el lema 2.8.1

kel

con la tnica condicién de que det(P) # 0.
Sean A, y B,, respectivamente, las ultimas columnas de A y de B. Caben igualmente dos

P serd de la forma

Casos:

— A tiene r pivotes. en este caso

ai

Gy

0

a
I | P ar
0P 0
0
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— A tiene r 4+ 1 pivotes. Si este es el caso,

0
donde el uno estd en la fila .+ 1. En este caso,
Al B

Ahora bien;.como B es una matriz en la f.r.p.f., B, tiene que ser-de una de las formas

by 0
B, = br o B, = (1)
n - 0 n Y
q 0
donde el uno esta en la fila r + 1.
En el primero de los casos, se tendra que
by
I, | P| b
_ p—1 _ r 1 r r_
0

en contra de la hipétesis, luego tiene que ser B, = A, con lo cual A = B, como se queria
demostrar.

Teorema 2.8.2 (UNICIDAD). Para toda matriz A € M(m x n,K), la f.r.p.f. de A obtenida
aplicando a dicha matriz transformaciones elementales por filas de los tipos I, IT y III, es tnica.

Demostracién En efecto Supongamos que A; y As son dos f,r,p.f. de A con matrices de paso,
respectivamente, P; y P». Se tiene que

Al =P A=— A=P'4A _ _ _

o — PyA— A— PrlA, }:”31 YAy = Py Ay = Ay = BPT AL = Ay = Ay,
= = I

de acuerdo con el lema 2.8.2.

Definicion 2.8.2 Llamamos f.r.p.f. de una matriz A, a la a la matriz en la f.r.p.f. obtenida
aplicando a A un numero finito de transformaciones elementales de los tipos III y III.
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Proposicién 2.8.2 Sean A, B € M(m x n, K). Se verifica que A ~¢ B siy sélo si Ay B tienen
la misma f.r.p.f.

Demostracion Sean, respectivamente, A" y B’ las f.r.p.f. de Ay de By P, y P las correspon-
dientes matrices de paso.

A~y B= 3P € Gl(m,K) | B = PA. (2.9)

Por otra parte
(A'=PlA)A(B'=P,B) = (A= P 'A)A(B=P,'B).

Sustituyendo en 2.9, se tiene:
P2—1B/ - PP1—1A/ — B/ — P2PP1—1A/:>A/ — B/7

donde la ultima implicaciéon es consecuencia inmediata del lema 2.8.2 ya que P PP e Gl(m, K).

A'=B = PiA=PB = B=(Py,'P))A= A~; B,

basta tomar P/'= P2_1P1.

Proposicién 2.8.3 Sea A € Gl(n,K), A" la fr.p.f. de Ay P una matriz de paso.(A’ = PA). se
verifica que:

1. A =1,.

2. A7l =P

3. La matriz A se puede expresar como producto-de matrices elementales de los tipos I, IT y III.
Demostracién

1. Sabemos (ver proposicién 2.7.1) que una f.e.p.f. de A es de la forma

a1
as

A1 = . y (ai 7& 0)
Gnp

luego la f.r.p.f. de A serd A’ = I, lo que equivale a dividir cada fila e A; por el inverso de su
pivote que es una transformacion elemental por filas del tipo II.

2. De lo anterior se deduce que
I,=PA= A"'=P

3. Sea P =T, ...TyT1, donde T; es una matriz elemental de los tipos I, IT o III. Como
I,=PA=T,.. TTH A= A=T'Ty ' ... T, .

Se recuerda a este respecto que P;;(c)™! = Pij(—c), M;(c)™! = M;(c™!) y que T;l = Tjj.
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Ejemplo Calculemos la matriz inversa y la factorizaciéon en matrices elementales de la matriz

1 -1 1
A= 2 1 1
-3 -2 -1
Procedamos del siguiente modo:
(All3) =
Py (—-2)
1 -1 1]1 00 Py (3) el 1] 10 0 apy
= 2 1 1|0 10 | —="—2Lf0 B3 =1|221 0 | —2
-3 -2 —-1]0 0 1 0 -5 2 & 40,71
2 o 1
11 1] 1006y P [0 3330
L) 241 Pss (5) 1] 2 1 M3(3)
0 1 —— | —= %0 _ N I
3| 3.3 01 —g|-3 30| —(,2
0 -5 2 3.0 1 1 1 5
00 =|== = 1
9 11 3 3 3
10 =Z|ws =0 Pi3(-2)
3 lmd 3 Ps (1) 100 1 =3 -2
1] 2 1 213 _ _ O
01 —=|]=Z Z 0 e — 0 1.0 1 2 1 —(Ig‘A )
3 3 3 00 1]-1 ) 3
0 0 11 -1 5 3

Respecto a la factorizacién de la matriz A‘en producto de matrices elementales, partimos de la
igualdad

1

A= P Py (-i) Pag (%) Ma(3)Pia (1) Paa (5) Mo <3> Por (—2) P41 (3),

de donde se deduce que

A= P = Py (=8) Ph1 (2) Ma (3) Pas (—=5) Pia (—1) My <%> Y <—> Pis @) .

2.9 El rango de una matriz

Definicién 2.9.1 Sea A € M(m x n, K). Llamamos rango de la matriz A al nimero de filas no
nulas (ntimero de pivotes) de cualquier f.e.p.f. de A o, lo que es lo mismo, al nimero de filas no
nulas (nimero de pivotes) de su f.r.p.f..

Si el rango de la matriz A es r notaremos rg(A) = r.

Consecuencias

1. Sea A € M(n xn, K),
AeGl(n,K) <= rgA=n.

Es evidente, vista la proposicién 2.7.4 o la 2.8.3.

2. Sean A,B € M(m xn, K).
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(a)
A~y B=rg(A) =1g(B).

De otro modo,
Ae M(m xn,K) = VP e Gl(m, K), rg(A) =rg(PA). (2.10)

Basta recordar que si A ~y B, ambas matrices tiene la misma f.r.p.f. (ver proposicién
2.8.2).

(b) Como caso particular, si B es la matriz obtenida aplicando a la matriz A una transfor-
macién elemental por filas, entonces rg(A) = rg(B).
En efecto B se obtendria multiplicando a la izquierda de A por una matriz elemental de
cualquiera de los_tipoes I, II, o III que es una matriz invertible.

Proposicién 2.9.1 Si A € M(m x n, K), VQ € Gl(n, K), se verifica que rg(A) = rg(AQ).

Demostracién Sea A’la f.r.p.f. de Ay P una matriz de paso (A’=PA). Se tiene que

g(A) = 1g(A) 2 r8(A'Q) = rg(P(4Q)) 2 15(A0).

Por otra parte, aplicando el resultado anterior a la propia matriz AQ, deducimos que

rg(AQ) > rg((AQ)Q ") = rg(A)

y, de ambas desigualdades, se deduce que rg(A) = rg(AQ).

Justificaciéon de los pasos

(1) Las filas nulas de A’ se transfieren en la multiplicacién al producto A’Q, porlo que A'Q tiene,
al menos, las mismas filas de ceros que A’.

(2) Por la proposicion 2.10.

Consecuencia Si B eslasmatriz obtenida aplicando a la matriz A una transformacién elemental
por columnas de los tipos I, IT'o III, entonces rg(A) = rg(B).

En efecto, una transformacion elemental de cualquiera _de los tipos indicados equivale a multiplicar
por la derecha la matriz A por una matriz elemental de los tipos I, II o IIT que son invertibles.

Proposicién 2.9.2 Sobre el conjunto M(m x n, K), definamos la siguiente relaciéon binaria: si
A, B € M(m xn, K) diremos que A y B son equivalentes por rango si y sélo si existen dos matrices
invertibles P y @ tal que B = PA(Q. Simbdlicamente

A~,. B« 3P e Gl(m,K), 3Q € Gl (n,K) | B= PAQ.
La relacion asi definida es de equivalencia.

Demostracion Basta ver que se verifican las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. Su-
pondremos que las matrices que se tomen son invertibles y de érdenes adecuados.

I. REFLEXIVA. VA e M(m xn,K), A= I,Al, =— A ~, A.

II. SIMETRICA. A~, B=3P,Q | B=PAQ = A= P 'AQ™! = B ~, A.
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ITI. TRANSITIVA. Sean A, B,C € M(m x n, K),

A ~p B <— 3P1,Q1 ’ B = PlAQl (2.11)
B ~, C <— 3P27Q2 ’ C = P2BQ2 (212)

Sustituyendo 2.11 en 2.12 se tiene que
C = (PQPl)A(QlQQ) — A~ C,

Basta tomar P = PoP1 y Q = Q1Qa.

Lema 2.9.1 Consideremos la matrices
e Ae M(m xn,K),
e A'la fr.p.f. de Ay P una matriz de paso (A" = PA),
o A" la fr.p.c. de A’ y @ una matriz de paso (A" = A'Q).

Bajo estas condiciones se verifica que

I‘g(A):T<:>A”:<I(; 8),

donde I, es la matriz unidad de orden r.

Demostracion
Si rg(A) = r, su fr.p.f. tiene r pivotes. Basta llevar dichos pivotes a las posiciones
(1,1), (2,2),...,(r;7) mediante suma de columnas (transformaciones elementales por columnas

de tipo I) y a continuacién pivotar hacia la derecha (igualmente, mediante transformaciones ele-
mentales por columnas de tipo I).
I. 0
A// —g T
0 0 )”

Si
la forop.f.; A' de la matriz A, tiene exactamente r pivotes con lo cual rg(A) = r.

Consecuencia Si A” esla f.r.p.c. de la f.r.p.f. de la matriz A, A” ~, A.
En efecto, por las hipdtesis de la proposicién A” = PAQ), luego basta aplicar la definicién.

Ejemplo Consideremos la matriz en la f.r.p.f.

120 30
, oo 140
A=10000 1

00000

Solucién Llevemos en primer lugar los pivotes a las posiciones (1, 1),(2,2) y (3, 3), respectivamente,
mediante las suma de columnas que se indican debajo de las flechas (transformaciones elementales
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por columnas) y, a continuacién, anulamos los elementos situados a la derecha de los nuevos pivotes.

12030 12030
p_|0oo0 140 01140
oo ne) oG ey
P53 (1) Py (=3)
10000 10000
01140 01000
00101 00101
P23 (—1) P35 (—1)
00000/ piy \00000
0 0/0 0
01000/
00100 |4
000j00

La matriz de paso @ € Gl (5, K) tal que A” = A'Q, se calcula teniendo en cuenta que

Es decir, aplicando a la matriz unidad de orden cinco las mismas transformaciones elementales por
columnas que las realizadas a la matriz dada A’.

10000 1000 0
01000 01000
Ir=loo100|]~—]01100|——rus
00010 P3s (1) 0 000 1 0 P2 (=2)
0000 1 Ps3 (1) 00101 Py (=3)
1 =2 0 -3 0 1 -2 2 50
0 1.0-0 0 0 1 -1 -4 0
o 1400 |—-+fo0o 1 0 40—
0 00 -1°0 Po3 (—1) 0 0 0 10 P35 (—1)
0 01 01 Py (—4) 0 0. .1 "0 1
&L € ) 11
0 1 —1 =4 1
0 1 0 -4 0|=0
0O 0 0 1 0
0O 0 1 0 0

Teorema 2.9.1 Sean A, B € M(m x n, K). Se verifica que
A ~, B <= rg(A) = rg(B).

Demostracién
A ~, B=3P,Q | B= PAQ. Aplicando sucesivamente la consecuencia 2.10 y la proposicién
2.9.1, se tiene:

rg(B) = rg(PAQ) = 1g(AQ) = rg(4).
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Sea rg(B) = rg(A) = r. De acuerdo con el lema 2.9.1, si A” y B” son las formas reducidas
por columnas de las formas reducidas de A y B, respectivamente, sera

AI/:<I(;" 8>:B//~

Ahora bien, teniendo en cuenta la consecuencia de dicho lema, se tiene que
A" = B" = PIAQ) = ,BQy = B = P, 'PlAQ1Q;' = A ~, B,

pues basta tomar P = P2_1P2 y Q= Qle_l.

(En realidad este resultado es consecuencia inmediata de la propiedad transitiva de la relacién de
equivalencia definida por ser las matrices A y B equivalentes-a la-matriz A” = B”. Sin embargo,
la demostracién anterior‘es constructiva. Es decir, dadas las matrices.equivalentes por rango A y
B se han calculado las correspondientes matrices de paso.)

Proposicién 2.9.3 Sea A € M(m xn;IK) Y Al la traspuesta de A. Se verifica que:
1. rg(AY) = rg(A).
2. El rango-de A es igual al nimero de columnas no nulas de su f.r.p.c.
Demostracion

1. Searg(A)=ry A" la f.r.p.c. dela frup.f. de Ay Py @ las correspondientes matrices de
paso. Se sabe (ver lema 2.9.1) que
w_( Ir O
=5 1)

I, 0\
(% 0) = pag
Calculando la matriz traspuesta_de ambos miembros, se tiene que
I 0\ _ ot ptpt t I, 0 £y _ I 0\ _
(0 0)—QAP2A Lo o = rg(A") =rg 0o 0 )=

(Notese que la traspuesta de la matriz A” es de orden n x m, pero que su forma es la misma
por lo que rg(A”) = rg(A") =r.)

y, por consiguiente, es

2. Sea A’ la f.r.p.c. de Ay supongamos que tiene 7 columnas no nulas. Sea ) la correspondiente
matriz de paso, de acuerdo con estas hipdtesis, se tiene:

A= AQ = A" = Q'A".

Como A" es la f.r.p.f. de A!, se tiene que rg(A') = r y, por lo demostrado en el punto
anterior, deducimos que rg(A4) = rg(A?) = r por hipétesis, niimero de columnas no nulas de
la f.r.p.c. de A.
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2.10 Rango y determinantes

Nota Nos proponemos a continuacién a calcular el rango de una matriz a través de los determi-
nantes. Este método resulta muy 1util, especialmente cuando se trate de calcular el rango de una
matriz dependiente de uno o més pardmetros y de su aplicaciéon inmediata que es la discusién del
caracter de un sistema de ecuaciones lineales que dependa de uno o mas parametros.

Por razones de claridad se han enunciado y demostrado algunas proposiciones para las filas de A.
Andlogamente se podrian enunciar y demostrar para las columnas de A.

Proposicién 2.10.1 Sea M un menor de orden r de la matriz A tal que det(M) # 0 y supongamos
que el determinante de todos los menores de orden r+1 que puedan formarse orlando M con los
elementos de la fila s son iguales a cero. Mediante transformaciones elementales de tipo I, se pueden
reducir a cero todos los elementos de-dicha fila s.

Demostraciéon Supongamos que M se ha formado con las r primeras filas y las r primeras
columnas de A. Consideremos los determinantes

a11 ... A1y Aalj
Mo | oo (G=1,2,....n).
J Arl eee Qpp Qrj |
ags1 ... Qgr asj
Tales determinantes verifican:
e M; =0paraj=1,2,...,r ya que la primera y ultima columnas serfan iguales.

e Para j =7+ 1,...,n, por hipétesis M; = 0.

e Para todos los determinantes M, los adjuntos de los elementos ayj, ..., azjsas; son iguales y
los notaremos, respectivamente, por Ny, ..., N,, |M]|.

Desarrollando M; por los elementos de la columna j, obtendremos
alel + angQ + ...+ aTjNT -+ asj]M\ = 0.

Como por hipétesis | M| # 0, se tiene que

Nl N2 N?"
Qoi Z2a];——=—— G922 [ = qap—.
SJ 1]‘M 2]|M| T]’M‘
Tomando
o = — i (i=1,...,r),
| M|
se tiene que
Gsj = Q1015 + Q2025 + ... + Qrayrj, (]ZL?n)

Por consiguiente, bastara aplicar sucesivamente las transformaciones elementales

Py (_al) ) Py (_052) PIRITIRI P, (_ar)

para reducir a cero todos los elementos de la fila s.

Definicién 2.10.1 Sea A € M(m xn, K). Llamamos rango por menores de la matriz A al nimero
p(A) que verifique:
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e Existe en A un menor M de orden p(A) tal que det(M) =# 0.
e El determinante de todo menor de A cuyo orden sea mayor que p(A) es igual a cero.

Cualquier menor de A que verifique las condiciones anteriores recibe el nombre de menor principal.

Propeosiciéon 2.10.2 Si p(A) = r y M es un menor principal de A, podemos, mediante transfor-
maciones elementales de tipo I, reducir a cero toda fila de A que no figure en el menor M.

Demostracién Es consecuencia inmediata de la definicién de p(A) y de la proposicién 2.10.1.

Teorema 2.10.1 Si A € M(m x n, K) y p(A) es el rango por menores de la matriz A se verifica
que rg(A) = p(A).

Demostracién Sea p(A) = 1y H un menor de orden r cuyo determinante sea distinto de
cero (menor principal de A). Como las trasposiciones de filas o columnas. son transformaciones
elementales de tipo III que sélo afectan al signo de los determinantes, podemos.suponer sin pérdida
de generalidad que H esta formada por la interseccién de las r primeras filas‘con las r primeras
columnas de A. Es decir,

ail aip ... Qip

az; a2 ... Aagr
H = : :

ar1 Ap2 . ... Qpy

Por la proposicién anterior (2.10.2) La matriz A es equivalente por filas a la matriz

at a1y  Alr+l A1n

B = GQrl Ary  Qpr41 Urn
0 0 0 0
0 0 0 0

Como A ~; B, se tiene que rg(A) = rg(B) = 7 = p(A), como se querfa demostrar.

(Recuérdese que la f.r.p.f. de B es de la forma

1 b1 -1 bin

r_ 1 b’/‘,r—l—l brn
B = 0 0 0 0
0 0 0 0

y que, por tanto, rg(A) =rg(B) =r = p(A).)

2.11 Sistemas de ecuaciones lineales

Definicion 2.11.1 Recordaremos a continuaciéon un conjunto de definiciones y notaciones relacio-

nadas con los sistemas lineales.
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1. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es una conjunto de igualdades de la

forma
a1171 + a19x2 + ...+ apT, = b1
a1 T1 + a22To + ... + aspx, = by
5= (2.13)
Am1T1 + 22 + ...+ Gy = by
2. Decimos que la n—upla, s = (a1, g, ..., q,) es una solucion del sistema S si se verifica que
ajjar +appaz+ ... Fapoe, = b
asiy a0 +. ik asa, = bo
Am101 + Amaa2 + ...+ Gppy = by
3. Diremos que elsistema S es homogéneo si by = by = ... =b,, = 0.

4. Se dice que S es compatible si tiene alguna solucién. En caso contrario-se dice que es incom-
patible.
Un sistema compatible se dice que es determinado si tiene solucién unica e indeterminado si
tiene mas de una solucién.

5. La matriz

all a2 e Aln

a1 a9 e a92n,
A=

aml am2 ... Omn

recibe el mombre de matriz de los coeficientes del sistema y a la matriz

air a2 a1n b1

as1 a2 a2n bo
A* =

Aml am?2 Amn bm

se le llama matriz ampliada del sistema.

Notaciones Segin sea la mas conveniente para efectuar algunas demostraciones, notaremos abre-
viadamente al sistema S de las siguientes formas:

o S = Ax'! = B, donde A es la matriz de los coeficientes, x = (z1,2,...,z,) la matriz de las
incégnitas y B = (b1, ba,...,by,)! la columna de los términos independientes.

e S = A*x! = 0, donde A* es la matriz ampliada del sistema y x, en este caso, es el vector
x = (21,22,...,Tn, —1).

o Aix; + Agxo + ... + Apx, = B donde A; es la columna j—ésima de la matriz A y B la
columna de los términos independientes.

Ejemplo Dado el sistema

S

2 — y + 3z =
-3z + 4y + 2z =1
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una solucién del mismo es la terna (3,2,1).
La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada del sistema son, respectivamente,

2 -1 3 . [ 2 -137
A‘<—3 4 2)’ A‘<—3 4 2 1)

Las notaciones matriciales de S son:

[05)
I
A" .
|
W N
|
=~
DN W
— =
"
SIS
Il
T
[« B =)
~—_

—1

REWEINEEH)

Definicién 2.11.2 Dados los sistema de ecuaciones lineales S y S’ diremos que son equivalentes
si ambos tienen las mismas soluciones. Bs decir, el sistema S es equivalente al sistema S’ si y s6lo
si toda solucién de S lo es de S’ y viceversa.

Proposiciéon 2.11.1 Consideremos el sistema cuya matriz ampliada es A*,
S=A%"=0, x=(v1,22,...,2n,—1)

y sea
S'=Ax"=0, x=(x1,72,.4.,2,,—1)

un sistema cuya matriz ampliada A* es la f.r.p.f. de la matriz A*. En estas condiciones se verifica
que los sistemas Sy S’ son equivalentes.

Demostracién Si A* es la f.r.p.f. de A*, existe una matriz invertible P tal que A* = PAx.

e Probemos en primer lugar que toda solucién de S lo-es de S”.
En efecto, sea P una matriz de paso de A* a-A* y (s1,82,...,5,) una solucién de S. Si
s =(s1,82,...,5n, —1), se tiene que

A*'s=0= P(A*s) = 0= (PA*)s=0= A*s =0

¥y, por consiguiente, (s1, $2,...,S,) es solucién de S’.
e Reciprocamente, si (s],s5,...,s]) es una solucién de S’ y s’ = (s],55,...,s),—1), se tiene
que

A =0= P 1(A*) =0 = (P 'A*)s' =0 = A*s' =0,

/

de donde (s, sh,...,5s") es solucién de S.
1292 ’°on

Nota

1. Recordemos que transformaciones que conservan las soluciones de los sistemas; es decir, que
transforman un sistema en otro equivalente son las siguientes:
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e Sustitucién una ecuacién por ella més cualquier otra multiplicada por un escalar.
e Multiplicacién de una ecuacién por un escalar distinto de cero.

e Intercambio de ecuaciones.

Estas transformaciones equivalen a aplicar a la matriz ampliada A* del sistema una transfor-
macion elemental por filas de los tipos I, IT y III, respectivamente, lo que equivale, asu vez; a
multiplicar, por la izquierda, la matriz A* por una matriz elemental del tipo correspondiente.
La proposicién anterior es, por tanto, una demostracién general ya que la matriz P es pro-
ducto de matrices elementales de cualquiera de los tipos citados.

2. Se ha demostrado que si A* esla f.r.p.f. de A*, los sistemas S’ = A*x' =0y S = A*x' =0
son equivalentes y por elloel estudio de S lo haremos a través:del sistema reducido S’.

Ejemplos Dos casos esencialmente distintos pueden darse: que la columna de los términos inde-
pendientes contenga un pivote o que no lo contenga. Dichos casos serdn analizados en los siguientes
ejemplos.

1. La columna de los términos independientes contiene un pivote.
Considérese el sistema reducido

120 30 1 0
0 01 4|0 T2 0
00 0 O0f1 z3 | =10
0 0 0 040 T4 0
0 00 0|0 -1 0

En el lenguaje clésico, las incégnitas cuyos coeficientes son los pivotes se les llama incdgnitas
principales del sistema reducido y secundarias a las restantes.
Poniendo lasincégnitas principales en el primer miembro se tiene:

r, = —21’2 — 3l’4
r3 = —41‘4

0 =1

0 =0

0 =0

Noétese que el sistema es incompatible ya que toda solucion que satisfaga a las dos primeras
ecuaciones no satisface a la tercera porque ésta no tiene solucién.

2. La columna de los términos independientes no contiene pivotes
Pueden darse dos casos:

(a) El nimero de pivotes es menor que el nimero de incégnitas.
Considérese el sistema cuya forma reducida es

1 2 0 3|4 1 0
001 23 T2 0
0 00 O0/0 z3 =1 0
0 00 0|0 T4 0
00 0 0|0 -1 0
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Las incégnitas principales son x1, zo y x4. El sistema es compatible indeterminado y la
solucién general del sistema viene dada por

Ty = —2x9—3x4+4
T3 = —2x4+3

o bien, en forma paramétrica,

$1:—2)\—3,u+4,

To = A
:1732—2,LL+3
Ty =

3. El nimero de pivetes es igual que el niimero de incognitas.

1 00 0]1 1 0
0 1 0 02 T2 0
001 0|3 z3 | =] O
00 0 14 T4 0
0 000 00 -1 0

En este caso, el sistema es compatible determinado y su solucion es

1 =1, 20=2, x3=3, x4 = 4.

Estos ejemplos-nos van a ser tutiles para la‘mejor comprension del Teorema de Rouché-Frobenius
que a continuacién enunciamos.

Teorema 2.11.1 (ROUCHE-FROBENIUS) Sea S = Ax’ = B un sistema de m ecuaciones lineales
con n incégnitas y sea (A|B) la matriz ampliada del sistema. Se verifica que:

e S es incompatible si.y sélo si rg(A) < rg(A|B).

e S es compatible si'y sélosi rg(A) = rg(A|B).
Pueden presentarse dos casos:

— S es compatible indeterminado si y sélo si rg(A) =rg(A|B) < n.
— S es compatible determinado si y sélo si rg(A) = rg(A|B) = n.

Demostracién Dado el sistema S en la forma matricial

S=A%"=0, (4"=(A|B), x=(x1,22,...,20,—1)),
consideremos el sistema reducido equivalente a S

§'=4Ax"=0, (A= (A|B), x = (z1,22,...,Tn, -1)),

donde A* = (A|B) es la f.r.p.f. de la matriz (A|B).

Como ambos sistemas son equivalentes estudiaremos la compatibilidad del sistema S’. Supongamos
que rg(A*) = r. Esto quiere decir que la matriz A* tiene exactamente r pivotes. Caben dos
posibilidades:

M. IGLESIAS
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1. La tdltima columna de A* contiene un pivote. Dicha columna serd de la forma

0

B/

I
o= o
=

Aparecera la ecuacion 0 = 1 que carece de solucién por lo que el sistema es incompatible y
esto ocurre si y sélo si

rg(A) =r—1<rg(A|B) =r.
(Ver ejemplo 1.)
2. La tltima columna de A* no contiene un pivote en cuyo caso serd de la forma
by
é;

!/
L 0

0

y, por consiguiente (ver ejemplo 2) .S es compatible y esto ocurre si y sélo si
rg(A) =rg(A|B) =r.

Se pueden distinguir des. casos:

(a) rg(A) = rg(A|B) = r <.m encuyo caso hay r < n incégnitas principales y la solucién
dependerd de las restantes'n — r incégnitas y el sistema es compatible indeterminado.

(b) rg(A) =rg(A|B) = r = n. En este caso el sistema S’ es dela forma

1 b}

1 bl )

: L2

S = 1|0, =0

00 ... 0]O T

SRR ) 1
00 ... 0]O

y su solucion es x; = bg (i =1,...,n). El sistema tiene solucién tnica y es, por tanto,

compatible determinado.

DTO. DE ALGEBRA
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SISTEMAS HOMOGENEOS

Definicion 2.11.3 LLamamos sistema lineal homogéneo de m ecuaciones con n incégnitas a un
conjunto de m igualdades de la forma:

anry + appre + ... +apmr, = 0
9121 + agexo + ...+ agpxy, = 0

Am1T1 + amao + ... + amnty, = 0

Proposicion 2.11.2 Si A es la matriz-de los coeficientes del sistema se tiene que:

rg(A) = n, S tiene sdlo la solucién trivial 0= (0,0,...,0)
rg(A) << ny S es compatible indeterminado

Demostracién Nétese que los sistemas homogéneos siempre son compatibles ya que rg(A) =
rg(A | B) por ser B=0y 0= (0,0,...,0) (solucién trivial) es siempre solucién de S.

Teniendo en cuenta lo anterior, la proposicién es consecuencia inmediata del teorema de Rouché-
Frobenius
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