Capitulo 5

Endomorfismos diagonalizables

5.1 Suma directa de variedades

Nota. En todo lo que sigue, V es un K espacio vectorial de dimension n y B.es una base de de V.

Definicion 5.1.1 Sean L1, Lo, . ., L, variedades lineales de V »decimos que V- es suma directa de
dichas variedades y lonotamos por V=L ® Lo d ... P L, si se verifica:

.
a) Vo= Ly + Ly+ it L= ) _ L;.
i=1

T
BWLAQ>  L; =0}, (i £9,.. K
j=1
J#i
Proposicion 5.1.1. Sean [11, Lo, ... L, variedades lineales de V,
T
V:@LZ-(:)VXEV, Ix; € L;; (=1 L., )& =% x4+ x,.

i=1

Demostracion

Sea x € V' y supongamos que existen dos representaciones de dicho vector de la forma

X = x1+Xe+...+%X, XL, (i=1,...,7),
X = y1+y2+...+yn Y’LEL’H (Z:].,,?")

Restando ambas igualdades se obtiene:

0=(x1—y1)+(x2—y2)+... + (x — y,),
———

ely r

de donde

.,
X1-Y1€L1ﬂzLi={0}:>X1=Y1-
i—2
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5.1 SUMA DIRECTA DE VARIEDADES 108

Andlogamente para el resto de los sumandos.

Claramente, la existencia de vectores x; € L;, (i = 1,...,r) talesque Vx € V, x = x1+...+x,
implica que V = L1 + ...+ L,. Veamos que la unicidad implica que

T
Lin) Ly ={0}, (i=1,...,7).
j=1
J#i
En efecto, comprobémoslo para i = 1.

r r
X1€L1ﬁZLj:>X1€L1, X1€ZL]':>E|X7;€L7;, (i:2,...,’r‘)‘X1:X2+...+XT
=2 =2

¥

0=—x1+x04,...+x,
pero, por la unieidad, deducimos que x; =0, (i = 1,...,7) con lo cual
T
LN Z Lj = {0}
=2

(Parece oportuno recordar que 0.= 0 + ... +0 y que-esta representacién del vector 0 como suma
de elementos de £; eS8, por hipdtesis, unica.)

Proposicién 5.1.2 Sean L4, Lo, ..., L, variedades lineales de V',
V=L = dim(V)=")_dim(L). (5.1)
i=1 i=1

Demostracién Procederemos por induccién sobre vy (r > 2).
e Para r = 2, sabemos que dim(V') = dim(Ly) +dim(Ls).
e Supongamos que la proposicién es cierta para r — 1 variedades.
e Prueba para 7.
V=Li®Le®...L,) = dim(V) =dim(Ly) +dim(L2 & ... & L;)
pero por la hipétesis de induccién
dim(La® ... ® L,) = dim(Lg) + ...+ dim(L,),

de donde
dim(V) = dim(Lq) + dim(Lz) + ... + dim(L;).
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Un aspecto que podria cuestionarse es si la suma Lg + ...+ L, es directa lo cual es cierto. Habria
que probar que

T
LinY Lj={0}, (i=2,...,7).

j=2

J#i

Veamoslo para ¢ = 2. Claramente se verifica que

Y Lycd L
j=3 j=1

J#2
de donde
n T
Ly 0> ol C Lo Y=Lr=40}
=3 J=1
2

y, por consiguiente;

LgﬂiLj = {0}

Jj=3

b

Proposiciéon=5.1:3 Sean Li, Lo, ..., L, variedades lineales de V' y V = @Li. SiBy,Bs,...,B,
i=1

son bases, respectivamente, de L1, Lo, . .., L,; se verifica que

B=5BUByU.:.UB,
es una base de V.

Demostracién  Claramente B es un sistema.de generadores de V' y car(B).= n de acuerdo con la
féormula 5.1.

Proposicién 5.1.4 Sea B una base de V'y {H;, Ho, .~ H, } una particién de B. Sea L; = L(H;).
Entonces,

V:Ll@LQEB...EBLr.

Demostracién Desde luego V = Ly + Lo ...+ L,. En efecto, sean
H1 = {ul, e ,um},

H2 = {un1+1, <. '7un2}7

Hy ={upn, ,+1,...,u,}.

Para todo vector x € V, se tiene que

X=o0qUu] + ...+ QpUp; T Qpy1Upya1+ ..o F QppUpy + ...+ Q41U 41 + ...+ apuy,

x1€Ll1 x2€L>2 XrELy

M. IGLESIAS



5.1 SUMA DIRECTA DE VARIEDADES 110

y, por consiguiente, X = X1 + X3 + ... + X, (X; € L;).
T
Por otra parte, se verifica que L; N ZLj = {0}, (i =1,...,r). Hagamos la comprobacién para
j=1
J#
i =1 (por estricta comodidad).

r r
X1€L1QZLJ':X1€L1, XIEZLj:>HXi€Li7 (i:2,...,T>’X1:X2—|—...+XT
p= =2

4

XlaXQ*‘..*Xr:O.

Expresando cada vector. como combinacion lineal de la base de la-variedad correspondiente, se tiene
que

(g + ... +0mpln, ) #(Qn, 410540k A Un, ) — o = Qn,_ +1 U B4 T - .« + apuy) = 0,
x1€L1 x2€L2 xpr€L,

de donde deducimos que «; = 0, Vi, dado que B-es base de V.
Por tanto,

LinN iLj .= {0}

452

Definicién 5.1.2 Sea f € End(V) y L una variedad lineal de Vi, decimos que L eswinvariante por
f si se verifica que+f(L) C L. Es decir,

L invariante por f <= Vx € L, f(x) € L

Proposicién 5.1.5 Sea f € End(V )y Ly, Loy tales que:
d) dm(F;) 3, g1, 740.

b) Vi, L; es invariante por, f.

o) V=L
=1

Bajo dichas condiciones se verifica que existe una base B de V respecto de la cual Mp(f) es diagonal
por cajas. De modo mas preciso: se verifica que

Ay
Ay

Mg(f) = . donde A; € M(n; x n;, K). (5.2)
Ay

Reciprocamente, si Mp(f) es diagonal por bloques de la forma (5.2), existen r variedades invariantes
de V verificando las condiciones a), b) y ¢) de la proposicién.

DTO. DE ALGEBRA
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Demostracién Para mayor claridad, efectuaremos la demostraciéon para r = 2. Sea L; y Lo
variedades lineales de V' verificando las condiciones a), b) y c) de la proposicién y sean B; =
{uj,ug,...,uy, } y Bo ={vi,va,..., vy, } bases de L; y Lo respectivamente (n = n; + ng). Por la
proposicion 5.1.3, B = B; U B es una base de V' y, por hipdtesis Ly y Lo son invariantes por f,
luego f(w;) € L1y f(vy) € Ly (i=1,...,n1), 5 = (1,...,n2). Teniendo en cuenta lo anterior se
tendra:

flu)) = aijiug + a1z + ... + ap; 1y,
f(ll2) = a12U; + agu2 + ... + Ap2Un,,
f(unl) = Qlp, U1 + A2p U2 Tt o Ay Und,
f(vi) = biiui + baiug + ... + byy1uy,,
f(VQ) = bisuy + bosug 4 . .. + bn22un2,
f(Vng) == blng u; + b2n2u2 + i+ bn2n2 Up,,
de donde
ail a2 el alm
a1 G2 ... Q2p,
0
Apy1 'Anq2 . Qpqn
M = .y L 121 . 5.3
5(f) by | Vg’ .. binl (5:3)
1)21 b22 - b2n2
0
by 4r.> .4 DK,
Veamos el reciproco. Sea
B-="W1ywa,. .., Wn,sWnigirres Wi, +ns ; (n1F 18:.="1)

la base de V respecto de la cual se-verifica_ que Mp(f) eside la forma (5.3)y consideremos las
variedades
L]. — <W13W2> RS 7WTL1>7

Lo = <Wn1+17 Wi +2, .- - 7Wn1+n2>7

es claro, después de la definicién 5.1.2 y de la proposicién 5.1.4, que dichas variedades verifican:
1. Ly y Lo son invariantes por f.

2. V=L1®Lo.

5.2 Autovalores y autovectores
Nota. En lo que sigue f € End (V) y A = Mp(f) es la matriz de f respecto de B.

Definicion 5.2.1 Diremos que a € V' es un autovector de f, si y sélo si,

a) a#0.
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b) I € K | f(a) = \a.
Al escalar A se le llama autovalor de f asociado al autovector a.
Proposicién 5.2.1 El vector a € V' \ {0} es un autovector de f si y sélo si ag verifica el sistema
(A — A)x' =0° (5.4)
Demostraciéon Recordemos la ecuacion del endomorfismo f:
(x'p)" = (f(x) g =Ms(f)(x5)" = A(xp)". (5:5)

a es un autovector de f <= 3\ € K. f(a) = da <= 3N € K | (f(a)g)' = Map)" 22 A(ag)t =
Map)! <= (M — A)(ap)t.= 0''<=> ag verificala ecuacién (5.4).

Consecuencias. De lo anterior se deduce que:

1. (5.4) es un sistema de n ecuaciones con n incégnitas que tiene solucién ne'trivial si y sélo si
|IAI — Al =0

2. La ecuacion |\~ A| = 0 cuyo primer miembro es un polinomio de grado n en la indeterminada
A nos proporciona, por tanto, los autovalores de f.

Definicién 5.2.2" Al determinante |\ — A| se le llama polinomio caracteristico de f respecto de
la la base B y seramotado indistintamente por P(f, \) o P(A, \)

Definicién 5.2.3 A la ecuacién [AI — A| = 0 se le llama ecuacién caracteristica de f respecto de
la base B.

Proposiciéon 5.2.2 El polinomio caracteristico'de f es independiente de la.base tomada en V. En
otras palabras,
A= Mp(f), A" = Mp (= |X — Al = |XT =A".

Demostracién Sabemos que A’ = P~'AP, donde P = M(B!, B). Por tanto,
M — A'| = |AI — PTLAP[ 2 NP B~ P5' AR}=| P70~ A)Pls |PL||\I — A||P| = |\ - A|.

Definicién 5.2.4 Sean A, B € M(nxn/K) y f,g € End (V). Sobre estos conjuntos definiremos
a_continuacion la semejanza de matrices (~) y la equivalencia lineal de endomorfismos (~y).

I. La matriz B es semejante a la matriz A si y sélo si existe una matriz invertible P tal que
B = P~'AP. Simbélicamente,

A~B<+=3PcCGl(n,K)| B= P 'AP.

IT. Andlogamente, g es linealmente equivalente a f si y sdlo si existe un automorfismo ¢ de V'
tal que g = ¢~ o f o . O bien, simbdlicamente,

frige=3peGUV)|g=¢ tofop.

Proposicién 5.2.3 Las relaciones anteriormente definidas sobre los conjuntos M(n x n,K) y
End (V), son de equivalencia.

DTO. DE ALGEBRA
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Demostracién Se deja como ejercicio.

Proposiciéon 5.2.4 En las condiciones de la definicién, se verifica:
1. A~ B= P(A,\) = P(B,\).

Demostracién La primera parte de la proposicién es una reformulacién de la proposicién (5.2.2).
Para probar la segunda basta ver que

g=¢ "o fop=> Mga(g) = Mp(d7" )Mgz(f)Mz(p)

y que, por consiguiente,

Mi(g)~Mp(f)

con lo cual f y g tiemen el'mismos polinomio caracteristico por lo dicho anteriormente (nétese, que
por ser ¢ un automorfismo de V se verifica que Mp(p=1) = Mg(p) ™).

5.3 Subespacios propios. Endomorfismos diagonalizables

Nota En lo sucesivo, supondremos que K = C para-que la ecuacién caracteristica tenga exacta-
mente n raices repetidas o no, reales o complejas (teorema fundamental del algebra) .

Definicion 5.3.1.Llamaremos subespacio propio de V asociado al autovalor A; de f| al subcon-
junto de V definido por
Vi A== £ W |- @) =M X

Proposicién 5.3.1 Sea \; un autovalor asociado a f de multiplicidad mz=y V(?\;) el subespacio
propio de V asociado a diche autovalor. Se verifica que:

LWV = ker(NTy =1)-
2.V ()\;) es invariante por f.
3. dim(V(A)) < m.
Demostracién
1. x)e V(hi) <= f(x) = Aix <= A\ix— f(x) =0 <= (\ily — f)(x) =0 <= x € ker(Ajly —
f)-

De lo que deducimos también que:

e V(\;) es un subespacio vectorial de V' por ser el nicleo de un endomorfismo de V.

e las ecuaciones de V(\;) viene dadas por
V)= NI -A)x' =0, (A=Msz(f))

2. Evidente, ya que, por definicién, Vx € V(\;) se verifica que f(x) = A;x € V(\;) por ser éste
un subespacio vectorial de V.
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3. Sea dim(V(\;)) =n; y Bi = {uj,us,...,uy,} una base de V();). Consideremos la base de V/,
B ={uj,ug,...,uy,,v1,Va,...,Vy_pn, } obtenida prolongando la base B;. Como f(u;) = Au;,
se tiene que la matriz Mpg(f) es de la forma:

i
i P
MB(f) = )
i
0 Q
de donde
A"\
A=\ #
AL — Mp(f)| = - = (A= X)"MA = Q.
A= N
0 M —Q

Ahora bien, como la multiplicidad de'\;.es m;, se tiene quen; < m;.

(No olvidemos que el polinomio caracteristico no depende de la base elegida y que, por
consiguiente, la, multiplicidad de A\; como-raiz del polinomio caracteristico es m; cualquiera
que sea la base.)

Definicion 5.3.2-Decimos’ que el endomorfismo f-de V' es diagonalizable si|existe una base B de
V respecto'de lascual la matriz de f es diagonal.

Proposicién 5.3.:2 Si la matriz A = Mp(f) es diagonal; los autovalores de“f.son los elementos
de dicha diagonal.

Demostraciéon En efecto,

at o L
ao A — ag
(077 A— Qp
de donde

M-Al=0=[[A-a)=0=A=ua; (i=1,...,n).
=1

Proposicién 5.3.3 El endomorfismo f es diagonalizable si y sélo si existe una base de V' formada
por autovectores de f.

Demostracion
Si f es diagonalizable, existe una base B = {uj,ug,...,u,} de V tal que Mg(f) seréd de la

forma
ay
az

Mpi(f) = :

an
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de donde deducimos que

fla) = aiu,
f(llg) = a2uy,
e - -
f(un) = apupn
y, por consiguiente, uj, us, ..., u, son, por definicién, autovectores de f.

Reciprocamente. Sila base B = {uj,us,...,u,} de V esta formada por autovectores de f,

existirdn n escalares A\, \a,..., A\, € K tales que f(u;) = \ju; y, por tanto,
A1
A2
Mp(f) =
Ani
Lema 5.3.1 Si A1, Xoj=w., A, son autovalores distintos de f-y aj,ao,.".,a, son, respectivamente,
autovectores asociados a dichos autovalores, entonces {aj, ag; ..., a,} es linealmente independiente.

Demostracion Procederemos por inducciénssobre;r.
e a; es li. (a; #0).
e Supongamos'que {aj,ag,.:.,a,-1} es Li.

e Probemos.que {aj,az,...,a,} es l.i.
Partiendo de/a relacién
a1ap 4+ agag ++ apar =0 (56)

Aplicando”f a ambos miembros, se"tiene:
aiAia; + agXsas +- . + ax\ya, = 0. (57)

Restando la ecuacién (5.7) de la ecuacién (5.6) previamente multiplicada por A, se obtiene
que
le%1 ()\1 = )\r)al 4F 042()\2 = )\r)al +L. . 3§ Oérfl()\rfl & Ar)ar,l =0,

de donde deducimos que

Ai—Ap 70
:>;é

ai(hi— M) =0 a;=00G=1,2,...,7r—1).

Sustituyendo en (5.6), se tiene que
i #£0
ara, =0 g o =0
y, por tanto {aj,ag,...,a,} es L.i. como se querfa demostrar.

Consecuencias

1. Si los n autovalores de f son distintos (multiplicidad igual a 1), entonces f es diagonalizable.
En efecto, si A1, Ag,..., A, son los n autovalores distintos de f y B = {aj,as,...,a,} son
autovectores asociados, respectivamente, a dichos autovalores, de conformidad con el lema B
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es linealmente independiente y, por tanto, es una base de V.
Por otra parte, respecto de dicha base sera

Al
A2
Mg(f) =

An
2. Si A1, A2, ..., A\ son autovalores distintos de f con multiplicidades m1, ma, ..., m,, respecti-

vamente entonces la suma

V(A )t V() 4. #F VX

es directa.
Hay que probar que

V() DL V) = {0}
L
JFi
Por razones de comodidad; haremos la demostracién parars.= 1.

x1 € VROD V() = {0} = %1 € V(\), x1 € ) _V()) =xp=x3+ Xz + ... +

j=2 j=2
xr (x5 €V(N)§=2,3,...71) = {x1,X2,.,%X,} es l.d._en contradiccién.con-el lema.
Teorema 5.3.1 Sean A, Ao, ...\, los autovalores distintos derf-.con multiplicidades respectivas

1
mi,ma, ..., My (Z m; =n= dim(V)) . Son equivalentes:
i=1

1. f'es diagonalizable.

B Idun (V(N;) =i =t 4 7).

r

3. V=V

=1
Demostracion
Si f es diagonalizable existe una base B-de V- reéspecto de la cual la matriz de f es diagonal.
Es decir, de la forma (ver proposicién 5.3.2),
A1
- (m

A1

Sea
B = {ulla"'7u1m1>u217"'7u2m25"'7u’r‘17"'7u’r‘mr}'
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Efectuemos una particion de B del siguiente modo:

H1 = {un, ui2, ..., ulml},
Hy = {ugi,u,..., um,},
H, = {uv‘la ur2, ... 7urm,~}-
Para H; se verifica que
flun) = Aup,
flai) —=— Auyp,
f(ulml) == )‘lulmla
de donde se deduce que {ui1;. .. jWim, } & V(A1) ¥ como son linealmente independientes constituyen

una base de V(A1). Recuérdese que dim(V (A1) )< m;.
Andlogamente para loswrestantes autovalores.

Desde luego, @ V(A)-€V.

i=1
Por otra parte; se tiene que

dim (691 V()\i)> 3 ;mi =n =dim(V),

r

luego @ V(A=Y

i=1
Sea B; una base de V(\;), (# = 1,...,r). Como, por hipétesis, V esssuma directa de sus
T

subespacios propios, B'= U B; es una base de'V' cuyos elementos son autovectores de f. Por tanto,
=1
y de acuerdo con la proposicion (5.3.3), f es diagonalizable.

Ejemplo Dada la matriz

181 B1 sl B
0d 2 BO =¥ _U
A= 00 1 00
00 0 120
00 -1 0 2

Se pide:
1. Comprobar que es diagonalizable y calcular una matriz diagonal J semejante a la matriz A.
2. Calcular una base de autovectores de f.
3. Calcular una matriz invertible P, tal que J = P~ AP.

Solucién

1. Procedamos del modo siguiente:
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(a) Autovalores de f.

La ecuacidn caracteristica de A es

A—-1 -1 1 1 -1
0 A—2 0 1 0
M — Al = 0 0 A—1 0 0 =0,
0 0 0 A—1 0
0 0 1 0 A—2

de donde obtenemos que
A=1)3A=2)2=0

y, por consiguiente, tenemos que los autovalores de~f y sus correspondientes multiplici-
dades son

)\1:1(m1:3), )\2:2(7712:2).
(b) Célculo de dim(Vi();).

0. f1=1 1 -1 @
g 9 0 2
Vo= -Axi=0f=10 000 "0 #3 | =0,
0 000 0 24
0.0 10 -1 s

de donde
dim(V(A1)) =5 =rg(I— A) =5-=-2=3 =m;.

Por-otra parte,

i Bl 1 )
g | plofi1—-0 s
W) =27 ~2AX|40' =] o o 14 D Pl =0,
0 0 0N1L—P Ty
g { 0413070 o5

de donde
dim (¥ (A2l =ghp=tg(2F ) 1 5 %8 w0.= my.

De lo anterior se deduce.-que f es diagonalizable y. que

1-6-010 0
01 0[0 0
J=]001/00
00 0[20
00 0[0 2

2. Célculo de la base C de autovectores de f.

(a) La base By de V (A1), la calculamos a partir de sus ecuaciones y éstas son:

— 7 t_ ot — —x9 4x3 +x4 —x5 = 0
V(M) = (T A)x =0 _{ o o .

Resolviendo el sistema anterior se tiene que

B ={(1,0,0,0,0),(0,1,0,1,0),(0,0,1,01)}.
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(b) Andlogamente, la base B2 de V(\2), la calculamos resolviendo el sistema

r1 —wp +w3 +r4 —x5 = 0
V()= (2 - Ax' =0' = +x4 =0
I3 = 0

Por tanto,
B ={(1,1,0,0,0),(1,0,0,0,1)}.

Como V =V (A1) @ V(A2), la base buscada es

e —————

o {-gd \ 1‘5 1&5(
3. La matriz P es la i base X
son las coorde{_l_,aﬂas )  los _mor
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