Tema 4

Espacios vectoriales

A lo largo de este tema, K serd un cuerpo.

1. Espacios vectoriales

(1.1) Un espacio vectorial sobre el cuerpo K (o K-espacio vectorial) es un
grupo abeliano (V, +,0) junto con una aplicacién (ley de composicién externa)
-: K x V — V que satisface las siguientes propiedades:

(1.1.1) (distributiva derecha) A- (u+v) = (A-u) + (A-v) para cualesquiera
AeK yu,veV;

(1.1.2) (distributiva izquierda) (A+p)-v = (A-v) + (- v) para cualesquiera
AMueKyveV;

(1.1.3) (unitariedad) 1-v = v para cualquier v € V;

(1.1.4) (asociativa mixta) (Ap)-v = A- (- v) para cualesquiera A, p € Ky
veV.

(1.2) Ejemplos.

= Sea n > 0. El conjunto K™ = {(a1,...,an) : a; € K,V1 <i<n}esun
K-espacio vectorial con la suma de vectores
+: K" x K™ — K"
(@1y...yan) , (bry...ybn) +— (a1,...,an) + (b1,...,bn)
=(a1 +b1,...,an+bn)

y la ley de composicién externa

K x K™ — K"
A, (a1,--,an) — A-(a1,---,an) = (Aa1, ..., Aan)-

= El conjunto C de los nimeros complejos, ademas de ser un C-espacio vec-
torial (es C! con K = C en el ejemplo anterior), también es un R-espacio
vectorial con la suma de nimeros complejos y el poducto de nlimeros reales
por nimeros complejos usual.

En general, si K y L son cuerpos y K C L, entonces L (y de hecho
cualquier L-espacio vectorial V') es un K-espacio vectorial.
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= El conjunto R[z] de los polinomios con coeficientes reales en la indetermi-
nada z es un R-espacio vectorial con la suma usual de polinomios y la ley
de composicién externa

R x Rz] — Rz]
Ap(x)  — A-p(z) = Aapz™ + - -+ Aarz + Aag
siendo p(z) = apz™ + - -+ 4+ a1z + ao.

= Si n es un ndmero natural, el conjunto R, [z] formado por todos los poli-
nomios con coeficientes reales y grado menor o igual a n es un R-espacio
vectorial con la suma de polinomios y la ley de composicién externa defi-
nida como en el ejemplo anterior.

» El conjunto S de las sucesiones (a;);>o de términos reales es un R-espacio
vectorial con la suma de sucesiones

+: SxS8 — S
(ai)i0, (bi)i>o = (ai)i>o + (bi)i>o = (ci)i>0 , ci=a;+b;Vi>0

y la ley de composicién externa

RxS — S
A, (@)iso — A-(ai)iso = (di)i>o , di = Aa; Vi >0.

(1.3) SiV es un K-espacio vectorial, entonces
(1.8.1) 0-v =0 paratodov € V,porque 0-v=(0+0)-v=0-v+0-v,
con lo que
0O-v=0v4+0-v-0-v=0-v—-0-v=0;
(1.8.2) XA-0=0paratodo A € K,porque A\-0=X-(04+0)=A-0+X-0,
con lo que
A0=X2-04+X-0=-X-0=X-0—-X-0=0;

(1.3.3) —1-v = —v (el opuesto de v) para todo v € V, porque

—l-v+v=(-141)-v=0-v=0, v+(-1)-v=(1+(-1)-v=0-v=0.

2. Subespacios

(2.1) Sea V un K-espacio vectorial. Un subespacio vectorial de V' es un sub-
conjunto W C V de manera que W es un espacio vectorial con la suma de
vectores de V' y con el producto de escalares por vectores de V.

Si W es un subespacio vectorial de V', también es un subgrupo de (V, +,0).

(2.2) Ejemplos.

» Si V es un K-espacio vectorial, entonces {0} y el propio V son subespa-
cios vectoriales de V. Al subespacio {0} se le denota también por 0. El
subespacio 0 estd contenido en cualquier subespacio de V.
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= Sean m < n enteros positivos. Entonces el conjunto
W ={(a1,...,am,0,...,0) : a1,...,am € K}
es un subespacio vectorial de K".

= Sea n un ndmero natural. El R-espacio vectorial R, [z] es un subespacio
vectorial del R-espacio vectorial de los polinomios R[z].

(2.3) Para comprobar que un subconjunto W de un K-espacio vectorial V/
es un subespacio vectorial, se puede utilizar la siguiente caracterizacién: Un
subconjunto W C V es un subespacio vectorial de V si, y sélo si

(2.3.1) W #0;
(2.3.2) w+w' € W para cualesquiera w,w' € W;
(2.3.3) A-we W paratodo A € Ky todow € W.

3. Interseccion y suma de subespacios

(3.1) Si W y W' son subespacios vectoriales del K-espacio vectorial V', enton-
ces W N W' también es un subespacio vectorial de V. En efecto,

(8.1.1) 0eWNnW' porque 0 e Wy 0€ W' Luego WNW’' # .

.1. 1u,v € , entonces u + v € u+ve , buesto que
3.1.2) Si W NW’' ent Wy w! t
ambos son subespacios vectoriales. Luego u +v € W N W',

(3.1.3) SiAe KyweWNW' entonces A-w e W y A-w € W', porque
ambos son subespacios vectoriales . Luego A-w € W NW’'.

(3.2) Sin embargo, la unién de dos espacios vectoriales W y W' de V no es en
general un subespacio vectorial de V. Por ejemplo, si V = K? y consideramos
los subespacios

W ={(a,0) : a€e K}, W={(0,b) : be K},

entonces (1,0), (0,1) € WU W' porque (1,0) € W y (0,1) € W', y sin embargo
(1,0)+(0,1) = (1,1) g WU W".

(3.3) Sea F un conjunto de vectores del K-espacio vectorial V. Entonces el
conjunto

VF)={veV :3IneN, Ap,..., s EK, v1,...,05 € F, v = v+ -+ }

es un subespacio vectorial de V. En efecto,

(3.3.1) el vector cero pertenece a V(F'), porque 0 = Ajv; + - -+ + A0, con
n = 0. Luego V(F) # 0;

(3.3.2) siwv, v € V(F ) entonces existen vl, 3 Un, Vi, ...,0l € F tales que
V=M1 AUy y U = A0 + -+ A0l asi que v +v € V(F) porque
v+ =M+ A + N0+ AL
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(3.3.3) siAe KywveV(F),entonces v = Avg+---+Apvp cONL VL, ..., 0, €
F. Luego \v € V(F'), porque

AV = A\vr + -+ Ao,

A V(F) se le conoce como subespacio generado por el conjunto F'.

Se tiene que F' C V(F), porque cada v € F es de la forma v = \jv1, con
M =1€ Kywv =v e F. Ademds, V(F) es el menor subespacio de V' que
contiene a F', es decir, si W es un subespacio vectorial de V' y F' C W, entonces
V(F) C W. Esto es asi porque si v € V(F'), entonces v = A\jv1 + - -+ + Ay, con
Xi € K yv; € F CW para cada i, y por ser W un subespacio vectorial, eso
implica que v € W.

Un vector de la forma Ajv; + - - -+ Apv, se dice que es una combinacion lineal
de v1,...,vy,.

(3.4) Sean W y W' subespacios vectoriales de V. La unién W U W' no es, en
general, un subespacio de V.

Se llama subespacio suma de Wy W', y se denota por W + W', al subespacio
V(W UW’).

El subespacio W + W' es el menor subespacio que contiene a Wy a W'.

4. Bases y dimension

(4.1) Sea V un K-espacio vectorial. Un conjunto de vectores G C V se dice
que es un sistema generador de V de V si para cada vector v € V existen
ne€N A,..., A\ € Kywy,...,v, € G tales que v = A\jvg + - + Ay, 0
equivalentemente, si V(G) = V.

Por ejemplo, el conjunto

G ={(1,-1,0),(0,1,-1),(-1,0,1),(0,0,-1)}

es un sistema generador de R?, puesto que para cualquier vector (a,b,c) € R?,
se tiene que

(a,b,¢) = 2a(1,-1,0) + (2a + b)(0,1,-1) + a(-1,0,1) + (—a — b — ¢)(0,0, —1).

(4.2) Un conjunto de vectores L del K-espacio vectorial V' se dice que es un
sistema libre o linealmente independiente si para cualesquiera vy,...,v, € L
distintos, con n > 0, la tnica forma de que Ajv1 + --- + Av, = 0 es que
AM=---=A,=0.

En el espacio vectorial R3, el conjunto

L ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}
es un sistema libre, porque si A1, A2, A3 € R son tales que
A1(1,0,0) + A2(1,1,0) + As(1,1,1) = (0,0,0),

entonces \;1 + Ao + A3 = Aoy + A3 = A3 = 0, y esto sélo es posible cuando
AM=X=X3=0.
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(4.3) Sea V un k-espacio vectorial. Se dice que un conjunto de vectores B C
V es una base de V si para cualquier vector v de V existe un tnico nimero
natural n, unos unicos escalares no nulos A1, ..., A, y unos unicos vy, ...,v, € B
distintos tales que v = A1v1 + -+ + A\pUp.

(4.4) Ejemplos.
(4.4.1) El conjunto de vectores

{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0), ... ,(0,0,...,0,1)}

es una base del K-espacio vectorial V = K™ que se denomina base candnica de
K’n
(4.4.2) El conjunto

{1,;15,;1:2,3:3, 3= {xi}ieN

es una base del R espacio vectorial de los polinomios R[z], y se denomina base
canonica.

(4.4.3) Sea n un entero positivo y sea V = Ry [x] el R-espacio vectorial de
los polinomios de grado menor o igual que n. El conjunto

2 n—1 n
{1,z,2%,...,2" " ,2"}
es una base de V.

(4.5) Se conviene en que la base del espacio vectorial nulo {0} es el conjunto
vacio.

(4.6) Un conjunto de vectores B del K-espacio vectorial V' es una base de V
si, y sélo si, B es una sistema libre y generador de V.

En efecto, si B es una base de V', entonces es un sistema, generador, pues cada
vector de V' es combinacién lineal de vectores de B. Ademds, si A1,..., A\, € K
y v1,--.,U, € B son tales que Ei”:l Aiv; = 0, entonces Ay = --- = X, =0, dado
que el vector cero se expresa como una combinacién lineal de cero elementos de
B, y ademaés de forma tnica, luego B es un sistema libre.

Reciprocamente, si B es un sistema libre y generador de V', entonces por

una parte para todo vector v € V existe n € N, unos escalares A,..., A, que
podemos tomar no nulos y v1,...,v, € B distintos tales que v = A\jv; +--- +
AU

Si existe otro m € N, otros escalares p1,..., gy no nulos y uq,...,u, € B

distintos tales que v = pyu1 + + ++ + mUm, €ntonces
V=01t AU — U — = Uy = 0.

Esto implica que {v;}7y = {u;}72,, porque siv; & {u;}72 (resp. pj & {vi}iev)
entonces, por ser B un sistema libre, el escalar A; (resp. ;) es cero, y los hemos
tomado no nulos. Luego m = n y podemos asumir que v; = u; paral <i <mn
(si no, reindexamos {u;}7L,).

Tenemos entonces que (Ay — p1)vy + -+ - + (A — pn)v,, = 0, y por ser B un
sistema libre, esto implica que A\; — p; = 0 para cada i € {1,...,n}, o sea los
escalares en la expresion de v como combinacién lineal de vectores de B también
son dnicos
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(4.7) Teorema. (de Hamel). Todo espacio vectorial V distinto de {0} admite
una base.

El teorema de Hamel es consecuencia del siguiente resultado.

(4.8) Teorema. (de la base incompleta). Sea V' un K-espacio vectorial, L
un sistema libre de V' y G un sistema generador de V' que contiene a L. Entonces
existe una base B de V de tal manera que L C B C G.

Demostracion. Sea L el conjunto de sistemas libres de V' que contienen a
L y estan contenidos en G.

El conjunto £ es no vacio, puesto que L € L. La inclusién es una relacién de
orden entre los elementos de £, y ordenado de esa manera, £ es un conjunto
inductivo, pues si

LiCL,CLzC---

es una cadena ascendente de sistemas libres de V tales que L C L; C G para todo
i, entonces L' = |J;2, L; también contiene a L, estd contenido en G y es libre.
En efecto, sean Aq,..., A\, € K yv1,...,v0, € L' tales que Adjv1 +-- -+ Apv, = 0.
Como para cada ¢ € {1,...,n} existe m; tal que v; € L,,,, podemos afirmar
que v; € Ly, donde m = max{m;}? ,, y puesto que L,, es un sistema libre,
tenemos que A\ = --- = A\, = 0.

El lema de Zorn garantiza que £ admite (al menos) un elemento maximal B.

Veamos que todos los vectores de G se pueden expresar como combinacién
lineal de vectores de B, y por tanto B también es un sistema generador de V.
Supongamos que no es asi, sino que por el contrario existe un vector v € G
(que por fuerza tiene que ser no nulo y no perteneciente a B) tal que v no
puede ser expresado como combinacién lineal de elementos de B. Entonces el
sistema B U {v} es un sistema libre que contiene a L y est4 contenido en G. En

efecto, si BU {v} no es libre, entonces existen A, A1, ..., A, € K no todos nulos

y v1,...,0y € B tales que Av + Av1 + -+ + Ayv, = 0. Ademds A # 0, pues si

fuese cero, entonces A\; = --- = A, = 0 por ser B un sistema libre. Luego
v=-A"tNv = = A\, ,

lo que contradice que v no se pueda expresar como combinacién lineal de ele-
mentos de B.

Hemos encontrado por tanto un sistema libre B U {v} que contiene a L, que
estd contenido en G y que contiene estrictamente a B, lo que estd en contradic-
cién con la maximalidad de este dltimo.

La contradiccion proviene de suponer que no todo vector de G se puede ex-
presar como combinacién lineal de vectores de B. O

(4.9) Nota. Como se ha visto en la demostracién del teorema anterior, un
sistema libre maximal en un espacio vectorial es una base. Reciprocamente,
toda base es un sistema libre maximal.

El resultado anterior puede ser probado considerando un elemento minimal B
del conjunto (inductivo y no vacio) de sistemas generadores de V' que contienen
a L y estdn contenidos en G. De esta manera se puede deducir que un sistema
generador minimal en un espacio vectorial es una base. Reciprocamente, toda
base es un sistema generador minimal.
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(4.10) Teorema. (de equipotencia de las bases). Sea V un K-espacio
vectorial. Si B y B' son bases de V, entonces B y B’ tienen el mismo cardinal.

Demostracion. Distinguiremos dos casos:

= Supongamos que los cardinales de B y B’ son finitos, y més concretamente,
que B = {v1,---,vp}.

Como B’ es un sistema generador de V, el vector (no nulo) v; es com-
binacién lineal de vectores de B’, en la que no todos los escalares son
nulos. Sea v’ un vector de B’ que aparece (acompafiado de un escalar no
nulo) en una expresién de v; como combinacién lineal de vectores de B'.
El conjunto de vectores B] que resulta de sustituir v’ por v; en B’ es de
nuevo un sistema generador de V, puesto que v’ se puede espresar como
una combinacién lineal de v, y vectores de B'\{v'}.

Por lo tanto el vector (no nulo) v, se puede expresar como combinacién
lineal de vectores de Bj en la que hay algin vector (que podemos tomar
distinto de vy, puesto que B es un sistema libre) acompanado de un escalar
no nulo. Sustituyendo dicho vector por v, en Bj se obtiene un nuevo
sistema B generador de V

Repitiendo este proceso se van obteniendo sistemas Bj generadores de V
que tienen el mismo cardinal que B’ y que contienen a {vy,...,v;}. Al
cabo de n sustituciones obtenemos un sistema generador B}, que contiene
a la base B y cuyo cardinal coincide con el de B’, luego |B| < |B’|

De la misma manera, puesto que el cardinal de B es finito, |B'| < |B|, de
donde se concluye que |B| = |B’|.

= Supongamos que el cardinal de alguna de las dos bases, pongamos de B,
es no finito. Entonces el cardinal de B’ no puede ser finito, pues si lo fuese
(por ejemplo |B'| = n) entonces se podrian construir sistemas generadores
B}, parai=1,...,n, con el mismo cardinal que B’ sustituyendo vectores
de B’ por vectores de B, hasta haber sustituido, al cabo de un ndmero
finito de pasos, todos los vectores de B’. Por lo tanto tendriamos un siste-
ma B, generador de V' y contenido estrictamente en B, lo que contradice
el hecho de que una base es un sistema generador minimal.

Sea I un conjunto de indices para los vectores de B. Puesto que B es un

sistema generador, para cada v' € B’ existe una parte finita J,» de I y
v’ 1 v,

unos escalares {A} }ics,, de manera que v' =3, ; AY v;.

Se tiene que |J,cp Jor = I, puessii € I ei & |J,cp Jor, entonces
todo vector de B’ se puede expresar como combinacién lineal de vectores
de B\{v;}, de donde se tiene que B\{v;} es un sistema generador de V/
estrictamente contenido en la base B — una contradiccidn.

Luego

1Bl=1|Il=| |J Jv|<IB'| R =|B.
v'eB’

De manera similar |B'| < |B|, de donde se obtiene que |B| = |B’|.

Manolo Garcia Romén, 2003



28 Tema 4 Espacios vectoriales

(4.11) Sea V un K-espacio vectorial. Se llama dimensidn de V, y se denota
por dimg V', al cardinal de una base de V.

Para calcular la dimensién de un espacio vectorial V, se calcula por tanto
el cardinal de una base. Como consecuencia del teorema de equipotencia de las
bases, la dimensién de V' es independiente de la base que se elija para calcularla.

(4.12) Ejemplos. Eligiendo para calcular la dimensién de cada uno de los
siguientes espacios las bases de (4.4), podemos decir que:

(4.12.1) La dimensién del K-espacio vectorial K™ es dimg K™ = n.

(4.12.2) La dimensién del R-espacio vectorial de los polinomios R[z] es
dimg R[z] = No.

(4.12.3) La dimensién del R-espacio vectorial R, [z] es dimg R, [z] = n + 1.

Por dltimo, la dimensién del espacio vectorial 0 es dimg 0 = 0, puesto que la
base de 0 es el conjunto vacio.

(4.13) Ejemplo. La dimensién de un K-espacio vectorial depende del cuerpo
K.

Por ejemplo, la dimensién del C-espacio vectorial C es dim¢c C = 1.

Sin embargo, C también es un R-espacio vectorial, y {1,7} es una base. Por
lo tanto la dimensién de C como R-espacio vectorial es dimg C = 2.

5. Cociente de espacios vectoriales

(5.1) Sea V un K-espacio vectorial y sea W un subespacio de V.
La relacién binaria en V' definida por

vRV & v—0v' eWw
es una relacién de equivalencia.

En efecto,

(5.1.1) R es reflexiva porque para todo v € V', tenemos que v—v =0€ W,
asi que v R v.

(5.1.2) R es simétrica porque si v R v', entonces v —v' € W. Pero entonces
—1-(v—0v")=v"—veW,asi que v’ Rwv.
(5.1.3) R es transitiva, dado quesiv Rv'y v' Rv", entonces v—v',v'—v" €
W, y eso implica que v R v"” porque
v—ov"=v—v +0 —0" e W

El conjunto cociente se denota V/W (en lugar de V/R) para hacer notar que
la relacién R depende fuertemente de W.
La terna (V/W, +,0), donde

b VIWXVIW — VW
T, 0" — U+v =v -+,

es un grupo abeliano. Ademas, la ley de composicién externa

KxVIW — V/W
AU — AT =M,

dota a V/W de una estructura de K espacio vectorial.
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(5.2) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y W un subespacio de V.

La dimensién de W también es finita, y ademds menor o igual que N. En efec-
to, si B’ es una base de W, entonces B’ es un sistema libre de V, y considerando
un sistema generador G de V' que contenga a B’ (por ejemplo G = V'), podemos
usar el teorema de la base incompleta para garantizar que existe una base B de
V tal que B’ C B C G. Por lo tanto, dimg W = |B'| < |B| = dimg V.

Sea m la dimensién de W y llamemos vy, ...,v,, a los vectores de B'. En-
tonces B = {v1,...,Um,Vm+1,---,Un}. Consideremos el conjunto de claseS de
equivalencia

B” = {Um—i-l;- . ,W} g V/W
Entonces B" es una base de V/W, porque

= B" es libre: sean Ayy1,...,Ap € K ‘@les que Ay 10mg1 + -+ ApUpn = 0.
Entonces A 41Vm+1 + -+ + Apvn = 0, 0 8€a, Appp1Ump1+- -+ Ao, € WL
Como B’ es una base de W, existen Aq,...,\,, € K tales que

Am41Umg1 + -+ ApUp = Mo + - -+ AU
Tenemos entonces que
—AV1 — = AU F A 1Umg1 + -0+ Apu, =0,
y como B es una base, que Ay =--- =X, = App1 =--- = A, = 0.

= B" es generador: Si v € V/W, entonces v € V y por ser B una base,
existen A1,..., A\, € K tales que

V=Av1 + + AnUm + Am41Vm41 + -+ ApUn.

Luego v = Av1 + -+ + AU + Amg1Vm+1 + - -+ + A vy, Pero como v; =
0 para 1 <4 < m, tenemos que U = Ap410m+y1 + -+ + A

Como consecuencia, la dimensién del espacio cociente V/W es

dimg V/W =n—m =dimg V — dimg W.

6. Aplicaciones lineales

(6.1) Una aplicacién f : V — V' entre los K-espacios vectoriales V y V' se
dice que es una aplicacion lineal si tiene las siguientes propiedades:

(6.1.1) f(u+v) = f(u)+ f(v) para cualesquiera u,v € V;
(6.1.2) f(l)=MAf(v) paracada A € K y cadav € V.

(6.2) Si f:V — V' es una aplicacién lineal, entonces f es también un
homomorfismo entre los grupos (V,+,0) y (V',+,0). Por lo tanto (ver (3.2) del
Tema 3):

(6.2.1) f(0)=0;
(6.2.2) f(—v) =—f(v) paratodov € V.
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(6.3) SiV y V' son dos espacios vectoriales, entonces el conjunto
LV, V'Y={f : f:V — V' es aplicacién lineal}

es una espacio vectorial con la suma de aplicaciones dada por

+: LV,V)YxL(V, V) — LWV, V)

f.g — f+g: V. > V!
v o= f+gv) = fv)+g(v)
y el producto de escalares y funciones dado por
Kxcv,vhy — LW,V

\f — Af: Voo V!
v o= A f (v)=Af(v)

(6.4) El espacio vectorial £(V, K) (poniendo V' = K en el parrafo anterior)
se llama espacio dual y se denota por V*. A los elementos de V*, esto es, a las
aplicaciones lineales f : V' — K, se les llama también formas lineales de V.

7. Nicleo e imagen de una aplicacién lineal

(7.1) Sea f:V — V' una aplicacién lineal entre los K-espacios vectoriales
V y V'. Entonces el nicleo de f, que es el conjunto

Kerf={v : veV, f(v)=0}
y la imagen de f, que es el conjunto
Imf={v : v eV, ,IveV,flv)=1"}

son subespacios vectoriales de V' y V' respectivamente.
En efecto, como f es en particular un homomorfismo de grupos, sabemos que
Kerf e Imf son subgrupos de (V,+,0) y (V', +,0) respectivamente. Ademas,

s si A€ Kywv € Kerf, entonces f(Av) = Af(v) = A0 = 0, de donde se
deduce que \v € Kerf;

= sid € Kyv' €Imf,entonces existe v € V tal que f(v) = v'. Consideremos
el vector Av € V. Como f(Av) = Af(v) = M, se tiene que v’ € Imf.

(7.2) Una aplicacién lineal f: V — V'
(7.2.1) es un monomorfismo si f es inyectiva,
(7.2.2) es un epimorfismo si f es sobreyectiva,
(7.2.3) es un isomorfismo si f es biyectiva;
(7.2.4) es un endomorfismode V si V' =V
(7.2.5) es un automorfismo si f es un endomorfismo y ademés es biyectiva.

(7.3) Consideremos los K-espacios vectoriales V y V', ysea f : V — V' una
aplicacién lineal. Entonces, de la misma manera que ocurre para un homomor-
fismo de grupos,

(7.3.1) f es un monomorfismo si, y sélo si Kerf = {0};
(7.3.2) f es un epimorfismo si, y sélo si Imf = V".
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(7.4) Sea f : V — V' una aplicacién lineal entre K-espacios vectoriales.
Entonces el espacio cociente V/Kerf es isomorfo al espacio Imf.
Para comprobar que eso es cierto, vamos a comprobar que

f: V/Kerf — Im f
v f@©) = f(v)

es un isomorfismo de espacios vectoriales. _
En primer lugar, si v € V/Kerf, entonces v € V y f(v) = f(v) € Imf.
Adema3s, si w = v, entonces u — v € Kerf, por lo que

f@) = f(u) = flu—v+v) = flu-2)+ fv) = f(v) = D).

Luego f es _una aplicacion.
Ademas f es lineal porque si u,7 € V/Kerf, entonces

f@+9) = flutv) = flutv) = flu) + f(v) = f(@) + f(0),
ysiA € K yve V/Kerf, entonces

fw) = f() = f(M) = Af(v) = Af (D).

Como Imf = Imf, tenemos que f es sobreyectiva.

Por tltimo, si @, € V/ Kerf y f(@) = f(v), entonces f(u—v) = f(u)—f(v) =
0, lo que implica que u — v € Kerf, o sea, @ = ©. Por lo tanto f es también
inyectiva.

Luego f : V/Kerf — Imf es un isomorfismo. Este resultado se conoce con
el nombre de primer teorema de isomorfia.

(7.5) Sif:W — W' es un isomorfismo entre los K-espacios vectoriales W
y W', entonces dimg W = dimg W'. En efecto, si B = {v;}icr es una base
de W, entonces B' = {f(v;)}icr es una base de W', y la aplicacién restriccién
fip : B — B’ es biyectiva, con lo que B y B’ tienen el mismo cardinal.

Este hecho, junto con el primer teorema de isomorfia, implica que si f :
V' — V' es una aplicacién lineal entre K-espacios vectoriales y dimg V es
finita, entonces

dimg V = dimg Im f + dimg Kerf.
Esto ocurre porque los espacios vectoriales V/Kerf e Imf tienen la misma di-

mensién al ser espacios vectoriales isomorfos, y 1a dimensién del espacio cociente
V/Kerf es dimg V — dimg Kerf.

(7.6) Otra consecuencia del primer teorema de isomorfia es que si V es un K

espacio vectorial y U y W son subespacios de V, entonces U + W /W es isomorfo

aU/UNW (este resultado se conoce como segundo teorema de isomorfia).
Para comprobarlo, bastaria verificar que

f: U — U+W/W
u — fu)=1u

es una aplicacién lineal sobreyectiva, y que Kerf = U N W. Entonces, como
consecuencia del primer teorema de isomorfia,

f: Ujunw — U+W/W

u — fw)=1u

es un isomorfismo.
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(7.7) Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, y U y W son su-
bespacios de V, entonces la dimensién de los espacios cocientes U/U N W y
U + W/W es la misma por ser espacios isomorfos. Como dimg U/UNW =
dimg U —dimg UNW y dimg U + W/W = dimg U + W — dimg W, se tiene
que la dimensién del subespacio vectorial suma U + W es

dimKU+W=dimKU+dimKW—dimKUﬂW.
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