Algebra para informatica(U.N.E.D.) Unidad Didadical

ALGEBRA

Unidad Didactica |I.

En ella se introduce & Espacio Vedorial, asi como las témicas y herramientas

basicas que se van a utilizar en el resto del curso.

Comienza @n el estudio de los espacios vedoriales. Una de las misiones del

informatico es procesar la informaaddn, y los datos son parte de la informacion. Es
mucho mas fadl para su manejo, tener los datos organizados $gun una estructura que
tenga propiedades que permitan soluciones algoritmicas. En édlgebra se estudia la
estructura mateméatica

Capitulo 1. Espacios Vectoriales

Conocimientos previos:

Producto cartesiano:

Dados dos conjuntos A y B, € conjunto de los pares ordenados de la forma (X, y)

con x elemento de A ey elemento de B forman un tercer conjunto designado AxB,

gue & 3 producto cartesiano.

Corre spondencia:

Aplicacion:

Dados dos conjuntos A y B, una glicacion f de A en B es unaterna formada por

f: (C, A, B), donde C es un subcojunto del producto cartesiano AxB tal que para

cada adeA existeun unico b de B ta que (a, b) es elemento de C.

- Imagen: Para a elemento de A, es & elemento b de B que le wrresponde por la

aplicacion.

- Aplicacion inyediva: la aplicacion donde los elementos del conjunto imagen

poseen alo sumo una antii magen.

- Aplicacion sobreyediva: La aplicacion, donde cala elemento del conjunto

imagen, poseepor lo menos una artii magen.

- Aplicacion biyediva: Aplicacioninyediva, que es alavez sobreyectiva.

Grupo: Conjunto G con unaoperacion * definidaen él que verifica

1. Laoperadon esasociativa: (a*b)*c=a*(b*c) paraa, b, c elementos de G.

2. Existe un elemento neutro een G, para asdquier ade G severificaa*e=e*a=a.

3. Cadaelemento a de G poseesimétrico, existe b tal que a*b=b*a=e.

Si la operacion definida es ademas conmutativa (para a'y b elementos del grupo
cualquiera se verificaque a*b=b*a) setrata de un grupo akeliano.

- Subgrupo: Un conjunto H de un grupo G es un subgupo de G si la operacion
con la que G tiene estructura de grupo (producto o suma) de dos elementos de H
esta ea H y ademés es un grupo con la mismo operacion que G.

Anillo: En un conjunto A con dos operadones en é definidas, suma(+) y producto

(.) que verifica

1. Esungrupo alelianorespedo ala suma.

2. El producto poseepropiedad asociativa
Si la operacion producto es conmutativa, se trata de un anill o conmutativo.

Si existe un elemento neutro para el producto llamado elemento uridad del anillo,
setratade un anill o unitario.
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- Cuerpo: Un anillo K, con las operadones suma y producto, se dice que & un
cuerpo si
1. Esanillo conmutativo.
2. Esunitario y su unidad es distinta del elemento neutro parala suma (cero).
3. Todoslos elementos distintos del cero poseen inverso respedo del producto.

Estructura del espacio vectorial sobre R.
Vedor:

Recordar:

Un vedor v es un segmento orientado. Cada vedor se smboliza por las
coordenadas cartesianas de su extremo (vi,V2), - con origen de mordenadas (0, 0)
vector libre — en caso de que nos den un vector indicando las coordenadas de su
origen y de su extremo, lo reduciremos a su vedor libre wrrespondiente, restandc
las coordenadas del extremo menos las del origen.

Direcdon de un vedor es la reda sobre la que se goya el vedor, cada
direccion tiene dos sentidos (indicado por la punta de la flecha de cala vedor).

M odulo de un vedor eslalongitud ce lafledcha que lo representa.

V=V (V) %+ (Vo) %+ ... +(vn)® (El mbdulo de un vedor sempre es positivo)

Vedores opuestos, son dos vedores con la misma direccion pero diferente
sentido.

-, &80,

Vedores unitarios, son aquellos cuyo modulo es 1. [(0,1), (0,0,1),...]

Elemento de un espacio vectorial. Dados 2 puntosp y q en el plano, se llama vector
con origen p y extremo q a segmento orientado que une py g (pq ). Dos vedores $n
iguales si tienen la misma direccidn, sentido y longitud, el conjunto de vedores iguales
(equipolentes) forman una clase. Se puede escoger un representante que
denominaremos " v.

Operaciones con vedores:.

Suma: U+ v=(Ug, Up)+ (1, V2)=(Us+ Vs, Ut Vo).

Producto de un vector y un escalar: ~ u.k=(us, Uz).k=(uzk, uzK).
Espacio vedorial:

(Los elementos de E se llaman vectores y los de K escalares)

Dados un conjunto E, se dice que tiene estructura de espacio vectorial sobre d cuerpo
K,(E + )s
1. E esungrupo abeliano respedo ala suma.
2. Oa bOKy[u,vIJE, KxE-E y severifican las propiedades:
a) asociativa de escalares. a.(b.u)=(a.b).u
b) elemento neutro de escalares. 1.u=u.
¢) Distributivarespedo ala suma devedoresa.(u+v)=a.u+av
d) Distributiva respedo ala suma de escalares (a+b).u=a.u+b.u
Si K (cuerpo de escalares) esR, C, Q, € espacio vectorial E se dice Real, Complgjo
o Racional, respedivamente.
Son espacios vectoriales de interés:
- Todo cuerpo K es espacio vectorial sobre si mismo.
- El conjunto C (nimeros complejos) es espacio vectorial sobre R.
- El conjunto Producto Cartesiano E;xE; de espacios vectoriales sobre K es espacio
vectorial sobre el mismo K, paralas operaciones:

Pagina: 2 de 32



Algebra para informatica(U.N.E.D.) Unidad Didadical

(Ug, Up) + (V1, V2) = (Un+ Ve, Uxt+Vp)
a(ug, Up) = (aug, auy)
R? R? .., R", son espacios vedoriales sobre R, con esas operagones.

- El conjunto Pn[x] de los polinomios en una variable de grado menor o igual any
coeficiente en K es espacio vedorial sobre K, con las operadones de suma de
polinomios y de producto por un a [7K.

Subespacio vectorial. Sistemas de Generadores.

Subespacio vedorial:

Sea E un k-espacio vedorial. Toda parte S no vacia de E que sea un k-espacio
vedorial paralas mismaleyes que E, se llama subespacio vedorial de E.
La oondicion necesaria y suficiente para que un subconjunto S de E sea subespacio
vedorial suyo es que se verifique:
- JuvOSutvlS
- JaOK, OJudS aullS

Ejemplo.- Comprobacion de un subespacio vedorial:
Sea S={(x, 2%, 2)}
(X, 2%, 2+ (X, 2X, Z)=[x+X, 2(x+X), z+Z] S
K(X, 2X, 2)=(kx, 2kx, kz) [J] S.
Sistema de vedores:
Se llama sistema, o famili a de vedores de E cualquier subconjunto finito de E.
F={uy, Uz, U, ..., U} U JE.
Combinacion lineal devedores:

Toda expresion del tipo aiui+ ... + azu, con a; O K, se llama combinacion lineal de
vedores de la familia F={uy, ..., un}. Toda combinacion lineal de vedores de E es un
vedor deE.

U= a1t ... + dphUn; U escombinacionlineal de uy, ..., Un.
Subespacio vedorial generado por un sistema F:
Dado un sistema F de vedores de E, €l conjunto de todos los veaores combinacion
lineal de vectores de F es un subespacio vedorial, L (F).
F={uy, ..., un}; L(F)={a1u+ ..+ anun; Oa; O K}.
Un sistema de vedores es libre, o linealmente independiente, s para que la
combinacion lined de ellos a el vedor nulo, Oai=0.
ot ...+ anun=0L ap=ap= ... =an=0.
Unsistemano libre se llamaligadq o linealmente dependiente.
En todo sistema ligadoexiste al menos un vedor que puede ponerse @mo combinacion
lineal delos restantes.
F={uy, ..., uy} ligado = [ O F tal que
U= AU+ ...+ AU+ Ajs1Uic+ ...+ ApUn.
Determinacion
Si un sistemadado F ={u,,...,U,} de vedores es linealmente dependiente, el vedor

cero debe poderse expresar como combinacion lined de ellos, por tanto:

¢ +C,U,+...+¢, 0, =0

Esto nos lleva aun sistema homogéneo de eaiaciones. Los vedores sran linedmente
dependientes si y slo si el sistema tiene soluciones no triviales. El sistema se escribe
empleando una matriz aumentada y luego se reduce por filas. Si el resultado es del tipo:
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el sistema no tiene soluciones digtintas de la trivial (¢c;=0;¢c,=0; .. ¢, =0)yen
conseauencia los veaores dados son linealmente independientes.
Si por € contrario el resultado es del tipo:

el sistema tiene un nimero infinito de soluciones y al menos un vedor es combinadén
lineal de los demas.
Sistemas de generadores:

Dado un subespacio vedorial S, se dice que el sistema F de vedores genera, 0 s
sistema de generadaesde S, s L (F)=S.
Sistemas eguivalentes:

Dos sstemas F1, F» son equivalentes si generan el mismo espacio vectorial.

L(Fl):L(Fz)

Si aun sistema F se le dlade un vedor combinacion lineal de los de F, si se obtiene un
sistema equivalente.
Si F esligadq €l sistema resultante de eliminar en F el vedor combinacion lineal de los
restantes, es equivalente aF.
|nterpretacion geométrica de la dependencia lineal en R®

Supdngase que T, V Y w son tres vedores lineal mente dependientes en R®. Entonces
existen constantes c;, C; Yy Cz, no todas cero, tales que

cu+cvV+cw=0

Supdngase que c; # 0 (se obtiene un resultado similar si ¢; #0 0S¢, # 0). Entonces
ambos lados de la eaiacion se pueden dividir por c; y acmndicionar los términos a fin
de obtener

w=-40-2v=A0+BV
C3 C3
dondeA=-c;/cs3 y B=-c,/cs.
A continuacion se demuestraque U, V 'y w son coplanares. Se cdcula
W (T x V) = (AU + BV) [{U x V) = Aju [{U xV)]+ B[V [T xV)]= AD+BD=0
ya que tanto U como v son ortogonales (véase pag 9, capitulo 2) atixv. Sea N=
UXxV. Entonces U y V se ecuentran en un plano que consiste en todos los vedores

gue pasan por € origen y que son ortogonales a n. Pero W esta en el mismo plano,
porque W (0n= W [{ux V) =0. Esto muestraque U, V y W son coplanares. Se llega
asi ala mnclusion siguiente:

Tres vedores en R® son linealmente dependientes si y sdlo si son coplanares.

Base de un espacio vectorial finito. Coordenadas. Teorema de la base.

Base de un espacio vedorial:
Se llama base de un espacio vedorial atodo sistemalibre, de generadores.
En todo espacio vedorial existe al menos una base. (Teorema de la base).
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En un espado vedorial todas las bases tienen el mismo nimero de vedores.
SeaE esun espacio vedorial, B={e;+ ...+ e,} unabasedeEyuE.
Los escalares oy, ..., 0n tales que u= a1+ ...+ aney, Se llaman coordenadas de u en B,
siendo estas Unicas en esa base.
Llamamos base @nonica al conjunto de vedores que van teniendo 1 en un elemento
y los demés cero, de forma alternativa, serdn bases canonicas.
(0,1),(1,0)
0,0,1),(0,1,0),(1,0,0

Dimension de un espacio vedorial:
Se llama dimensién de un espacio vedorial, en nimero de vedores de una
cualquiera de sus bases.
Si E esun espacio vedorial de dimension n:
- Todo sistema de generadores de E con n vedores, es unabase de E.
- Todo sistemalibre de E tiene un nimero de vedores < n.
- Todo sistemade E con mas de n vedores, esligada

Suma y suma directa de subespacios

Suma de espaciosvedoriales:.

Si S, S; son subespacios vedoriales de E(K), el conjunto suma $;+S,={x=u+v; O u
0s, 0vOS}
Verifica
- $+S; es sibespado vedorial de E.
- Si Fy, F2 Son sistemas de E tales que S;=L (F1), S,=L (F2), S1+S=L (F10F>)
- SIi§+S,=S, entonces Ox O S, Ou 0 S, Ov O S, / x=utv. Esdedr, todo vedor de S

puede descomponerse @mo sumade uno S; y otro S;,

Intersecdon de subespacios vedoriales:

Si S, S; son subespacios vedoriales de E, el conjunto S;n S, es también subespacios
vedorial de E.
Relacion entre dimensiones de los sibespacios sima eintersecaon:

Se verifica

dim(§;+S;) + dim(S;nS;)=dim S; + dim S,.

Suma direda. Espacios siplementarios:

Lasuma S;+S; de subespacios vedoriales de E, es direda si su interseccion es nula.
Se denota S;0 S,.
Asi si S= S§+S,, sendo S;nS,={[1}, sediceque Sessuma dreda de S; y de S;. Los
subespacios S; y S, se llaman suplementarios de S.
En el caso particular de ser E=S,00S,, los espacios S, y S, se llaman suplementarios.
Si Sy S, son suplementarios, todo vedor de E puede descomponerse, de manera Unica,
como sumade un vedor de S; y otro de S;:

E=S,0S, = OxOE, Ou; O S (U Unico), u; O S, (U2 Unico), tal que x=uz+ u,.

Rangode un sistema de vedores.

Se llama rango de un sistema F de vectores la dimension del subespacio S generado
por F. rg(F).
El rango de un sistema de vectores es € mayor numero de vedtores independentes
contenidos en él.
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Teorema dela base incompleta:

Si E es un espado vedorial de dimension ny F={u, ..., u} (r<n) un sistema libre
de E, existen n-r vedores en E que diadidos a F, es sibespado suplementario del
L(F).
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Capitulo 2. Aplicaciones Lineales y Matrices

Conocimientos previos:

- Grupo abdliano: (Véase capltulo 1
- Correspondencia: "

- Aplicacion:

Matriz sobre el Cuerpo R
Definicion:

Se llama Matriz a una forma redangular compuesta de filas (m) y columnas (n),
donde cala elemento lleva aociado un doble indice, el primero (i=1, 2, ..., m) para
indicar lafilay el segundo (j=1, 2, ..., n) paraindicar la @lumna. El orden de la matriz
(mx n) expresa las filas y columnas que cmponen la matriz. Se designa @MO Amxn O
como un conjunto de sus elementos (&;).

SiI={1, 2, ..., m} yJ={1, 2, ..., n}, una Matriz de m filas y n columnas y coeficientes
reales % representacomo M(mxn; R).

Ha & - @nf

_ _[Pa 8 o [
A_(aﬂ)_D: T, : L

B A o A
Tiposde M atrices:
- Sim#nlamatriz A se diceRedanqgular.

a a
b oo
- Si m=nlamatriz se dice Cuadrada de tamarfio, u orden n.
F 28
[ a at
= a ab
- Lamatriz A deorden (1, n) sedice Matrizfila.
(@ a a)
- Lamatriz A de orden (m, 1) sediceMatriz columna.

i
- Si Aesunamatriz de orden (m, n) lamatriz -A, de orden (m, n) cuyos elementos n

los opuestos de los de A, sellama” Opuesta de A".
Si A=(a); -A=(by) tal que b= -ay

B—a —a —aE

-a -a[

H—a -a -af
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- Si Aesdeorden (m, n) se llama matriz transpuesta de A y se designa A' a la matriz
de orden (n, m) tal que:
Si A=(a;)) %At:(bij) tal que bij=a;i
es lamatriz que resultade A al cambiar filas por columnas.

%11 a21 a31E 2 3
Ay, a, axs[ - traspuesta —
4 4
%13 a23 aBBE
- Matriz nula de orden (m, n) sedesignaO y estal que
0=(ay); a=0 0]
P %
M0 0 0C
B o of
- Matriz diaganal eslaquetiene los elementos a;=0 y es cuadrada; se designaD.
D=(a&;); D diagonal = a;=00i#
Solo tiene elementos distintos de O las a;; (se llamadiagonal de la matriz).

- Matriz escalar eslamatriz diagonal con todos los elementos de la diagonal iguales.
e © 9
0 k OC
D o kb

- Matriz unidad de orden n esla matriz escalar con elementos 1 en ladiagonal.
1% %
KY

1 O

B o 1f

- Matriz gmétrica es la matriz cuadrada que incide ®n su transpuesta. Tiene
iguales los elementos smétricos respedo ala diagonal
Asmérica <  aF=a - A=A
g 2 b
Ay CC
b c ozt
- Matriz antismétrica o hemismétrica es la matriz cuadrada que @incide @n la
opuesta de su transpuesta. Tiene ceos los elementos de la diagonal y los elementos
situados encima son opuestos a sus simétricos respedo ala diagonal.
Aantisimétrica = ai=0ya;=-gisiig - A=-A
HO a bH HO 1 -2
ra 0 co- Ejemplo- 1 0 5[

Hbo -c of H2 -5 of
- Matriz trianqular superior, matriz cuadrada en la que los coeficientes por debajo
de ladiagonal principal tienen valor O.

am=0 param>n.
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& e
M a ar
D 0 af
- Matriz trianqular_inferior, matriz cuadrada en la que los coeficientes por encima
de ladiagonal principal tienen el valor 0.
am=0 paranm<n.
F ° °F
@ a o¢
® a af
- Matrices ortogonales, se dice que una matriz real A esortogonal, Si A =A'A=I.
Se observa que una matriz ortogonal A es necesariamente adadrada einvertible, con
inversaA” = A'. Consideremos una matriz 3 x 3 arbitraria:
M &z Az

B b b

G Cz Cy

A=

Si A esortogonal, entonces:

& ds & a B oo 100
AaT =1n B Bl s B c|=l0 1 0]=1L
gy Cz O3 Sy b3 Cs o0 1

- Matrices normales, una matriz es normal si conmuta con su traspuesta, eto es, si

A = A'A, Obviamente, si A es simétrica, antisimétrica u ortogonal, es
necesariamente normal.
Ejemplo:

sea 4 =2 | Ent :

ea = 3 gl nonces:

aaT E -3 B 3y {4 O
13 g3 8 " lo 4

ATa E 3 B -3} {45 O
“l-36) 3 B  lo 45

Puesto queAAT = ATA, la matriz es normal.

Operaciones con matrices

Suma de matrices.

La suma de dos matrices es otra matriz que resulta de sumar los elementos que
corresponden alamismafilay ala misma mlumna. Ambas matrices deben ser del
mismo orden

A:(aj), B:(bij) [JMmn; A+B:C:(Cij) [OMmn ta qLecij:aj+bij
Ejemplo:

EZlOHHlO3HEIsl3E

B 2 1+ 2 4=@B 4 5C

523k 11HEF 3 4F
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El grupo abeliano (Mm,n , 1):

El par (M, n, +) donde My,  es el conjunto de matricesde orden (m, n) y + esla
operadon suma de matrices, es grupo abeliano, donde:
- Lamatriz nulade orden (m, n) es &l elemento neutro.
- Lamatriz opuestade A, es el elemento opuesto de la matriz A.
Producto de un elemento de K por una matriz

El producto de una matriz por un escalar es otra matriz que resulta de multiplicar el
escalar por cada uno de los elementos de la matriz.

Dados A=(aj) L Mmn Yy a K - aA=(0a;))
0 0
4 x =
3% 12%
Ejercicio:
Determinense dos matrices, X e Y, cuadradas y de orden 2, que verifiquen el sistema

lineal:
-2 1
2X -5Y = , =X +3Y =
S bl

Sendo X =0 cey=gt Y2C ety
B(u X5 B’zl yzzE

[PX;; =9y, =1
X, =9y, = 2

[PX, =3y, =0
Xp =9y, =1

T Xu +3y, =2

O x, +3y,, =1

0 Xo1 +3Y5 =3

%‘ Xy +3Y, =0

Sducion:

resolviendo este sistema tenemos:

12 0 0 0-50 0 O 1C @M 0O0OO0OO0O0O0O0 13C
0 _ _C _.C
0 2 00 0-500 z[g)loooooo 1=
00 0 2 0 0 0 -5 0 OC MMO1000O0O0 15C
50002000—51E5300100003E
%100030002?@00010005%
0 -1 0 0 0 3 0 0 1 %)00001000[
500—1000303E%)00000106E
0 0 0 -1 0 0 O 3 OF M0000001 1F

3 -1 0

X = Y =
5 3 1

El espacio vectorial M m n (K):
El producto de un elemento de K por una matriz es una operacion externa
f:KXMmYn—> Mm,n
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gue verificalas propiedades de una ley externa de los espacios vedoriales. M, » (K) es
un espado vedorial con las operaciones sima de matrices y producto de un elemento de
K por una matriz.

El conjunto de las matrices que van teniendo 1 en un elemento y los deméas cero de
forma alternativa en todos los a;j , es una base del espacio vedorial, llamada base
natural o canénica.

0 .. 0 . .
RS SPLN RS
Ho o .. oHb o .. o B o .. 1}

Ladimension de M, » (K) esm .n.
El conjunto M, de matrices cuadradas de orden n es un K espacio vedorial de
dimensién n.
Producto de matrices.
Dadas dos matrices obre el mismo cuerpo K:
A=(aj) OMmn , B=(bj) JMnp
La primera @mn el mismo numero de columnas que filas la segunda, se define matriz
producto de Ay B (A x B) alamatriz C=(c;j) L Mmp (de orden m, p) tal que:
Ciji= iyt a2yt ... +ainby paratodoi=1, ..., m; j=1, ..., p.
Ejemplos:.

2 3 —ZH B—Z 3 —1E

A=mr1 0 -3gB=g4 2 1

H4 5 24§ Hs -2 4f
%(292)+(3D4)+(—2[5) (23)+(@B@)+(252) (20D+EM+ (20 [
AB=H-1032) +(0@) + (-305) (-10B)+(0R) +(-332) (101 +(00) + (-3@)
4E2)+(5™) +(20) (40B) +(5[@) +(2[x2) A4 +GOD)+2m™

-2 16 -7[
AB=13 3 -11f
H22 18 9o

1 2 T 1 f1-1+2-0 T1+222 |1 &
[3 4] [EI 2] '[3-1 4.0 31 +4-2] '[3 11]
ros g @ & _[ra+sh ray + shy ra, + ahy
(0 P (i b
El producto de matrices no cumple la propiedad conmutativa, de las dos Ultimas, no
se puede hacer la multiplicacion de la segunda por la primera (el nimero de columnas
de la primera deber ser igual a numero defilas de la segunda).
Propiedades del producto de matrices:
- asociativa: (A.B).C=A.(B.C)
- elemento neutro: eslamatriz identidad de orden n. Anxp.ln=Anxp
- no conmutativa: A.B suele ser distinto de B.A, para poder multiplicar A.B y B.A
las matrices deben ser:
- Cuadradas, o bien
- el nimero defilasy columnas debe ser inverso.
Trasposicion de matrices:

La traspuesta de la matriz A [0 M €S la matriz A' 0 Mym , que se obtiene
cambiando filas por columnas.
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% 2 3 . ELL 4E
A= Ea A' =2 5
5 6
B 6F

Propiedades.
- (A+B)'=A“+B'
- (a.A)'=a.Al
- (A.B)=B'A
- Si A esuna matriz simétrica, entonces A=A",
El anillo de las matrices cuadradas de orden n:

El producto de matrices es una operacion interna sélo en el conjunto M, de matrices
cuadradas de orden n.
La estructura dgebraica (M, ,+, .) donde + e la suma de matricesy . el producto es un
"Anillo unitario”; donde el elemento unidad es la matriz unidad del mismo orden, In.
Matricesinversibles o requlares:

Una matriz cuadrada de tamafio n sobre un cuerpo K se llamaregular o inversible si
en el anillo (M, ,+, .) tiene elemento inverso. Es dedr:

A= (aij) M,
Areguar = OA' OM,ta queA. A=A A= |,

Estamatriz A™ se llama Matrizinversa de A.
El conjunto de las matrices regulares de orden n, MR, tiene @n la suma y producto
estructura de cuerpo. (MR, , +,)

Ejemplo:

5 a=1? 2y =17 %) Em :
upongamos A=) o)y B=| | Entonces:

calculamos A.B:

apof? 8) (3 B).{6-5 -10+0) (1 ),
1 3yl 2 l3-3  -s5+8) 1o 1)

luego B.A:

A5_3—5 2 5 5—515-15_10_I
-1 2 1 3} l-2+2 -5+6) o 1)

Puesto que AB= BA =1, Ay B soninvertibles, siendo cada unalainversade laotra.

Cambio de base en un espacio vectorial:
SeaE un K-espacio vectorial de dimension ny sean
Bi={ey, &, ..., &} ; Bo={v1, Vo, ..., Wi} ,
bases de E, donde los vedores de B, en B; son:
Vi= a1 taet ... +aine,
Vo=ap1€taxet ...+ apme,

Vn=an €1t an€+ ...+ améh

Seaun vector u [ E que en cada base tiene de mordenadas:
u=(X1, X2, ..., Xn) en labase By
u=(y1, Y2, ..., Yn) enlabase B,

Larelacion entre anbos sistemas de @mordenadas es:
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Ja0 B e

0: o=0g:
oH B amHB/E

Esta expresion se llama ewacion matricial del cambio de base.
De forma simplificada:
Us,= matriz columna que expresa las coordenadas de u en B;.
Us,= matriz columna que expresa las coordenadas de u en Bs.
Mg, , B,= matriz auyas columnas on las coordenadas de los vedores de B, en B, (matriz
de paso).
Ser& Us,=Ms,, B,.UB;
Dado quela matriz MB,, B, esregular, tiene inversay se verifica
MB,, B, '= MB,, B,
y de esto laotra expresion del cambio de base:
Us,= MB,, B, ~.UB,
Ejemplo:

Sean U, = %E y o= EE Entonces B, = {0;,0,} es la base @nonica en R2. Sean

1C
v, = %E y v, = E_ E Como Vv, y V, son linealmente independientes B, = {V;, V,} es

una segunda base de R%. Seax = ) E un vedor en R Esto significaque
2

X—D(i[—x D'[+x oC_ X0 + X0,

= =¥ =

b PHE T

Es decir, X esta escrito en términos de la base B;. Con objeto de recalcar este hecho, se
escribe

X
a=h
Como B, es otra base de R?, existen escalares ¢, y ¢, tales que
X=gV +GV,
Una vez que se ha determinado estos escalares, se escribe

(0, = (¢, C
%Lt
afin de identificar que a&ora X esta expresado en términos de los vedores de B,. Para
hallar los niUmeros ¢, y ¢, los vedores de la base original (U, y U,) se escriben en

términos de los vedores de lanuevabase (v, y V,). Esféacil verificar que
__Qac_ 20C 3010 2,3,
CTRE sH st 55
oC 1 0C 1 F1C 1

=0 s B s 54t e

Es decir,
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O 2C rC
. OsC C
(W)g,=0 3LY (@), C
+—-C L
0 5C (b
Entonces
X=XU X0 =X \71_2’\72@"')(2%%"'_%@:
1 1
X1+§X2§71+ 5)(1"'5)(2%72
y
C = gx1+5x2
3 1
G = _§X1+§X2
0 hien

02 1 002 10

5']]3(1[

05 52 05 50

02 10 3 02 C
. 05 smM3rC_O%C
(X)BZZD53 ‘;’ 4E:D‘Ei3E
F= = =L
U 5 50 U 5L

03C__ 00 moC

" R

13_ _ 200 13Fx1C

%5 YT e 5 ol

I
At <
+

5|
anininin

5
02 1C
La matriz A = 553 E[recibe el nombre de matriz de transicion de B; aB,, y se ha
- =L
05 5C

mostrado que (X) g = A(X)sg, -

Procedimiento para hallar la matriz detransicion dela base anénica
alabase B, ={V,, V,,..., V,;}

1. Escribir lamatriz C cuyas columnas n vy, V,, ..., V,

2. Calcular C 1. Estaes la matriz de transicion requerida.
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Rango de una matriz
Dada una matriz A=(a;;) con a; [JK, se llama:

Rango de las filas de la matriz el rango de los vedores filas de la matriz, o € mayor

nimero de vedores fila que son linedmente independientes.

Rango de las columnas de la matriz el rango de los vedores columnas, o e mayor

nimero de vedores columna gque son linealmente independientes.

Para auialquier matriz, €l rango de sus filas es igual al rango de sus columnas y se llama

rango de la matriz.

Propaosicion Una matriz cuadrada de orden n esregular si, y solo s, su rango esn.

Operaciones elementales en una matriz:

Las operaciones en un sistema de vectores { uy, Us. ...,Un}

a) Permuta entre si dos vedores cualesguiera.

b) Sustituir uno de dlos por e mismo mas una wmbinacion lineal de los restantes
Ui - U+ a Uit ...+ U, (o= escdares)

¢) Multiplicar uno de ellos por un escalar.

Se llaman operaciones elementales, y el sistema obtenido al realizarlas es equivalente

al primero.

Si se efectlan estas operadones en las filas (0 columnas) de una matriz se obtendréa otra

con el mismo rango.

Calculo del rango de una matriz:
Existen distintos procedimientos, entre dlos:

1) Calculandose el maximo numero de filas (o columnas) independientes mediante la
propia definicion de sistema libre o ligado de vedores.

2) Mediante transformaciones elementales en las filas (0 columnas) de la matriz
eligiendo un 1 en la matriz y haciendo ceo los elementos de su misma fila o
columna.

Ejemplo:
Calcular €l rango de las matrices:

Hl -3 2 1 5

3 -2
m1 5 1 2 -3

a A=2 4 Or; b B=

) ASL2 G b O, 2 -3 4 -6t

® 5 2t E~462—3—2E

mediante operadones elementales:
3 _ZE
a Mariz A= 2 4 0

B 5 2r

Se procedera utilizando los vectores fila de la matriz. Se elige el elemento a;;=1, y

se intentan hace O los elementos de la misma olumna que son az;=2y el az;=3.

Para hace 0 el ay; se sustituye la 22 fila por ella misma menos 2 veces la primera.

Para hace 0 el az; se sustituye la 32 fila por ella misma menos 3 veces la primera.
3 - ZE

Quedara (0 -2 4

D -a 8l

En la segunda fila se €elige el elemento ax=-2 y se hace 1 dividiendo por -2 la
segunda fila. Quedar&:
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33 -2
M 1 -2rC
D -a 8l

El elemento as,=-4 se hace0 sustituyendo la 3?2 fila por ella misma mas 4 veces

la segunda.
Se ohtiene
H 3 %
M0 1 -2C

P o of

y se ve claramente que el r(A)=2 (por hacese O latercerafila completa).
b) Eligiendo el elemento a;3=1 y hadendo ceos los elementos de la @lumna
primera.

Se sugtituye: 28filapor 22fila +12fila

Ffilapor Ffila— 2(12fila)

42 filapor 42fila+ 4.(12filq)
Queda:

-3 2 5

1
™ 2 3 3 2rC
2
1

8 -7 —16L
-6 10

18 E

Se elige dora el elemento ax=2 y se hacen ceo los elementos de la 22 columna
situados debajo.
Se sugtituye: Ffilapor Ffila— 4.(22fila)
42 filapor 42fila +3.(22filq)
Queda:
-3 2 1 5

™ 2 3 3 2¢
0 -19 -10 -24L
0 19 10 24 E

Las dos ultimas filas on iguales y a eliminarle la dltima, €l rango de la que se
obtiene es 3. Luego
r(B)=3.

3) Mediante determinantes. El célculo de determinantes ofrece una témica muy
operativa para hallar el rango de una matriz. (véase Pagina 27, Capitulo 3)
Célculo dela matriz inversa mediante transformaciones elementales.
Puede @lcularse la matriz inversa de una matriz dada A:
Se ecribe la matriz Ay a su derecha la matriz unidad |, con lo que se obtiene la matriz
[A]l] de doble nimero de columnas y en ella se redizan sucesivas operaciones
elementales bre sus filas hasta cnseguir la matriz [1, B] (transforman A en la unidad
). Lamatriz B seralainversade A.
Método e Gauss

SeaA = (aIj ) una matriz cuadrada de orden n. Para clcular la matriz inversa de A, que

denotaremos como A-1, seguiremos los siguientes pasos:
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Paso 1. Construir lamatrizn x2n M = (Ail ) esto es, A estaen lamitad izquierda de M
y lamatriz identidad | en la derecha.

Paso 2. Se dgatal y como estala primera fila de M, y debajo del primer término de la
diagonal principal, aj1, que llamaremos pivote, ponemos ceros. Luego se opera mmo

seindicaen el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Consideremos una matriz 3 x 3 arbitraria
1 Fz Az

A=lan dz 8

qy Az f

Paso 1.
11 diz &1 100
M=[A § N=]ay 8 ax» 01 0] ~
Gy Har Aan a o1
Paso 2.
a1 &1z &1 ; 1 0 a
U &pdg - a@n®z &nde ~@ads | anl-anl apl-anl ay0-ay0
U apazp -ande andm - @ndn | anl-axnl apl-ayl ayl- a0

El siguiente paso esigual que el anterior, pero esta vez se mge como pivote & segundo
término de la diagonal principal. Al llegar al dltimo término de la diagonal, se procede
igual que antes, pero poniendo los ceros encima del nuevo pivote. Se observa que al
coger como pivote d ultimo término de la diagonal, la matriz A se transforma en una
matriz triangular.

Una vez realizados todos los pasos, la mitad izquierda de la matriz M se @nvierte en
una matriz diagonal. En este momento hay que proceder a transformar, si es que no lo
esta, la mitad izquierda en la matriz identidad, dividiendo si fuera necesario las filas de
M por un escalar.
Ejemplo:
Supongamos gue queremos encontrar la inversade

1T 0 2
A=l2 -1 3|

4 18

Primero construimos lamatriz M = (A1),

1T 0 2 10 0) 1 a 2 1 a a
M=z -1 3 :+0 10| ~ |0 -1-2.0 3-2-2 ¢ 0-21-2.0 0O
4 183 oo 0 1-4.0 8-4-2 ¢ 0-4 a 1-0
f1 0 2+ 10 0
~|0 -1 -1 i -2 1 0], luego se coge como pivote gz = -1,
a1 o0 -40 7
10 2 1 0 0
~l0 -1 -1 E -2 1 a
0 0 0-{1 i 4-(-2) 0-1 -1-0
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10
~10 -1
o o

N o

P
P2
P B

L Lo

a
ol~
-1

La mitad izquierda de M esta en forma triangular, por consiguiente, A es invertible. Si
hubiera quedado toda una fila @n ceros en la mitad A de M, la operacion habria
terminado (A no es invertible). A continuadon, cogemos como pivote ag3, ponemos
ceaos encimade éte y seguimos operando hasta que nos quede una matriz diagonal.

1o o122
~|0 -1 o0 4 0 -1
o o1y B -1 -

Ya que la matriz colocada en la mitad izquierda es diagonal, no hay que operar mas.
Transformamos la matriz diagonal en una matriz identidad; para ello hay que dividir la
segunda filaentre -1:

Too0 -1 2 2
~|0 1 0 ¢+ -4 0 1]

oo 1 B -1 -1

La matriz que ha quedado en la mitad derecha de M es predsamente la matriz inversa de
A

-1 2 2
At=l-4 0 1]
E -1 -1

Para comprobar si el resultado es correcto, se procede amultiplicar AA'l, teniendo que
dar como resultado la matriz identidad I.

Comprobecion:

1
AA =1|
10 2 -1 2 2 =11 +0+12 2+0-2  2+0-2
2 -1 3 -4 0 1)=]-22+4+18 4+0-3 4-1-3]=
4 1 8 B -1 -1 -44 -4 +45 B+0-8 §+1-8
100
=10 1 op=i
o o1

Utilizacion del M éodo de Gausspara resolver sistemas de ewaciones lineales
Ege proceso seilustra en el siguiente gjemplo.

Ejemplo: Sea ¢ sistema,

¥ + 2y + z = 3
dx o+ By -z = -4
dx - 2y - =z 2

su matriz ampliada asociada es
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X ¥y oz
12 1 3
2086 1 0 4]

3 -2 -1 02

Ahora resolvemos por € méodo de Gauss sbiendo que la primera @lumna
corresponde alos coeficientes de lax, lasegunda alosde lay, latercera alosdelazy la
cuarta alos términos independientes:

X ¥ Z X oy Z Xy z

1 2 1 & 3 1 2 1 1 2 3
2 5 -1 ¢ -4 o 1 -3 ¢ - III1— -m”
3 -2 -1 1 2 0 -8 -4 00 -2 @ -84

z Xy
1 10
-3 o1
a o 1 oo

De este modo, el sistematiene la solucion Unica
Xx=2,y=-1,z=3.

La resolucion de sistemas de eaiaciones lineales por matrices, aplicando el método de
Gaussu atros, es una de las multiples apli caciones que tienen éstas.

Ejercicio: resolucion de sistemas de eaiaciones lineales por matrices

Hallar el valor de X, y, z t en los siguientes sistemas de ewaciones linedes aplicando
meatrices:

o S
N N

o T e BN
® o L om=
R e B e B
R e B e B

g x+ y-2z+4t=45 B ox+ y- 2z+3t=4
2+ 2y -3z + =13 2%+ 3y - 3z 4+ =3
dx + 3y -4z - 2t =1 Bx + 7y +4dz+ t=48

a) Lamatriz M asociada al sisstema de ewiaciones es.

¥ ¥z ot X ¥z t
124 A 1T 1 -2 4 5
M= 223 1:3 oo 1 -7 -7

33 -4 -2 i1 oo 2 -14 @ -14

La tercera fila se suprime, puesto que es multiplo de la segunda y resultaria una fila
nula. Asi, el sistema queda formado por dos eauaciones con cuatro incognitas:

¥ ¥z t
T 1 -2 4 5
oo 1 -7 i

oo 2 -14  -14
La solucion del sistema e compatible e indeterminado, esto es, tiene infinitas
soluciones.
X=-9-y+ 10t
z=T7t-7 6 (-9-y+10t,y, 7t-7,1).
Dependiendo de qué valores ® escojan paray Y t, salen distintos resultados. Asi, paray
= t = 0 tendremos la solucion del sistema
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x=-9,y=0,z=-7,t=0.
b) Lamatriz M asociada al sistema de eaaciones es.

PENT ] x ¥ oz
12 3 g 11 -2 3 & 4
=l23 3 24 3|01 7 -7 5"

57 4 1 i85} \D 2 14 -14 i -15
x ¥z ¢ )

11 -2 3 4
“lo o1 7 7 i 5

o0 o a i -5
No hay necesidad de continuar calculando nada més, puesto gue la matriz escalonada ya
nos indica que el sissema e incompatible (Sl), es dedr, que no tiene solucidn.
Especificamente, latercerafila de la matriz escalonada wrresponde ala eaiacion
Ox+0y+0z+0t=-5
obteniendo como resultado 0 = -5, que es absurdo. Por lo tanto, dedmos que no tiene
solucion.
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Capitulo 3. Determinante de una matriz cuadrada

Conceptos previos

- ConceptodeMatriz.

- Tiposy propiedades.

Estos conceptos % han estudiado en el capitulo 2.

Concepto y propiedades
Definicion:

Sea (&) = A, una matriz cuadrada de orden n sobre un cuerpo K. Se llama
determinante de A e escalar que resulta de sumar algebraicamente n! sumandos, de tal
forma que cala sumando es el producto de n fadores siendo cada factor un elemento de
la matriz perteneciente afilay columna distinta de los restantes. Cada sumando estara
afedado del signo + 0 —, seguin que la permutacion que indicalas filas y la que indica
las columnas sean del mismo o distinto orden respedivamente. Se designa |A| .
Asi,sin=2
a; ap
aZl a22
El sumando a;;ay, esta precalido del signo + , porque las permutaciones que indican
filasy columnas: 1,1y 2,2 son del mismo orden. El sumando a;,ay; esta precadido del
signo —, porque las permutaciones ahora: 1,2y 2,1 son de distinto orden.

Sin=3

|A| = = aqi8p — apan:

a,; a, a5
Al=la,, @, ayl=
a31 a32 a33
a11822833 + Q12823831 + Q130921832 ~ Q13822831 ~ 12821833~ A11823A32

Para evitar memorizar la formula usaremos una regla mnemotécnica Vamos a alcular
el determinante de la matriz A,
P ° %

# -1 0
19 of

se ecribirén las tres primeras filas igual que estan, y debajo se repetiran la primeray la
segunda, de la siguiente manera:

B 0 oC
% -1 o
oC
C

A 9

% 0 OC
H -1 OF

Luego se multiplican entre si los nimeros de la diagonal del 3 (3.-1.0 mas grandes), los

de ladiagonal paralela inferior (4.9.0), y los de la inferior a esta (1.0.0), sumandose los
tres productos obtenidos. Se hacelo mismo con las tres diagonales seaundarias (la que
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empieza en el 0 del vértice superior derecho y las dos paraelas por debgo), y el
resultado se resta del obtenido anteriormente. Es dedr:
[3.(-1).0+4.9.0+1.0.0]-[0.(-1).1+0.9.3+0.0.4] =0
El resultado de este determinante es: 0.
Conseauencias:
» El determinante de una matriz unidad es siempre d elemento unidad del
cuerpo a gque pertenecen los elementos de la matriz. |I| = 1
» El determinante de una matriz diagonal es el producto de los elementos de la
diagonal.
» El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la
diagonal.

Propiedades.
a) El determinante de una matriz cuadrada A es igual a determinante de su

traspuesta

b) Si se permutan entre s dos lineas (filas 0 columnas) paralelas, el determinante
cambia de signo.

¢) Si enunalinea, se multiplican todos los elementos por un mismo escalar a, €l
determinante queda multiplicado por a.

d) Si en una matriz se expresa una de sus lineas como suma de dos nuevas, €l
determinante es igual a la suma de los dos determinantes que se obtienen de
sustituir la lineapor cada una de las lineas simandos.

a, .. ath a, lag - a | |ja, . b a,
A e a2+b2 A :au o @ a2n+a21 bz An

a‘nl e an +bn ann aﬂl " an ann aﬂl " bn ann

€) El determinante de una matriz cuadrada es nulo si, y solo g, los vectores que
indican las filas (0 las columnas) son linealmente dependientes. En particular:

* Sj existe unalinea ontodos ceaos, € determinante es cero.

* Si existe una linea @mbinacion lineal de otras paralelas, el determinante
es cao.
» Sidosfilas o columnas n iguales, el determinante es cero.
f) Si en una matriz se sustituye una lineapor ella misma mas una cmbinacion
lineal de otras paralelas, el determinante de la matriz obtenida incide @n €l
de la primera matriz.

g) El determinante de una matriz triangular (superior o inferior) es igual al
producto de los elementos stuados en su diagonal.

Menor complementario y adjunto
M enor complementario y adjunto de un elemento:

Se llama menor complementario del elemento a; de la matriz A = (&;), de orden n,
el determinante de orden n — 1 gle resulta de diminar en A lafilai y la wlumnaj, sin

alterar las demés. Se denomina Ajj y como se deduce de la definicion no depende del
valor del elemento sino de su posicion en la matriz.
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Se llama adjunto del elemento a; al menor complementario si i +j = par, y a menor
complementario cambiado de signo si i +j = impar. Se designapor A;; y ser&

A= (D)
Propiedad Lasuma de los productos de los elementos de una linea de un determinante
por los adjuntos de una paralela, es cero.

a1Aa + aAe + ...+ anAn =0
Ejemplo: Calculo del adjunto de A.

[1 2 -1
sea d=|0 -3 2|
L2 1 &

Los cofadores de los nueve elementos de A son:
-3 2 2

17 ’ 4 S
= + = - = - = = + =
e N e B I A
"421_ 1 5 - 22_ 2 5 - 23_ 2 1_
I U I e RS I I
Mt 2T T g 2T AT g

el adjunto de A, sera
17 4 6
AdA=11 7 3

Hi -2 -3f

Por otro lado, dada una matriz de orden n su determinante es la suma de los
productos de todas las permutaciones de los coeficientes.

Dado un conjunto N={1, 2, ..., n}, una permutacion de N es una reordenacion de sus
elementos sin repetirlos ni eliminarlos.

Dada una permutacion o de N, 0={03, 0, ..., 05} una inversion es cualquier pareja
coni<j tal que g; >g;. El signo (o) dela permutadon o es:

€(0)= 1 s o tiene un nNimero par de inversiones.

€(0)=-1si o tiene un nimero impar de inversiones.

Ejemplo: Mirar las inversiones de la permutacion 0={4,2,1,5,3}.
Hay que mirar cuantos nUmeros mayores tiene cala uno delante:
1.2 (el2ye4)

2-1 (el 4)
3-2 (el5yel4d)
4.0
550
2+1+2+0+0=5 Total 5 inversiones, por tanto £(0) es negativo.

Ejercicio:
Hallar el signo del termino a2 ap1 as aus ass que gparece @ el desarrollo de un
determinante de orden cinco:
Sducion:
Consideramos la permutacion 1, 2, 3, 4, 5; que indica las filas a las que pertenecelos
elementos del producto; esta permutacion no tiene inversiones respedo a la principal,
gue &s ellamisma, luego la permutacion es par.
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Consideramos ahora la permutacion 2, 1, 4, 3, 5; que respedo de la principal tiene
dosinversiones:

la permutacion es par.
Como ambas n de la misma paridad; el signo es mas.

M enor complementario y adjunto deun menor deuna matriz
Es una generalizacion de los conceptos anteriores.

Se llama menor complementario de un menor de orden p, de una matriz cuadrada de
orden n, a determinante de orden n — p que resultade diminar en A las filas y columnas
alas que perteneceel menor.

El adjunto del menor serd d menor complementario con el mismo o distinto signo
segun que la suma de los nimeros que indican las filas y columnas que ocupa & menor
Seapar 0 impar respedivamente.

Célculo practico de determinantes
Existen varios métodos de cdculo, aparte de la definicion.

1. Mediante aplicacion celas propiedades. Consiste en aplicar reiteradamente y
de forma acetada las distintas propiedades para obtener determinantes méas
sencillos de @lcular de algunas matrices espedficas (triangular, diagonal,
etc.).

Para dlo se elige en una fila 0 columna un elemento pivote y se hagen ceros
los elementos de su misma olumna, hasta mnseguir, procediendo repetidas
veces, un determinante anocido.

2. Desarrollar por los elementos de unalinea. El determinante de una matriz A
esigual alos elementos de unalineg por sus adjuntos correspondientes.

Al = ayAgj + agAg + ... + anAn

De estaforma, sereduce a @lcular determinantes de un orden menos.

Determinante de orden arbitrario

SeaA = (a_) unamatriz de orden arbitrario n x n (siendo n un nimero par). Para

calcular el det (A) se procede de la siguiente manera:

Sy @, ... &
(AT 1
s & 2 Bz o Rup Fz o B
A o Fag | _
_311 P F— - = 321
A .. & e ... &
B4 A ... Fpm o o
Hz - g
@ F2 ... Frg |

Los signos € van alternando segun la posicion que ocupen las entradas del
determinante. Es decir:
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+ -+ -
-+ -+
+ -+ -

Ejemplo:

i 2 0 -1

Calcular el determinante de 4 = [ [

-2 0 1

o 1 -3 2

Si observamos la matriz, podemos ver que en la tercera columna hay dos ceros.
Asi pues, si cogemos las entradas de la tercra @lumna para lcular el
determinante, nos ahorraremos calcular dos determinantes, ya que el producto de
un determinante por cero es cero.

302 - 302 -1
det(dy = -1 |4 -2 1|-(-31 5 0|=-1(-12+0-4-16-3) +
o 1 2 4 -2 1

+3(15+0+2+20-2-0) = -1(-35) + 3(35) = 35+ 105= 140

3. Desarrollar por los menores de un conjunto de lineas paralelas (Regla de
Laplace. El determinante de una matriz cuadrada A de orden n, esigual a la
suma de todos los productos posibles de los menores de orden p (p < n) que
se pueden formar con p filas (0o columnas) prefijadas, por sus
correspondientes adjuntos.

Determinante de Vandermonde
Se denomina asi al siguiente determinante:

1 1 1

8 qQ a,

Dy =2 a . a
at at .. oat

y su valor es. D, = ” (@; —&), (donde |_| significa“producto”).
T>i

Ejemplo: Resolver € determinarte A, y generalizar la expresion paa Ax:

1 1 1 ..+ 1

1 1 1 a a a a

A= |2 : d ; A= |l ai ag a’

aZ b2 CZ d2 1 ; .2 ; .n

a® b ¢ d 'n -n :n :n

Q a a4 a,

SOLUCION
Calculo de Az

Tomamos a;;=1 como pivote yhacemos ceros los restantes elementos de la primera
columna. Para €ell o se sustituye
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22filapor 22fila—a.(12fila)
22filapor 3fila—a.(22fila)
28filapor 42fila—a.(32fila)
1 1 1 1
0 b-a c-a d-a
0 b’-ba c*-ca d’-da
0 b’-b*a c¢*-c’a d®-d®a
Sacando(b - a) dela 12columna, (c—a) dela 22y (d —a) dela 3*

b-a c-a d-a
=|b(b-a) c(c-a) d(d-a)
b’(b-a) c’*(c-a) d?(d-a)

Ay

1 1 1
A=(b-a)(c-ad-alb c d
b> ¢® d?

Procadiendo igud en e determinante (que & As), es dedr, tomando e a;;=1 como
pivote yhaciendo ceros los elementos restantes de la 12 columna

1 1 1
A=(b-a)c-a[d-a)jo c-b d-b|=
0 c?-cb d?-d
c-b d-b|_

c(c-b) d(d-h)

:m—@m—@m—am—ww—bﬁ ﬂ:
=(b - §(c—a)(d - A(c - d)(d - B(d—0)

En el caso de A, sera:
A=(@—a)(a—a) ... (an—a)(@—a) ... (an — &) ... (an — &n1).
Caracterizacion delas matricesregulares
Una matriz cuadrada es regular si, y solo si, su determinante es distinto de cero. Es
decir, dada una matriz cuadrada de orden n:
AOM,; Aregular = |A|20
En caso contrario sedicesingular.

=(b-3(c-a)(d-9

Matriz Inversa

Célculo dela matrizinversa mediante determinantes
SeaA unamatriz regular (JA| # 0). LIamando:

A= Matriz ajunta de A (matriz que resulta de sustituir en A cada demento por su
adjunto).
Se verifica

A—l - ﬁ (K)t
Esta férmula ofrece los pasos a seguir para clcular la matriz inversa de una matriz
cuadrada regular A:
Se @lculalamatriz adjunta de A.
Se halla latraspuesta de la matriz adjunta.

Se @lculael determinante de A.
Se divide cala elemento delamatriz A" por el valor |A].
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ADVERTENCIA

Algunos autores denominan matriz adjunta ala traspuesta de la matriz que resulta de
sustituir cada elemento de la matriz por su adjunto, con lo cual en esta formula,
resultaria la matriz inversa igual al cociente de la matriz adjunta por e determinante de
la matriz.

Ejemplos. Calculo de la matriz inversa
Calcular, por la propiedad anterior, lainversa de las siguientes matrices:

a) Primero hallaremos el determinante de la matriz A:

1

det 4 =
® ‘24

‘= 0; cormo el determinante es cero, no existe la nversa de la matriz A

detB=E '51‘:15 +2=17.

El siguiente paso es hallar el adjunto de la matriz B y su traspuesta, asi pues, los
cofadores de los cuatro elementos de B son:

B11=5 B12=-2
B21=1 Bpp=3
y €l adjunto de B, y su traspuesto seran:

oo ol 3

1By

Aplicando la propiedad: B‘lzIBI

23 % )

b) Empezaemos por hallar el det A,

1 -3 2
detd=[2 & 0O |=-10-4-12=-26
o -1 -2

Los cofadores de los nueve elementos de A son:
5 0 ]
-1 -2 -2

2 4

A= 0 -1

=4 Ay

2
=10 ’ﬂ"z:_lil = -2
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-3 2 q 5 1 -3 ’
= - = - + = = _ -
e S L I T el T

’431_ 5 0 - ’432_ 210 - 3T 2 5 -

Latraspuesta de la matriz de los cofadores anteriores proporciona el adjunto traspuesto
de A:

-10 -8 -10
adjd=| 4 -2 4]
211

Aplicando la propiedad de la matriz inversa obtenemos A-1:

1 | -10 -8 -10
,q—‘:miadj,quﬁ _; —? 1:{,1 = simplificando,

513 443 513
At=l-213 1H3 0 =243
M3 -126 -11/25

Rango de una Matriz
Definicion:

El rango de una matriz es el mayor de los 6rdenes de sus menores no nulos.
Rango de una matriz mediante determinantes

Esta definicion permite alcular el rango de una matriz hallando todos sus menoresy
observando cual o cuales n los de mayor orden, no nulos. Para dlo es conveniente
seguir el siguiente canino que simplificard el proceso.

Primero es aconsejable observar si hay lineas iguales a otras, 0 combinacion lined de
varias paralelas. En este cao se diminan, obteniendo matrices méas simples.

Después se toma un menor de orden 2 no nulo (si esque el rango esa menos2) y sele
amplia on unafilafijay se forman los determinantes de tercer orden resultantes de
ampliar las columnas una auna. Si todos son cero el rango de la matriz es 2. Si alguno
de tercer orden es ditinto de ceo, se anplia &te de la mismaformay asi
sucesivamente.

Ejemplos:

a) Seala matriz A una matriz de orden tres. Hallar el rango (A).
1 2 -5

A=l3 B &
o -1 4

Como A es una matriz cuadrada de orden tres, como maximo el rango (A) puede valer
tres. Calcularemos primero e determinante o determinantes de las sibmatrices de orden
dosde A. Asi pues

‘12

1 & ‘=E—E=EI.
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Ya que €l resultado es cero, probaremos con todas las suibmatrices de A hasta encontrar
una ayo determinante no sea ceo. Si no encontramos ninguna, el rango (A) = 1.
1 -5

3 2 =2-(-15]=2+15=17 2 0.

Puesto que € resultado de cdcular el determinante de esta submatriz de A no es nulo,
podemos afirmar de momento que € rango (A) = 2.

Afadimos ahora una wlumnay unafila méas paraver si el rango puede ser tres.

1 2 -5
3 0B 2 (=24+0+15-0-24+2=17 20
a -1 4

Dado que el determinante de A no esnulo y asu vez es de orden tres, € rango

(A)=3.

No necesariamente para poder cdcular el rango de una matriz, ésta tiene que ser
cuadrada. Asi, en el siguiente gjemplo:

b) Calcular el rango de la matriz B de orden 3 x 4.

1 -2 1 0
g=|2 -4 2 -1
1 11 3
e PR I B S
2 4| oz o2 o
R ORI
2 1|7 '

Como hay una determinante de orden dos no nulo, € rango de la matriz B es mayor o
igual que 2. Calculamos a @mntinuaddn los determinantes de orden superior:

2 4 2|=-4-4+2+4+4-2=0

Probamos con un segundo determinante de orden tres:

1 -2 0
2 -4 -1 [=-12+2+0+0+12+1=320.
1T 1 3

Asi pues, como hay un determinante de orden tres que no es nulo, € rango (B) = 3. Un
rango mayor que 3 no se puede hallar, ya que no se puede formar un determinante de
orden 4. Reauérdese que para poder cdcular el determinante de una matriz o de una
submatriz, éstas tienen que ser cuadradas.

Aplicaciones de los determinantes

En el tema de matrices y su aplicacion a los sistemas de eaaciones lineales, se vio
como resolverlas mediante d teorema de Gauss (pagna 18 capitulo 2). Con los
determinantes, y aplicando la regla de Cramer, veremos otra manera de lcular los
sistemas de ewaciones linedes
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Deter minante de la matriz producto de otras dos
El determinante de la matriz producto de dos matrices cuadradas es igual a producto
de los determinantes de las matrices fadores.

IA-BI=|Al- B

Consecuencia:
Rerdando que |A| = |A| se verifica:
A-B|=|Al-B|= IA]-[B|=|A"- B
Es decir, e determinante del producto de dos matrices es igual a del producto de sus

traspuestas.
Regla de Cramer

Los pasos a seguir para clcular los sistemas de eaiaciones sgun la regla de Cramer
son los siguientes:

1. Hallar la matriz ampliada (A b) asociada a sistema de eaaciones, esto es. que la
primera @lumna eté formada por las entradas de los coeficientes de la primera
incognita de las eauaciones; que la segunda @lumna la formen las de la segunda
incognita, y asi hasta llegar a la Ultima wlumna, que estara constituida por las entradas
de los términos independientes de las eauaciones.

2. Calcular el determinante de A.
3. Aplicar lareglade Cramer, que mnsiste an:
a) ir sustituyendo la primera wlumna del det (A) por los términos independientes;

b) dividir el resultado de este determinante entre d det (A) para hallar el valor de la
primeraincognita;

¢) continuar sustituyendo los términos independientes en las distintas columnas para
hallar el resto de las incognitas.

Ejemplo:
Seael sistemade eaiaciones lineales formado por dos eauaciones con dos incognitas:
3x - 2y =1}

x+hy=73

Encontrar €l valor de x e y mediante la regla de Cramer. Empezaemos con el primer
paso, que @nsiste en hallar la matriz ampliada (A b) asociada al sistema de ewaciones
lineales:

® ¥ b

3 -2 i
Hb= .
{1 5 3]

El segundo paso es calcular el determinante de A. Asi pues.

det(a) =7 T |=15e2:217
= = + =
etfd)=| | -
Y el tercero y Ultimo paso consiste en calcular las incognitas:
by x kb
1 -2 31
3 -5 5+6 N 1 3 9-1_ 8
X: = :__ y:—:_:__
17 17 17 17 17 7

[Error en x, valor dex= (-5+6)/17=1/17].
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Polinomio caracteristico
Consideremos una matriz n-cuadrada abitraria

o R oo A
A= . Bap o Fap
4 Hgp o0&

Lamatriz (A - A-l,), donde |, es la matriz identidad n-cuadrada 'y A un escalar
indeterminado, se denomina matriz caaderisticade A:

ap-h @y o A,
a o =N L a
W I T P

Su determinante, det (A- A-l,) , que esun polinomio en A, redbe el nombre de
polinomio caaderistico de A. Asimismo, llamamos a

det (A-A,) =0
eauacion caracteristica de A.
Ejemplo:

Hallar la matriz caaderisticay el polinomio caaderistico de la matriz A:

a1 2
2z oo
Lamatriz caaderisticasera (A - A-l). Luego:

1-h -2
[A-.'-'-.-I,.,]l=[ 5 D—h]

y €l polinomio caraderistico,
1- 4 -2

= - - = 2_
. (1- W0- &) +4 = 22 - A + 4.

detid - &ln)

Asi pues, €l polinomio caradteristico esh 2- A + 4.

Valores propiosy vedores propios

SeaA una matriz n-cuadrada sobre un cuerpo K. Un escalar A 0 K" se denomina un
valor propio de A s existe un vedor (columna) no nulo v O K" parael que

Av =Av

Todo vedor que satisfaga esta relacion se llama vedor propio de A perteneciente al

valor propio A. Los términos valor caraderistico y vector caracteristico (o autovalor y
autovedor) se utilizan con freauencia en lugar de valor propio y vector propio.

Ejemplo:
Sea

1 2
A= [3 2] cyseanvy = (23) yve = (1,-1). Entonces

=3 0= (2] - ) -
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y

s I+ ()

Asi pues, v1 Y vo son vedores propios de A pertenecientes, respedivamente, alos
valores propiosA1 =4y Ao =-1 de A
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