TEMA 3. FORMAS MULTILINEALES Y BILINEALES

1. APLICACIONES BILINEALES

Las aplicaciones bilineales son aquellas en las que se combinan tres espacios
vectoriales; dos como producto y uno en la imagen de la aplicacion.

Sean los espacios vectoriales V,, V, y V, sobre el cuerpo de los reales K.

Sea ademas la funcion f:V; XV, - V; una aplicacién lineal tal que:

f es aplicacion bilineal = f(}f( tW’U) =M (Kf) i (}7’9)
f (7,\d +ub) =Af (Vd) +uf (V,b)
R, 0 KO X§V \J &b,i V,
¢ Ejemplo:
f:R*xR? _ R?
XOR® & (X,X,,X;)
yOR® ¥ (v1,Y,)

f(X,Y) = (X +Y:, % —Y,)

Ejercicio: Comprobar que la funcién anterior es una aplicacién bilineal.

Sea V un espacio vectorial sobre K. Llamamos forma bilineal a cualquier
aplicacion bilineal del tipo: f:V xV - K.

Por lo tanto, sean dos vectores X,y [JV, suimagen f (X,y) O K.
* Ejemplo:

f:R*xR? - R

X =(X;,X,)

y=(Y,)

f(X.¥) =2xy; +X,,
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Las formas lineales también pueden relacionarse con las matrices:

f:.VvxvV o K

B={€,,...,€,} es base de V
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Ejercicio: Escribir la matriz respecto de la base canénica.

Con respecto a la matriz X, se utiliza su traspuesta.

El resultado puede expresarse como:

f(X,y)= X' [ALY

Con lo que la matriz asociada es:

A= M(f,B)

Esto es cierto, pues la imagen f (X,Y) es un escalar, al igual que el otro término: la
matriz A es cuadrada, que multiplicada por la matriz columna Y da lugar a otra matriz
columna, la que a su vez multiplicada por la matriz fila X', origina un escalar.

Considerando otra base B'={U, ..., U, }.

Los vectores X e Y tendran una representacion diferente (X' e Y’, respectivamente),
junto con otra matriz asociada: A'= M(f,B").

La matriz de cambio de base P se puede encontrar igualando los escalares de la
imagen:

f(X,y)=1(X,y) - X'TALY = X" AN
Como X =PX'eY=PL"

(PIX")' [ACPLY
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La traspuesta de un producto es el producto de las traspuestas, pero cambiado de
orden:

X'P'APY'= X" AN
Resultando:

P'[A[P=A

e Se dice que una forma bilineal es simétrica si al cambiar el orden de los
argumentos el resultado no cambia.

f(X,¥)=1(¥.X)

e Se dice que una forma bilineal es definida positiva si:

f(X,X)>0 X V/% O

Ejercicio: Demotrar: f (0,0)=0, f(0,X) =0y f(X,0) =0.

2. PRODUCTOESCALAR

El producto escalar es un caso particular de las formas multilineales.

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales o complejos K, llamamos
producto escalar a cualquier forma bilineal simétrica y definida positiva.

Se utiliza la siguiente notacién:
«V xV 5 K

Las condiciones son:
a) Que sea forma bilineal

(AX, +uX,) ¥ =A(X, ) +u(X; )

X LAY, +HY,) =A(X 0)) +u(X ;)

(no es necesario demostrar la segunda igualdad si se ha demostrado que es simétrica)
b) Que sea simétrica

X =yX
¢) Que sea definida positiva

XX=0 O V/ZX 0
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* Ejemplo:
En R? sobre R, se definen algunos productos escalares como:
«R*xR* - R
(X, %) Y1 o) =% Y, +%, Y,

011R2><R2 - R
(X, %) LYy, Y2) = 3% Iy, +% Iy, +X, Iy, +5%, [Y,

Cuando en un espacio vectorial se fija un producto escalar, se dice que es un
espacio euclideo, y se representa por (V,*).

En un espacio euclideo se puede hablar de la norma de un vector:

IX| = vx X

Algunas propiedades de la norma son:
- [x]z0 OO Vv
- [%l=0<%x=0

(estas dos son consecuencia de estar definido positivo)

+ gl <%+
SR

Un vector es unitario si su norma es la unidad: ||)?|| =1

. Vi . . 0 .
A partir de un vector X se puede encontrar su unitario X . Este vector sera el
resultado de multiplicar al original por un escalar:

X' =AX

La norma del vector X pertenece a K, al igual que su inversa, luego:

Kok =0 K
]
% % =x°
XI
Puesto que:
k) = | o) =1
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Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es 0. Graficamente, se trata
de vectores perpendiculares.

Xy =0

Sea un espacio vectorial V, un subespacio del mismo S y una base B. Es
interesante que los vectores de la misma sean ortogonales. Para ello, se calculara una
nueva base B’. Una forma de hacerlo es seguir el algoritmo de Gram-Smith.

Sea B = {X,,X,,..., X, } una base.

Su base equivalente ortogonal sera B'= {u,,u,,...,U,}.

La relacion necesaria para que sean ortogonales es la siguiente:

.
[
iy
1
Xl
il

U, y U, son ortogonales, pues U, [li, =0

Xl

uq Zmumxm &ﬁu
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. U_)—( _Xnmla_ _Xnmn—lu—
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ul Ijl]1 un—l Ijl]n—l
Expresado en forma de matrices:
@1 |}'1 e1 @ D 1|:|:|
XEV:(xl xn) ﬁ
& ... € [& .

Como la base es ortogonal, la matriz asociada estara formada Unicamente por una
diagonal principal (el resto seran ceros).
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Decimos que un conjunto de vectores es ortonormal cuando es ortogonal y todos
los vectores son unitarios.

Expresado en forma de matrices:

(&, 8, g @ Uy 0
>”(D]:(x1 xn) =
6, .. 6 I8 ﬁ
B1 o
X =(x, X,) 5o OB B X T+ X T,
0o .. g0

Ejercicio: En R?, sea la base {,,€,}, tal que & = (1,0) y &, = (11). Los vectores X e
y son (X;,X,) vy (Y;,Y,) respecto de B. El producto escalar se define como

XY = 3% Ly, +2% ¥, +2%, ¥, +X, Y.
Buscar una base B’ donde la matriz asociada al producto escalar sea la matriz

identidad.

3. FORMAS MULTILINEALES

Generalizando ahora todo lo anterior, se tiene una funcion f tal que:

n)
f:VxVx.xV oK

f es forma multilineal

o F(XLXy, o X ATV, Xy, X)) SAE (X X UL K e, X)) FRE (X XV X0 X))

Se dice que una forma multilineal es simétrica si al cambiar el orden entre dos de
sus argumentos la funciéon no cambia.

F(RyyeorUyoees Vo X0 ) = F(Rpyees Voo Uy oy X

Se dice que una forma multilineal es antisimétrica si al cambiar el orden entre dos
de sus argumentos, la funcién cambia de signo.

—

F(Ryyeoir Uy Voo X, ) = = F (Ryy oo Vo Gy, X))
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Se dice que una forma multilineal es alternada si cuando dos argumentos coinciden
la imagen es cero.

f(Xyyeoer Uyl X,) =0

Una forma es alternada < es antisimétrica
Demostracion:
o Demostracion de [

Como es alternada:

0= (Ryyores Uy Oy B ) F (Koo By Vo %)+ F (R Uy Uy K) +F (R0 V07,0, K,)

Luego es alternada.

Ejercicio: Demostrar la implicacién en el otro sentido [

4. DETERMINANTES

El determinante es una particularidad de la forma multilineal.

Sea el espacio vectorial V sobre el cuerpo K.

Sea B ={€,,...,€,} unabase de V.

El determinante es la Unica forma multilineal alterada que cumple lo siguiente:

n)
det:V x..xV 5 K

det(e,,...,€,) =1

* Ejemplo:
Considerando R? sobre K.
Sea B = {€,,€,} una base de R tal que €, = (1,0) y €, = (-11).

det:R? xR?* - R, donde det(€,,€,) =1
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X=X, [6 +x, [,
Considerando dos vectores: _

y=y, [E +y, [&
det(X,y) = det(x, [&, +x, [6,,y, [6, +V, [§,) =
=X, ldet(e,,y, (&, +vy, [6,) +X, [det(€,,y, 6 +y, [6,) =
= x, Qy, [det(8,,&,) +y, Met(g,,&,)] +x,][y, [Met(, &) +y, Met(,,&,)
En esta expresion:

det(€,,€,;) =0 (por ser alternada)

det(€,,€,) =1 (por ser los vectores de la base)
det(€,,€,) = —1 (por ser antisimétrica)
det(€,,€,) = 0 (por ser alternada)

Quedando que:

det(X,y) =x, ¥, = x, ¥,

En el caso de que se trate de mas vectores, los diferentes resultados tendran un
signo que dependera del orden de los subindices.

det(, ,&, ,.-..€, ) = (-1

AR

Para su estudio se utilizan permutaciones. Los subindices van desde el 1 hasta el
propio N.

a 2 .. nQO

o0, .00

Una de las permutaciones posibles es la identidad:
1 2 .. nQ
12 .. nf

Se llama inversién de una permutacion a la operacion de intercambiar dos
elementos de la fila inferior.

Se llama signo de una permutacién a (—1)*, donde X es el nimero de inversiones
que se necesitan realizar para transformar la identidad en la permutacién dada.

* Ejemplo:
1 2 3 40
Calcular el signo de la permutacion % 3 1 2%
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1 2 3 400 2 3 400 2 3 400 2 3 40

@3125&3425&2438&2345

3 inversiones, luego el signo es negativo: (—1)°
* Ejemplo:

3 .
En R®, se escriben los vectores:

X = X,€ +X,,€, +X;,€;
V:xé+xé+xé
Z = X136, + X556, +X55€,

Para calcular el determinante resultante, se van escribiendo todas Ilas
permutaciones posibles, para asi poder conocer el signo de cada combinacién:

1 2 303 2 300 2 30

H 2 g 1 sHH 3 2H%

det(X, Y, Z) = X,y X, X553 det(€;,€,,€;) + X;, X, X, det(€, , €, €;) +...
det(X, Y,Z) = X;3 X Xg5 = X5 Xpy Xaz.

El resultado seria:

EB(M 0 B(12 0 5(13 [ X1 X Xgg
det%n 2 %: Xa Xy Xy
31 3 Xa Xgpo Xy

det(i, V, Z) = X1 X Xgg T X1 X553 Xg1 T X13X00 X3y ~X11Xp3 X5y ~Xip X501 X35 ~Xi5Xp0 Xgg

Ejercicio: Comparar lo dicho hasta ahora sobre las formas multilineales con todo lo
conocido de afios anteriores sobre determinantes.

En el caso de un determinante de orden tres, la notacion antes vista es la misma
que considerar el determinante de los tres vectores (por lo general, columnas),
guedando la siguiente expresion:

X X X3
Xpg Xyp Xpa|= det((xni X1 X31)! (X121 Xz, ng), (X13 1 X3 X33)) Z (_1) X1| 2i, 3|3
Xa1 Xz X

Donde se usan las permutaciones segun:

o 2 3C

1 i, i,
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Propiedades de los determinantes

» EIl determinante de una matriz diagonal o de una matriz triangular es el
producto de los elementos de la diagonal.

Ejemplos:
4 o oOd 4 o oOd
detdl 1 OD-lElm detd 2 OD-lm[:B
3 4 0 3
matriz triangular matriz diagonal

Es decir, el determinante de una matriz que cumpla lo anterior es cero para
todas las permutaciones salvo para la permutacion identidad:

... nO

q o

» El determinante de una matriz y el de su traspuesta coinciden:

A=A

Por lo tanto, todo lo que se defina para las columnas sera aplicable también
para las filas, y viceversa. Por eso, no importa colocar los vectores en filas o en
columnas.

Se hablara entonces de lineas, refiriéndose indistintamente a filas o columnas.

» Alintercambiar dos lineas de una matriz, el determinante cambia de signo.

Esto es debido a que el determinante se ha definido como antisimétrico.

* Sidos lineas de una matriz coinciden, el determinante de la misma es cero.

Esto es debido a que el determinante se ha definido como alternado.

e Siuna de las lineas esta formada por ceros, el determinante es cero.

» Si se multiplica una linea por un escalar A el determinante queda multiplicado
por A.

e Si una linea es suma de dos 0 mas sumandos, se puede descomponer el
determinante en suma de dos o mas determinantes.

Esto es debido a que el determinante es una forma multilineal.
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« Siunalinea es combinacién lineal de las restantes, el determinante es cero.
« Al sustituir una linea A por A + )\Aj donde i # ], el determinante no cambia.

Demostracion del dltimo punto:

Sea el determinante det(A,,..., A ..., Aj e A

El determinante det(A,,..., A + )\Aj e Ay A,) puede descomponerse en
dos determinantes, por ser forma multilineal:

det(A,..., A +AA; .. A, A) =
=det(A,.... A, A A Hdet(ALLLAA AL A)

El segundo determinante tiene una linea multiplicada por un escalar, luego:

det(Ay, oo AA oy Ao A) SAAEt(A oo, Ay A, A)

det(A,..., A +AA ., A, A) =
= det( Ao Ay Ay A) HADEt(A o AL A A

El dltimo determinante es cero, pues tiene dos lineas iguales. Asi, queda
demostrado que:

det(A,,..., A +AA ., A A) Sdet(A AL, AL, A)

Ejercicio: Calcular el siguiente determinante, aplicando las propiedades anteriores:

_ B B O -
N O w NN
O r O O K
O w O L O
[ =S \C R TS R

5. MENOR COMPLEMENTARIO. ADJUNTO DE UN ELEMENTO

Se llama menor complementario de un elemento a; al determinante de la matriz

obtenida eliminando la fila i y la columna j.

Se llama adjunto de un elemento a su menor complementario, multiplicado por
(_1)'+J , Y Se representa por:

A, es adjunto de &;
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Un determinante puede descomponerse en la suma de

los adjuntos de los

elementos de una fila 0 columna, multiplicados por los propios elementos:

all a12 alk aln
a; ay, A, 2n
=ay Ay Fay Ay et Ay
anl an2 ank ann
* Ejemplo:
1 20
3 2 1 :1m_1)1+12 1 +3 m_1)2+12 0 +2 m_1)3+12
s 4 0 4 0 4 0 2 1

Los signos dependen del coeficiente (—1)i+j, y en la practica, siguen la disposicion:

Al multiplicar los elementos de una linea por los adjuntos
siempre es cero:

all alZ alk alr aln
. a a a a a
Dado el determinante | & 2 2k r n|
anl anz ank anr ann

de otra, el resultado

a, A, +ta, A, +...+a, A, seria equivalente al determinante:

all alz a1k alk a'1n
a'21 a'22 a'2 k a'2 k a'2n

=0
a'nl a'n2 e ank ank a'nn

Al multiplicar una matriz por la adjunta de su traspuesta, se obtiene:

ATAdj (A)' =|A On
AAd] (A)' =|A

Donde In es la matriz identidad.

(el desarrollo esta en la pagina siguiente)
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A Adj (A)! |AlOn

Por lo tanto, operando en la expresién anterior:
AAdj (A)' =|A On

1
A [Adj (A)' =1In
H‘W i (A)
como ACA™ = In, queda que:

1
—IAdj (A) = A

Con la que se puede calcular la inversa de una matriz. Queda claro que para que
una matriz admita inversa, su determinante ha de ser distinto de cero.

Otra forma de calcular la inversa de una matriz es mediante una matriz formada por
la primera junto con la identidad. Si realizando cambios se consigue desplazar la matriz
identidad de un lado al otro, el resultado seréa la matriz inversa.

Partiendo de (A | In), se trata de llegar a (In | A_l).

Propiedad: |A[B| =|A| [B|
Teorema: Una matriz A de tamafio N X N tiene inversa si, y solo si, |A| z 0.

Demostracion:

« Implicacion [
_ 4 _ Adj (A)
Es cierto, porque se puede calcular A~ = T
« Implicacion [
Partiendo de que DA™ / AOA™= In

Aplicando la propiedad anterior: | Al II]]A_1| =[Inf=1 -~ |A/#0 y |A_l| z0
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En las matrices de cambio de base siempre es posible calcular su inversa. El
determinante siempre es distinto de cero, porque los vectores que las forman son
linealmente independientes.

6. REGLADE LAPLACE

Dada una matriz A, definimos el menor, denotado como M. ! al determinante

iy ey
de la matriz obtenida a partir de A, eliminando las filas i que no pertenezcan a {i,...i, }
y las columnas j que no pertenezcan a {j;... j, }.

jab]
5

Q.
o .

11

5
A=
el

nl nn
Mil"'ir;jl"'jr
i 04,...i.}
1040 0.}
¢ Ejemplo:
1 2 0 30
glo0 3 17
Dada la matriz: m 0 1 ZD.
EO 1 2 —1%
1 2
M1,4;1,2:0 1:1

(el menor es siempre un nimero)
Se define el adjunto de dicho menor, y se representa por A como el

producto de (—1) h por el determinante de la matriz obtenida eliminando las
filas {i,...i.} y las columnas {J,... ], } (las que no se eliminaron con el menor).

1edes Jye Jr
ot et

¢ Ejemplo anterior:

31
A114;112 = (_1)l+4+1+2 I:.]\ 2‘ :5

(el adjunto es siempre un nimero)
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Regla de Laplace

Si fijamos una serie de lineas {j;... J, }:

Z Miiiii Py, = A

i

* Ejemplo: (matriz anterior)

Fijando la primera y segunda columna:

[
1 2 0 30O
O O
O 0 O
EO 0 2 %
o 1 -1

Las distintas permutaciones o posibilidades de combinacion de las filas son:

12 13 14 23 2.4 34

! 1 1 ! 1 !
12 12 12 -1 0 -1 0 00
‘—1 o‘: ‘0 o‘: ‘o 1‘: ‘o 0‘: ‘o 1‘:_ ‘0 1‘:

Calculando los adjuntos (para los menores distintos de cero):

(_1) 1+2+1+2 ﬁ _JJ - _5
31

_1\1+2+1+4

v if
0 3

g\ 1+2+2+4 —

vy ]

Se obtiene el determinante multiplicando los menores por los adjuntos:

5

|Al=20-5)+1B+(-1)B=40+ 3 =8

Ejercicio: Calcular el determinante:

P A O R
w
o
[N}
-
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