Espacios Vectoriales

Definicién 1 Llamaremos espacio vectorial sobre
un cuerpo K a un conjunto V' con dos operaciones:
una suma (4+) V x V — V (interna) y un producto
() KxV — V (externa) que verifican las siguientes
propiedades:

1. (V,+) tiene estructura de grupo abeliano.

2. La operacion externa (-) verifica:

@ N+ w) =0+ \Mdparar e Ky v,d@ €
V.

(b) AN+ )= Ao+puvpara\,uc KyvseV.
() A\uw)¥ = A(pw) para\,u e Kyv eV,

(d) 1-v=4vparav € V (siendo 1 la unidad en
K).

Representaremos por (V, 4+, -, K) al espacio vecto-
rial y llamaremos vectores a los elementos de V' y
escalares a los elementos de K.

Ejemplos:

e (R", 4+, -, R) es el espacio vectorial real n-dimensional.

e (K", 4, -, K) es el espacio vectorial n-dimensional sobre K.
e Si P es el conjunto de polinomios con coeficientes reales,
entonces (P, +.-,R) es un espacio vectorial.

e Las matrices m x n definidas sobre cualquier cuerpo K tam-
bién forman un espacio vectorial (sobre el mismo cuerpo K).

Teorema 1 En todo Espacio vectorial se tienen las
siguientes propiedades:

a)0-7=20

b)A-0=20

c) Si At = 0, entonces A = 0y/lo & = 0
d) (—1)5 = —5

e) (—\)7 = A\(=7) = —(\)

Combinacion lineal. Sera todo vector de la forma
A171 + AU + ... + Apn

donde \; e Kyv; € V.

Nota.-

e Todo vector es combinacion lineal de si mismo.

e El vector 0 es combinacién de cualquier conjunto de vec-
tores.




Dependencia e Independencia lineal

Si S = {vq1,v>,...,9n} €S un conjunto finito de
vectores (sistema de vectores) de V, diremos que
son linealmente dependientes (l.d.) si existe una
combinacion lineal de ellos

AT+ Aot 4 ... + Ay =0
con al menos un \; #= 0.

En caso de que toda la combinacién lineal igua-
lada a O implique A\{ = X = ... = A\, = 0,
decimos que los vectores son linealmente indepen-
dientes (l.i.).

Ejemplos.-

e En el e.v. de las funciones reales F(R,R) los conjuntos
de vectores {1,z,z°} y {senz,cosz} son li. En cambio
{1,sen?z, cos?z} son I.d.

e En los e.v. K", si tenemos un sistema de vectores S =
{t1, 7> ... Uy} podemos construir la matriz A formada por di-
chos vectores puestos en columna. Entonces el maximo nu-
mero de vectores independientes de S coincide con el rango

de la matriz A.
Asi en R* el conjunto de vectores

{(17 25473)7 (_27 _17 17 0)7 (37 35 373)}
1 -2 3
2 -1 3
4 1 3
3 0 3

es |.d. porque la matriz A = tiene rango 2.

Teorema 2 Sea V un e.v., entonces:
1. Si ¥ # 0, entonces {7} es ..

2. Todo sistema de vectores que contenga el 0 es
l.d.

3. Si S es un sistema de vectores l.i. y S’ C S,
entonces S’ es L.i.

4. Si S es un sistema de vectores l.d. y S C &,
entonces S’ es I.d.

5. Si S es un sistema de vectores, no todos nulos,
l.d., entonces al menos uno de los vectores se
puede expresar como combinaciéon de los res-
tantes.

6. Si S es un sistema de vectores l.i. y S U {v}
es |.d., entonces v es combinacion lineal de los
vectores de S.




Subespacios Vectoriales

Dadounev. VyW CV , W # (), diremos que es
subespacio vectorial (s.v) si verifica:

a) paracada v,w € W setiene v+ w € W .
b) paracadav € Wy X\ € Ksetene \v e W.

O equivalentemente,

M+ pw e Wparacada A\, u € Ky v,w e W

Obsérvese que {0} es s.v. (subespacio trivial). Un
s.v. W C V diremos que es subespacio propio.

Ejemplos.-

¢ SiV =R2 W = {(z,vy) | y = ma}, siendo m un nimero
real, es s.v.

eSiV =R3 W = {(z,v,2) | ax + by + cz = 0}, siendo
a, b, c nmeros reales, es s.v.

eSIiV=R2W={(z,y) | z+y =1} noess.v.

e Si V = P es el espacio vectorial de los polinomios con co-
eficientes reales, entones W = P, el conjunto de polinomios
de grado menor o igual que n es s.v.

Teorema 3 Dado un sistema de vectores S C V,
S # (0, el conjunto L(S) formado por todas sus
posibles combinaciones lineales de los vectores de
S forman un subespacio vectorial de V.

Definicion 2 A este subespacio vectorial L(S) se
le llamara subespacio generado por el conjunto de
vectores S. Si{v7,Up, ..., Un} €s dicho conjunto se
representa por L(S) = (¥1,Up,...,0n).

Definiciéon 3 Si W es un s.v. de V y S es un sis-
tema de vectores tal que L(S) = W decimos en-
tonces que S es un sistema generador de W.

Ejemplos:

eSiV=RyW = ((1,2,0,0),(0,3,—1,0)), entonces los
vectores de W son de la forma:

(III, Y, =z, t) == >\(17 2) Oa O) + ,LL(O, 37 _17 0)
donde Ay i son nimeros reales cualesquiera.

e En el e.v. P de los polinomios con coeficientes reales, los
vectores S = {1 — z,1 + z2,2z + x2} es un sistema ge-
nerador del s.v. P> de los polinomios de grado menor o igual
que 2.




Para ver esto comprobamos que cualquier polinomio de la
forma a + bx + cx? es combinacién lineal de los vectores
de S, puesto que

a+br + ca® = A1 — z) + (1 + 2%) +~(2z + 27)
nos plantea el sistema de ecuaciones

1 1 0 A a

-1 0 2 wl=10b

O 1 1 ~ c
gue es compatible.

Ademas, es evidente que cualquier polinomio de grado mayor
gue 2 no puede ser expresado como combinacion lineal de
los vectores de S.

Interseccion de subespacios

Dada una familia {V;} de susbespacios de V, la
interseccion

(Vi ={z € V| z € V; para cada i}
i
es también un subespacio vectorial de V.

Teorema 4 Si S es un sistema de vectores de V/,
entonces L(S) es la interseccién de todos los su-
bespacios vectoriales que contienen a S.

Es decir L(S) es el "menor" subespacio vectorial
gue contiene a S.

Bases y dimensién

Definicién 4 Llamaremos base de un espacio vec-
torial V' a un sistema de vectores B linealmente in-
dependiente que es un sistema generador de V, es
decir L(B) = V.

Ejemplos.-

1. Enlos e.v. K", el sistema de n vectores
{(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0)...(0,0,...,0,1)}
es una base, a la que llamaremos base candnica.

2. Enele.v. P, los polinomos {1, z,z2, ..., z"} forman una
base.

3. Los e.v. de los polinomios P admiten una base infinita
numerable {1,x,x?,..., 2", z"T1 ...}
4. En Z3 tenemos que el sistema
{(0,1,0),(0,2,3),(4,1,3)}
forma una base.

5. En el subespacio de R* siguiente
W = <(1a 2; 47 3)) (_25 _17 17 0)7 (35 3; 37 3))

una base de W estaria formada por cualesquiera dos
vectores del sistema generador.




Nos interesan especialmente los e.v. con bases fi-
nitas.

Teorema5 Si un e.v. admite una base finita con
n vectores entonces todas las bases tienen exacta-
mente n vectores.

Definicién 5 Si un e.v. tiene una base finita de n
vectores decimos que es de dimension finita . Al
ndamero natural n lo llamaremos dimension del es-
pacio. Aceptamos que el e.v. trivial {0} es el Gnico
espacio de dimensién O.

Teorema 6 Si B = {¢1,v>,...,Un} €S una base
de un espacio vectorial, cada vector ¢ del espacio
se puede expresar de forma Unica como combina-
cion lineal de los vectores de B

T = A1T1 + Aoto + . .. + Aniin

y se dice que (A1, Ao, ..., An) son las coordena-
das de ¥ respecto de la base 5.

Cambio de base

Si B :_{171,172, coyUnt Y B = {W1,Wa, ..., W0} son bgses
de un mismo e.v. V, un vector ¥ tendra coordenas distintas
respecto de cada una de las bases, asi

T = M+ Aoto & ... A (%)
U= p1W1 + powo + ... + upy

Ademas cada vector U; € B; tiene unas coordenadas res-
pecto de B, asi

U1 = a11W1 + a21Wo + ... + an1Wy
U = a12W1 + a2oWo + ... + ap2Wy
Up = Q1p,W1 + a2pW2 + . .. + appWy

gue sustituyendo en la ecuacion (x) y desarrollando se tiene

p1 = A1a11 + A2a12 + ... + A\ai,
2 = A1a21 + A2a22 + ... 4+ Apaoy,

Hn = Alan1 + A2an2 + ... + Apann
gue en forma matricial se expresa

a1l @12 ... Qin A1 1
a2 az ... a2 A2 | | m2
anl Qp2 ... GQnpp >\n MUn

donde la matriz A resultante se denomina matriz del cambio
de base de B; a Bo.

Nota.- Obsérvese que AX = g = Alp= X, de donde
A~ serd entonces la matriz del cambio de base de B> a Bj.
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Ejercicios.-

1. Fija dos bases distintas para el e.v. generado por el sis-

tema de vectores
{(17 27 47 3)> (_27 _1: 1> O)a (27 47 87 6)}

y determina, de entre los siguientes vectores, los que
pertenecen a dicho espacio y qué coordenadas tienen
respecto de cada una de las bases.

a) (2,1,4,3) b)(1,2,4,3)

C) (5547273) d) (3727_173)

. Encuentra las coordenadas del vector (3, 1, 2) sobre las
siguientes bases de Z2:

(a) Labase canonica {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
(b) Labase {(0,1,0),(0,2,3),(4,1,3)}.

. Si sabemos que un vector de R* tiene por coordenadas
(1,—1,2,0) respecto de la base
B=1{(1,1,1,1),(1,1,1,2),(1,1,2,3),(1,2,3,4)}

calcula las coordenadas del mismo vector respecto de la
base

B'={(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}.

. Si un vector de R? tiene coordenadas (2, —3) respecto
de la base {(3,—1),(0,3)}, encuentra una base en la
que tenga por coordenadas (1, 1).
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Ecuaciones cartesianas y parameétricas

En los e.v. K™ podemos representar los subespa-
cios de las siguientes dos formas:

Ecuaciones Cartesianas: Dar restricciones a las
coordenadas de los vectores del espacio para
gue pertenececan al subespacio.

Ejemplo.- Un subespacio de R* esta definido por vectores
(z,vy, z,t) definidos por las siguientes coordenadas cartesia-
nas:

r+y+2t ==z
z—y=t

Resolviendo el sistema de ecuaciones

1 1 -1 2
O -1 1 -1
nos da como subespacio

W = {(_ﬂao‘_ﬁaaaﬁ) ‘ OL,,B € R}
de donde W = ((—1,-1,0,1),(0,1,1,0)).

i

+ N
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Ecuaciones paramétricas: Expresar las coordena-
das de los vectores del subespacio en funcion
de parametros que pueden tomar cualquier va-
lor de los escalares en el cuerpo.

Ejercicio.- Las ecuaciones paramétricas del subespacio W
definidido en el ejercicio anterior son:

[
=@
@

N R
o 9
|

Suma de subespacios

Dados dos s.v. V7 y V> de V, se define

i+ Vo={v1+0|v1 €V1yvs € Va}
gue es un "nuevo" subespacio vectorial que contiene

a V7 U V5. Obsérvese gue la simple unién de su-
bespacios no es subespacio vectorial.

Ejercicio.- Dados V7 = ((1,2,—1,0),(2,0,0,—-1))y Vb =
((3,2,-1,—-1),(1,0,0,1)), determina las ecuaciones car-
tesianas y paramétricas del s.v. V7 + V5 de R4,

Definicién 6 Si V3 N Vo = {0}, a la suma de su-
bespacios la llamaremos suma directa de subespa-
cios y se representa V1 & V5.
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Teorema 7

1. Si V. y W son subespacios tales que W C V,
entonces

dimW < dimV

2. Si W1, W5 son s.v. de V, de dimension finita,
se tiene

dim(W1 —|—W2) +dim(W1ﬂW2) =dimWi;4+dim W>s

En particular

dim (W1 @ Wo) = dim Wy + dim Wh.

Ejercicios.-
e Dado el subespacio de R*

Wl = <(17 27 43 3)> (_27 _2> Oa 1)7 (37 47 43 2)>
encuentra una base para el espacio complementario W5 en
R#, es decir W1 @ W> = R,

e Si sabemos que dimW; = dimW, = dim(W1 N Wa),

¢podemos afirmar que Wy = W5?
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