Fundamentos Matemaéticos de la Informética II
Ejercicios
Hoja 4 - Espacios vectoriales

Sea RT el conjunto de los ntimeros reales positivos. Probar que (Rt , x,1), con * : Rt x Rt — RT; u*v = uv
es un R-espacio vectorial con la ley de composicién externa - : R x Rt — RT; \-v = 0.

Sea n un entero positivo. Determinar si V' es un subespacio vectorial de R" en cada uno de los
siguientes casos:

a) V={(a,...,a,) : a; >0} ) V={(ar,...,an) : Y a; =1}
b) V={(a1,.--,an) : Y} a; =0} d) V={(a,...,an) : méx{|a;|}", <1}

Determinar en cada uno de los siguientes casos si el vector v pertenece al subespacio vectorial de
R? generado por F.

a) v=(52,-3), F={(1,1,-1),(2,-1,0)} c) v=(-1,2,1),F ={(1,1,-1),(2,-1,0),(3,0,—-1)}
b) v=(-2,0,-1), F={(1,1,-1),(2,-1,0)0} d) v=(-1,-1,-1),F ={(1,1,-1),(2,-1,0),(3,0,-1)}

Considérense los subespacios U = V{(1,-1,0,1),(0,3,0,4)},V = V{(2,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,1)}
y W= V{(l,O, _17 2)7 (_13 170; 1)7 (2527 _4a 10)} de R4‘

Calcular una expresiéon paramétrica para los vectores y un sistema generador de los siguientes
subespacios:

a) UNV c) Vnw e) UnW 9) unvnw
by U+V d V+W f) U+W hy U+V+W

Calcular una sistema generador de los siguientes subespacios vectoriales.

a) V={(A+2u+30,\—p,-A—0) : \u6cR} CRS.

by W={A+0,A—2u+6,-A—p+0) : \,u,0 e R} CR®

) U=s{A+p+2022—pu+0,u+0,2+0) : \pu,6 cR} CR!
d) X={A+p—0A—pu+01A+p+6) : \u0eR} CR

Determinar si los vectores (5,—1,—1) y (0,0, —1) pertenecen a V.

Determinar si los siguientes conjuntos de vectores constituyen un sistema libre. En caso negativo,
eliminar algiin/os vector/es de manera que es sistema resultante genere el mismo subespacio y sf sea
libre.

a) {123,.’E - 27'7:4 - 1} g ]R['Z.] C) {(_1707 1)7 (17070)7 (0707 _2)} g Rs
b) {222 —1,—2%+2,—5} C Ry[q] d) {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(1,0,0,1)} C R4

Calcular una base del subespacio que generan las siguientes familias de vectores.
0,) {(17272)7(27172)7(27271)}gR3 C) {(2727_170)7(171727_1)7(1727_27 1)}g R4
b) {(1,4,1+1),(1,0,0),(2i,1,1—4)} CC? d) {3,6,1,0),(1,0,-1,2),(2,3,0,1)} C R*

Probar que el sistema F' es libre y completarlo hasta obtener una base del espacio correspondiente
en cada unos de los siguientes casos.
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a) F=1{(2,1,-1),(1,1,0)} C R® ¢) F={(1,-1,2,1),(0,1,-1,2),(2,0,1,0)} C R*

b) F={z—1,(z—1)? CRufa] d) F={a®—1,2%+2,1} C Ry[s]

Probar que la aplicacién
f: RBR — R
(z,y) +— 2%y—ua

no es lineal.

Sea f: R® — R3; f(z,9,2) = (2z +y,—2,0).

a) Probar que f es lineal.

b) Calcular el Ker f y hallar una base de dicho subespacio.
¢) (Pertenece (6,—2,0) a Ker f7.

d) Hallar el rango de f.

Probar que cada una de las siguientes es una aplicacién lineal y calcular el nicleo y la imagen de
cada una de ellas:

0) f: Ro [z] — C ) g: R3 — R3
a+br+cx® — a-b+(c—bi © (a,b,¢) — (a+ba+ec,b+e)
b) g: Rofz] — R d) h: R? — R
p(z) — (p(0),p(1),p(2)) (a,b,¢c) — (a—b,b—c,c—a,3a—2b—c)

Probar quesi f:V — V'y g: V' — V" son aplicaciones lineales, entonces la composicién g o f
también es una aplicacién lineal, y que si f es una aplicacién lineal biyectiva entonces su inversa
f~! también es una aplicacién lineal.

Probar que si V' es un espacio vectorial de dimensién finita y f: V — V' es una aplicacién lineal,
entonces dim V = dim Ker f + dim Im f.

Sean V' y V' dos R-espacios vectoriales, y B = {uy,us,us, us,us}t y B' = {w1, w2, w3} bases de V
y V' respectivamente. Sea f : V — V' la ({inica) aplicacién lineal tal que f(u1) = w1 + w2 + 2ws ,
f(UQ) = 2w + 2wy + 4ws f(U3) = —w2 +ws , f(’LL4) = 2wy + 3wz + 3ws , f(’LL5) = w1 — ws + 4ws.
a) Expresar la imagen por f de un vector v € V cualquiera.

b) Determinar Ker f e Im f, y calcular sus dimensiones.

;Existe una aplicacién lineal f : R® — R? tal que f(1,0,0) = (1,1), f(1,1,0) = (1,0), f(1,1,1) =
(1,-1), f(-1,0,1) = (-=1,—-2) ? En caso afirmativo, jes tnica?

Construir una aplicacién lineal f : R* — R® cuya imagen esté generada por los vectores (2,0,1) y
(-1,3,1).

Construir una aplicacién lineal f : R* — R? tal que su niicleo esté generado por los vectores
(-1,0,0,1) y (1,3,2,0), y su imagen por los vectores (1,1,1) y (0,-2,1).

Construir una aplicacién lineal f : R® — R® tal que

a) f(1,0,0) es proporcional al vector (0,0,1)

b) fof=f

¢) Ker f ={(z,y,2) € B®/z + 2 =0}

(Es f la tnica aplicacién lineal que verifica (a), (b) y (¢)?

Sean V' y V' dos espacios vectoriales de dimensién ny f : V' — V' una aplicacién lineal. Demostrar
que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) f es un isomorfismo;

b) f es un epimorfismo;

¢) f es un monomorfismo.



