Capitulo 4

Aplicaciones lineales

4.1 Aplicaciones lineales.-Generalidades

Nota En todo lo que sigue y salvo indicacién de lo contrario, utilizaremos las siguientes notaciones:

e VV y V' serdn. dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K. Convendremos en que

dim(V) = n'y dim(V’) = m.
o B={w,uy,...,u,}tyB ={uy,us,...,u'} serdn bases de V y V' respectivamente.
e Con los simbolos f : V —= V/, indicaremos que .f es una aplicacién de V en . V".

e Si x’ esla.imagen por f del vector x € V lo representaremos x' = f(x) y-econvendremos en

que sy X5 = @k xo, )l p = ()it k)

Definicién 4.1.1 Sea [ : V' — V*, diremos que [ es una aplicacion lineal u homomorfismo de V
en V' si verifica las condiciones siguientes:

a), Vx,y €V, \f(x+y) = f(x) + f(¥)
b), YAe K,Vx eV, f(Ax) = Af(x).
Notacién Hom (V, V') representara al conjunto de las.aplicaciones lineales de V en V.

Proposicién 4.1.1 (PROPIEDADES INMEDIATAS).

1. f(0) =0.

2. (%) = —f(®).

3. flx—y)=f(x) - f(y)

4. f conserva la dependencia lineal. Es decir, si A = {aj,a,...,a,} es un conjunto de vectores

ld., A" ={f(a1), f(az),..., f(a,)} es Ld.

Demostracién Sea f € Hom (V, V).
1.vxeV,0=x+0= f(0) = f(x+0) = f(0) =0.

2.VxeV,0=x+(—x) = 0= f(0) = f(x) + f(—x) = f(—x) = — f(x).
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4.1 APLICACIONES LINEALES. GENERALIDADES 82

3. Como x —y = x + (—y), se tiene que
fx=y)=fx+(=y) =)+ f(-y)=fx) + (- f¥) = Fx) - f(¥)

4. A={aj,ay,...,a,} L.d. = 3I\1,..., \s € K, no todos nulos, tales que verifican la relacién
Aag + xag + ...+ Ma,. =0.
Aplicando f a los dos miembros, se tiene que
f(\a; +Xas+ ...+ Na,) = f(0) =0 = A\ f(a1) + \of(az) + ... + \-f(a,) =0,

de donde se deduce que A" = {f(a1), f(az),*.., f(a,)} es'Ld. ya que, por hipédtesis, no todos
los \; son nulos.

Definicion 4.1.2

1. Diremos que-f esun endomorfismo de V, si f es una aplicacién lineal. de V en V.
Al conjunto.de los endomorfismos-de V' lo-representaremos por End (V).

2. Sea f € Hom (V, V'), diremos que fres un isomorfismo de V. en V''si f es una aplicacién
biyectiva (inyectiva y sobreyectiva).

3. Diremos quelos espacios vectoriales V' y V' son isomorfos (Vi ~ V'), si existe un isomorfismo
de Ven V'

4. Diremos que<f es un automorfismo de V., si fres un isomorfismo de V en V.
Al conjunto-deilos automorfismos de V. lo notaremos por GI1(V').

5. Sean f, g € Hom (V;, V). Diremos que f =g siy solo si Vxe€ V, f(x) =g(x).

Proposicién 4.1.2

1. La aplicacién
v & V%

definida por,
Vx eV, 0(x)=0,

es una aplicacion lineal de V' en V' llamada aplicacidn cero.

2. La aplicacién
1V V—V

definida por,
vx eV, ly(x) = x,

es un automorfismo de V llamado automorfismo identidad.

Las demostraciones son triviales y las dejamos como ejercicio.

'En general, f no conserva la independencia lineal.
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Proposicion 4.1.3 Sea B una base de V. La aplicacion
pp:V — K"
definida por,
pB(x) = xB = (T1,22,..., Tn),

es unrisomorfismo de espacios vectoriales.
(Para una demostracién, ver proposicién 3.2.2)

Proposicién 4.1.4 Sea dim(V) =ny v'1,v/9,..., v/, € V', exactamente n vectores cualesquiera
de V'. Seax € V |xp = (x1,22,...;Z,).1La aplicacién
Jad — B

definida por,

n
VeV, f(x) =aiVv'] +@avie s ... Fauvi, = inv/i,
i=1

verifica que:
1. f € Hom (V. 17).
2. f es ladnica aplicacién lineal de V en V' tal que f(u;) = v/;.
3. Si B ={v'1yws,..., v\, } es una base de V' entonces f es un isomorfismo.

Demostracion

n n
1. Sean x,y € V"X € Kl donde x = Zaziui ey = Zyiui. Se tiene que

i=1 =1

n
X 4y =3 i),

=1

de donde:

e f(x+y)= Z(ﬂfi +yi)Vi= Z%’V'i o+ Zyiv/i = f(x) + f(y)
1 i1 =1

=

o f(A\x)= Zn: \ziv/; = )\Z": v = M (x).
i=1 i=1

i)
2. Como (u;)g=(0,...,1,...,0) es claro que f(u;) =1.v/; =v/;.
En cuanto a la unicidad, supongamos que 3g € Hom (V, V') | g(u;) = v/;. Serfa entonces

g(x)=gyg (Z iUiuz') = Zwig(uz’) = sz‘V/i = f(x),

luego g = f.

3. Basta probar que, en este caso, f es inyectiva y sobreyectiva.
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.f( :>Z-T1Vz—zyzv :Z szz—0:>$z yz‘ZUa
(i1=1,...,n), por ser B’ base de V'. Por tanto X = y y f es inyectiva.
e Sea x' = Z a;v'; € V', Es claro que el vector x = Z a;u; € V verifica que f(x) = x/,

i=1 i=1
luego f es sobreyectiva.

Proposicién 4.1.5 Sea f un isomorfismo de V en V' y B = {uy,us,...,u,} una base de V, en-
tonces B' = {f(u1), f(u2),..., f(u,) es una base de V.

Demostraciéon Hay que probar que B’ esuna partelibre de*V’ y un sistema de generadores de
%48

e B es s.g. de V'. En efecto, si [ : V.— ¥/ es iSomorfismo, [ es sobreyectiva y por tanto,

vx' € Viax e Vxi= f(x)
I
X = (T1ug +aous + . .. + TpWp )= f (1) + Tof(U2) + 5 T, f(1,),

igualdad que-prueba nuestro aserto.

e 3’ es un parte libre de-de V’. Por ser-f isomorfismo, f es inyectiva (f(x) = f(y) =
x =y). Dicho esto, partiendo de la relacion

a1 f(u) +anf(ug) ...+ dpf(n,) =0

4
flaiug + agug + .. + apuy,) = £(0)
Y
ajuy +agus 4+ ...+ au, =0
)

o =40, (i =4, )

Teorema 4.1.1 Dos espacios vectoriales sobre K son isomorfos-si y sélo si tienen la misma dimen-

sion. Simbdlicamente:
V ~ V' <= dim(V) = dim(V").

Demostracion
V =~ V'’ implica que existe un isomorfismo f de V en V’. Por la proposicién 4.1.5, la imagen
de una base de V' es una base de V' y, de aqui, que dim(V') = dim(V").

Sea dim(V) =dim(V') =ny B={uj,ug,...,u,} y B ={v/1,v/a,..., v/} bases de V y V'
respectivamente. FEntonces la aplicacién
f:Vv—Vv
definida por:
f(x)=z1v'1 + 2oV + ...+ 2V,

es, de acuerdo con el apartado 3 de la proposicion 4.1.4, un isomorfismo.
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Definicién 4.1.3 Sea f € Hom (V, V') y sean

f(w) = anui+anus+...+ampy,
f(ug) = apui+axpus+...+anupy,
fu,) = apui +au’as+ ...+ appd .

Llamamos matriz de f respecto de las bases By B’ de V'y V’, respectivamente, a la matriz Mp g/ (f)
de orden m x n cuyas columnas son, sucesivamente, las coordenadas de f(ui),..., f(u,) respecto
de B'. Es decir,

a1 a12 AT

agy a9 . 3 a9on
M (f) =

Aml Am2 ... Qmn

Proposicién 4.1.6 Sea.f € Hom (V,V/), x e V-y x" = f(x), se verifica que
xX'p) = Mpp.(f)x5)".

Demostracién Sea x = z1uy + zous +../+x,u, y f(w;) = aju’y +agw's+ . .. +amiu’y,. Como
x' = f(x), sestiene que

x| = fET0y + xous + 11 o Tpuy) = X = mf(up) F 2o f (U2) + .. |+ zpf(uy).

Tomando en esta iltima igualdad las coordenadas de ambos miembros, respecto de B, se tiene,

/ / /
(x1, %9, §- Al T3 (11085 v, Gn 1 )oE o(@125082, ) ¢t G2 b+ - - - + Tl ey, Bomg 4. - , Q)
de donde
1'/1 =  a11r1 +a2x2 + ...+ a1pnT,
a:’2 = a2171 + ax&o+ ...+ ap Ty
/
Tpy = Om1T1 + m2T2 + o0 = QpTy

sistema, cuya expresiéon matricial es

/

Xy ail aig oo Ay I
/

Ty asy a9 oo Q9n T2
/

Loy, Gml Gm2 --- Qmn Tn

o bien, simbélicamente,

(x'p)' = Mp s (f)(xs)".

Definicién 4.1.4 Sea f € Hom (V,V’). Llamamos nicleo de f y lo notamos ker(f), al siguiente
subconjunto de V:

ker(f) = {x € V| f(x) = 0}.
Proposicién 4.1.7 Si f € Hom (V, V'), se verifica que:

1. ker(f) es una variedad lineal de V.

M. IGLESIAS



4.1 APLICACIONES LINEALES. GENERALIDADES 86

2. Las ecuaciones de ker(f) vienen dadas por
ker(f) = Ax' =0 (x = (21,22,...,2,)),
donde A = Mg (f).
3. dim(ker(f)) = dim(V) — rg(A).
4. f es inyectiva si y sélo si ker(f) = {0}.
Demostracion
1. Sean x,y € ker(f) y A € K.

e Desde luego ker(f) # Dya que, al- menos, 0-€ ker(f):

* x,y € ker(f) = f(x) = 0,f(y) =0 = f(X)+[(y) =0 = fx+y) =0 =
x +y € ker(f).

o x € ker(f) = f(x) =0 = Af(x) = 0 = f(A\x) =0 = "Ax € ker(f).
2. x € ker(f) == f(x) = 0 < A(xp)! = 0" <= x5 es solucién del sistema Ax’ = 0.
3. Es consecuencia inmediata del apartado anterior.

4. f inyectiva = Vx,y-€ V |x #y, f(x) # f(y). Por consiguiente, ¥x € V' |x # 0 =
f(x) # f(0) = 0 = ker(f) = {0}.
Sea ker(f) = {0} y supongamos 'que f(x) = f(y).
f&) =) = [F) = (W) = 0 = fx—y) = 0= x-vy € kea(f) = {0} =
x —y = 0= x =y = f inyectiva.

Definicién 4.1:5 Sea f € Hom (V,V’); llamamos imagen de la aplicacién f y.la notamos por
img (f), al siguiente subconjunto de V":

ing (f) ={f(x)eV'|x eV}

Es decir,

x' elimg (f) €= Ix e V| f(x) = x".

Proposicién 4.1.8 Sea f € Hom (V;V7), se verifica que:
1. img (f) es una variedad lineal de V.

2. S5i B = {uj,uy,...,u,}, Bo = {f(w), f(uz),..., f(uy)} es un sistema de generadores de
img (f).

3. dim(img (f)) =rg(A), donde A = Mpp/(f).
Demostracién
1. Sean x',y’ € img (f) y A € K.

e img (f) # 0 ya que, al menos, 0 € img (f).

o Xy €img(f) = Ixy e V[f(x) =%, f(y) =y = fx+y) =x+y =
x' +y' €img(f).
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e X cimg(f) = Ix e V|f(x) =x' = M(x) = X = f(Ax) = XX = XX €

img (f).
2. V%' eimg (f) = Ix € V| f(x) =x. Sea x = x1u; + z2us + ... + z,u,. Se tiene que
x' = f(x) = f(z1us +zoug + ...+ 2pu,) = 21 f(Wr) +22f(02) + ... + 20 f (W),
lo que prueba que By es un sistema de generadores de img (f).

3. Baste recordar que las columnas de A son las coordenadas de By respecto de la base B’ de V'
y que el nimero méaximo de vectores 1.i. de By, es decir la dim(img (f)), es rg(A).

Proposicién 4.1.9 Para toda aplicacion f € Hom (V;, V'), .se verifica que
dim(V) = dim(ker(f)) + dim(img (f)).
Demostraciéon Basta recordar que

dim(ker(f)) = dim(V)—rg(A)}
dim(img (f)) "= r8(A)

v el resultado se obtiene, simplemente, sumando las.igualdades anteriores;.

Definicién 4.1.6 Sea f € Hom (V, V') y L una variedad lineal de V. Llamamos imagen de L por
f y la notames.por. f(L), al subconjunto de V/-definido por

f(L) ={f(x) € V'|x € LK
Es decir,
x€ f(L)+= Ix e L] f(x) =X
Proposicién 4.1.10 Sea f € Hom (V;V"); Luna variedad lineal-de V, se verifiea que:
1. f(L) es una.variedad lineal de V.

2. Si By = {aj,as,...,a;} una base de L, B'y-= {f(a1), f(az),..., f(a;)} es un sistema de
generadores de“f(L).

Demostracion
1. Sean x',y’ € f(L), A € K.

e f(L)#0D, yaqueOe f(L).

e X',y € f(L) = Ix,y € L|f(x) =X, fy) =y = flx+y) = x'+y". Como
x +y € L, deducimos que x' +y’ € f(L).

e X' € f(L)= IxeL|f(x)=x"= A\(x) = = f(Ax) = \Xx' = \Xx' € f(L), por
la misma razén que en el punto anterior.

2. Por definicién, Vx' € f(L) = Ix € L| f(x) = X'
Por otra parte,

x € L = Jaq,a,...,a, € K|x=a1a; + asas + ...+ a,a,.
Por consiguiente,
x' = f(X) = f(a1a1 + agag + ...+ arar) = Oélf(al) + O[Qf(ag) + ...+ Oérf(ar),

de donde deducimos que B’y es un sistema de generadores de f(L).
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Definicién 4.1.7 Sea f € Hom (V, V') y L’ una variedad lineal de V', llamamos imagen reciproca
de L' por la aplicacién f, y la notamos por f~!(L'), al subconjunto de V' definido por la siguiente
igualdad:

L) ={xeV|f(x)e L}

Es decir,
xcf ()= f(x)eL.

Proposicién 4.1.11 En las condiciones de la definicion, se verifica que:

1. f7Y(L') es una variedad lineal de V-
2. Si M(x')! = 0 son unas ecuaciones implicitas de I/, entonces
M Axt = Opsy(A=Mps(f))
es la expresiénimatricial de un sistema de ecuaciones implicitas de f~ ' (L/).
Demostraciéon
1. Sean x,y€ fY(L')y A€ K.

o JEEYED ya qued € fN D).
exye )= fx)el, fly) el'= f(x+y) el = x+yecf (L)
e xe ) = f(x)€ L = Nf(x) € L' == f(Xx) g = Ix Janfai(Ll)):
2. x€ fTI(L)+= Ixle L'} f(x) =x' = AxL = (x'p)! &= MA(xp)! =M (x'p)' =0«
xp5 es solucion del sistema M Ax! =0'(x = (x1;22, .- ., %a)), lo que prueba la proposicién.

Nota Es importante observar-que, en.realidad,'las ecuaciones calculadas corresponden a la
imagen reciproea de la variedad L' Nimg (f) y que, en el caso particular de que L' Nimg (f) =

{0}, F~H(L) = ker(f);

Ejercicio Sean V y V' |dos espacios vectoriales sobre R tales que dim(V)' =4y dim(V') =3y B
y B’ sus bases respectivas. Sea f € Hom(V, V') cuya matriz respecto-de dichas bases es

101 %4
Mpp(fy=10" 111 | = A
1 021

Se pide:

1. Calcular la dimension del nicleo de f, un sistema de ecuaciones implicitas independientes y
una base de ker(f).

2. La dimensién, una base y un sistema de ecuaciones implicitas de img (f).

3. Verificar la férmula
dim(V) = dim(ker(f)) + dim (img (f)).

4. Sea L = ((1,2,1,—1),(2,1,1,0)) una variedad de V, calcular un sistema de ecuaciones im-
plicitas de f(L).
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5. Sea L’ una variedad de V' cuyas ecuaciones son

p=ln + @2 + 213 =0
_l’1+$2—1‘3:0

Calcular unas ecuaciones implicitas de f~1(L’) y comentar el resultado.

Solucién
1. e Como rg(A) =2, se deduce que dim(ker(f)) =4 —2 =2
x1
(1 -1 1 0N\|ar]| [0 .
oker(f)_<0 = 1) £ —<O).Ob1en,

Ty

~nlll 1 . P_ap TS = 0

ker(f):{ To- — x3 + x4 =0

e Dando a (3, z3) los valores canénicos (1,0), (0,1) se obtiene como-base de ker(f),

By ={1,1,0,0), (-1,0,1,1)}.

o
°

dim(img (f)) = rg(4) =2
Una base de img (f) estara formada por dos columnas independientes-de la matriz A.
Tomando las dos primeras, obtenemos la base

By 6150819, (—IF 1.0) )8

Tl 1 -1 X1 ld—1
o x € img(fps=trg [ .20, ™0 & 1= 2.5 |ljzg 0- —1 | =04de"donde
T3 1 0 T3 1 0

img (f).=—x1 —z2 + 23 =0.

3. Claramente 4 ="dim(V') = dim(ker(f)) 4+ dim(img (f)).=2 + 2.

4. Como L = ((1,2,1,-1),(2,1,1,0)), f(L) = (f(1,2,1,—1), f(2,1,1,0)). Por tanto calculemos
la imagen de los vectores de‘la base:de L.

1 -1 10 ; ? 0 2
0 1 11 11 | = 2 2
o2 )\ 2 4
De aqui, que
f(L)=((0,1,1) (1,1,2)).
Una ecuacién implicita de f(L) es
X1 01
o 1 1 |=0=2x1+29—23=0.
3

Nétese que f(L) = img (f).
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T2
1 -1 10
5. f~Y(L) = L2 0 1 11 S I . Es decir,
1 1 -1 T3 0
1 0 21
Tq

f_l(L/) =x1+2x3+z24 =0.

4.2 Factorizacion candénica de un homomorfismo

Proposicién 4.2.1 Sean f € Hom (V,V’) y g € Hom(V’', V"), la aplicacién compuesta
g ouf : Va— V"
definida por
geof (x)=9(f(x),
verifica:
1. go f € Hom(V, V).

2. Mppi(ge f)=Mp g (9)Mppr(f), donde B, B' y B sonbases, respectivamente, de V, V'
y V",

Demostracién

1. Veamos, en primer lugar, que g o f es lineal. Sean x,y € V, A € K.

e (gofi(x+y) = g(f(x+y)) = 9(f(x)+ f(y) = g(f(x) + g(f(¥))= (g0 f)(x) +
(90 f)¥)-

o (9o f)x) = g(f(Ax)) = g\ f(x)) =Ag(f(x)) = Mg f)(x).

2. Nos ayudaremos con ‘el siguiente diagrama en el ‘que figura como_subindice una base del

correspondiente espacio vectorial,

VB gof V//
7 e X ¢
Vi
Sean
x'= f(x), x" = g(x') = x" = (9o f)(x),
de donde
x'p)' = Mpp(f)(xs)", (4.1)
(X//B//)t = MB’,B” (g)(X,BI)t, (42)
Sustituyendo 4.1 en 4.2, obtenemos que
(x"p)t = Mg g (9)Mp s (f)(xB)". (4.3)
Por otra parte,
(x"gn)t = Mpp(go f)(xs). (4.4)

Igualando los segundos miembros de 4.3 y 4.4 y teniendo en cuenta que dichas férmulas se
verifican para Vx € V, se obtiene el resultado.
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Proposicién 4.2.2 Sea f: V ~ V'. La aplicacién inversa
v —v,

definida por
) =x = f(x) =¥,

verifica:

1. f=! es un isomorfismo de V' en V.

2. Mpp(f') = Mp ()™

Demostracion Recordemos que por ser frisomorfismo, f es una aplicacién biyectiva y que, por
consiguiente:

1. Bastara probar que f7! es lineal.-Sean x',y" € V', A € K.

e Xy e Ve Ix,y € V| f(x) =X, flyy=y = flx+y) = x+y =
U Fy ) =x+y =) Hf ).
o X &V = 3x € V| f(x)=x = Xf(x)'= M. =f(\x) = M= }(\x) = \x =
M Hx).
2. Sea B =(uyyuy,...,u,) y B = (u/1,u'y,...,u/,) bases de V.'y V', respectivamente. Desde
luego M g(f) € M(n x n,K) y es invertible por ser B-base de V. Ademds sabemos que

Flafi=a 1o ' #iyn

Tomando; por ejemplo, la primera de Jas igualdades'y ayudédndonos con el siguiente diagrama,

Vs il Vs
I i
Vi

tenemos que
I, = Mppliv) = Mps(f ' o f)=Mpa(f~ ) Mss(f),
de donde se deduce inmediatamente el apartado 2 de la proposicion.
Lema 4.2.1 Sea f € Hom (V,V’). La aplicacién
m: V. — V/ker(f),

definida por
Vx €V, m(x) = x + ker(f)

es un homomorfismo sobreyectivo cuyo nicleo es ker(f). Este homomorfismo recibe el nombre de
proyeccion candnica de V' sobre el espacio cociente V/ ker(f).

Demostracion

1. Probemos que 7 es aplicacion lineal. En efecto, para Vx,y € V, VA € K, se tiene:
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o T(x+y) = (x+y)+ker(f) = (x +ker(f)) + (y + ker(f)) = 7(x) + 7(y)-
o T(Ax) = Ax + ker(f) = A(x + ker(f)) = An(x).

2. Claramente 7 es sobreyectiva ya que dada la clase x+ker(f), por definicién m(x) = x+ker(f).

3. Veamos que ker(m) = ker(f). En efecto,

x € ker(m) <= 7(x) = 0 + ker(f) <= x + ker(f) = 0 + ker(f) <= x € ker(f).

Lema 4.2.2 (PRIMER TEOREMA DE ISOMORFIA) Sea f € Hom (V,V’), la aplicacién

p': V/ kex(f)=—"img(f)

definida por,
p(x +ker(f)) = f(x)

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostraciéon Hay que probarique ¢ esta bien definida, es aplicacion lineal y es biyectiva.

e o esta bien definida.; En efecto,
x + ker(f). =y +ker(f) = x—y €ker(f) = flx—y) =0 = f(x), 5 fly) =
p(x + ker(f)) = ¢ (y + ker(f)).

e p es lineal. Wx,y € V, VA € K se tiene:
¢ [(x +ker(f)) + (v + ker(f))] = ol(x+y) + ker(f)] = f(x+y) = f(x) + f(y) = o(x+
ker(f)) + oy +ker(f)).
p[A(x +ker(f))] = o(Ax + ker(f)) =f(Ax) = Af(x) = Ap(x + ker(f)).

o ¢ os inyectiva. p(x + ker(f) = wly +ker(f)) = f(x) = F(y) = flx—y) = 0 —
x —y € ker(f) = x + ker(f) =y + ker(f).

e ¢ es sobreyectiva. Vx' € img(f)yIx € V| f(x) =x'.
La clase x + ker(f) verifica que ¢(x + ker(f)) = f(x) =x/.

Nota En realidad, bastaria haber probado sélo una de:las dos tltimas condiciones ya que
dim (V) — dim(ker(f)) = dim(img (f)) — dim(V/ ker(f)) = dim(img (f)):
De todo lo anterior deducimos que ¢ es isomorfismo.
Lema 4.2.3 . Sea f € Hom (V, V"), la aplicacién
i:img (f) — V7,

definida por
vx' € img (f), i(x') = ¥,

es un homomorfismo inyectivo llamado inclusidn candnica de img (f) en V.

La demostracién es trivial.

DTO. DE ALGEBRA



4.2 FACTORIZACION CANONICA DE UN HOMOMORFISMO 93

Teorema 4.2.1 (FACTORIZACION CANONICA DE UN HOMOMORFISMO). Sea f € Hom (V, V'), se

verifica que el siguiente diagrama es conmutativo.
v Lo
7r l Tz
V/ker(f) == img(f)

Es decir,
f=iopor
donde:

e 7 es la proyeccién canénica de V-sobre V/ker(f).
e ¢ es un isomorfismo de V/ ker(f) sobre img|(f).
e i es la inclusién eanénica de img (f) en V.
Demostracion Y&V, (i o w6 m)(x) = i(a@ma)fi= i(p(c+ker())) 2i{LEIT= ().
Corolario Si B, By, By, B’ son, respectivamente, bases de V, V/ker(f) e img (f), se verifica que
Mg (f) = Mp, (1) Mp,,5, () Mp 5, (7).

Ejercicio | Sea V un espacio vectorial de dimensién 4 sobre R} B = {u;, ug, usyus} una base de
V' y f € End(V') cuya matriz respecto de la base B es

1. %17 oL
r p| -
A=Ms\=1"7 1o 1
0 A 2

Se pide:

1. Probar que
B1 = {2u;—uy + ker(f),ur=2uy + ker(f)}

es una base de V/ker(f).
Igualmente, comprobar, que

By ={(2,1,2,1),(1,-1,1,-1)}
es una base de img (f).

2. Tomando como bases de los respectivos espacios B, B1 y Bs, hallar las matrices de los homo-
morfismos que intervienen en la factorizaciéon canodnica de f.

Solucién

1. Se tiene que rg(A) = 2 y que las dos primeras columnas de A son linealmente independientes.
Por consiguiente:
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e Un sistema de ecuaciones implicitas independientes de ker(f) vienen dadas por

I A T S + x4 = 0
ker(f) = { T + x3 + 224 = 0
cuya solucion general es x1 = —x3 — 224, T2 = —x3 — 4. Luego una base del nicleo de
fes

Bo = {(~1,-1,1,0), (=2, —1,0,1)}.

Para probar que B; es una base de V/ker(f) basta ver que By U {2u; — ug, u;/—2us} es
una base de V o, de otro modo, que {2u; — uy, u; — 2uy} amplia la base By'de ker(f)
a base de V lo cual es inmediato ya que

=1F —2 2 1

=T — =—l-._%
1. 000 2y
O T6-*=0

e Las dos primeras columnas de A constituyen-una.base de img(f) 'y, por tanto, unas
ecuaciones paramétricas de img (f) viene dadas por el sistema:

1 = A+ A
. e o = )\1
mg (f) e T3 = )\1 o AQ
Ty = )\1

Para probar que.Ba ={(2,1,2,1),(1,—1,1}—1)} es una base de img (f)-basta ver que es
linealmente independiente, lo cual es inmediato, y que verifican las ecuaciones de img (f)
lo cual, en este caso, es igualmente inmediato: basta dar sucesivamente a A1 y a Ao los
valores (1,1) (—1,2).

2. Consideremos la proyeccién candnica
pV=="V/ker(f),

definida por
p(x) = x +ker(f).

Para obtener la matriz /\/l B8, (p), tenemos que caleular las coordenadas respecto de la base By
de los vectores p(uy), p(uz), p(us) y p(us). Sean éstas, respectivamente, (o, 3;), i = 1,...,4.

e Como p(uy) = uy +ker(f), si (a1, 51) son sus coordenadas respecto de Bi, se tendra que
w; + ker(f) = ai(2u; — uy + ker(f)) + B1(u; — 2uy + ker(f)).

Es decir,
u; + ker(f) = (2cq + B1)ug + (—a1 — 261)ug + ker(f),

de donde deducimos que
(201 + 1 — Dug + (—a1 — 261)uy € ker(f)

0, lo que es lo mismo,

(200 + 1 — 1, —a1 — 2064, 0, 0)
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debe verificar las ecuaciones de ker(f). Sustituyendo en ellas se tiene el sistema

ap — Bo= 1
200 + B = 1

2 1
cuya solucién es oy = 3 01 = -3 y, por consiguiente,

(a)s, = (5 -3)-

e Analogamente, p(uz) = ug + ker(f) y si (ag, 52) son sus coordenadas respecto de By, se
tendra que

uy +ker(f) = as(2u; — uy +iker(f)) + fa(uy —2uy + ker(f)).

Es decir,
wy #F ker(f) = (200 +02)u; + (—ae —283)us + ker(f),

de donde dedueimos que
(20 + B2)ur + (—az — 202 — 1)uy € ker(f)

0, lo que es'lo mismo,
(202 + B2, —az — 262 — 1, 0, 0)
debe verificar las ecuaciones de ker(f). Sustituyendo en ellas se tiene-el-sistema
My 52 o 1
209+ -P2 = 0

K 2 M
cuya solucdion es as = —, (o = == v, por consiguiente,

3
(p(u2))g, = (; —§> :

e Como p(u3) = ug + ker(f),se tendrd que
us + ker(f) = ag(2ur— ug + ker(f)) + Bs(u1 — 2ug + ker(f)).

Es decir,
u3 + ker(f) =(2a3 + B3)ur+ (—ag — 202)us + ker(f),
de donde
(2a3 + B3)us + (—ag — 233)us — ug € ker(f).
Es decir,

(2a3 + B3, —az — 203, —1, 0) € ker(f).

Luego, sustituyendo, se tiene que
as  — O3
203 + fp3 = 1
1 1 .
de donde a3 = 3’ O3 = 3 y, por consiguiente,

(p(us)) g, = <§ —;) :

Il
o
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e Procediendo de modo similar con p(uy), llegaremos a que
(2044 + ﬁ4, —ay — 204, 0, —1) S ker(f).
Luego, sustituyendo, se tiene que

ayg — By =1
20 + B4 = 2

de donde ay =1, 84 = 0 y, por consiguiente,
(p(us)) . = (1, 0).

De todo lo anterior deducimos .que

Mp s, (p) =

Wl Wl
Wl Wl

WIh W=

3. Consideremos ahora el isomorfismo

@ : V/ker(f) — img(f),

definido por
p(x tker(f)) = f(x):

Tenemos que calcular la matriz Mg, 5, v, para ello hay que calcular las coordenadas de
e(2u; —ug + ker(f)) y @(u; = 2us + ker(f))
respecto de-la base B de img (f).

e Como p(2u; — ug + ker(f)) = f(2uy — uy), se tiene.que

T T oty 2 1

10 1 240 41 2
(JOu=p))g =11 1 _ga p e 1]

¥ o } 0 2

de donde
(f2ur —up)) g = (1,2,1,2).

Ahora tenemos que expresar este resultado respecto de la base B para lo cual hay que
resolver el sistema

(1,2,1,2) = a1(2,1,2,1) + B1(1,—1,1,—1),

0 sea:
200 4+ 01 = 1
ap — [ o= 2
200 + 01 = 1
ap — B = 2
de donde

(f(2u; — 112))32 = (1, -1)
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e Anslogamente,

110 1 1 -1
101 2 || -2 1

(Feu—w))s =1y ¢ o || 1)
101 2 0 1

de donde
(f(ur —2up)), = (-1,1,-1,1)

y es, en este caso evidente que
(f(uf —2up)) = (0, —1)

De lo anterior deducimos.que

Mg, ps(p) = < _1 _(1) > ~

4. Por ultimo, censideremos la aplicacién inyectiva
i img(f) —V,

definida-por

/

vx' € img (f); i(x)) = ¥
Tenemos que caleular la matriz Mg, 5(2), ¥, para ello, sélo hay que tener en cuenta que:

o (i(2 1l (2,1, 2,1);

o (i(1, 5,1, #F s (1341, %, —1).
Por consiguiente,
2 1
. 1 =1
MBmB(Z) i 9 1
1 -1

Comprobacion Como f =170 @ op, se tiene que
Mp(f) = Mp, 8(0) Mz, B, () MB35, (P),

luego, sustituyendo,

2 1 2 11 110 1
! 1 0 3 3 3 1012
Ms(f)=| 5 (—1 —1) 1 21 1101
1 -1 -3 "3 3V 101 2

resultado que, como puede comprobarse, es la matriz dada.
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Proposicién 4.2.3 (CAMBIO DE BASES EN UN HOMOMORFISMO). Sean f € Hom (V, V'), By, B2
bases de V' y By, Bj bases de V'. Se verifica que

M, By, (f) = M(BY, By) Mp, g (f) M (B2, Br).

Demostraciéon Claramente, el siguiente diagrama es conmutativo.

VB i) VB// 9

2
iv | T iy
e Q.
Es decir, f =iy o f oidy« De ahi que
My 5, ()= Mg, gy (iv1) M, 5 (f)Ms,.51(iv)
vy que, por consiguiente,

M, 5, (f) = M(By3B3) Mg, s () M(Ba, Br).

Corolario Si“feEnd (V) y By B son bases de V, el diagrama quedaria de la siguiente forma:

Vil 37,
iv | Foiv
Vi o, Vi

y, por tanto,

MB’,B’(f) 7 M(Bv B,)MB,B(f)M(B,a B)v

expresion que la notamos mas-brevemerite del siguiente modo:

Mp (f) =M(B,B)Mp(f)M(B',B).

4.3 Estructura de Hom (V;V"). El Espacio dual

Proposicién 4.3.1 Consideremos el conjunto Hom (V, V’). Sobre él definimos las siguientes leyes
de composicion:

I. ADICION
Vf,g € Hom (V, V'), (f 4+ g)(x) = f(x) + g(x).

II. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Vf € Hom (V, V'), VA € K, (Af)(x) = Af(x).

Se verifica que:

1. (Hom (V, V'), +,-K) es un espacio vectorial sobre K.
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2. Mg (f+g)=Mpp(f)+ Mpp(f).
Mg (Af) = AMpp(f).

3. dim(Hom (V, V) = dim(V') x dim(V”).
Demostracion

lo-Habra que probar en primer lugar que tanto f+g como Af son aplicaciones linealesiEsdecir,
que las leyes de composicién definidas en I y II son, respectivamente, interna y externa.

(@) vx,y € V, (f+9)x+y) = f(x+y) +g(x+y) = f(x) +g(x) + f(y) +9(y) =
(f+9)x)+(f+9)(y)

vx €V, Ya € KAS £ )ax) = Fax) + dex) £ alf + g))
De donde f + g €Hom (V, V')s

(b) Vx,y €V, (Af)(xHy) =Af(x +y) = A(f(x) +/(y)) =) =+ AN ).

Vx eV, Ya e K, (Af)(ex)=A(f(ax)) = Maf(x))= a(Af)(x):
De donde deducimos, igualmente, que A\f € Hom (V, V).

(¢) (Hom.(V5V),+) tiene estructura de grupo abeliano. En efecto, la adicién.de aplicaciones
definida sobre Hom (V, V'), verifica las propiedades asociativa, conmutativa, tiene un
elemento neutro (la aplicacion “cero”)y la aplicacion—f, definida por{—f)(x) = — f(x)
es la opuesta de la aplicacion f.

(d) La multiplicacién de un escalar por una aplicacién f € Hom (V, V'), verifica trivialmente
las propiedades:

A +19) = M+ Ag.

X W)= Af +nf.

Alpf)=(Am) f-

.« 1f= fi

De todo lo anterior se deduce, que (Hom (V, V'), +,-K) es un espacio vectorial sobre K.

2. (a) Vx eV, (f+9)(x) = f(¥)+9(x) == Mpps(f+g)(xB) = Mp s (f)(x8)+Mpp(9)(x5)",
de donde

Mpp(f+9)=Mpsp(f)+ Mpp(f)
(b) Vx € V, (\)(x) = Af(x) = Mpp(\f)(xB)" = AMps(f)(xp)", de donde

Mpp(Nf) = Mg (f)

3. Para calcular la dimensién de Hom (V, V'), nos proponemos probar que dicho espacio vecto-
rial es isomorfo al espacio vectorial M(m x n, K) de las matrices de orden m x n sobre K,
cuya dimensién es m x n y aplicar el teorema 4.1.1, en virtud del cual dos espacios vectoriales
isomorfos tienen la misma dimensién.

Para ello, consideremos la aplicacion

® : Hom (V, V') — M(m x n, K),
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definida por
Vf € Hom (V7 Vl)? (I)<f) = MB,B’(f)'

La aplicacién @, asi definida, es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Tendremos pues que probar que ® es una aplicacién lineal, inyectiva y sobreyectiva. En
efecto:

e Veamos que P es lineal.
O(f +9) = Mps(f+9) L Mpg(f) + Mas(g) = ©(f) + ()
D) = M (M) 2 AMg g (f) = AB(f)

o O(f) = ®(g9) = Mpp(f)= Mpp(g)=Vx € Ve Mpp(f)(x5) = Mps(9)(x5)" =
f(x) =g(x) = f =g = ® es inyectiva.

—> O es lineal.

e Veamos que P es'sobreyectiva. Hay que probar-que para toda matriz A € M(m x
n, K), 3f € Hom (V,V") | ®(f) =A.

Sea
ail a2 AT )
a1, Q229 .7 W09,
A —a
Aml Gm2 - Gmn
Consideremos los n wvectores de V', v/1,v/9,..., V', cuyas coordenadas respecto de la

base B'"de V' son, sucesivamente, las n columnas de A,

Vll - (a117a217"'7am1)7
V'g = (a12va22,.-.,am2),
V;l =¥ (aln;a2n7- -~7amn)-

De acuerdo ¢on la, proposicion 4.1.4, existe-un tinico homomorfismo f: V — V' tal que
f(u;) = v/ Es claro que ®(f) = A.

De los puntos anteriores y del teorema 4.1.1, se deduce que

dim(Hom (V, V")) =dim(M(m x n, K)) =nx m = dim(V) x dim(V").

Nota 1 El cuerpo K puede ser considerado de forma natural como un K-espacio vectorial ya que,
por una parte (K, +) es grupo abeliano y, por otra, la multiplicacién de elementos de K, puede ser
considerada, a su vez, como una ley externa definida sobre K tomando al propio K como cuerpo
de escalares. La multiplicacién verifica trivialmente las cuatro propiedades que ha de cumplir la
ley externa de cualquier espacio vectorial abstracto. Ademads, todo elemento distinto de cero de K
es una base de dicho espacio vectorial por lo que dim(K) = 1.

Nota 2 Si V es un espacio vectorial sobre dicho cuerpo K y B = {uj,us,...,u,} una base de V,
de acuerdo con lo expuesto en la nota 1, tiene perfecto sentido definir aplicaciones lineales entre
los K-espacios vectoriales V' y K. Veamos un ejemplo.

Seax € Vyxp=(x1,x2,...,2,). Consideremos la aplicacién

f:V—K
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definida por
fX)=x1+ 224+ ...+ 2.

Claramente la aplicacion estd bien definida y es aplicacion lineal de V' en K.

Tiene, por tanto e igualmente, perfecto sentido considerar como bien definido el conjunto Hom(V, K)
de las aplicaciones lineales u homomorfismos de V en K y que da lugar al concepto de espacio vec-
torial dual.

Definicion 4.3.1 ESPACIO DUAL. Llamaremos espacio dual de V' y lo notaremos por V* al con-
junto de todos los homomorfismos de V' en K, considerado K como un K-espacio vectorial. Es
decir,

V*="Hom (VK.

Claramente V* es un espacio vectorial sobre K después de lo visto en la proposicion 4.3.1 y sus
elementos seran notados de la forma x*, y*, ..., etc. y llamados formas lineales.

Proposicion 4.3.2 Si V* es el espacio vectorial de V, se verifica que
dim(V*) = dim(V).

Demostracién Basta tener en cuenta el punto 3 de la proposicién 4.3.1'y la-nota precedente ya
que, en virtud de todo ello,

dim(V*) = dim(Hom(V, K)) = dim(V) x dim(K) = dim(V).

Proposicién 4.3.3 Sea B* = {u], u},...,u’} un conjunto de n aplicaciones de'V_en K definidas
de modo que'Vx € V' |xp = (21,22, ..., Zn),

u;(x) = x; (coordenada i-ésima de x).
En particular serd; por definicion,
e {a 2471
El conjunto B* asi definido verifica que:
1. B* C V*. Es decir, los elementos de B* son-aplicaciones lineales.
2. B* es una base de V* llamada base dual de B.
Demeostracion
1. Es de muy facil comprobacién.
2. Como dim(V*) = n, bastara probar que B* es l.i. Partiendo de la relacién
aju] + agu) + ... + apu, = 0”
.
Vx eV, (ciu] + aus + ... + ayuy)(x) = 0.
Luego, en particular, haciendo x = u;, se tendrd que
(cquy +aguy + ...+ apuy)(u) =0=0a; =0, (j=1,...,n),

de donde deducimos que B* es, efectivamente una parte libre de V*.
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Nota. Adoptaremos los siguientes convenios. En lo sucesivo:

o IV yv V* serdn espacios duales de dimensién n.

o B={uj,ug,...,u,}y B*={uj,ul,...,u’} bases duales de V' y V* respectivamente.
e Six €V, convendremos en que Xp = (1,22,...,Tp).
e Andlogamente, Si x* € V*, xj. = (2], 25,...,27).

Proposicién 4.3.4 (ECUACION DE UNA FORMA LINEAL). Sean

n
x eV yx*= E zu;,
i=1

n
xGVyx:Z:z;iui
i=1

y sea

Se verifica que
x' = 2zt ThEe + L+ T T (4.5)

La igualdad 4.5, es.la ecuac¢ion de la forma lineal x* € V* y serd de suma importancia en el des-
arrollo de algunas demostraciones.

Demostracion—En efecto,

n n
A, = = ( g mfuf) < E miu¢> =xir twiTe + LA+ T Ty,
i=1

=1

Proposicién 4.3.5 (CAMBIO DE BASE DUAL). Sean B = {uj,ug,...,u,f y C = {vi,vo,..., v, }
bases de V' y B* = {uj,u3, ..., u;} y C'= {v],v5,....vi} bases de V* duales de By C, respecti-
vamente. Se verifica que

M(C* B*) = M(B,C)".
Demostracién Sean M(B,C) = A = (a;j), M(C*,B*) = B = (b;j) y, ademas,

u; = a;vi + agive + ... + apiva, (4.6)

Vi = bijuj + byjui + ...+ byjuy. (4.7)
Por una parte,
v;f(ui) L0 v;f (@1;v1 + agiva + ... + anivp) = aj;.
Por otra,

=

vi(ug) = (bijug + bojuy + ...+ bpjuy ) (i) = by,

de donde B = At. Es decir,
M(C*, B*) = M(B,C)".
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Definicién 4.3.2 (RELACIONES DE ORTOGONALIDAD). Sean L C V' y L* C V* dos variedades
lineales de V' y V*, respectivamente.? Llamaremos:

I w(l)={x*eV*|vx e L, x*(x) =0}.

II. w(L*) ={x e V|¥x* € L*, x*(x) = 0}.

Proposicion 4.3.6 Sea L C V y L* C V* variedades lineales de V' y de V*, respectivamente, se
verifica que:
1. w(L) es una variedad lineal de V* llamada variedad ortogonal a L

2. w(L*) es una variedad de lineal V' llamada variedad ortegonal a L*.

Demostracion
1. Sean x*,y* e w(L)y a €'K.

o x* y* ew(l) = Vx e L, x*(x) =0, y*(x) = 0. Por tanto,
Vx €0y (x* +y*)(x) =xMx) + ¥y (%) =0 =x" % y* € w(L).
o x! cw(l)=Vx€ L, x"(x) =0=ax¥(x) = 0 = (ax*)(x) =0 = ax™ € w(L).

2. Sean x;y € w(L*) y a € K.

e X,y €w(L*) = Vx*r€ L*, x*(x) =0, x*(y) = 0. De aqui que
Vx* € LY, x*(x +y) = x"(x) + x(¥)= 0= x +y € w(L").
o x cw(l?) = Vx* € L*, x*(x) =0= ox*(x) = 0="x"(ax) =0 = ax'€ w(L*).

Proposicién 4.3.7 Sea L la variedad lineal de V,-L = (aj,a2,...,a,) v (&;)g'= (a1, a2, . . ., an;)
(i =1,...,r), entonces unas ecuaciones implicitas de w(L) vienen dadas por el sistema
anx’{ + agll’; A d® anlx; =0
a122] +a22%54+. .+ axpz, = 0
w(L) =
a1 +ofgeds. + R Ok, Nt W
Demostracién Sea x* € w(L) y Xge= (X}, %5,...,%X) ).

x"ew(l)<=Vxel x'(x)=0<=x"(a;)=0,(i=1,...,7)

{ Ec. 4.5
* * * .
a; ] + agixy + ...+ apixy, =0, (i=1,...,7)
annx] +anzs + ... +apx, = 0
a12x] + a2y + ... +aypmx, = 0
a1,rx] +ars+ ... +apx;, = 0

2En realidad, no es necesario que L y L* sean variedades lineales, basta con que sean subconjuntos no vacios de
V y V*, sin embargo para no crear confusiones innecesarias, consideraremos sélo variedades lineales de V.
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Corolario Obviamente, si A es la matriz de los coeficientes del sistema w(L), es claro que
dim(w(L)) = dim(V) — rg(A4) = dim(V') — dim(L)

Proposicién 4.3.8 En las condiciones de la proposicién anterior, si {af, a3,...,ak}, (s=n—7r)
es una base del espacio de las soluciones de w(L) se verifica que

oj1x1 +as e+ ... +are, = 0

ajpx1 +agexe + ...+ as, v, = 0
L= , , .

of % NS row N off.Zem=. 0

es un sistema de ecuaciones implicitas independientes-de L.

Demostraciéon Sean Ay A*las matrices de los'coeficientes del sistema w(L) y L, respectivamente.
Por hipétesis rg(A) = ry rg(A*) ='s. Bastard ver que a’ es solucién del sistema L, lo cual es
evidente. En efecto, por ser «; solucién'de w(L), se verificard.que

Vi=1,. w7 Ale;)! =0 = A(A")! =0=A*A'=0= A*(a,)! 20, Vi=1,...,r.
Igualdad, esta dltima, que nos indica que a; es solucién de L. Es claro, ademds,;.que{a;, as,...,a,}
es una base délassoluciones de L. Por una parte son Li. (rg(4) =)y, por otra, dim(L) =n—s =

n—(n-—r)=r.

Proposicion 4.3.9 Sea L una.variedad lineal de V" vy sea

M T S d B, Y = 0

ajy®1 Hasewa ... taz,x,T = 0
Sp = .

Clnatfoo 7o + . Lk Lol =<4 0

un sistema de ecuaciones implicitas independientes de L. Consideremos los r vectores a; € V*
cuyas coordenadas son los coeficientes de Sp:

(@) = (al;, a5y cveyary)y (=1,...,71)

Se verifica que
C* ={aj,aj,...,a’}, es una base de w(L).

Demostracién Sea A* la matriz de los coeficientes de Sz.. Desde luego C* es 1.i. por ser rg(A*) = r.
Ademids a} € w(L) yaque Vx € L, af(x) =0, (¢ =1,...,r) no son mas que las ecuaciones de Sy
Bastara pues probar que dim(w(L)) = r, lo cual es evidente ya que

dim(w(L)) = dim(V) — dim(L) = dim(V) — dim(V') + rg(A*) = r.

Nota. Cada una de las proposiciones anteriores puede ser enunciada de forma similar para el
espacio dual correspondiente. Basta considerar en cada caso las variedades L* u w(L*).

DTO. DE ALGEBRA
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Proposicién 4.3.10 (PROPIEDADES DE LAS RELACIONES DE ORTOGONALIDAD). Sean L, Lj y
Lo variedades lineales de V' 'y L*, L] y L3 variedades lineales de V*, Se verifica que:

1. L1 CLy— w(Lg) C w(Ll). 1*. LT C L; — w(LE) C w(L*{)
2. w(L1+ L2) = w(L1) Nw(Ly). 2% w(Li+Ls) =w(Ly) Nw(Ls).

3. w(Li1NLy) =w(ly)+w(La). 3. w(LinN L) =w(Ly) +w(L).

4. L=w(w(L)). 4%, L* = w(w(LY)).
Demostracion
1. x* € w(Ls) = ¥x € Lppx* (x)=0 282 vx € L1} xi(x) £ 0= x* € w(Ly).
2.
LiCLi+ Ly = w(Ll + LQ) @ w(L1>
L1 C g s o(Lrdr ) B = w(Ly +L2) Cw(Li)Nw(Ls).
x* €w(l1)Nw(L2) =x"€w(L1),x* € w(ly) = Vx1 € w(L1)#V%x2 € w(L2), x*(x1) =
0, x*(x2) =.0:
Sea pues-x €-L; + Ly = Ix1 € L1, Ix9 € Ly |x = x1 + x9. Por consiguiente, teniendo en
cuenta lo-anterior, sera
Vx'€'Ly + Lo, x7(x) = x"(x1)-+%x"(x2) = 0.
3.
Liifs Cll, I— w(Ll) C w(Ll M Lg)
GEPY= \ =N R 7 5 = w(Li) + w(L2) Cw(Ls M L2).
Por otra parte,

. J ! i : 2 .
dim(w(L1) S 0B BMm e[ L1)) + dim{ W L3)T dim (0 (1))~ didndedi) ) = n — dim(Ly) +
n—dim(Ly) —dim(w(Ly+Lo))=2n—=dim(Ly)—=dim(Ls) — n+dim(L;+Ly) = n—dim(L; N
Ls) = dim(w(L1*N Lg)). De donde deducimos la igualdad.

4. Tengamos en cuenta que

w(w(l)) =4{xe V]v¥x* ew(L), x*(x) = 0}. (4.8)
x € L = ¥x* € w(L), x*(x) = 0 =% x € w(w(L)).
Por otra parte,
dim(w(w(L))) = dim(V) — dim(w(L)) = dim(V) — (dim(V) — dim(L)) = dim(L).

De ambos resultados, se deduce la igualdad.

Nota. Andlogas demostraciones para las propiedades 1*, 2%, 3* y 4*.

Ejemplo. Sean V' y V* espacios vectoriales duales sobre K de dimensién 5y B = {uy, uz, ug, ug, us},
B* = {uf,uj, ui, uj, ut} bases duales de V' y V*, respectivamente.
Si L=(1,0,0,1,1),(1,1,0,0,1),(1,1,1,0,0)), calcular:
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1. dim(w(L)).
2. Un sistema de ecuaciones implicitas independientes de w(L), respecto de la base B*.
3. un sistema de ecuaciones implicitas independientes de L, respecto de B.
4. Las coordenadas respecto de B*, de la aplicacion
x*:V—K
definida por

x*(x) = x1 +2w9 + 33 + 4wy + Sx5, siendo xg = (x1,22,...,T5)

Solucién. A = {(1,0,0,1,1),(1,1,0,0;1),(1,1,1,0,0)} es una base de L ya que rg(Ag) = 3. Por
consiguiente:

1. dim(w(L)) = 5=8="2.

2. Un sistema de.ecuaciones implicitas de w(L) viene dado por el sistema

x] + 3 + 5 =0
wll)y=4¢ =7 + =5 + gz =10
x] + 25 23 =0

* i * *
Gl e L4 Ty

wl) = Qrat T4 135 'y
TP H Al =D

Dando los valores canénicos a las incégnitas x3, xf obtenemos la base dew(L),
{(-1,1,0,1,0),(—1,0,1,0,1)}.
Por consiguiente,

_ | oI T+ Ty = 0
L=
—I + x3 + x5 = 0

Observacién. Noétese que los coeficientes de w(L) constituyen una base de L, con lo que L
podria haberse calculado, igualmente, por el método del menor orlado.

4. Es evidente que x3%. = (1,2,3,4,5).
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