Fundamentos Matemadticos de la Informética II
Ejercicios

Hoja 3 - Congruencia, Grupos

Sea A un conjunto y {A;};cr una particién de A. Comprobar que la relacién binaria definida entre
los elementos de A
aRb &3Fiel, abeA;
es una relacién de equivalencia.
Demostrar que el conjunto cociente A/R es {A;}ier.

Demostrar que un nimero entero positivo n es multiplo de 9 si, y sélo si la suma de sus digitos es
multiplo de 9 (sugerencia: si los digitos de n son aya,_1 . ..ao, entonces n = y_._; a;10%).

Demostrar que un nimero entero positivo n es multiplo de 3 si, y sélo si la suma de sus digitos es
multiplo de 3.

Demostrar que un niimero entero positivo n es multiplo de 11 si, y sélo si la suma de los digitos de
n en lugares pares menos la suma de los digitos en los lugares impares es un multiplo de 11.

Demostrar que S = {a + bv/=5 :a,b € Q, (a,b) # (0,0)} es un grupo con la operacién producto
de nimeros complejos.

Comprobar:

a) U ={1,-1,i,—i} es un subgrupo del grupo multiplicativo C — {0}.

b) Sim es un entero positivo, entonces H,, = {@ : m.c.d.(a,m) = 1} es un grupo con la operacién
a-b=ab.

¢) Existe un isomorfismo de grupos entre U y Hj.

d) Existe un isomorfismo de grupos entre Hs y el grupo Z,4 con la operacién suma.

Si n es un entero positivo, denotemos por U, al conjunto de las raices n-ésimas de la unidad, esto
es, al conjunto de los nimeros complejos z tales que z™ = 1.

Comprobar que U, es un grupo con la operacién multiplicacién de nimeros complejos, pero en

general no con la suma (el grupo del primer apartado del ejercicio 6 es Uy).

Determinar si las siguientes aplicaciones son 0 no homomorfismos de grupos:

a) f:(R={0},-) — (R={0},-); @+ |z|.
b) f:(®R—{0},) — (R—{0},); &+ 22
¢) f:(R+)— (R—={0},"); z+—e€".
d) f:(Zs,+)— (Z3,+); z—rz+1.

Comprobar que f: (C,+) — (R,+) ; a+ib+— a — b es un homomorfismo de grupos. Calcular
el nicleo y la imagen de f. Determinar si f es monomorfismo y/o epimorfismo.



