
Espacios Vectoriales con Producto
Interior

De¯nici¶on 1 Sea V un espacio vectorial so-
bre un cuerpo K. Llamamos forma bilineal a
toda aplicaci¶on

f : V £ V ¡! K
(~x; ~y) 7¡! f(~x; ~y)

que veri¯ca

1. f(~x; ¸~y+ ¹~z) = ¸f(~x; ~y) + ¹f(~x; ~z)
8 ~x; ~y; ~z 2 V y ¸;¹ 2 K.

2. f(¸~x+ ¹~y; ~z) = ¸f(~x; ~z) + ¹f(~y; ~z)
8 ~x; ~y; ~z 2 V y ¸;¹ 2 K.

Obs¶ervese que una forma bilineal es lineal
para cada una de las componentes.

Si K = R se dice que f es una forma bilineal
real. En lo sucesivo nos restringimos a este
caso.
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Ejemplos: Las a.l. f : R2£R2 ¡! R de¯nidas

f[(a; b); (c; d)] = ac+ bd

f [(a; b); (c; d)] = ad¡ bc
son bilineales.

Ejemplo: La funci¶on f : Kn£Kn ¡!K de¯ni-

da por

f(X;Y ) = XtAY

con A 2Mn(K) es bilineal.

Teorema 1 Sea f : V £ V ! K una forma

bilineal. Entonces:

f(~x; ~0) = f(~0; ~x) = 0 8 ~x 2 V

De¯nici¶on 2 Se dice que una forma bilineal

f : V £ V ! K es sim¶etrica si veri¯ca que

f(~x; ~y) = f(~y; ~x) 8 ~x; ~y 2 V

Ejemplo: La forma bilineal f : R2£R2 ¡! R
de¯nida por f [(x1; x2); (y1; y2)] = x1y1 +x2y2

es sim¶etrica.
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De¯nici¶on 3 Se dice que una forma bilineal

f : V £ V ! K es alternada (o antisim¶etrica)

si veri¯ca que

f(~x; ~y) = ¡f(~y; ~x) 8 ~x; ~y 2 V

Proposici¶on 1 Una forma bilineal es alter-

nada si y s¶olo si f(~x; ~x) = 0 8~x 2 V

Ejemplo: La forma bilineal f : R2£R2 ¡! R
de¯nida por f[(x1; x2); (y1; y2)] = x1y2¡x2y1

es antisim¶etrica.

3



Matriz asociada a una forma bilineal en

una base B

De¯nici¶on 4 Sea V en espacio vectorial x

sobre un cuerpo K, y sea f : V £ V ! K una

forma bilineal.

Si BV = f~v1;~v2; : : : ; ~vng es una base de V en-

tonces, dados dos vectores ~x; ~y 2 V tenemos

que

f(~x; ~y) = XtAY =

(x1; : : : ; xn)

0
B@
f(~v1;~v1) ¢ ¢ ¢ f(~v1;~vn)

... . .. ...
f(~vn;~v1) ¢ ¢ ¢ f(~vn; ~vn)

1
CA

0
B@
y1
...
yn

1
CA

donde la matriz A = (f(~vi; ~vj)) de orden n

de¯nida sobre K recibe el nombre de matriz

de la forma bilineal f en la base BV y las

matrices X e Y son las coordenadas de los

vectores ~x e ~y, en la base BV .
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Ejercicio: Sea f : R3 £ R3 ¡! R una forma
bilineal de¯nida como

f [(x1; x2; x3); (y1; y2; y3)] =
= 2x1y1 ¡ 3x1y2 + 6x1y3 + x2y3 + 2x3y1 ¡ x3y2

Calcular la expresi¶on matricial de f en la base
can¶onica de R3 y en la base

B = f(2;0;0); (0;1;0); (1;0;1)g

Teorema 2 Sea V un e.v. de dimensi¶on n
sobre el cuerpo K y sea f : V £ V ¡! K una
forma bilineal. Si A1 es la matriz asociada
a f en la base B1 de V y A2 es la matriz
asociada a f en la base B2 de V entonces se
veri¯ca que

A2 = P tA1P

donde P es la matriz de cambio de base de B2
a B1. (A1 y A2 son matrices congruentes).

Ejemplos: Comprobarlo en el ejercicio ante-
rior y en la forma bilineal f : R2 £ R2 ¡! R
de¯nida por

f [(x1; x2); (y1; y2)] =
= x1y1 + 2x1y2 + 3x2y1 + 4x2y2

donde B1 es la base can¶onica y B2 = f(0;1); (¡1;2)g
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Producto escalar

De¯nici¶on 5 Sea V un espacio vectorial so-

bre un cuerpo K y f : V £ V ! K una forma

bilineal. Decimos que f es una forma bilineal

de¯nida positiva si veri¯ca:

f(~x; ~x) > 0 8 ~x 2 V ; ~x 6= ~0

De¯nici¶on 6 Sea V un espacio vectorial de-

¯nido sobre el cuerpo de los n¶umeros reales.

Llamamos producto escalar a toda forma bi-

lineal f : V £V ! R sim¶etrica y de¯nida pos-

itiva.

De¯nici¶on 7 Llamamos espacio vectorial eu-

cl¶³deo a un espacio vectorial real en el que se

ha de¯nido un producto escalar.

Dados dos vectores ~x; ~y 2 V , su producto es-

calar f(~x; ~y), suele notarse de distintas for-

mas:

f(~x; ~y) = h~x; ~yi = (~xj~y) = ~x ¢ ~y
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Ejemplos

1. Sea V = Rn. Sean ~x y ~y dos vectores con
coordenadas en la base can¶onica fx1; : : : ; xng
y fy1; : : : ; yng respectivamente. Se de¯ne
un producto escalar como

~x~y = x1y1 + x2y2 + ¢ ¢ ¢+ xnyn

2. Sea V el e.v. sobre R de las funciones
reales que son continuas en el intervalo
[a; b]. Se puede de¯nir el producto escalar
de dos funciones f; g 2 V como

< f; g >=
Z b

a
f(t)g(t)dt

3. Sea V = Pn(R). Podemos de¯nir el pro-
ducto escalar de dos polinomios

p(x) = a0 + a1x+ ¢ ¢ ¢+ anx
n

q(x) = b0 + b1x+ ¢ ¢ ¢+ bnx
n

como

< p(x); q(x) >= a0b0 + a1b1 + ¢ ¢ ¢+ anbn
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Teorema 3 Determinaci¶on de un producto
escalar. Sea V un e.v. eucl¶³deo y B = f~v1; : : : ;~vng
una base de V . Entonces el producto es-

calar de dos vectores cualesquiera, ~x; ~y 2 V
queda determinado conociendo los produc-
tos escalares h~vi; ~vji de los vectores de B.

h~x; ~yi =
nX

i=1

nX

j=1

xiyjh~vi; ~vji

Expresando matricialmente este resultado:

h~x; ~yi =XtGY =

(x1; : : : ; xn)

0
B@
h~v1; ~v1i ¢ ¢ ¢ h~v1; ~vni

... .. . ...
h~vn;~v1i ¢ ¢ ¢ h~vn;~vni

1
CA

0
B@
y1
...
yn

1
CA

donde G es la matriz asociada al producto
escalar dado en la base B o matriz de Gram.
Ejercicio: Sea V = P3(R) con producto es-
calar

< p(t); q(t) >=
Z 1

0
p(t)q(t)dt

Hallar la matriz G asociada a dicho producto
escalar en la base B = f1; t; t2; t3g
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De¯nici¶on 8 Sea V un e.v. eucl¶³deo. Lla-

mamos norma, m¶odulo o longitud de un vec-

tor ~x 2 V al n¶umero real:

jj~xjj =
q
h~x; ~xi

De¯nici¶on 9 Se dice que un vector ~x es uni-
tario o normalizado si jj~xjj = 1. Dado un

vector ~x 6= 0 el vector
~x

jj~xjj es unitario. Este

proceso se llama normalizaci¶on de ~x.

Proposici¶on 2 Propiedades de la norma. Sea
V un e.v. eucl¶³deo, y sean ~x; ~y 2 V , ¸ 2 R.

Entonces:

1. jj~xjj = 0 si y s¶olo si ~x = 0

2. jj¸~xjj = j¸j jj~xjj

3. jjh~x; ~yijj · jj~xjj jj~yjj (Desigualdad

de Schwarz)

4. jj~x+ ~yjj · jj~xjj+ jj~yjj (Desigualdad
triangular)
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De¯nici¶on 10 Sean ~x; ~y dos vectores no nu-

los de un espacio vectorial eucl¶³deo V . El

¶angulo que forman ~x e ~y se de¯ne:

ang(~x; ~y) = µ = arcos
h~x; ~yi
jj~xjj jj~yjj

Utilizando la de¯nici¶on de ¶angulo podemos

expresar el producto escalar de dos vectores

de la forma:

h~x; ~yi = jj~xjj jj~yjj cosµ

De¯nici¶on 11 En un e.v. eucl¶³deo V se dice

que ~x; ~y 2 V son vectores ortogonales si

h~x; ~yi = 0

Observar que dos vectores no nulos ~x; ~y son

ortogonales si y s¶olo si son perpendiculares,

pues en este caso cos(~x; ~y) = 0. Por ello si

~x; ~y son ortogonales suele notarse ~x ? ~y.
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De¯nici¶on 12 Conjunto ortogonal y conjun-

to ortonormal. Un conjunto de vectores no

nulos f~v1; : : :~vng de un espacio vectorial eu-

cl¶³deo V se dice que es un conjunto ortogonal

si cada vector del conjunto es ortogonal a to-

dos los dem¶as, es decir h~vi; ~vji = 0, 8i 6= j.

Diremos que dicho conjunto es ortonormal

si adem¶as se veri¯ca que los vectores que lo

forman son unitarios.

Teorema 4 Sea V un espacio vectorial eu-

cl¶³deo. Si S = f~v1; : : : ~vng es un conjunto or-

togonal de vectores no nulos de V , entonces

dicho conjunto es linealmente independiente.
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M¶etodo de ortogonalizaci¶on
de Gram-Schmidt

Teorema 5 En todo espacio vectorial eucl¶³deo
V de dimensi¶on ¯nita existe al menos una
base ortonormal.

Utilizamos un m¶etodo constructivo, que par-
tiendo de una base cualquiera B = f~v1; : : : ; ~vng
de V permite obtener una base ortogonal
Bf = f~e1; : : : ;~eng de V .
Se de¯nen los vectores desconocidos de Bf
como combinaci¶on lineal de los de B
~e1 = ~v1

~e2 = ~v2 + a21~e1

~e3 = ~v3 + a31~e1 + a32~e2
...
~en = ~vn + an1~e1 + an2~e2 + ¢ ¢ ¢+ an;n¡1~en¡1

Los vectores ~ei;~ej tienen que ser ortogonales
(< ~ei;~ej >= 0). Por lo tanto:

0 = h~e2;~e1i = h~v2 + a21~e1; ~e1i
= h~v2;~e1i+ a21h~e1; ~e1i

a21 =
¡h~v2; ~e1i
h~e1;~e1i
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0 = h~e3; ~e1i
= h~v3 + a31~e1 + a32~e2; ~e1i
= h~v3;~e1i+ a31h~e1; ~e1i+ a32h~e2;~e1i

a31 =
¡h~v3; ~e1i
h~e1;~e1i

Calculando as¶³ cada uno de los coe¯cientes

aij tenemos que:

~e1 = ~v1

~e2 = ~v2 ¡
h~v2;~e1i
h~e1; ~e1i

~e1

~e3 = ~v3 ¡
h~v3;~e1i
h~e1; ~e1i

~e1 ¡
h~v3;~e2i
h~e2; ~e2i

~e2

...

~en = ~vn ¡ h~vn;~e1i
h~e1; ~e1i

~e1 ¡
h~vn; ~e2i
h~e2; ~e2i

~e2¡ : : :

¢ ¢ ¢ ¡ h~vn;~en¡1i
h~en¡1; ~en¡1i

~en¡1

Ejercicio Sea V = R3 con el producto escalar

usual. Aplicar el m¶etodo de Gram-Schmidt a

la base B = f(1;1;0); (1;0;1); (0;1;1)g.
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Diagonalizaci¶on Ortogonal

De¯nici¶on 13 Una matriz A 2Mn(R) es or-

togonal si P¡1 = P t.

Teorema 6 La matriz A 2 Mn(R) es orto-

gonal si y s¶olo si las columnas (y ¯las) de A
forman un conjunto ortonormal.

De¯nici¶on 14 La matriz A 2 Mn(R) es di-

agonalizable ortogonalmente si existe una ma-
triz ortogonal P , tal que:

D = P tAP

donde D es la matriz diagonal formada por

los autovalores ¸1; ¸2; : : : ; ¸n de A y P es la
matriz formada por una base de vectores pro-

pios que es ortonormal.

Ejercicio. Estudiar si la matriz A es diago-

nalizable y en caso a¯rmativo diagonalizarla
ortogonalmente.

A =

0
B@

1 2 1
0 1 0
0 4 3

1
CA
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Endomor¯smos sim¶etricos y
Matrices Sim¶etricas

De¯nici¶on 15 Sea V un e.v. eucl¶³deo. Se
dice que f : V ! V es un endomor¯smo si-
m¶etrico si ~x:f(~y) = f(~x):~y, 8~x; ~y 2 V .

Proposici¶on 3 Si el e.v. eucl¶³deo V tiene
dimensi¶on ¯nita y si A es la matriz asociada
a f en una base ortonormal de V , entonces f
es sim¶etrico si y s¶olo si A es sim¶etrica.

Teorema 7 Sea A 2 Mn(R) una matriz si-
m¶etrica. Entonces los autovalores de A son
siempre reales.

Teorema 8 Si A 2 Mn(R) es una matriz
sim¶etrica, entonces los autovectores que co-
rresponden a autovalores distintos de A son
ortogonales.

Ejemplo Comprobar que se veri¯can los dos
teoremas anteriores para la matriz

A =

0
B@

0 0 2
0 ¡2 0
2 0 3

1
CA
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Teorema 9 (espectral) Sea V un e.v. eu-

cl¶³deo de dimensi¶on ¯nita n. Si f : V ! V es

un endomor¯smo sim¶etrico, entonces existe

una base ortonormal de V formada por vec-

tores propios de f.

Corolario 1 Si A 2Mn(R) es una matriz si-

m¶etrica, entonces A es diagonalizable en R.

Por lo tanto, A es diagonalizable ortogonal-

mente.

Ejemplo Diagonalizar ortogonalmente la si-

guiente matriz

A =

0
B@

0 2 2
2 0 2
2 2 0

1
CA
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