CAP{TULO 3

Espacios vectoriales

1. Definicién y ejemplos de espacio vectorial

En el capitulo 1, a partir de un cuerpo K y dos enteros positivos m y n, hemos definido el
conjunto My, xn,(K) de las matrices con m filas, n columnas y términos en K. Asimismo, a partir de
las operaciones + y - del cuerpo K, hemos definido la suma de matrices y el producto de un escalar
por una matriz, y hemos comprobado que cumplen una serie de propiedades entre las que nos interesa

ahora senalar las siguientes:

= La suma de matrices constituye una operacién binaria interna en M, «,(K) que cumple la
propiedad conmutativa, la asociativa, para la que existe elemento neutro y para la que todo
elemento tiene opuesto, es decir, la suma constituye una aplicacién del tipo:
+ 1 Mipxn(K) X Mypsn(K) —————> Mpxn(K)
(A,B) o> A4+ B

para la que se cumple:
e A+ B=B+A VA BEMxn(K)
e (A+B)+C=A+(B+C) VA B,C€ Mpxn(K)
e 30eEMpxn(K) /] A+O0O=A=04+A VA€ Myun(K)
e VAE Mpuyn(K) 3 —A€Myun(K)/ A+ (-A)=0=(-A)+ A

= El producto de un escalar por una matriz es una matriz del mismo tamano, es decir, constituye
una aplicacién del tipo:
o K X Mpsn(K) —————— My (K)
(@, A) > A

para la que se cumple:
e a(A+B)=aA+aB VA BeMux(K)yVaekK
o (a+b)A=aA+bA VAEMun(K)yVabeK
o (ab)A=a(bA) VAE Myun(K)yVabeK
e IA=A VA€ Myx(K)
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Nuestro propdsito ahora, es extender la estructura que tiene el conjunto M,,«,(K) con las dos

operaciones antes indicadas, a un contexto mas general del que éste pasara a ser un ejemplo.

Definicién 1.1. Un espacio vectorial sobre el cuerpo K, también denominado K-espacio vectorial,

es un conjunto no vacio V', junto con dos operaciones del tipo siguiente:

+:V XV —V K XV ——V

(u,v) == w4 v (a,u) > au

para las que se verifican las siguientes condiciones:
EVl: v+v=v+u VuveV
EV2: (u+v)+tw=u+(@w+w) Yuv,weV

= Para + :
EV3: 30€V /u4+0=u=0+u YVueV
EV4: VueV I —ueV /u+(-u)=0=(-u)+u
EV5: a(u+v)=ou+av VuveVyVaekK
EV6: (a+Bu=au+pfu YueVyVapekK

= Para - :

EV7: (af)u=a(fu) VueVyValBeK
EV8: lu=u VYueV

A los elementos de V' los denominaremos wectores, y a las dos operaciones anteriores las deno-
minaremos, respectivamente, suma de vectores y producto de un escalar por un vector. Por otro lado,
debido a la igualdad que nos garantiza EV4, cualquiera de los dos miembros de esta igualdad se
representard por u + v + w. Asimismo, en EV7, cualquiera de los dos miembros de la igualdad se

representara por afu.

Consecuencias 1.2. Si V es un K-espacio vectorial, entonces:

1) El elemento 0 € V, cuya existencia nos garantiza la condicién EV3, es unico y lo denomina-
remos vector cero.
2) Siu €V, el elemento —u € V, cuya existencia nos garantiza la condicién EV4, es tnico y lo

denominaremos opuesto de u.

DEMOSTRACION.

1) Supongamos que los elementos e; y es de V, verifican la condicién EV3, entonces:

e1 haciendo uso de la condicién EV3 para es
€1 + €y =
e2 haciendo uso de la condicién EV3 para e;
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2) Supongamos que u € V' y que uy y ug de V, verifican la condicién EV4, entonces, haciendo

uso en primer lugar de la condicién EV2, se tiene:

(up +u) 4+ ug =0+ ugs =ug  haciendo uso de que u; cumple la condicién EV4
y de la condiciéon EV3
UL +u+ us =
(u1 + (w4 u2) =u3 +0=wu; haciendo uso de que uy cumple la condicién EV4

y de la condiciéon EV3

Consecuencias 1.3. En un K-espacio vectorial V| se verifica:

4) (—a)v = —(av) = a(—v) VveV ,Vae K

DEMOSTRACION.

1) Si consideramos el elemento de V', a(0 4+ 0), se tiene:

a0+ a0 haciendo uso de la condicién EV5
a(04+0) =
a0 yva que 0 4+ 0 = 0 por la condiciéon EV3
en consecuencia a0 + a0 = a0 y considerando ahora el elemento —(a0) € V, cuya existencia

nos garantiza la condicién EV4, se tiene:

a0+ a0 =a0 = —(a0)+ (a0 + a0) = —(a0) + a0 B2

(= (a0) +a0) + a0 = —(a0) + a0 25 0+a0=0 22 a0=0

2) Si consideramos el elemento de V', (0 + 0)v, se tiene:

Ov + Ov haciendo uso de la condicién EV6
(040w =
Ov haciendo uso de la definicién de neutro de la suma en K

en consecuencia 0v + 0v = Qv y considerando ahora el elemento —(0v) € V, cuya existencia
nos garantiza la condicién EV4, se tiene:

00400 =00 = —(00) + (0v+ 0v) = —(0v) + 0v =2

(= (00) + 00) + 0v = —(00) + 00 =2 0400 =0 =5 00 =0

3) Supongamos av = 0y a # 0, entonces, puesto que existe a~! € K, tenemos:

aw=0 = a Hav)=a"'0=0 K (@ lav=0 = 1v=0 B8 p=0
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4) Para justificar que (—a)v = —(av), basta ver que (—«a)v 4+ av = 0, lo cual se cumple ya que,

haciendo uso de la condicién EV6, asi como de uno de los apartados anteriores, se tiene:
(—a)v+av=(—a+a)v=00=0

Y la otra igualdad se demuestra de forma andaloga.

O

Nota 1.4. A una suma de vectores de la forma u + (—v), es decir, la suma de un vector u y el

opuesto de v, la representaremos simplemente por u — v.

Ejemplos 1.5.
1. El conjunto M,,x,(K) para la suma de matrices y el producto de un escalar por una matriz,
tiene estructura de K-espacio vectorial.
2. Si n es un entero positivo, el producto cartesiano K™ = K x .%). x K, tiene estructura de

K-espacio vectorial para las operaciones siguientes:
(a1, . cyan)+ (B, oy Bn) = (@1 + B,y an + 6n) V(ag,...,an),(B1,...,0n) € K™
a(ag,...,an) = (aaq,...,a0,) YV (ag,...,an) EK"yVaeK
La justificaciéon es inmediata y andloga a la que corresponde al K-espacio vectorial
Mixn(K).
3. Si X es un conjunto no vacio, el conjunto KX, formado por todas las aplicaciones de X en
K, tiene estructura de K-espacio vectorial para las operaciones siguientes:
f+g: X — K definida segin (f + g)(z) = f(z) + g(z) V z € X, vV f,g € KX
af : X — K definida segin (af)(z) = af(z) Vz € X, VieKXyVYaekK
La justificacion se deriva, de forma inmediata, de las propiedades de la suma y producto

en K.

2. Subespacios vectoriales

En el resto del capitulo, V' representara un K-espacio vectorial.

Definicién 2.1. Un subconjunto no vacio H de V, diremos que es subespacio vectorial de V,
o simplemente subespacio de V', y lo representaremos por H < V si la restriccién a H de las dos
operaciones para las que V es K-espacio vectorial, hacen de H un K-espacio vectorial.
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Proposicién 2.2. (Teorema de caracterizacion de subespacios) Para un subconjunto no vacio H
de V, las dos condiciones siguientes son equivalentes:
1) H<V
2) au+pPve H Va,fe K, YuveH

DEMOSTRACION.
1) = 2): Por ser H subespacio vectorial de V' el producto de un escalar por un vector de H es un
vector de H, y por tanto au € H y fv € H. Asimismo, la suma de vectores de H es de nuevo un vector

de H y por consiguiente au + fv € H.

2) = 1): Veamos en primer lugar que la suma de vectores de H es de nuevo un vector de H, y el
producto de un escalar por un vector de H es también un vector de H. En efecto, haciendo uso de la
definicién de V' como K-espacio vectorial, 1.1, y sus consecuencias, 1.2 y 1.3, tenemos:

= VuveH u+v=1u+ 1v € H , aplicando la condicién 2) al € K y u,v € H.

s Vae K Vue H ou = au+ Ou € H , aplicando la condicién 2) a a,0 € K y u € H.
Con todo esto, la restricciéon a H de las dos operaciones que hacen de V un K-espacio vectorial,
son operaciones del tipo siguiente, que seguiremos representando por + y -, respectivamente:
+: H x H—H -t K x H— H
(u,v) == w4 v (a,u) > ou

En relacién con las ocho condiciones que hemos de comprobar para justificar que H, con estas dos

operaciones, tiene estructura de K-espacio vectorial, es inmediato que EV1, EV2 EV5 EV6, EV7 y

EV8 se cumplen, comprobemos pues las condiciones EV3 y EV4:

= EV3: Puesto que H es no vacio, si u € H, tenemos que 0 = v —u = lu+ (—1)u € H ,
aplicando la condicién 2) a 1,—1 € K y u € H. Por consiguiente, 0 € H y se cumple EV3.
= EV4: V u € H tenemos que —u = (—1)u+ Ou € H , aplicando la condicién 2) a —1,0 € K y

u € H. Por consiguiente, —u € H y se cumple EV4.

g

Nota 2.3. Notemos que de la demostracion anterior se desprende que el vector cero de un espacio

vectorial V' pertenece a cualquier subespacio de V.

Ejemplos 2.4.

1. V<V y {0} <V.La justificacién es inmediata.
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El conjunto de soluciones de un SEL homogéneo sobre K, con m ecuaciones y n incdgnitas,
es un subespacio vectorial del K-espacio vectorial K™, visto en 1.5, pagina 63.
En efecto, consideremos el siguiente SEL homogéneo, expresado en una de las formas

matriciales vistas:

21C1 +22Co + - +2,C,, = O

donde C1,Cy,...,Cp, O € M,,x1(K). Sabemos que es un SEL compatible y que su conjunto

de soluciones es el subconjunto no vacio de K":
H={(a1,as,...,a,) € K" | a1C1 + aCs + -+ - + ,,Cp, = O}

Haciendo uso de las operaciones vistas para M,,x1(K), se tiene que H < K" ya que,

Va,BeKyV (a,ag,...,an), (51,02, ...,0,) € H, entonces:

alar,az,. .., 0n) + B(B1, P2, ..., Bn) = (aaq + 861, a0 + BB, ..., aa, + B6,) € K"

y se cumple:

(acy + BB1)C1 + (g + B32)Co + - -+ + (v, + 53,)Cr = - - -

c=a(mCr + aCy + -+ 0, Cy) + B(1C1 + 202 + -+ - + 3,Cy) = a0 + SO = O

por lo que a(ay,as,...,an) + B(B1,02,...,0,) € H.
El subconjunto {(z,y,2) €R® /22 +y—32=0, x —y + z = 0} es un subespacio vectorial
del R-espacio vectorial R?, visto en 1.5, pagina 63, para K =Ry n = 3.

En efecto, se trata del conjunto de soluciones de un SEL homogéneo de 2 ecuaciones con
3 incognitas sobre el cuerpo R. También puede justificarse utilizando el teorema de caracte-
rizacién anterior.
El conjunto H = {A € M,(K) / AT = A} es un subespacio del K-espacio vectorial de las
matrices cuadradas M, (K), visto en 1.5, pdgina 63. A las matrices que verifican la condicién
AT = A se las denomina simétricas y son necesariamente cuadradas.

En efecto, se trata obviamente de un subconjunto no vacio de M,,(K) puesto que tanto la
matriz nula como la matriz identidad pertenecen a H. Ademas, es inmediato que V «, 3 € K

yV A,C € H, se verifica:
(@A + BC) = aAT + BCT = aA + BC

por lo que A + 8C € H.
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3. Operaciones con subespacios

Proposicién 3.1. En un K-espacio vectorial V' se cumple:

1) Si {H; /i € I} es una familia no vacfa de subespacios de V', entonces su interseccién, ﬂ H;,

i€l
es un subespacio vectorial de V.
2) Si Hy,..., H, son subespacios de V, entonces el siguiente conjunto es un subespacio vectorial
de V:
H+ --+H,={u1+-+uy, /u; € Hparal <i<n}
DEMOSTRACION.

1) Puesto que el vector cero de V pertenece a cualquier subespacio de V, se tiene 0 € m H; y por
iel
tanto esta interseccion es un subconjunto no vacio de V. Ademas, Vo, € Ky Vu,v € ﬂ H;,
iel
se tiene que u,v € H; Vi € I y, puesto que H; <V, entonces au+ v € H; Vi € I y, por
consiguiente, au + fv € ﬂ H;.
iel

2) Tal y como hemos indicado en el apartado anterior, el vector cero de V' pertenece a cada uno
de los subespacios Hy, ..., H, y por consiguiente 0 =0+ ---+0¢€ Hy+---+ H,, y éste es un
subconjunto no vacio de V.. Ademas, Vo, € KyVui+---+up,v1+---+v, € Hi+---+H,,

haciendo uso de las propiedades de V' y de que cada H; es subespacio, se tiene:
aluy + - Fup) + B(v1 + - +v,) = (qus + Bvy) + -+ + (qup + fv,) € Hy + -+ H,

O

Definicién 3.2. Los subespacios considerados en la proposiciéon anterior se denominan, respecti-
vamente, subespacio interseccion de la familia no vacia de subespacios de V', {H; / i € I}, y subespacio
suma de los subespacios Hy, ..., H, de V. En particular, la suma de subespacios Hy +- - - + H,, diremos
que es directa, y lo expresaremos por Hy @ ---® H,, si la expresién que hemos obtenido del vector cero

como suma de un vector de cada H; es la unica posible, es decir, si se cumple la siguiente implicacién:
O=u1+---4+u, con wug € Hy,...,up, € H, = u1=---=u, =0

Proposicion 3.3.
1) En HH @ ® H,, si ui,v1 € Hy, ... up,v, € Hy, entonces:
U+ Ftupy, =01+ +v, = U =0V1,...,Uyp =Vp

2) La suma de dos subespacios, H y T, es directa si y sélo si HNT = {0}
66



Espacios vectoriales

DEMOSTRACION.

1) En efecto, haciendo uso de la definicién y consecuencias de K-espacio vectorial, as{ como de

la definicién de suma directa, tenemos:
U1+"'+Un:'l)1+"‘+?}n = (U17U1)++(Un*’l)n):0 —

— u1—v1=0,..., U —v,=0 = uy=v1,..., Up =Vp

2) En efecto, si suponemos que la suma es directa y consideramos un elemento u € H N T,
entonces es inmediato que v + (—u) = 0, con u € H y —u € T, por lo que necesariamente
u=-—u=0.

Reciprocamente, si suponemos que en la interseccién H N T sélo esta el vector cero, y
consideramos u € H y v € T' de manera que u + v = 0, entonces se tiene que u = —v y, por
consiguiente u € H NT = {0}, de donde u = 0y v = —u = 0, de donde se desprende que la

suma H + T es directa.

O

Definicién 3.4. Si S es un subconjunto de V, representaremos por < S > a la interseccién de
todos los subespacios de V' que contienen a S. Obviamente la familia de estos subespacios no es vacia
ya que al menos contiene a V. Ademds, < S > resulta ser el menor (para la relacién de orden que
define la inclusién) subespacio de V' que contiene a S. A este subespacio lo denominaremos subespacio
generado por S y diremos asimismo que S genera el subespacio < S >. En particular, si < S >=V,
diremos que S es un sistema generador de V.

Si S = {v1,ve,...,v,}, al subespacio < S >=< {v1,ve,...,v,} > lo representaremos simplemente

por < v1, Vo, ..., Uy >.

Consecuencias 3.5.

1) <0 >={0}
2) HSV = < H>=H (En particular <V >=1V)
3) SCHLV =< S>CH

4) Sive Syve<S—{v}>, entonces < § >=< 8 — {v} >.
DEMOSTRACION.

1) La inclusién {0} C< @ > se deriva de que el vector cero de V pertenece a cualquier subespacio
de V' y por tanto en particular a < () >. La inclusién < () >C {0} es consecuencia de que {0}
es subespacio de V', que contiene al subconjunto () de V, y por consiguiente est4 incluido en

la interseccién de todos los subespacios de V' que contienen a (), es decir < @) >.
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2) La inclusién H C< H > se desprende de la definicién de < H >. La inclusiéon < H >C H, es
consecuencia de que H es subespacio vectorial de V' que contiene a H.

3) Es consecuencia inmediata de la definicién de < S >.

4) Puesto que S —{v} C S, de la definicién de subespacio generado por un conjunto se deriva la

inclusién < S — {v} >C< S >. Por otro lado, haciendo uso del apartado anterior, tenemos:

S—{v}C< S —{v}>
= SC<S—{v}>=<I>C< S —{vy >
ve<S—{v} >

Proposicion 3.6. Si v,vy,vs,...,v, € V, entonces:
1) <v>={av / @ € K}.

2) < v,V >=< 0 >+ < Uy > o+ <oy >= Z a;v; [ a; € Kparal <i<n}
1<i<n
DEMOSTRACION.

1) La inclusién {av / a € K} C< v > se deriva directamente de que < v > es subespacio
vectorial y v €< v >.
Para justificar la otra inclusion, es suficiente justificar que {av / o € K} es subespacio
vectorial de V' y que v € {av / a € K}. Esto tltimo es inmediato ya que v = 1lv. Adem4s,
de aqui se tiene que {awv / o € K} es un subconjunto no vacio de V' y, si A,p € K y

av, fv € {av / a € K}, entonces:
AMaw) + p(Bv) = Aa+pf)v € {av / o € K}

2) La segunda igualdad es consecuencia del apartado anterior y de la definicién de suma de
subespacios, vista en 3.2, pagina 66.

La inclusién < vy, ve,...,v, >C< vy >+ <wg > +---+ < v, > de la primera igualdad,
es consecuencia de que < vy > + < wvg > +---+ < v, > es subespacio vectorial de V' y, V ¢,
1<i<n,severificavy=0v; +---+1v;+---+ 00, E<vy >+ <V >4+ < v, >.

Finalmente, haciendo uso de la definicién de suma de subespacios y del apartado 1), se

tiene que un elemento arbitrario de la suma < vy > + < vy > +---+ < v, >, es de la forma

a1v] + agus + -+ - + apv, Y, por consiguiente, pertenece al subespacio < vy, vs, ..., U, >.
O
Corolario 3.7. Si vy,vs,...,v, € V, entonces:
<v1,...,vi,...,vj,...,vn>:<v17...,)\vi,...,vj7...7vn>:<vl,...,vi+uvj7...,vj,...,vn>

paral<i£j<nyVIe K, A#0,yVueK.
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DEMOSTRACION. Para demostrar la primera igualdad, teniendo en cuenta la proposicién anterior
es suficiente justificar que < v; >=< Av; >, donde A es un escalar no nulo. Y para justificar esta
igualdad, haciendo uso de 3.5, basta comprobar que v; €< \v; > y \v; €< v; >, pero es inmediato que
vy €< v >y v = 1oy = (AN, = A7) €< My >,

Probaremos ahora la igualdad < vi,...,v;,...,05,...,0p > = < V1,...,0 + W, ..., Vj,...,0 >.
Haciendo uso de la proposicién anterior, es inmediato que basta justificar la igualdad < v, v; >=
< v; + pj,v; >, y para ello, haciendo de nuevo uso de 3.5, es suficiente comprobar las dos siguientes

relaciones de inclusion:
{vi,vj} C< vy + pwj, v > y {vi + pvj, v} C< vi,v5 >
ambas de justificacién inmediata.

O
Definicién 3.8. Si vy,vs,...,v, € V, un elemento v €< vy, vs,...,v, >, que hemos comprobado

que es de la forma v = g «; v;, diremos que es combinacion lineal de los vectores vy, va, ..., v,. Por
1<i<n
consiguiente el subespacio < vy,vs,...,v, > de V estd formado por todas las combinaciones lineales

de los vectores v, vs, ..., Uy.

Proposicion 3.9. Si H es un subespacio vectorial de V', entonces, la relacién entre los elementos
de V, definida segtn:

uRygv < u—-veH

es una relacion binaria de equivalencia en V para la que se verifica:

1) Vu € V, la clase de equivalencia de u es el conjunto {u + v/ v € H}, que representaremos
simplemente por u + H.
2) Las dos operaciones que hacen de V un K-espacio vectorial son compatibles con esta relacién

binaria de equivalencia, es decir:

'LL1+H:U2+H
— (U1+’U1)+H:(U2+’U2)+H
n+H=v+H
ac K
= (au1)+ H = (auz) + H
U1+H:’U42+H

3) El conjunto cociente que define esta relacién binaria de equivalencia, que representaremos por
V/H, y cuyos elementos son las clases de equivalencia que la relacién ha definido en V', tiene
estructura de K-espacio vectorial para las dos operaciones siguientes, inducidas por las de V,
y que seguiremos representando por + y -, respectivamente:

+:V/H x VH — V/H -+ K x V/IH — V/H
(u+Huv+H) ~o> (u+v)+ H (qy,u+H) > (au)+ H
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DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que, como consecuencia de que H es subespacio vectorial

de V', Ry es efectivamente una relacién de equivalencia en V:
e Reflexiva: Y u €V, se tiene que u Ry u yaqueu—u=0¢€ H.
e Simétrica: wRpv — u—-veEH —= v—u=—(u—v) € H = v Ry u.
o Transitiva: uwRypv y vRpyw — u—veH y v—weH =
— u—w=u—-v+v—weH — u Ry w.
1) Vu €V, la clase de equivalencia de u es el conjunto [u] = {v € V / u Ry v}, entonces:
veul={veV/uRgvy = wuRyv = IheH /u—v=h =
= JheH/v=u—h = veu+H
veu+H = FheH /v=u+h = FJheH /u—v=-h =

= u—vE€H = uRyv = veu
2) La suma de V es compatible con esta relacién ya que:

wm+H=uy+H = u Rgus = u—u € H
- (U1+U1)—(UQ+UQ)EH:>

n+H=vw+H = wviRgve = vi—v9€H
- <U1+U1) Ry (U2+'U2) — (U1+U1>+H:(UQ+’U2)+H

Y el producto de un escalar por un elemento de V es también compatible con esta relacién

ya que:

uy+H=u+H = u Rguys = w1 —us € H = a(u; —uz) € H =

= au; —aus € H = (au1) Ry (auz) = (ouwr) + H = (auz) + H

3) La compatibilidad de las dos operaciones que hacen de V un K-espacio vectorial, con la
relacién binaria de equivalencia Ry, es la que nos permite definir las dos operaciones siguientes

para las que vamos a comprobar que el conjunto cociente V/H tiene estructura de K-espacio

vectorial:
+:V/H x V/H —> V/H K x V/H —> V/H
(u+Hov+H) > (u+v)+H (,u+ H) > (qu) + H

Haciendo uso de la definicién de V' como K-espacio vectorial, se tiene:
EVl: (u+H)+wv+H)=@w+v)+H=@w+u)+H=@w+H)+ (u+H)
Vu+Hv+HeV/H
EV2: (u+H)+@w+H)+w+H)=(u+v)+H)+ (w+H) =
=((u+v)+w)+H=(u+@w+w)+H=@u+H)+(v+w)+H)=
=(w+H)+ (v+H)+(w+H)) Vu+Hv+Hw+HEeV/H
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EV3: 30+HeV/H [ (u+H)+0+H)=(u+0)+H=u+H=
=0+uw)+H=0+H)+(u+H) VYu+HeV/H

EV4: YVu+HeV/H 3 —u+HeV/H/(u+H)+(—u+H)=
=(u—-u+H=0+H=(—u+u)+H=(—u+H)+ (u+H)

EV5: a((u+H)+ (v+H)) =a((ut+v)+H) = (a(u+v)) + H=
=(au+av)+ H=(auv+H)+ (av+ H)=a(u+ H)+alv+ H)
VutHuov+HeV/HyVaek

EV6: (a+fB)(u+H)=(a+B)u+H=(au+ Bu)+H = (cu+ H) + (Bu+ H) =
—a(ut+H)+Bu+H) Yut+tHeV/HyVafek

EVT: (af)(u+ H) = (af)u+ H = a(fu) + H = a(fu+ H)=
—a(B(u+H) VYu+HeV/HyVa,BeK

EV8: lu+H)=lu+H=u+H Yu+HeV/H
U

Definicién 3.10. Si H es un subespacio de V, al conjunto cociente V/H, junto con las dos opera-
ciones definidas en la proposicién anterior, para las que hemos comprobado que V/H es un K-espacio

vectorial, lo denominaremos espacio vectorial cociente de V mediante H.

4. Dependencia lineal

Definicién 4.1. Es evidente que si {v1,vs,...,v,} es un conjunto no vacio de vectores de V', se
verifica que 0 €< v1,v9,...,v, > ya que < v1,Vs,...,V, > es subespacio de V. En particular sabemos
que:

0=0v; +0vg+---+0v, €E<v1 >+ <3 >+ -+ < v, >=<V1,V2, " ,Vp >

Diremos que:

= {v1,v2,...,v,} es un sistema libre, o linealmente independiente, si la igualdad anterior es la
tnica forma de expresar al vector cero como combinacién lineal de los vectores vy, v, ..., Uy,

es decir, si se cumple la siguiente implicacién:

0=ayv; + agua + - + apv, = (a1,00,...,a,) =(0,0,...,0)
w {v1,02,...,0,} es un sistema ligado, o linealmente dependiente, si la igualdad anterior no es la
unica forma de expresar al vector cero como combinacién lineal de los vectores vy, vs, ..., Un,

es decir, si se cumple que:

3 (a1, a9,...,ap) € K" con (a1,q9,...,a,) # (0,0,...,0) / 0=a1v1 +avs + -+ anv,
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Definicién 4.2. Si S es un subconjunto no vacio de V', diremos que:

= S es libre o linealmente independiente, si todo subconjunto finito de S es libre.

= S es ligado o linealmente dependiente, si S contiene algin subconjunto finito ligado.

Ejemplos 4.3.

1. En el R-espacio vectorial R?, definido en uno de los ejemplos 1.5, de la pagina 63, el conjunto

S={u=(1,-1,1),v =(1,1,1)} es un sistema libre ya que:

0=au+pfv = (0,0,0) =a(l,-1,1) + 3(1,1,1) = (0,0,0) = (a+ B, —a+f,a+p) =

Q
_l’_
@

|
=

|
=

—

|
Q
_|_
=@
Il
I
o
Q
Il
o
=@
Il
o

Transforméandolo en otro equivalente

en forma escalonada reducida

2. En el R-espacio vectorial R3 el conjunto S = {u = (1,—1,1),v = (-2,2,—2)} es un sistema

ligado ya que:

0=au+pfv = (0,0,0) =a(l,—-1,1)+ 5(-2,2,-2) = (0,0,0) = (o —208,—a+28,a—28) =

a — 28 =0 a — 28 =0
=
—a + 26 = 0 0 =0
Transforméndolo en otro equivalente
a — 28 =0 0 =0

en forma escalonada reducida

Puesto que este sistema es compatible indeterminado, aparte de la solucién (0,0) tiene

otras, por lo que S es ligado. En particular, V A € R, se verifica que 0 = 2A\u + Av.

3. En el R-espacio vectorial R? el conjunto S = {(z,y,2) € R® / 2 +y = 0} es ligado ya que
contiene al conjunto ligado {u = (1,—1,1),v = (-2,2,—-2)}.

4. Consideremos el R-espacio vectorial RY, definido en uno de los ejemplos 1.5, de la pagina 63,
que sabemos que estd formado por todas las aplicaciones de N en R. Si, para cada n € N,

consideramos la aplicacién f, : N — R, definida segtn:

1 sim=n
fn(m):
0 sim#n
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entonces el subconjunto S = {f,, / n € N} de RY es libre ya que cualquier subconjunto finito

suyo es libre. En efecto, si consideramos un subconjunto finito de S, que serd de la forma

{fiss fins+--, fi, }, s tiene:
0= Oélfh +042fi2 + .. +Oltfi,, ol (alfil +042fi2 —+ .. +atfit)(m) — O(m) =0 YmeN

0= (anfi, + @afi, + -+ aufi,) (i) = o1 fi, (i1) + aafi, (i) + -+ + arfi, (i1) =
0= (anfi, + @afi, + -+ ufi,)(i2) = a1 fi, (i2) + a2 fi (i2) + -+ + cufi, (i2) = 2

0= (anfi, + @afiy + -+ aufi,)(ir) = on fi, (ie) + aafi, (ir) + -+ + e fi, (i) = v

Consecuencias 4.4.
1) Si v €V, entonces:

{v} es libre <= v #0

2) Si Sy T son subconjuntos no vacios de V, verificando que S C T', entonces:
S ligado = T ligado y T libre = S libre
3) Todo subconjunto de V' que contenga al vector cero, es ligado, es decir:

0e S = S ligado

DEMOSTRACION.

1) =: Esta implicacién la demostraremos probando que si v = 0 entonces {v} es ligado, lo cual
es inmediato porque si v = 0, tenemos que 0 = v =1v con 1 € K y 1 # 0, por lo que {v} es
ligado.
<=: Si suponemos 0 = awv, de una de las consecuencias 1.3, pagina 62, y del hecho que v # 0,
se tiene que necesariamente o« = 0 y por tanto {v} es libre.

2) Tanto si se trata de subconjuntos finitos o no de V', por ser S ligado contiene algtin subconjunto
finito ligado y, puesto que S C T, T también contiene algin subconjunto finito ligado y por
consiguiente T' también es ligado ya que 3 v1,va,..., v € Ty 3 (1, a,...,a¢) # (0,0,...,0)
de manera que ayv1 + aove + - - - + azvy = 0.

La otra implicacién es consecuencia inmediata de ésta.
3) Se deduce directamente de los dos apartados anteriores puesto que si 0 € S, entonces S

contiene un subconjunto ligado y por consiguiente es ligado.
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Proposicién 4.5. Si S = {vy,v2,...,v,} es un conjunto no vacio de vectores de V', entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:
1) S es ligado.
2) Juv, €8 /v e<S—{v} >

DEMOSTRACION.
1) = 2): Si S es ligado, entonces 3 (a1,...,a,) € K™, con (ay,...,a,) # (0,...,0), de manera que
0=aqv1+-+anv,. De (a1, ...,a,) # (0,...,0) se tiene que, para algtin i, «; # 0y, por consiguiente,

Jo; 1 ¢ K. Usando la definicién de espacio vectorial y sus consecuencias, tenemos:

—1 —1 —1 —1 —1
a7 '0=0=0q; (oqv1 + -+ anvp) = a5 larvr + -+ oy lau e+ o Loy, =

:a;1a1v1+-~+vi+-~~+a;1anvn
de donde, denotando a —a;laj por 3;, para 1 < j <n, j # 4, se tiene:

v; = B1v1 4+ Bic1Vic1 + Big1Vid1 + o Brn €< V1,0 Vi1, Vigd,y .., Uy >=< 5 — {’Ui} >

2) = 1): Puesto que v; €< S — {v;} >, se tiene que, 3 B1,...,8i—1,Bit1,---,0n € K de manera que

v; = Brog + -+ Bim1vi—1 + Big1vig1 + - - - + Bpvp, Por consiguiente:
0=pv1 4+ Bic1vicr + (=1)vs + Big1vigr + - + Buvn
lo que justifica que S es ligado puesto que

(517"' 7ﬂi—17_1aﬂi+17"'7ﬁn) S K" con (ﬂlw")ﬁi—h_laﬂi-‘rla"'76’”) 7& (0770)

O

Proposicién 4.6. Si {v1,...,v,} es libre y {v,v1,...,v,} es ligado, entonces v €< vy, ..., v, >.

DEMOSTRACION. Por ser el conjunto {v,v1, ..., v,} ligado, entonces existe (o, aq, ..., a,) € K"
con (a,aq,...,a,) # (0,...,0), de manera que:

O0=av+avy + -+ apvy,

Pero si suponemos a = 0, tenemos entonces que (aq,...,a,) € K™, con (aq,...,a,) # (0,...,0)
y de manera que 0 = a0 + - - - + apvy, lo que implica que {vy,...,v,} es ligado, en contra de que no
lo es. Por consiguiente o # 0 y sabemos que 3 o~ ! € K, de donde:

15 _ 04— —1 _ -1 -1
a 0=0=«a (Ozv+a1v1+~~~+anvn) =v+a oavr+ -+ a o,

y de aqui es inmediato que v €< vy,...,v, >. g
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5. Bases

Definicién 5.1. Un subconjunto B de V, diremos que es base de V, si es un sistema libre y

generador de V', es decir, si es un sistema libre tal que < B >= V.

Nota 5.2. Notemos que, puesto que B C V, la inclusién < B >C V siempre es cierta, por lo que

para comprobar que B genera V', es suficiente justificar la inclusion V C< B >.

Ejemplos 5.3.

1. En el R-espacio vectorial R3, el conjunto {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} es base. En efecto:

= Es libre ya que:
(0,0,0) = «(1,0,0) + 3(0,1,0) +~v(0,0,1) = (0,0,0) = (o, 8,7) = a=8=7=0
= Es generador ya que V (a, 3,7) € R3, se tiene:
(o, B,7v) = «(1,0,0) + 5(0,1,0) + v(0,0,1) €< (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1) >

2. En el K-espacio vectorial K™, conn > 1, el conjunto {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}
es base. La justificacién es andloga a la del ejemplo anterior.

3. En el K-espacio vectorial M, x,(K), con m,n > 1, el conjunto {A%}}i<,r<m,1<s<n €s base,
donde A’ es la matriz que tiene todos sus términos 0 salvo el que corresponde a la fila r y
columna s, que es 1. La justificacién es andloga a la de K™.

4. En el R-espacio vectorial H = {(z,y,2) € R /22 +y—32=0, x —y+ 2z = 0}, visto en 2.4,
péagina 64, el conjunto {(%, %, 1)} es base. En efecto, los elementos de este espacio vectorial

(subespacio de R?) son las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:
2t + y — 3z = 0
r — y + z =0

y si transformamos este sistema en otro equivalente en forma escalonada reducida, obtenemos:

z = 0

T —

wlot wiN

y — 32 = 0

por lo que el conjunto de soluciones es {(%)\, %)\, A) / A € R}, o bien, expresado en forma

matricial parametrizada:

AeR

<
I
>
— wlot W

EN|
ot
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2 5

En consecuencia, todo elemento de H es de la forma A(3, 5,1) €< (%, %, 1) >, lo que nos

da la inclusién H C< (%, %, 1) >. La inclusién < (%, %, 1) >C H se deriva de que (%, %, 1)e H
va que es la solucién del sistema que corresponde al valor del pardmetro A = 1. Asimismo, se

trata de un sistema libre puesto que es un sistema formado por un tnico vector y éste es no

nulo. También esto 1ltimo puede razonarse teniendo en cuenta que:

25 2.5
= — —=.1)= (= - -
(0.0,0)= A, 5.1 = GA AN = A=0

Nota 5.4. Si V sélo tiene el vector cero, es decir, si V' = {0}, entonces no tiene base puesto que

el tnico subconjunto no vacio de V' es {0} que es ligado. Por el contrario, si V' es un espacio vectorial
que no se reduce al vector cero, es decir, si V' # {0}, de acuerdo con 4.4, pagina 73, es evidente que V'
tiene algun sistema libre. Por otro lado, segin vimos en 3.5, pagina 67, sabemos que < V' >= V| por
lo que esta también garantizada la existencia de algin subconjunto de V' que es generador de V.
Nuestro propdsito ahora es estudiar si en un espacio vectorial V' # {0} estd o no garantizada la exis-

tencia de algtn sistema que sea simultaneamente libre y generador de V, es decir, la existencia de algu-

na base de V. En este sentido, queremos hacer notar que es posible demostrar que todo espacio vectorial

V # {0} tiene base, si bien aqui nos limitaremos a hacer la demostracién y a utilizarlo para espacios

vectoriales V' # {0} que tengan algin sistema generador finito.

Proposicién 5.5. Si V tiene algtn sistema generador finito con n elementos, entonces todo sistema

libre tiene a lo sumo n elementos.

DEMOSTRACION. Supongamos que S = {v1,vs,...,v,} es generador de V y que L es un subcon-
junto libre de V. Si suponemos que L tiene al menos n + 1 elementos, u1, ..., u,+1, pretendemos llegar
a un absurdo. Puesto que S es generador de V', estos elementos podemos expresarlos como combinacién

lineal de los vectores de Sy, en consecuencia, existen escalares {a}}1<i<n,1<j<nt1 de manera que:

w = alvy+avg + -+ atv,
_ 1 2 n
Uo = ayv] +ajve + -+ asv,
U = al v +ad? va+--F+a v
n+l = n+1Y1 n+1Y2 n+1Y%n

Definamos ahora la matriz A = [aé}
1<i<n,1<j<n+1

es decir, rg A < n. Si consideramos ahora el sistema de ecuaciones lineales homogéneo AX = O, con n

€ My, (n+1)(K), cuyo rango como mucho serd n,

ecuaciones y n+1 incognitas, sabemos que es un sistema compatible por ser homogéneo, e indeterminado

puesto que el rango de su matriz de coeficientes es estrictamente menor que el nimero de incégnitas.
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Por consiguiente, existe alguna solucién no trivial de este sistema, es decir 3 (aq,...,q,41) € K"

con (o, ...,0n41) # (0,...,0), de manera que AX = O, es decir:

1 1
aj Gy iy o 0
al Qg q Olpt1 0

Veamos finalmente que 0 = auy+agus+- - ~+apn41Unt1, con lo que tendremos que {uy, ug ..., Upq1}

serd ligado y por tanto también L:
Qiuy + QoUg + -+ - + Qpp1Upyl =

= aq(ajvr + -+ +afvy) + as(ajvr + -+ abvy) + o anyi(an g v1 + o anvy) =

1 1 1
= (anay + agay + -+ g1, )1 + -+ (@ral + agay + A apgran ) v =

=0vy 4+ 0v, =0

O

Proposicion 5.6. Si S es un sistema generador finito de V' y L es un sistema libre tal que L C S,

entonces existe alguna base B de V verificando que L C B C S.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto formado por los subconjuntos de S que son libres y

contienen a L, es decir:

F={FCS/LCFyF eslibre}

que es obviamente un conjunto no vacio puesto que L € F. Elijjamos ahora B = {v1,...,v,} € F
con el mayor nimero posible de elementos. Pretendemos ver que B es base y para ello inicamente
queda comprobar que B genera V', ademas, haciendo uso de una de las consecuencias 3.5, pagina 67,
bastard comprobar la inclusiéon S C< B >. Supongamos pues v € S, entonces:
= Siv € B, obviamente se tiene v €< B >.
= Si v ¢ B, considerando el conjunto B’ = B U {v}, es inmediato que L C B C B’ C S, pero
como B’ ¢ F porque tiene més elementos que B, necesariamente se tiene que B’ es ligado.
Finalmente, de 4.6, pagina 74, se deduce que v €< B >.

O

Corolario 5.7. Si S es un sistema generador finito de V' # {0}, entonces existe alguna base B de
V tal que B C S.
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DEMOSTRACION. Si suponemos S = {0} tenemos V =< 0 >= {0}, lo cual no es cierto. Por
consiguiente podemos asegurar que 3 v € S / v # 0y, de acuerdo con 4.4, pagina 73, {v} es libre. De
la proposicién anterior deducimos la existencia de alguna base B de V verificando {v} C B C S, con

lo que tenemos el resultado buscado. O

Nota 5.8. Notemos que el resultado anterior nos justifica, tal y como habiamos anunciado en 5.4,

que todo espacio vectorial V- # {0}, con algin sistema generador finito, tiene base.

Corolario 5.9. Si V tiene algiin sistema generador finito, S, entonces todo sistema libre, L, puede

ampliarse con vectores de S hasta una base de V.

DEMOSTRACION. Si definimos S’ = SU L, es inmediato que V. =< § > < < 8 > < Vy
por consiguiente S’ es también sistema generador de V. Ademds, sabemos que S es finito y, de la
proposicién 5.5, pagina 76, deducimos que L es también finito, por tanto S’ es sistema generador finito
de V', entonces, aplicando a L y S’ la proposicién 5.6, deducimos la existencia de una base B de V tal

que L C B C 5/, de donde tenemos el resultado buscado. O

6. Dimensién

Proposicién 6.1. Si V # {0} y admite algin sistema generador finito, entonces todas las bases

de V son finitas y tienen el mismo nimero de elementos.

DEMOSTRACION. De la proposicién 5.5, pagina 76, si By B’ son bases de V', ambos son conjuntos
finitos, que supondremos con n y n’ elementos, respectivamente. Aplicando ahora la proposicién 5.5 a
B como sistema generador finito y B’ como sistema, libre, deducimos que n’ < n. Y aplicando de nuevo
la misma proposicién a B’ como sistema generador y a B como sistema libre, obtenemos que n < n'.

Por consiguiente todas las bases son finitas y tienen el mismo nimero de elementos. O

Definicién 6.2. Si V # {0} y admite algiin sistema generador finito, al nimero de elementos de
cada una de las bases de V' lo denominaremos dimension y lo representaremos por dimgV .

Esta definicion se extiende también al K-espacio vectorial que se reduce al vector cero, que sabemos
que no tiene ninguna base, diciendo que su dimensién es 0, y representandolo por dimg{0} = 0.

En general, si V' es un K-espacio vectorial que admite algin sistema generador finito, diremos que

V es de dimension finita y ademés dimgV =n > 0.

Ejemplos 6.3.
1. El K-espacio vectorial K", con n > 1, tiene dimensién n. Es consecuencia de lo visto en los
ejemplos de 5.3, pagina 75.
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2. El K-espacio vectorial M,,x,(K), con m,n > 1, tiene dimensién mn. Es consecuencia de lo

visto en los ejemplos de 5.3, pagina 75.

Proposicién 6.4. Si dimgV =n >0y S es un subconjunto de V' con n elementos, entonces las
condiciones siguientes son equivalentes:
1) S es sistema libre.
2) S es base de V.

3) S es sistema generador de V.

DEMOSTRACION.
1) = 2): Si S es libre, de 5.9 se deduce que 3 B, base de V tal que S C B. Pero como B y S son

conjuntos finitos con el mismo nimero de elementos, necesariamente S = B y de aqui S es base de V.
2) = 3): Si S es base, es inmediato que es sistema generador de V.

3) = 1): Si S es sistema generador de V, como es finito, de 5.7 se deduce que 3 B, base de V tal
que B C S. Pero como By S son conjuntos finitos con el mismo nimero de elementos, necesariamente
S = By de aqui S es libre por serlo B.

O

Proposicién 6.5. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y H es un subespacio de
V', entonces H es también de dimensioén finita y dimxH < dimgV. Ademas, si dimxgH = dimgV,

necesariamente se tiene que H = V.

DEMOSTRACION. Si H = {0}, es evidente que H es de dimensién finita y dimgH = 0 < dimgV.
Si suponemos H # {0}, todo sistema libre de H lo es también de V' y, de 5.5, pdgina 76, se deduce
que tiene a lo sumo dimgV elementos. Consideremos un subconjunto libre de H con el mayor nimero
posible de elementos, By, y veamos que es base de H. Para ello, falta inicamente demostrar la inclusién
H C< By >. Consideremos pues h € H, entonces, si h € By, se tiene h €< By >, y si h ¢ By,
entonces By U{h} es un subconjunto de H tal que, por la eleccién de By, es necesariamente ligado y,
por ser By libre, de 4.6 pagina 74, se tiene que h €< By >. Por tanto H es de dimensién finita con
dimgH < dimgV.

Finalmente, si dimxH = dimgV y suponemos By base de H, de la proposicién anterior, 6.4, se

deriva que By es también base de V' y por consiguiente H =< By >= V. O

Proposicién 6.6. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y H; y Hy son subespacios
de V, entonces:
dimK(Hl + HQ) =dimgH, + dimgHy — dimK(H1 N H2)
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Ademds, si la suma es directa, entonces:
dimK(Hl D Hg) =dimgH, + dimg Hy

DEMOSTRACION. La proposicién obviamente es cierta si alguno de los subespacios H; o Hy se

reduce al vector cero. Supongamos pues que Hy # {0} # H, y distingamos los dos casos siguientes:

= Caso Hy N Hy # {0}: Supongamos que {wy,...,w,} es base de H; N Hy, entonces, por ser

un sistema libre de ambos subespacios, haciendo uso para uno y otro espacios de la propo-

sicién 5.9, pagina 78, obtenemos una base de H; de la forma {wy,...,w,,v1,...,vs}, donde
dimy Hy = r+s, y una base de Hy de la forma {wy, ..., wy,u1,...,u:}, donde dimg Hy = r+t.
Pretendemos justificar que {wy,...,w,,v1,...,0s,u1,...,u} €s base de H; + Hj, en efecto:

e Es generador: Haciendo uso de 3.6, pagina 68, se tiene:

Hi+ Hy =< wWi,.. ., Wr V1,3 Vs >+ < WiyeowyWry ULy ..., Up >=
=<w >+ F<w>F+<n>+ -+ < >F<wW > F o F<W > F < U >+ <up >=

=<<w >+t <w >+ <>+ < v >+ <up > AF < up >=

=< Wyye ooy WpyVlyeney Ugy Uy en.o, Up >
donde también hemos usado que para todo subespacio H de V, como consecuencia in-
mediata de la definicién suma de subespacios, se cumple que H + H = H.

e Es libre: Supongamos 0 = aqwy + -+ + apwy + G101 + -+« + BsvVs + Y1u1 + -+« + Yeus,

entonces:
arwy + -+ apwp + Pror + o4 fsvs = —yiun — o —
y como consecuencia de esta igualdad obtenemos que el vector de Hy, —yjuy — -+ — YUy
también pertenece a Hy, por lo que —vyju; —--- —yuy € Hy N Hy y podemos expresarlo
como combinacién lineal de la base de Hy N Ho, es decir, 3 \1,..., A € K tales que:
—Y1uL — = Yy = Awy + o+ Avwy
y de aqui:
0=XAwi + -+ Aw, +71u1 + -+ Ve
pero puesto que {wi,..., Wy, U1,...,us} es un sistema libre, necesariamente todos estos

escalares son 0 y, en particular:

’yl:...:’ytzo

de donde, considerando de nuevo la igualdad inicial, tenemos:

80



Espacios vectoriales

0=oa1w1 + -+ apw, + frv1 + -+ + Bsvs + Mrur + -+ ypur =

=a1wy + - F apwp + fror £ -+ B

y haciendo finalmente uso de que {ws,...,w,,v1,...,0s} es libre, deducimos también

que:

m==a, == =0 =0

En consecuencia, en este caso tenemos:

dimg(Hi + Hy) =r+s+t=(r+s)+(r+t)—t=

=dimgHy + dimgHy — dimK(Hl N HQ)

= Caso H; N Hy = {0}: En este caso, de acuerdo con 3.3, pdgina 66, la suma H; + Hs sabemos

que es directa. Consideremos una base de Hy, {v1,...,vs},y otrade Ha, {u1, ..., u:}. De forma
andloga al caso anterior vamos a justificar que {v1,...,vs,u1,...,u;} es base de H; + Hy. En
efecto:

e Es generador:
Hi+Hy=<w1,...,0s >4+ <Up,...,u >=

=<1 >t F <>+ <ur >+ <up >=< V1,000, Vg, UL, ., U >

e Es libre: Supongamos 0 = Biv1 + - -+ + Bsvs + y1u1 + -+ - - + Yz, entonces:
Brvr + -+ Bsvs = —y1ur — o — Yy

y como consecuencia de esta igualdad obtenemos que:

pror + -+ Bevs = —y1ur — - — Yeug € Hy N Hay = {0}
de donde, al ser {vy,...,vs} y {u1,...,u} libres, se deduce que:
i=-=P=0=m=--=m

En consecuencia, en este caso tenemos:
dimg (Hy @ Hy) = s+t = dimgHy + dimg Hy
O
Proposicion 6.7. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y H es un subespacio de V,

entonces el K-espacio vectorial cociente, V/H es también de dimensién finita y ademds se verifica que

dmeV/H = dmeV - dmeH
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DEMOSTRACION. Si H = {0}, entonces V v € V se tiene que v+ H = {v} y podemos identificar
V/{0} con V y la igualdad es cierta. Andlogamente, si H = V, entonces V/H = {0+ H} y por tanto
dimgV/H = 0 y la igualdad es cierta. Supongamos pues V # H # {0} y consideremos una base de
H, {hy,...,h.}. Por ser éste un sistema libre de V', haciendo uso de 5.9, pagina 78, estd contenido en
alguna base de V', {h1,...,hy,v1,...,05}, por lo que dimgV = r + s. Para demostrar la proposicién
pretendemos justificar que el subconjunto {vy + H,...,vs + H} de V/H es base. En efecto:

= Es generador: Basta justificar la inclusiéon V/H C< vy + H,...,vs + H > y para ello
consideremos v + H € V/H. Por ser {hy,...,h.,v1,...,v5} base de V, deducimos que
Jday,...,a,01,...,0s € K de manera que v = a1hy + -+ + a.h. + S1v1 + -+ + Bsvs ¥,

puesto que v — (B1v1 + -+ + Bsvs) = a1hy + -+ - + a,h, € H, entonces de aqui se tiene:
v+ H=(fvr+-+ Bsvs) + H=01(vn + H) + -+ Bs(vs + H)
» Es libre: Supongamos 0+ H = (1 (vi + H) + - - - + [s(vs + H), entonces:
0+H=pw+H)+ -+ Bs(vs + H) = (frv1 + -+ Psvs) + H = fivi + -+ fovs € H
de donde se tiene que 3 ay,...,a, € K de manera que:

61U1+"'+ﬁsvs:a1h1+"'+arhr

y de aqui:
0:a1h1+"’+arhr7ﬁlvl *"'7551)5
por lo que, como consecuencia de que {hi,...,hq,v1,...,vs} es libre, tenemos finalmente:
y==a=0F=-=5=0

O

Definicién 6.8. Si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finita y S es un subconjunto no vacio
de V', a la dimensién del subespacio vectorial de V' generado por S, la denominaremos rango de S, y lo

representaremos por rg S, es decir, rg S = dimg < .S >. Obviamente se verifica que rg S < dimgV'.

Consecuencia 6.9. En un K-espacio vectorial V| si v1,va,...,v, € V, entonces:
rg {v1, .. ViU, O =g {vr, A, ot =g {0, U )

paral<i#j<nyVAIe K, A#0yVuekK.

DEMOSTRACION. Es consecuencia directa del corolario 3.7, pagina 68. O
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7. Coordenadas

A lo largo de este apartado V representara un K-espacio vectorial de dimension dimgV =n > 0.

Asimismo las bases de V las consideraremos ordenadas, es decir, una base de V serd una n- tupla de

vectores de V, B = (by,bg,...,b,), de manera que el conjunto {by,bs,...,b,} es un sistema libre y

generador de V.

Definicién 7.1. De acuerdo con lo visto en 5.3, pagina 75, la n-tupla de vectores del K-espacio
vectorial K™, B, = (61 =(1,0,...,0),eo =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,..., 1)), es una base ordenada a
la que denominaremos base candnica de K™.

Andlogamente, la mn-tupla (Af, A%, ... AT AL AL . A, ALAZ AT de vectores

del K-espacio vectorial M,,x,(K), es una base ordenada a la que denominaremos base candnica de

M xn (K).

Proposicién 7.2. Si B = (b1, ba,...,b,) es una base de V, entonces V v € V, existe un tnico
elemento de K", (a1,...,a,), tal que v = a1b; + -+ - + a,b,. Esto nos permite definir la aplicacién

wp: V — K™ segun:
op(v) = (a1,...,a0) /v =a1b1 + -+ ayb,

DEMOSTRACION. Siwv € V, entonces, por ser {by,bs,...,b,} sistema generador de V', tenemos que
3 (a1,...,a,) € K™ de manera que v = aib; + -+ + ay,b, . Por otro lado, si (a1,...,a,) € K™y

(B1y...,Bn) € K™ verifican que v = a1by 4+ -+ + apby, y v = B1b1 + - - - + Bpby, entonces:

albl+"'+anbn:U:ﬂ1b1+"'+ﬂnbn - O:(alfﬂl)bl++(an*ﬁn)bn -

- al_ﬁlz"':an_ﬁnzo - alzﬁl an:ﬁn

Obviamente ¢p : V' — K™ es una aplicacién ya que todo elemento de V' tiene imagen en K™ y ésta

es unica. O

Definicién 7.3. Si B es una base de V' y x es un vector de V, entonces, al elemento @g(z) de K™
lo denominaremos n-tupla de coordenadas de x en la base B. Asimismo, representaremos por [z]p a la
matriz columna formada por las n coordenadas de x en la base B, y a la aplicacién ¢p : V — K", la

denominaremos aplicacion coordenada respecto a la base B.
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De acuerdo con esta notacién, si B = (by,ba,...,b,) es base de V' y x es un vector de V', con
(x',22,...,2™) como n-tupla de coordenadas en la base B, entonces se tiene:
_xl_
22
ep(z) = (¢',2%,...,a") € K" ; z=a'bi+a’ba+ - +2"b, €V ; [alg=| | € Mupa(K)
I’I’L

Nota 7.4. (Convenio de Finstein) Tal y como acabamos de definir, si z € V' y tiene como coorde-
nadas (z!,22,...,2") en la base B = (b1, bo,...,b,), la expresién de & como combinacién lineal de los

vectores de B es:

r=ax'by + 2%by + - + 2"b, = Z x'b;

1<i<n

Hemos optado por denotar con superindices a las n coordenadas de un vector, porque esto nos
permite utilizar el denominado convenio de Einstein, que consiste en que si en dos factores distintos de
un mismo término aparece el mismo indice, en un caso como superindice y en otro como subindice, la
expresién debe ser interpretada como la suma de los términos obtenidos al dar a los indices repetidos
todos los valores posibles. De este modo, la expresién de x como combinacién lineal de los vectores de

B quedarfa simplemente denotada por = = z'b;.

Ejemplos 7.5.

1. En el K-espacio vectorial K", la n-tupla de coordenadas de un vector, en la base canénica,

coincide con sus componentes como elemento que es del producto cartesiano K™, es decir:
(a',a?,...,a") = a'(1,0,...,0) +a*(0,1,...,0) +--- +a"(0,0,...,1) =

=a'e; +a%es +---ae, = g ale; = a'e;
1<i<n

Ademaés, como consecuencia, se tiene que ¢p, es la aplicacién identidad en K.
2. En el K-espacio vectorial M,,«,(K), la mn-tupla de coordenadas de un vector, en la base

candnica, coincide con los términos de la matriz, es decir:

= ar A1 +ai AT+ al" AT +az Mg +a3 AT+ +aF AL+ anAntan An e ap AL =

= > a4

1<i<m,1<j<n

o]
1<i<m,1<j<n

Notemos que en esta tltima expresién no podemos utilizar el convenio de Einstein puesto
que los indices repetidos son del mismo tipo, es decir, se repiten dos superindices entre si y

dos subindices entre si.
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Proposicion 7.6. Si B es una base de V', entonces la aplicacién coordenada respecto a la base B,

wp : V — K™ verifica las siguientes propiedades:

1) Es biyectiva.

2) pp(av) = pp(v) Vae K, VveV.

3) er(u+v) = pr(u) + p(v) Vu,ve V.

1) 5(0) = (0,0,...,0) € K™

5) Si {vy,va,...,v,.} es un subconjunto no vacio de V, entonces:

(,0]3;( <V, V2. .., Up > ) =< pp(v1), pB(v2),...,p5(v,) >
6) Si H es un subconjunto no vacio de V', entonces:
H<V < ¢p(H) < K"
7) Si H <V entonces:
{h1,h2,...,h,} esbase de H <= {vp(h1),vB(h2),...,oB(h:)} es base de ¢p(H)

8) Si {vy,v2,...,v,.} es un subconjunto no vacio de V, entonces:

rg {Ulana cee 7UT} =Trg {@B(vl)a QDB(IUQ)ﬂ ceey QD]B(UT’)}

DEMOSTRACION. Supongamos B = (b1, bs,...,b,), entonces:
1) = op es inyectiva ya que: pp(u) = (a1,...,a,) = pp(v) = uw=aib; + -+ ayb, = v.
= p es suprayectiva ya que, para todo (a1, ...,a,) € K", existe v = a1by+- - -+ apb, € V

tal que gg(v) = (a1,...,0n).

2) Supongamos v = a1by + - -+ + ap by, entonces pp(v) = (@1,...,Q,) ¥:
av = alarby + -+ apby) = aarby + -+ - + aayby,
y por consiguiente:
ep(av) = (aaq, ..., aay) = alag, ..., an) = a pp((v)

3) Supongamos u = a1b; + -+ + apb, y v = f1by + -+ + Bpby, entonces pg(u) = (aq,...,an),
QOB(/U) = (ﬂla .. ’6774) y:

U""U:albl"_+anbn+ﬂlb1++ﬂnbn = (a1+ﬁ1)b1++(an+ﬁn)bn
y por consiguiente:

ep(u+v)= (a1 +B1,...,an+3n) = (a1,...,an) + (B1, ..., 3n) = ¢n(u) + ¢p(v)
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¢8(0) puesto que 04+ 0=20
4) pp(0+0) =
vB(0) + ¢p(0) por el apartado anterior

Y de aqui se tiene ¢g(0) + ¢p(0) = ¢p(0) y por consiguiente ¢p(0) = (0,0,...,0).
5) Es consecuencia inmediata de cémo son los elementos del subespacio generado por un conjunto
finito de vectores, visto en 3.6, pagina 68, y de los apartados 2) y 3) de esta proposicién.
6) Supongamos que H < V' y veamos que ¢p(H) < K™. Obviamente pg(H) es un subconjunto
no vacio de K™ y, de acuerdo con el teorema de caracterizacién de subespacios, proposicién 2.2,
pdgina 64, si consideramos apg(u) + Bpp(v), con «, 5 € Ky u,v € H, por ser H subespacio

de V, sabemos que cu + Sv € H y, haciendo uso de los apartados 2) y 3) tenemos:

aps(u) + Be(v) = pe(au + Bu) € ps(H)

Supongamos ahora que pg(H) < K™ y consideremos «, 3 € K y u,v € H, entonces, por
ser wp(H) subespacio de K", sabemos que apg(u) + Sep(v) € ¢p(H) y, haciendo uso de los

apartados 2) y 3) tenemos:

e (au+ fv) = aps(u) + By (v) € ps(H)

de donde 3 h € H tal que pg(au + Bv) = pg(h) y, por ser pp inyectiva, tenemos que
au+ fv =h € H, lo que justifica que H es subespacio de V.
7) Supongamos en primer lugar que {h1, ha,...,h,} es base de H <V, entonces:

» {pg(h1),B(h2),...,en(h.)} es libre ya que:
arpg(h1) + aopp(he) + - - + arpp(hy) = (0,0,...,0) =

— @B(alhl + agho +"'+Oérhr) = (0,0,...,0) = QO]B;(O)

y por ser pp inyectiva obtenemos ayhy + ashg + - - - + a-h,. = 0 de donde, haciendo uso
de que {h1,ha,..., h,} es libre, se deduce que oy = ag =+ = a, = 0.
v {pg(h1),n(h2),...,pn(h.)} es generador de pg(H) ya que es un subconjunto de g (H)

y, cualquier elemento de ¢p(H), es de la forma:

ep(arhy + asha + -+ + aphy) =

= a1p(h1) + azes(he) + -+ arpp(hr) €< @p(h1), ¢B(h2), ..., ¢B(h) >

Supongamos ahora que {¢g(h1), pg(h2),...,es(h,)} es base de pp(H ), entonces:
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w {hi,ho,..., h.} es libre ya que:
arhy + ashe + -+ ah, =0 =

= @B(thl +oghg + -+ Oérhr) =¢g(0) = (0,0,...,0) =
= ar1pp(h1) + agpp(he) + -+ + arep(hy) = (0,0,...,0)

de donde se deduce que vy =g =--- =, = 0.
» {h1,h2,...,h.} es generador de H ya que estd contenido en H y, si h € H, entonces

vp(h) € pg(H), por lo que 3 ay, ag, ..., € K de manera que:
¢u(h) = arpp(h) + a2pp(he) + -+ arpp(hy) = ps(@1hy + aghs + -+ + arhy))

y de la inyectividad de pp se tiene h = a1hy + ashe + - - + a,hy, €< hy, ha, ... hy >.

8) Supongamos que rg {vi,va,...,v.} = t, entonces el subespacio < wvi,vs,...,v, > tiene

una base con ¢ elementos, {v;,,vi,,...,v;,}. Haciendo uso del apartado 7), deducimos que

{¢B(vi,), ¥B(viy), - ., ¢8(vi,)} es base de pg( < v1,va,...,v, > )y, de acuerdo con el apar-

tado 5), también lo es de < pp(v1), vB(v2),. .., ¢r(v,) >, por lo que, teniendo en cuenta que

por ser op inyectiva, {¢p(vi,), ¢B(vi,),...,¢8(vi,)} sigue teniendo ¢ elementos, deducimos
que rg {¢p(v1), pB(v2), ..., pB(v;)} =t =rg {v1,v2,..., 0 }.

U

Ejemplos 7.7. En los siguientes ejemplos vemos cémo la proposicion anterior, 7.6, nos permite
estudiar algunos aspectos de un K-espacio vectorial de dimensién n, a través del K-espacio vectorial
K™

1. Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 3 y B = (by, by, b3) base de V. Consideremos el

subconjunto de V:
T={aby+yba+2b3€V /2c+y—32=0, z—y+2=0}

Haciendo uso de los apartados 2) y 3) de la proposicién anterior, y de que ¢p(b1) = (1,0,0),

vr(b2) = (0,1,0) y vr(b3) = (0,0, 1), es facil comprobar que:
op(T) ={(z,y,2) €R® /22 +y—32=0, x —y+ 2 =0}

y, en 2.4, pagina 64, vimos que este conjunto es un subespacio de R? por lo que, de acuerdo

con el apartado 6) de la proposicién anterior, obtenemos que T' es subespacio de V. Adem4s,

en 5.3, pdgina 75, vimos que {(%7 g, 1)} es base de este subespacio, en consecuencia, haciendo
uso del apartado 7) de la proposicién anterior, deducimos que {%bl + %bg + b3} es base de T
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2. Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 3 y B = (b, bs, b3) base de V. Consideremos los
vectores de V:
u = by — by + b3 y v =10y + ba + b3
En 4.3, pagina 72, vimos que el sistema de R3, {(1,—1,1),(1,1,1)} es un sistema libre de
R3, en consecuencia, haciendo uso del apartado 8) de la proposicién anterior, deducimos que

{u,v} es un sistema libre de V.

8. Subespacios asociados a una matriz. Caracterizacién del rango

Definicién 8.1. A partir de una matriz A = [a;'- € Myxn(K), podemos considerar

} 1<i<m,1<j<n
los siguientes sistemas de vectores de K™ y K™, formados respectivamente por sus filas y por sus

columnas:

{Fi(A):(ai,aé,...,ai)}lgigmgK" y {C’j(A):(a},a?,...,a}n)}lggngKm

y que generan los siguientes subespacios denominados, respectivamente, subespacio de filas de Ay
subespacio de columnas de A:

Fil(A) = < Fi(A),F(A),...,Fn(A) > K"
Col(A) = < Ci1(A),Ca(A),...,Cnh(A) >

IN

IN

K’ITL

Proposicién 8.2. Si A € M, xn(K)y R = Fer(A), entonces:

1) Las filas no nulas de R forman base de Fil(A).
2) Las columnas de A que en R pasan a ser las columnas que contienen a los 1 pivote, forman

base de Col(A).

DEMOSTRACION.

1) Puesto que las filas de R se obtienen aplicando operaciones elementales fila a las filas de A,

de 3.7, pagina 68, se tiene que:
Fil(A) =< F1(A), F5(A),...,Fn(A) >=< Fi1(R), F5(R),..., Fn(R) >
Por otro lado, si suponemos rg A = r, tendremos que:
F.y1(R)=---=F,(R)=(0,0,...,0) € K"
por lo que F.11(R),..., Fn(R) €< Fi(R), F»(R), ..., F.(R) > vy, de aqui tenemos:

Fil(A) =< Fy(R), F5(R), ..., Fn(R) >=< Fi(R), F5(R), ..., F.(R) >
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y obtenemos asi que las filas no nulas de R generan F'il(A).

Veamos ahora que {Fi(R), F2(R),...,F.(R)} es un sistema libre, para ello tengamos
en cuenta que la primera componente no nula de cada uno de estos vectores es 1 y ocupa
una posicién estrictamente posterior a la primera componente no nula de los vectores que le

preceden, es decir, si la primera componente no nula de F;(R) estd en la posicién j;, para

1 <7 < r, entonces ésta es 1 y ademads j; < jo < --- < j,. Por tanto, si consideramos una
combinacién nula de los vectores {Fi(R), F5(R),..., F.(R)}, comparando las componentes
J1,72, - -+, Jr de ambos miembros, tenemos:

OélFl(R) —|—O¢2F2(R) + - —l—OZ»,«Fr(R) = (0,0,,O) — ar=ay=---=a, =0

por lo que {F1(R), Fo(R),...,F.(R)} es libre.
Sabemos que los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos AX = O y RX = O son equi-

valentes y tienen por tanto el mismo conjunto de soluciones. Si para cada j, con 1 < j < n,

representamos por C;(A) la matriz columna cuyos términos son las componentes del vector

Cj(A) = (aj,d3,...,a}") de K™ y, andlogamente, Cj(R) € My,x1(K) es la matriz colum-
na cuyos términos son las componentes del vector C;(R) € K™, entonces los sistemas de
ecuaciones lineales AX = O y RX = O quedan expresados, respectivamente, de la forma

siguiente:

1‘101(14) + 33'202(14) + -+ LL‘nCn(A) =0¢ mel(K)

xlCl(R) =+ QTQCQ(R) + -4 .%'nCn<R) =0¢ mel(K)

Si suponemos que rg A = r, entonces el sistema RX = O tiene exactamente r incégnitas
principales y n —r no principales. Sabemos también que el conjunto de soluciones del sistema
homogéneo RX = O se obtiene expresando las incégnitas principales en funcién de las no

principales, dando a éstas todos los valores posibles en el cuerpo K, por consiguiente, si

suponemos que las incégnitas principales de RX = O son x;,, Z;,, - .., ;. v las no principales
son T, ,Tj,,--.,Tj,_,, entonces:
= para la asignacién de pardmetros z;, = 1, z;, = 0, ..., z;, _ = 0, obtenemos una

solucién del sistema RX = O, y por tanto de AX = O, (a1, aq,...,a,) € K", tal que

oj, =1, aj, =0, ..., aj, , =0, por lo que tenemos:

04101(14) + OéQCQ(A) + -4 Oann(A) =0

con o, =1, aj, =0, ..., aj,_ =0, de donde se deduce que:

C;,(A) e< C,(A),Ci,(A),...,C.(A) >
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y de aqui es inmediato que:
Cj (A) e< Cil (A), Ciz (A), Cey C“(A) >

» andlogamente, para la asignacién de pardmetros x; = 0, z;, =1, ..., z; _ = 0,
obtenemos una solucién de RX = O, y por tanto de AX = O, (a1, aq,...,qa,) € K",

conaj, =0, aj;, =1, ..., a5, =0, de donde:

a1C1(A) + a3C3(A) + -+ + 0, Co(A) = O

conaj, =0, aj, =1, ..., o, =0,y de aqui:

Cj (A) e< Cil (A), Ciz (A), Cey C“(A) >
y también:
Cjz (A) €< Oi1 (A)> Ciz (A)’ R Cir (A) >

s procediendo de forma andloga para todas las posibles asignaciones de parametros a las
incégnitas no principales, de manera que exactamente a una de ellas le asignemos el

escalar 1 € K y 0 € K a las demads, obtenemos finalmente:

{Cj1 (A)7 Cj2 (A)v e

Jn—r

(A)} C< Ci,(A),Ci,(A),...,C; (A) >
Y de aqui es inmediato que:
Col(A) =< C1(A),C3(4),...,Ch(A) >=< C;,(A),C,(A),...,C; (4) >

por lo que las columnas de A que en R pasan a ser las columnas que contienen a los 1 pivote,
y que son las que en el sistema RX = O corresponden a las incégnitas principales, generan

Col(A). Falta sélo comprobar que forman también un sistema libre, para ello, consideremos:

a;, i, (A) + ;, Ciy (A) + -+ + oy, C (A) = (0,0, ...,0)

T

de donde también se tiene que:

ailcil (A) + aizciz (A) +ee aircir (A) =0

y en consecuencia, (aq,qs,...,a,) € K", con o, = o, = -+ = «j, , = 0, es solucién
del sistema AX = O y por consiguiente también lo es de RX = O. Por otro lado, en cada

solucién del sistema homogéneo RX = O, sabemos que las componentes correspondientes
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a las incégnitas principales vienen expresadas en funcién de las correspondientes a las no

principales, que en esta solucién son todas nulas. Por consiguiente también se tiene:
Qi = Oy =+ 70 = O, =0

lo que justifica que el sistema {C;,(A), Ci,(A),...,C; (A)} es libre.

Corolario 8.3. Para toda matriz A € M, «,(K), se verifica:
1) rg A=dimgFil(A) =rg {F1(A), F(A),...,F,(A)}
2) rg A=dimgCol(A) =rg {C1(A),Cs(A),...,Cr(A)}
3) rg A=rg AT

DEMOSTRACION.

1) Sabemos que rg A es el nimero de filas no nulas de R = Fer(A) y, en la proposicién anterior
hemos comprobado que éstas forman base de Fil(A) por lo que rg A = dimg Fil(A). La otra
igualdad es consecuencia de la definicién de rango de un sistema de vectores.

2) También sabemos que el ntimero de columnas con 1 pivote en la forma escalonada reducida,
R, de una matriz A, coincide con rg A. Por consiguiente, de la proposicién anterior se deriva
que g A coincide con dimgCol(A) y esta dimension es igual al rango del sistema de vectores
{C1(4),Ca(4), ... Cr(A)}.

3) Teniendo en cuenta que las columnas de A son las filas de AT, y haciendo uso del apartado

anterior, se tiene:
rg A = dimgCol(A) = dimg Fil(AT) = rg AT

O

Corolario 8.4. Para una matriz cuadrada A € M, (K), las siguientes condiciones son equivalentes:

8

1) A es inversible.
2) Todo SEL de la forma AX = B es compatible determinado.
3) rgA =
4) Fer(A) = 1I,.
5) A es producto de matrices elementales.
6) 4] 0.
7) (A), F5(A),...,F,(A)} es un sistema libre de K™.
)

Fy
C1(A),Cy(A),...,Cn(A)} es un sistema libre de K™.
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DEMOSTRACION. La equivalencia entre las condiciones 1), 2), 3), 4) y 5) la vimos en el capitulo 1.

La equivalencia entre las condiciones 1) y 6) la vimos en el capitulo 2. Por otro lado, haciendo uso del

corolario anterior, tenemos que:

{F1(A), F5(A),...,F,(A)} es un sistema libre de K" <=

<~ dimgFil(A)=n < rg A=n

lo que nos da la equivalencia entre 3) y 7). Andlogamente:

{C1(A),C3(A),...,Cr(A)} es un sistema libre de K" <—

<= dimgCol(A)=n <= rgA=n

lo que nos da la equivalencia entre 3) y 8). 0

Ejemplo 8.5. Con el siguiente ejemplo, pretendemos mostrar cémo resolver algunas cuestiones del

K-espacio vectorial K™ haciendo uso de la proposicién 8.2.

En R® como R-espacio vectorial, consideremos el sistema de vectores S = {vy, v, v3,v4,vs5, 6},

donde se tiene v = (0,5,—-3,8,—1), va = (2,—1,1,2,1), v3 = (—4,7,-5,4,-3), v4 = (1,-3,2,-3,1),

vs = (2,3,-1,5,0) y vg = (3,-3,3, —1,2). Se pide:

1.
2.

Calcular rg S y obtener una base de < S > contenida en S.

Ampliar la base obtenida de < S >, con vectores de la base canénica, hasta una base de R5.
Comprobar si los vectores u = (—3,—-3,1,-5,0) y v = (3,2,0,1,1) pertenecen a < S >y, en
caso afirmativo, obtener sus coordenadas en la base hallada de < S >.

Obtener la condicién o condiciones que deben cumplir las componentes de un vector genérico
de R®, (w1, 2,23, 74, 75), para que pertenezca a < S >.

Obtener una base del espacio vectorial cociente R®/ < S > y las coordenadas de u+ < S >

y de v+ < S > en dicha base.

De acuerdo con la proposicién 8.2, si construimos la matriz A que tiene por columnas los
vectores de S, tendremos < S >= Col(A) y por consiguiente las columnas de A que pasan
a ser las columnas que contienen a los 1 pivote en Fer(A) formardn base de < S >y

obtendremos simultdneamente una base de < S > contenida en S y rg S. Consideremos pues
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la siguiente matriz A y calculemos su forma escalonada reducida Fer(A):

[0 2 -4 1 2 3] (10 1 32 0 0]

5 -1 7 -3 3 -3 01 -2 1 00

A= -3 1 -5 2 -1 3 ; Fer(A)=10 0 0 010
8 2 4 -3 5 -1 00 0 001

-1 1 -3 1 0 2| 00 0 00 0]

En la matriz Fer(A) hemos senalado los 1 pivote subraydndolos y, de lo antes expuesto,
deducimos que el conjunto {vy,vs,v5,v6} C S es base de < S > y que rg S = 4. Los otros
dos vectores, vs y v4, corresponden a las incégnitas no principales del sistema Fer(A)X = O.

Ademads, el conjunto de soluciones de los sistemas AX = O y Fer(A)X = O, estd formado

por los elementos (ay, ag, a3, oy, as, ag) € RS tales que:

[ o | [ 1] [ é_ _—>\+%M_
oo 2 —% 2)\—%/1
as 1 0 A
=A +u ApeR
(e %} 0 1 o
as 0 0 0
| @ | | 0 | | 0 ] L 0 ]

y coincide a su vez con el conjunto de elementos (a1, ag, s, aq, as, ag) € RS tales que:
a1v1 + oV + azvs + auvs + asvs + agug = 0
ya que los vectores v; constituyen las columnas de A, por consiguiente:

1 1
(—/\+§u)v1+(2)\—§u)v2+)\v3+uv4 =0 VXANueR

Para los dos casos A\ =1y u =0,y A =0y p = 1, obtenemos:

1
5’01—5’024-1)4:0

—v1+ 200 +v3 =0 y
lo que nos permite escribir los dos vectores que no forman parte de la base obtenida, vs y
vy, como combinacion lineal de la base hallada de < S >, expresiones que denominamos

relaciones de dependencia de S, es decir:

1
Vg = —=<U1 =+ —V9g

V3 = V1 — 2U9
3 y D) 2
Notemos finalmente que, en estas expresiones, las coordenadas de los vectores vs y vy,
respecto de la base hallada de < S >, (v1,v2,v5,v6), se corresponden con los términos de las

columnas tercera y cuarta de Fer(A).
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Para ampliar la base hallada de < .S >, con vectores de la base canodnica, hasta una base de
R®, hemos de encontrar un vector de la base canénica, e;, con 1 < i < 5, de manera que el
sistema {v1,va,v5, Vs, €;} sea libre. Usando el mismo razonamiento que hemos seguido en el
apartado anterior, podemos construir las 5 matrices que tienen a estos vectores por columnas

y calcular sus correspondientes formas escalonadas reducidas. Planteado asi, obtenemos:

0 2 2 3 1] (1 0 0 0 -1 ]

5 -1 3 -3 0 0100 1

Ai=| -3 1 -1 3 0 ; Fer(Ay)=10 0 1 0 1
8 2 5 -1 0 000 1 -1

-1 1 0 2 0| (0000 O]

de donde deducimos que {vq,vs,vs,v6, €1} no es base de R®. En particular, del andlisis de

Fer(A;), deducimos que:
AV — Avg — Avs + Avg + dep =0 VIeR
y de aqui:
€1 = —V1 + V2 + U5 — Vg

y, tal y como hemos hecho notar anteriormente, las coordenadas de e; en la base (v, va, vs, vg)

de < S >, se corresponden con los términos de su correspondiente columna en Fer(A;).

0 2 2 30 100 0 3
5 -1 3 -3 1 0100
Ay=1| -3 1 -1 3 0 ; Fer(A2)=10 0 1 0 0
8 2 5 -1 0 000 1 1

| -1 1 0 2 0| |00 00 0

de donde deducimos que {v1,v2,vs5,06, €2} N0 es base de R5. En particular, del analisis de

Fer(As), deducimos que:
-1 3
7)\111—&—5)\1)2—/\1164—)\62:0 VielR

y de aqui:

I S
€g = 2’U1 21}2 Ve
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y, tal y como hemos hecho notar anteriormente, las coordenadas de ez en la base (v, va, vs, vg)

de < S >, se corresponden con los términos de su correspondiente columna en Fer(Asz).

0 2 2 3 0] (100 0 0]
5 -1 3 -3 0 01000
As3=| -3 1 -1 3 1 ; Fer(A3)=10 0 1 0 0
8 2 5 -1 0 00010
-1 1 0 2 0| (0000 0 1|

de donde deducimos que {vy,vq, v5, Vg, €3} ST que es base de R® y no necesitamos continuar.
En orden a no tener que repetir varias veces el mismo proceso, podemos directamente
plantear la matriz que tenga por columnas los vectores vy, va, vs, vg, €1, €2, €3, €4y €5 ¥
en este orden ya que, teniendo en cuenta cémo se obtiene la forma escalonada reducida de
una matriz, esto nos va a permitir obtener los 5 primeros de estos vectores que forman base
de R®, que es nuestro objetivo. Més atin, podemos plantearlo considerando todos los vectores

de Sy resolver simultdneamente este apartado y el apartado anterior, es decir:

[0 2 -4 1 2 3[1 00 0 0]
5 -1 7 -3 3 =3|/0 10 00
B=|-3 1 -5 2 -1 3/00 100
8 2 4 -3 5 —-1/0 0 0 1 0
| -1 1 -3 1 0 2|0 0 0 0 1 |
(10 1 32 0 0|-1 1o L 2]
01 -2 L oo 1 F o L F
FerB)=|0 0 0o o010 1 00 F
00 0 o00O01/-1 10 F ¥
00 0 00O 0 01 3 |

de donde deducimos que {v1,v2,v5,v6, €3} es libre. Ademds, las soluciones de BX = O y

Fer(B)X = O, son los elementos (a1, ag, as, a, as, g, a7, ag, g, ayg, a11) € R tales que:

a3 = M\
Qg = )\2
. L ar = Az
= Incégnitas no principales:
asg = )\4 con )\1,/\2,)\3,)\4,/\5,/\6 eR
alp = As
ai; = Xg
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a1 = A3t — - A - B
ar = 20— A=A+ 3N+ I
= Incognitas principales: as = —A3+ % As + % Ag
as = A3— A+ ixs— )
ag = —iAs+EXe

y coincide a su vez con los elementos (a1, @z, as,ay, as, ag, ar, g, g, agg, a11) € R tales

que:
Q1v1 + vz + @3v3 + vy + asUs + agls + arer + ages + ages + ajpes + agres =0

ya que los vectores vy, ...,vg,€1,...,e5 constituyen las columnas de B.
Por consiguiente, particularizando a los casos siguientes, tenemos:
m Para A\1 = =1y Ao = A3 = My = A5 = Ag = 0, entonces v; — 2v9 — v3 = 0 y por

consiguiente:

V3 = V1 — 209

= Para Ao = =1y A\ = A3 = Ay = A5 = A¢g = 0, entonces —%vl + %’1}2 —wvg =0y por

consiguiente:

vy = —5111 + 5112

L] Para)\ngly)\l:)\2:)\4:/\5:)\620, entonces 7U1+1)2+’U57’U6761:Oy

por consiguiente:

€1 = —U1 +U2+'U5—1)6
= Para Ay = =1y Ay = A2 = A3 = A5 = Ag = 0, entonces %vl — %v2+v6—eg =0y por
consiguiente:
1 3 n
€r = —U1 — =—Us + v
2= U1 52 6

En consecuencia, {v1,va,vs,v6} es base de < S > ya que forma un sistema libre y los
otros dos vectores de .S son combinacién lineal de estos. Ademds {v1, vo, vs, vg, €3} es base de
R conteniendo la base hallada de < S >.

Teniendo en cuenta la proposicién 4.6, pagina 74, comprobar si u €< S > equivale a com-

probar si el conjunto de vectores {v1, va, vs, v, u} es ligado, para ello podemos considerar la
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matriz que tiene a estos vectores por columnas y analizar su rango, es decir:

0 2 2 3 -3 1000 1
5 -1 3 -3 -3 010 0 —1
Ay,=| -3 1 -1 3 1 i Fer(Ay)=1]10 0 1 0 -2
8 2 5 -1 =5 000 1 1

| -1 1 0 2 0| (00 0 0 0]

en consecuencia tenemos que u €< S >y, analizando como antes las soluciones de los sistemas

A X =0y Fer(A,)X = O, deducimos que:
— AUy + Avg + 2 v5 — Avg + Au =0 VAeR
de donde:
U = v — V2 — 2U5 + Vg

y como consecuencia, sus coordenadas en la base (vi,ve,vs5,v6) de < S > son (1,—1,—2,1).
(Notemos que un vector de < S >, aunque tenga 5 componentes como vector que es de R®,
tiene 4 coordenadas en la base hallada de < S > puesto que < S > es de dimensién 4).

De forma anéloga, para comprobar si v pertenece o no a < S >, procedemos como sigue:

0 2 2 3 3] (100 0 0]

5 -1 3 -3 2 01000
Ay=1 -3 1 -1 3 0| 5 Fer(A)=]0 0 1 0 0
8 2 5 -1 1 00010

| -1 1 0 2 1| (00 0 0 1|

por consiguiente v €< .S >.
Otra forma de plantearlo es tener en cuenta que {v1,va,vs5,v6, €3} es base de R® y por
. . . 5 . .7 .
consiguiente cualquier vector de R° es combinacién lineal de estos vectores, pero los vectores
de < S > son exactamente aquellos que, expresados en funcién de esta base, el coeficiente de

es es 0, es decir:

0 2 2 30 -3 10000 1
5 -1 3 -3 0 -3 01000 -1
A,=|1 -3 1 -1 31 1| ; Fer(A)=1]00 10 0 -2
8 2 5 -1 0 -5 00010 1

-1 1 0 20 0| (000001 0]

por consiguiente, de aqui se tiene:

—Av1 + Avg + 2 vs — Avg + Au =0 VIeR
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de donde deducimos:
u=wv; — vy — 205 +v5 €< S >

y las coordenadas de w en la base (v1, ve, vs,v6) de < S > son (1,—1,—-2,1).

[0 2 2 30 3] (10000 2]
5 -1 3 =3 0 2 01000 -3
Aj==| 3 1 -1 3 10| ; Fer(A)=|010 10 0 ¢
8 2 5 -1 0 1 00010 %
-1 1 0 2 0 1| 00 0 0 1 =

por consiguiente, de aqui se tiene:
2 6 11 6
—g)\’Ul + 3A’U2 — 5)\1}5 — E)\'UG + 5A63 + A =0

y por tanto:

v = 5111 Vo 5U5 5116 563

4. Obviamente, los vectores de < S > son aquellos que pueden expresarse como combinacion
lineal de una cualquiera de las bases de < S >, en particular, si w = (21, %2, x3, x4, T5), las

siguientes condiciones equivalentes caracterizan a los vectores que pertenecen a < .S >:
wESS > <= T, N3, ER / W = A\101 + AaUo + 35 + A\gvg <=

< JA, A, A3, 4 €R / w = )\1(0, 5,-3,8, —1)+/\2(2, —-1,1,2, 1)—‘y-/\?,(27 3,—1, 5,0)4—)\4(3, -3,3,—1, 2) =

= (2/\2—|-2)\3—‘y-3/\47 BA1—A2+3A3—3Ag, —3A1+ Ao —1A3+3A4, 8A1+2X0+5A3— 1Ay, —1/\1+/\2+2)\4) <~

To 5 -1 3 -3
= T A 3, MER/ | g [ =M =3 [+ | 1 [+X| =1 [|+XM]| 3 =

T4 8 2 5 -1
Z5 -1 1 0 2
1 = 2Xa+2X3+ 3\
o = BbA1—A2+3A3 -3\
= I A, A3, R/ r3 = —3A + Ay —1A3+ 3\
g = 8A +2X2+5A3— 1)y
x5 = —1A1+A2+2\

Esta tultima condicién se conoce como sistema de ecuaciones paramétricas del subespacio
<S>,
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r otr notem u altim nteamien n r nterior, n
Por otro lado, notemos que el tltimo planteamiento hecho en el apartado anterior, nos
proporciona también otro mecanismo para caracterizar cudndo un elemento arbitrario de R,

w = (x1, 2, X3, L4, 25), pertenece a < S >. En efecto, si consideramos la matriz:

0 2 2 3 0 =

ot
\
—_
w
[
w
o

T2
M=| -3 1 -1 3 1 3
8 2 5 -1 0 a4
-1 1 0 2 0 s

y calculamos Fer(M), tenemos:

1 0 0 0 0 710(E1+5£120+(L‘4+2315

2x1—3xo0+x4—TT

0 1 0 0 0  2m—SradesTog

FeT(M) — 0 0 l 0 0 5z1715478z5
0 0 0 1 0 75z1+51257z4+17:v5

00 0 0 1 w

y de aqui se tiene:

—10xz1 + 529 + x4 + 2325 201 — 3x0 + x4 — Tx5 5xr1 — x4 — 85
_ 10 vy — 5 Avg — 5

)\1)5

—5x1 + dxo — x4 + 1725 Sxz + x4 — Tx5
- : Mg — ————

Aes+Adw =0

y por tanto:

—10z1 4 529 + x4 + 2325 201 — 3x0 + x4 — Tx5 5x1 — x4 — 85
w = U1 + vg + Vs
10 2 5
—5x1 + bxo — x4 + 172 Sz + x4 — Tx5
I 1 25 4 5U6 n 3 54

es
por lo que:

5I3 + x4 — 7565

(z1,22,%3,%4,T5) €E< S > < z

=0 <= bdx3+x4—Tx5=0

ecuacién que denominamos ecuacion no paramétrica del subespacio < S > (o sistema de
ecuaciones no paramétricas en caso de que hubiera habido méds de una).

Este planteamiento nos permite también dar respuesta a lo visto en el apartado anterior
particularizando a los vectores u = (—3,—-3,1,—5,0) y v = (3,2,0,1,1)

Notemos finalmente que el nimero de ecuaciones no paramétricas del subespacio < S >
coincide con dimrR® — dimg < S > y el ntimero de ecuaciones paramétricas es dimrR® pero

con dimg < S > parametros.
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5. De acuerdo con lo visto en 6.7, pagina 81, {e3+ < S >} es base de R®/ < S >. Ademas,
como u €< S >, se tiene que u+ < S >= 0+ < S >=< S > y por consiguiente su unica
coordenada es 0. Por otro lado, de:

2 3vg + +11 0
V=—-v =32+ - U5+ —vs— < ¢€
5 Ul 2t p Ut V¢ 63

se tiene que:

—6 —6 —6
v—(?63)€<5>:> U+<S>:?63+<S>:?(63+<S>)

por consiguiente la coordenada de v+ < S > en la base {e3+ < S >} de R®/ < S > es ZC.

5

Notemos finalmente que, de acuerdo con todo lo expuesto, todos los apartados del problema pueden

ser contestados partiendo simplemente del analisis de la forma escalonada reducida de la siguiente

matriz:
[0 2 -4 1 2 3|1 000 0| |
5 -1 7 -3 3 —3|0 1 0 0 0|
N=|-3 1 -5 2 -1 3/0 0 1 0 0]axs
8 2 4 -3 5 —1/0 0 0 1 0]z
| -1 1 -3 1 0 20 0 0 0 1]|as |
10 1 -1 0 0|-1 1 0 L 2| cl0mibeatmiidie |
01 -2 L oo 1 -2 o0 1 1| 2:mSmdncie
Fer(N)=100 o o010 1 00 -1 -8 R
0 0 0 00 1|-1 1 0 7% % —5x1+5a:25—:c4+17x5
oo 0o o000 0 01 & -1 Szateq—Tes |

Nota 8.6. Todas las matrices planteadas en el ejemplo anterior, excepto la matriz M del apartado
4) y la matriz N del resumen final, son matrices numéricas, si bien en estos dos casos, hay cinco
columnas previas a la columna no numeérica, que forman un sistema libre, por consiguiente, el calculo
de la forma escalonada reducida en estos dos casos, no requiere ninguna operaciéon elemental que
suponga multiplicar por algin escalar del tipo x; 1y no necesitamos analizar por separado el caso en
que x; = 0. Por consiguiente, para el cdlculo de la forma escalonada reducida de todas y cada una de
las matrices consideradas, puede ser utilizado algin paquete informatico.

Algunos paquetes que permiten el calculo de la forma escalonada reducida de una matriz son
Derive, Matlab o Mathematica. No obstante, hay que tener en cuenta que tanto el Derive como el
Mathematica son programas de calculo simbdlico y permiten el calculo de la forma escalonada reducida

de matrices no numéricas como las matrices M y N utilizadas en el ejemplo anterior, pero esto no es
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posible con el programa Matlab. Igualmente, el Derive y el Mathematica dan célculos exactos en forma
de cociente de enteros, mientras que el Matlab proporciona los célculos en forma decimal, expresando
por ejemplo el racional % como 0, 3333, lo que, segtn el problema que nos interese calcular, puede no
proporcionarnos la informaciéon que necesitemos.

En el ejemplo siguiente mostramos la instrucciéon que cada programa nos permite calcular la forma

3 01
escalonada reducida de una matriz C' =
3 1 2
o 1L
= Con Derive: ROW__REDUCE C = 3
01 1

1,0000 0  0,3333
= Con Matlab: rref(C) =

01,0000 1,0000

1 0
= Con Mathematica: RowReduce[C] =

— W=

0 1

Definicién 8.7. Si A € M, xn(K), denominamos submatriz de A a toda matriz que resulta de
eliminar filas y/o columnas de A. Asimismo, a los determinantes de las submatrices cuadradas de A los
denominaremos menores de A. En particular, al determinante de una submatriz cuadrada de A con r

filas y columnas, lo denominaremos menor de orden r de A.

Proposicién 8.8. Si A € M,,,xn(K)y A # O, entonces rg A coincide con el méximo de los 6rdenes

de los menores no nulos de A.

DEMOSTRACION. Supongamos A = {a?

J] € Myuxn(K)yrg A=r, pretendemos de-
1<i<m,1<j<n

mostrar que:

1) Todo menor de orden p de A, con p > r, es cero.

2) A tiene algiin menor no nulo de orden r.
En efecto:

1) Consideremos la submatriz cuadrada de A, M € M, (K), resultado de haber eliminado en A

todas las columnas excepto Cj, (A4), Cj,(A), ..., Cj (A), con ji1 < jo < --- < jp, y todas las
filas excepto Fi, (A), Fi,(A), ..., F;,(A), con iy < iy < --- <i,. Por consiguiente tenemos:
11 i1 i1 ]
aj, ajp ... aj
[ i2 i2
o | G % Y
ip ip ip
ajy ag o o..oag |
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Pretendemos comprobar que, por ser p > r, necesariamente se tiene |M| = 0. En efecto, del
corolario 8.3 se deduce que el sistema de vectores de K™, {C;,(A),C},(A),...,Cj, (A)}, es
ligado, y por tanto 3 (a1, e,...,q,) € KP, con (aq,aa,...,qa,) # (0,0,...,0), de manera
que:

a1C;, (A) + aaCy (A) + -+ + ,Cj, (A) = (0,0,...,0)

lo que, escrito en forma matricial, queda:

1 1 1
aj, aj, aj, 0
a?l a?2 a?p 0
(¢35} ] + as ] +-tay ] =
n n n
a5, i aj, i aj, 0

y de aqui es inmediato que también se verifica:

i1 i1 i1
aj aj, aj, 0
a;f‘; ag a;-i 0
ay + g +-t oy =
aj | | a5 | a;’ 0

pero de aqui deducimos que el sistema de vectores de KP formado por las columnas de M,

{C1(M),Ca(M),...,Cp(M)}, es ligado, y haciendo uso del corolario 8.4 tenemos que |[M| = 0.

2) Supongamos que {C}, (A),C},(A),...,C;, (A)} es base de Col(A). Sabemos que r < m y, para
la demostracion, distinguiremos los dos casos siguientes:

= Sir = m: En este caso la siguiente matriz es una submatriz cuadrada de A, con r filas y

columnas y cuyo sistema de columnas es libre, por tanto, como consecuencia del corolario

8.4, se tiene que su determinante es no nulo, justificando asi la existencia de un menor

no nulo de orden r de A:

1 1 1
a, aj, aj,
a?l a?’z a.i
M =
m m m
L aj, Qg aj, i

» Sir < m: De acuerdo con 5.9, pagina 78, el sistema libre {C}, (4),C},(4),...,C;.(A)}
es posible ampliarlo, con vectores de la base canénica de K™ hasta una base de K™, en
consecuencia, 3 41,%9,...,0m—r, cOn 1 < 17 < iy < -+ < iy < m de manera que el
sistema {e;,, €, ..., €, . Cj(A),Cj,(A),...,C; (A)} es base de K™. En consecuencia,
la siguiente matriz serd una matriz cuadrada con m filas y columnas y, puesto que el
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sistema de sus columnas es libre, del corolario 8.4, sabemos que su determinante serd no

nulo: ) )
I A
LO e 0ay af .
B=lo0 1 04} a a?
00 -+ 1 & ar" - ar
00 0 a" o - al

Finalmente, de |B| # 0, y teniendo en cuenta el desarrollo del determinante de B por
los términos de su primera columna, deducimos que el determinate de la submatriz
que resulta de eliminar en B la primera columna y la i;-ésima fila, es no nulo. Pero si
calculamos el determinante de esta nueva matriz también por los términos de su primera
columna, deducimos que el determinante que resulta de eliminar en B las dos primeras
columnas y sus filas 71-ésima e i9-ésima, es no nulo. Siguiendo este proceso, obtenemos que
el determinante de la matriz que resulta de eliminar en B sus m —r primeras columnas y
sus filas i1, 42, . . ., i;m_y, €s no nulo, ademads, notemos que ésta es una submatriz cuadrada

de A con r filas y columnas, quedando asi justificada la existencia de un menor no nulo

de A de orden r.

O

Nota 8.9. Si A € M,,,«n(K), de acuerdo con el corolario 8.3, pagina 91, de la proposicién anterior,
8.8, pagina 101, y de la definicién de rango de una matriz, vista en el capitulo 1, se verifican las

igualdades siguientes:
rgA = rgAT = niimero de filas no nulas de Fer(A) = ntmero de 1 principales en Fer(A) =

= dimgCol(A) = dimg Fil(A) = méximo de los 6rdenes de los menores no nulos de A
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