CAP{TULO 5

Aplicaciones lineales y matrices

En todo el capitulo los K-espacios vectoriales considerados serdn de dimensién finita.

1. Aplicaciones lineales y matrices como espacios isomorfos

Definicién 1.1. Sean V' y V' K-espacios vectoriales y sea f € Homg(V,V’). Supongamos que
dimgV =n > 0y que B = (by,ba,...,b,) es una base ordenada de V', asimismo, supongamos que
dimgV' ' =m >0y que B’ = (b,b5,...,b),) es una base ordenada de V’. Definimos matriz asociada a
f respecto a las bases B de V y B’ de V', y la representamos por Mg (f), a la matriz de My, xqn(K)

cuya columna j-ésima, para 1 < j < n, esta formada por las m coordenadas de f(b;) en la base B', es

decir:
Flbr) = alb)+albh+ - +apb), o ay .oa
flbs) = abbh +adbh+ -+ aph, a4 ...
g (b2) 201 202 2 Om entonces  Mp.p (f) = 1 2 n
fon) = apby+apby+--+abl, a® a' ... am

Notemos que, considerando la aplicacién coordenada ¢p/, las columnas de la matriz Mpp (f)

verifican que:

Ci(Mpw (f)) = @w (f(b)) Vil<j<n

Ademds, si V =V', f € Endg(V) y B = B/, a la matriz cuadrada Mg g(f) la representaremos

simplemente por Mg(f) y es inmediato comprobar que se cumple que My(idy) = I,,.

Ejemplo 1.2. La aplicaciéon f : R? — R3 definida segin f(z,y) = 2z — y, 7 + y, —x + 3y)
V (x,y) € R? es lineal puesto que, V (r,7), (2',y') € R?2 y V a, 8 € R, se tiene:

fla(z,y) + B y)) = flax + B’ ,ay + BY') =

= (2(eaz + B2) — (ay + BY) , (az +p2') + (ay + By') , —(aw +2') +3(ay + By')) =

= O[(Q:E - YT + Yy, —x + 3y) +ﬂ(2$l - yl7x/ + yl7 7'%/ + 3y/) = O[f(:r?y) +/8f('r/7yl)
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Aplicaciones lineales y matrices

Y la matriz asociada a f en las correspondientes bases candénicas es:

M, 5, (f) = j_i aque § JH0=@1-1)=2(1,0,0)+1(0,1,0) + (-1)(0,0.1)
4 3 £(0,1) = (=1,1,3) = (—1)(1,0,0) + 1(0,1,0) + 3(0,0,1)

Los sistemas, {(1,2),(—1,0)} de R? y {(5,0,—1), (1, —3,2),(—2,0,1)} de R3, son bases ya que:

5 1 —2
=2#0 y 0 =3 0|=-9#0
2 0
-1 2 1

por tanto B = ((1,2),(—1,0)) y B’ = ((5,0,-1),(1,—3,2),(—2,0,1)) son bases ordenadas de R? y R,

respectivamente, y la matriz asociada a f en estas bases es:

5 =5
’ £(1,2) = (0,3,5) = 5(5,0, 1) + (~1)(1,-3,2) + 12(~2,0,1)
My (f)=1| -1 1L ya que
f(_]-vo) = (_27 _la 1) = _75(5a0, _1) + %(L _372) + %2(_2a07 1)
12 2

Consecuencias 1.3. En las condiciones de la definicién 1.1, se tiene que:

1) Mpp (f) [z]s = [f(z)ly VaeV
2) dimgImf =rg Mpw (f)

xT
DEMOSTRACION. )
xT
1) Supongamos x = x'by + x%by + -+ + z"b,, € V, entonces [zl = | |y
x"L
Fa)y=f( > alb) = > alfby)= Y a7( Y aitf) =
1<j<n 1<j<n 1<j<n 1<i<m
= > (Do dabi= Y () ajad)b]
1<i<m 1<j<n 1<i<m 1<j<n
de donde:
Z ajl:vj
1<j<n al @ ... al x!
Z a?IJ G/% a% a2 .’L‘2
[f(x)hB/ = 1<j<n = ) ) ) ) ) = M]B,IB/ (f) [m]B
Z a}n 2 al* ayt ... ay z"
L 1<j<n |

116



Aplicaciones lineales y matrices

2) Si representamos por A a la matriz Mg p/(f), haciendo uso de algunas definiciones y propie-

dades vistas en el capitulo 3, asi como de que Imf =< f(b1), f(b2),..., f(bn) >, se tiene:

rgMpw (f) = rgA = dimgCol(A) = rg{C1(A), Ca(4),...,Cr(A)} =

= rg{em (f(01)), 0m (f(b2)), -, m (f(bn))} = rg{f(b1), f(b2), ..., f(bn)} =
= dimg < f(b), f(ba), ..., f(bp) >= dimgImf

O

Ejemplo 1.4. Sean V y V' K-espacios vectoriales y B y B’ bases ordenadas de V' y V', respecti-

1 -2 0
vamente. Consideremos la aplicacién lineal f € Homg (V, V') tal que Mpp/ (f) = . Si
-3 1 5

las coordenadas en la base B de un vector v € V son (1, —2,2), entonces las coordenadas en la base B’

de f(v) € V' son (5,5) ya que:

1 1
1 -2 0 5
Mpw/(f) | —2 | = -2 | =
3 15 5
2 2

Proposicion 1.5. Sean V, V' y V" K-espacios vectoriales, con B, B’ y B” bases ordenadas de V/,

V' y V" respectivamente, y sean f € Homg(V,V') y g € Homg(V', V"), entonces:
Mg (go f) = My p(9) Map(f)

DEMOSTRACION. Supongamos B = (by,bs,...,b,), B’ = (b],b5,...,0.,) y B = (b],b5,...,b)).

%

y que Mg/ 5 (g) = [cj

Supongamos asimismo que Mp g/ (f) = {aﬂ
1<i<m,1<j<n

de acuerdo con la definicién de producto de matrices, se tiene:

] , entonces,
1<i<t,1<j<m

% 0

L<i<t 1<j<m [ Tl1<i<m,1<j<n Tli<i<t,1<i<n

UL AT >

My 5 (9) Mpp (f) = [03

1<k<m 1<k<m
_ k P RN/ANEN k i "o 3 7.1/
= E a; ( E cpby) = E ( E ajck) by = E djbi
1<k<m 1<i<t 1<i<t 1<k<m 1<i<t

de donde, de acuerdo con la definicién 1.1, se tiene que Mp g (gof) = [di y por consiguiente

JLgigt,lgg‘gn

la igualdad buscada.
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Nota 1.6. Si en la demostracion anterior hubiéramos hecho uso del convenio de Finstein, expuesto

en el capitulo 3, habriamos indicado dj» simplemente por c}%a? y:
(g0 f)(bs) = g(f(b;)) = g(af b,) = aj g(b},) = af ¢} b = dj by
Ejemplo 1.7. Supongamos f € Homg(R3 R?) y g € Homg(R?,R*) definidas segin:
flr,y,2) = (x+2y— 2,30 +2) V(r,y,2) €R3
g(z,y) = (z+2y,y,—z +y, 20 —y) V(z,y) €R?
Calcular la matriz asociada a f, a g y a go f respecto a las correspondientes bases candnicas y dar
asimismo la expresién de (g o f)(z,vy, 2) para (z,y, z) € R3.

e Teniendo en cuenta que en la base canoénica las coordenadas de un vector coinciden con sus compo-

nentes, las correspondientes matrices asociadas son:

1 2
1 2 -1 0 1
Mg, B, (f) = ; Mz, B, (9) =
3.0 1 -1 1
2 -1
1 2 7 2 1
0 1 1 2 -1 3 0 1
MB&HM(Q © f) = MBQJ&;(Q) MB3-,132 (f) = =
—1 1 3 0 1 2 =2 2
2 -1 -1 4 -3
e Respecto a la expresién de (g o f)(z,y, z) para (z,y,2) € R3, se tiene:
7 2 1 Tr+2y+z
x x
3 0 1 3z + 2
Mz, B, (gof) Yy | = y | =
2 =2 2 20 — 2y + 2z
z z
-1 4 -3 —x+ 4y — 3z

por lo que (go f)(z,y,2) = (Tx +2y + 2,3x + 2,20 — 2y + 22, —x + 4y — 32) V (z,y,2) € R3.

Proposicion 1.8. Sean V y V' K-espacios vectoriales con dimgV =n >0y dimgV’' =m > 0,
y supongamos que B = (b1, b, ..., b,) es una base ordenada de V' y que B’ = (b},b5,...,b),) es una

base ordenada de V', entonces la siguiente aplicacién es un isomorfismo de K-espacios vectoriales:
Mpp : HOTTZK(‘/, V/) — men(K)
fro Maw(f)
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DEMOSTRACION. Hay que justificar que Mg g es lineal, inyectiva y suprayectiva:

e Mpp eslineal: Es consecuencia de que, V f,g € Homg(V,V') y V o, 8 € K, se tiene:
(af +Bg)(b;) = af(b;) + Bg(b;) Vjl<j<n

y de la definicién de suma y de producto por un escalar en M, x, (K).

e My es inyectiva: Puesto que ya sabemos que es lineal, serd suficiente comprobar que su nicleo se

reduce a la aplicacién nula, es decir, comprobar que si Mpp (f) = O € My, x,(K), entonces necesa-
riamente f = 0, pero esto es inmediato teniendo en cuenta 1.3, pagina 116, ya que, V x € V| se tiene

que:

[f (@)]e
O [z]z = O € M1 (K)

Mpp(f) [z]s =

por lo que f(z) =0V z e V.

e Mpp es suprayectiva: Supongamos A = [aﬂ
1<i<m,1<j<n

consideremos el vector w; € V' definido segin w; = a}b’l + a?b'g + -+ +a'b},, entonces haciendo uso

€ Myn(K) , para cada j, 1 < j < n,

del teorema de existencia y unicidad de aplicaciones lineales, visto en el capitulo anterior, sabemos que
3 f € Homg(V,V’) tal que f(b;) = w; para todo j, con 1 < j < n. Teniendo ahora en cuenta la
definicién de My g/ (f) es inmediato que My p/ (f) = A.

O

Definicién 1.9. Como consecuencia de la proposicién anterior, si A € M, «,(K) y consideramos
las bases canénicas B,, de K™ y B, de K™, existe una dnica aplicacién lineal, fa € Homg (K™, K™),

tal que Mg, B,,(fa) = A. A f4 lo denominaremos homomorfismo candnico asociado a la matriz A.

Proposicién 1.10. Si A € My, «n(K) v fa es su homomorfismo canénico asociado, entonces:

1) Kerfa es el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneo que tiene a
A como matriz de coeficientes y por tanto fa es monomorfismo si y sélo si rgA = n.

2) Imfa es el subespacio de K™ generado por las columnas de A y por tanto f4 es epimorfismo
siy sélo si rgA =m.

3) fa es automorfismo si y sélo si rgA = n = m, lo que a su vez equivale a que A sea una matriz

inversible.

DEMOSTRACION. Puesto que Mg, g, (fa) = A, siendo B,, y B,,, las correspondientes bases candéni-

cas de K™ y K™, respectivamente, se tiene:
) 9
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1) Kerfa = {(a1,a9,...,a,)€ K"

Ademads se cumple que:

{(a1,a2,...,ap,) € K"

[ falar,az,...,0n) =(0,0,...,0)} =
aq 0

(6] 0

n 0

fa es monomorfismo < Kerfs ={0} < rgA=n

2) ImfA =< fA(el),fA(eg),...

vector de la base candnica de K™ y C;(A) la j-ésima columna de A, para 1 < j <n.

cfalen) >=< C1(A),C2(A),...,Cn(A) > siendo e; el j-ésimo

Ademass, teniendo en cuenta alguna de las caracterizaciones vistas del rango de una matriz, se

cumple que:

fa es epimorfismo <= Imfs = K™ <= dimgImfs=m < rgA=m

3) Estas equivalencias son consecuencia inmediata de los dos apartados anteriores.

1
0 2
Ejemplo 1.11. Si A =
3 4
-2 3
T

Mg, 5,(fa) | y

-1

[y

O
€ My«3(R), entonces se tiene que:
1 0 -1 xr—z
X
0 2 2 2y + 22
Yy
3 4 1 3x+4y + 2
4
3 5 —2z + 3y + 52

por lo que fa € Homg(R3 R*) verifica que fa(z,y,2) = (v — 2,2y + 22,3z + 4y + 2z, —22 + 3y + 52)

V (2,9,2) € R®. Ademis se tiene que:

1

e Puesto que Fer(A) =

o o O

0
1
0
0

-1
1
0
0

parametrizada, del sistema homogéneo A

, se tiene que el conjunto de soluciones, en forma matricial

€es:

<
\
o o o o
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x 1
y = A -1 AeER
Z 1

y por consiguiente (1,—1,1) es base de Kerfa.

e El sistema de R* formado por los vectores fa(1,0,0) = (1,0,3,-2), fa(0,1,0) = (0,2,4,3)
y fa(0,0,1) = (=1,2,1,5) sabemos que genera Imf,, pero, teniendo en cuenta la matriz Fer(A),
sabemos que (—1,2,1,5) = —(1,0,3,—-2)+(0,2,4,3) y que {(1,0,3,—2),(0,2,4,3)} forman un sistema
libre, por consiguiente {(1,0,3,—2),(0,2,4,3)} es base de I'mfa.

Corolario 1.12. Si V y V'’ son K-espacios vectoriales de dimensién finita, entonces Homg (V, V')
también lo es y:

dimgHomg (V,V') = dimgV dimgV’

DEMOSTRACION. Supongamos dimgV =n > 0y dimgV’' =m > 0, y sean B y B’ bases ordenadas
de V y V' respectivamente. Por un lado sabemos que el K-espacio vectorial M, «,(K) es de dimensién
finita mn, por otro, por ser Mp g/ isomorfismo, su inversa, (Mg p/)~!, es también isomorfismo y, segtin
vimos en el capitulo anterior, transformard cualquier base de M, «,(K) en una base de Homg (V, V'),

en consecuencia, Homg (V, V') es de dimensién finita y:
dimgHomg (V, V") = dimg My, xn(K) = mn = dimgV dimgV’

O

Corolario 1.13. Sean V' y V' K-espacios vectoriales de dimensién finita con B y B’ bases ordenadas

de V y V' respectivamente. Si f € Homg (V, V'), entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

1) f es isomorfismo.

2) Mg (f) es inversible.

DEMOSTRACION.
1) = 2): Por ser f isomorfismo, su inversa, f !, es también isomorfismo y se cumple que fof~1 = idy-
y f~' o f =idy, ademds, segin vimos en el capitulo anterior, sabemos que dimgV = dimgV’, que

supondremos igual a n > 0. Teniendo ahora en cuenta 1.5, se tiene que:

M w (f) M s(f~) Ma(f~Vo f) = My s(f~") Mpw (f)
M (idy) = I, M (idy) = I,

Mg/ (fo f™') =
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por lo que
Mpp (f) My p(f~') =1, = Mp (f") Mpg (f)

de donde deducimos que Mg (f) es inversible y ademds (Mg s (f))_l = My p(f1).

2) = 1): Si suponemos ahora que Mg/ (f) es inversible, entonces por un lado tenemos que es una
matriz cuadrada, por lo que dimgV = dimg V', que supondremos igual an > 0, y existird C' € M, (K)
tal que Mpp (f) C =1, =C Mpp (f).

Por otro lado, considerando la biyeccién Mp 5 : Homg (V', V) — M, (K), concluimos que existe

g € Homg (V',V) tal que My g(g) = C, por tanto, haciendo uso de 1.5, se tiene:

Mpp (f) C = Mpp (f) Mg 5(g9) = My 5 (fog) = Mp(fog)
C Mpp (f) = Mp p(9) Mpw (f) = Mpr(go f) = Mg(go f)

I, =

Pero también sabemos que My g (idyv:) = My (idy/) = I, vy Mg(idy) = Mg(idy) = I, v,
haciendo uso de que My m y Mg g son aplicaciones inyectivas, se tiene:
Mp w(fog)=1I,=Mpw(idyy) = fog=idy, = [ essuprayectiva
MB,IB(Q ) f) = In = M]B,IB(idV) = go f = idv — f es inyectiva

por lo que f es biyectiva y, puesto que por hipdtesis es lineal, f es un isomorfismo.

O

Nota 1.14. Notemos que, en las condiciones del corolario anterior, si f es isomorfismo, entonces

(Mg (f)) " = Mas(f™).

3 2 =3
Ejemplo 1.15. SiA= |1 -1 0 | € M3(R), entonces se tiene que:
2 1 -1
T 3 2 -3 T 3z + 2y — 3z
Mg, (fa) Y = 1 -1 0 y = T—y
z 2 1 -1 z 20+ y — 2z

por lo que fa € Endg(R3) verifica fa(z,y,2) = 3z +2y — 3z, —y,2x +y —2) V (2,y,2) € R3.
Ademds, puesto que A es inversible, ya que |A| = —4 # 0, entonces f4 es un automorfismo de R3,

es decir, fa € GLg(R?) y:

Mg, (f3') = (Mg, (fa)) = A7" =

PN N PN

N N U N T
S N [SURN [V}
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y de aqui se tiene que f;l estd definida segun:

1
fat(z,y,2) = Z(—x+y+3z,—x—3y+3z, —3z —y+52) V(r,y,z2) € R

2. Matriz de cambio de base

Definicién 2.1. Si B y D son bases ordenadas de un K-espacio vectorial V', a la matriz My p(idy)

la denominamos matriz de cambio de base puesto que, de acuerdo con 1.3, se tiene que:
M]B,]D)(id\/) [:L‘]]B = [’Ld\/(x)h]; = [m]D VzeV

lo que nos proporciona la relacién entre las coordenadas de cualquier vector x de V respecto a las bases

By D.

Ejemplo 2.2. Si consideramos en R? la base ordenada B = ((1, 1,2),(0,1,1), (2,0, 1)), calcular
las matrices de cambio de base Mg, (idgs) y Mg, B(idgs). Calcular las coordenadas, en la base B, del
vector v = (5,3,7) € R? y obtener el vector u € R? cuya terna de coordenadas en la base B es (1, —3, 2).

Puesto que en la base canédnica las coordenadas de un vector coinciden con sus componentes, se

tiene que:
1 0 2
Mpg,(idrs) = | 1 1 0
2 1 1

Por otro lado, haciendo uso de 1.14, pagina 122, se tiene que:
-1

1 0 2 -1 -2 2
Mz, 5(idgs) = (Mpp,(idze)) = |1 1 0| =| 1 3 -2
2 1 1 11 -1
Finalmente, teniendo en cuenta que:
[ 5 -1 -2 2 5 3|
Mg, p(idgs) | 3 | = 1 3 -2 31=10
| 7 11 -1 7 1
[ 1 10 2 1 5 |
Mgp,(idgs) | =3 | =1 1 0 -3 | = -2
| 2 2 1 1 2 1]

se tiene que la terna de coordenadas de v = (5,3,7), en la base B, es (3,0, 1), de hecho se tiene que
v=(53,7)=3(1,1,2) + 0(0,1,1) + 1(2,0, 1), y el vector u, cuya terna de coordenadas en la base B es
(1,-3,2), es el vector u = (5,—2,1), de hecho v = 1(1,1,2) — 3(0,1,1) + 2(2,0,1) = (5, —2,1).
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Nota 2.3. De acuerdo con 1.13, pagina 121, puesto que la aplicacién identidad i¢dy es un isomor-
fismo, se tiene que toda matriz de cambio de base es inversible. En la siguiente proposiciéon vamos a

justificar que una matriz es inversible si y sélo si es una matriz de cambio de base.

Proposicion 2.4. Sea V un K-espacio vectorial de dimensiéon n > 0, B base ordenada de V' y
P € M, (K), entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
1) P es inversible, es decir, P € GL(n, K).
2) Existe una base ordenada D de V, tal que P = Mp p(idy).
3) Existe una base ordenada I’ de V, tal que P = Mp p (idy ).

DEMOSTRACION.
1) = 2): Considerando el isomorfismo Mgg : Homg(V,V) — M, (K), puesto que P € M, (K),
sabemos que existe f € Homg(V,V) tal que Mpp(f) = P. Por otro lado, de 1.13, pdgina 121, se
tiene que, por ser P inversible, necesariamente f es isomorfismo (automorfismo) y, segiin vimos en el
capitulo anterior, si B = (by,bs,...,b,), entonces D = (f(b1), f(ba),..., f(bn)) es una base ordenada

de V. Por otro lado, de la definicién 1.1, se deriva de forma inmediata la siguiente igualdad:
Mpp(idy) = Mpr(f) = P

2) = 1): Si existe una base ordenada D de V, tal que P = Mp p(idy ), puesto que idy es isomorfismo,

de 1.13, pagina 121, se tiene que P = Mp g(idy ) es inversible.

1) = 3): Si P es inversible, obviamente P~! también lo es y, aplicando la implicacién 1) = 2)”
ya demostrada, a la matriz P~1, se tiene que 3 I, base ordenada de V, tal que P~! = My p(idy),

entonces, haciendo uso de 1.14, se tiene que P = (MD/B(idv))_l = Mgy ((idy)™') = Mg (idy).

3) = 1): Si existe una base ordenada D’ de V, tal que P = Mg p (idy ), puesto que idy es isomorfismo,

de 1.13, pagina 121, se tiene que P es inversible.

O
01 -1

Ejemplo 2.5. La matriz P = | 1 2 1 | € M3(R®) es inversible ya que |P| = 2 # 0. Para
1 0 1

obtener bases ordenadas D y D’ de R? de manera que P = Mp g, (idgs) y P = Mg, pr(idgs), siendo B
la base canénica de R3, reproduciremos la demostracién anterior con estos datos. Si consideramos el

tinico endomorfismo de R?, fp, tal que Mg, (fp) = P, que actiia de la forma siguiente:

frz,y,2) = —zz+2y+z2+z2) V(ryz2) R’
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entonces la base D buscada es D = (fp(l, 0,0), fp(0,1,0), fr(0,0, 1)) = ((()7 1,1),(1,2,0), (-1,1, 1)) y

0 1 -1
Mpp,(idgs) = | 1 2 1 | = Mg, p,(fp) = Mp,(fp) =P
10 1

Para obtener la base D' buscada, procederemos de igual manera pero con P~!, ya que asi ob-
tendremos una base I/ de R3 tal que My g, (idgs) = P~! y de aqui, teniendo en cuenta 1.14, se
tendrd P = (Mp g, (idRs))_l = Mg, ((idgs)™") = Mg, (idgs). Por tanto hemos de calcular en

primer lugar P!, para lo que utilizaremos lo visto en el capitulo 1:

01 -1 100 100 1 -1 3
Fer(|]1 2 1010|)=|010 o L -1
10 10 0 1 o001 -1 &+ -4
Lo
Por consiguiente, P~ = o L -1y
SRR
1 3 1 1 1 1
fpfl(x,y,z)Z(x—§y+§z, 3Y 3% —$+§y—§z) Y (z,y,2) € R?

y la base I’ buscada es:

-1

D' = (fP—l(lﬂ 070)7 fP—1(07 L O)a fP—l(Oa 0, 1)) = ((L 0, _1)7 (77 %7 %)7 (5» 77 7))

Notemos finalmente que los vectores de la base D son las columnas de P y los de la base D', son

las columnas de P~ 1.

3. Matrices equivalentes: definicién y caracterizacién

Proposicién 3.1. Si m y n son enteros positivos, la siguiente relacién, definida en M, x,(K), es

una relacién binaria de equivalencia:
A~C <« FPeGL(MmK),IQeGL(n,K) | A=PCQ

DEMOSTRACION. En efecto, veamos que esta relacién cumple las propiedades reflexiva, simétrica
y transitiva:
- Refleziva: Para justificar que A ~ A, basta considerar P =1,,, € GL(m,K) y Q =1I,, € GL(n, K).
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- Simétrica: Si suponemos A ~ C, entonces 3 P € GL(m,K)y 3 Q € GL(n, K) tales que A = PCQ.

Por consiguiente, considerando P~' € GL(m, K) y Q~! € GL(n, K), se tiene C ~ A, ya que:
PlAQ =P tPCQQt=C

- Transitiva: Si suponemos A ~ C'y C' ~ D, entonces 3 P, P, € GL(m,K) y 3 Q1,Q2 € GL(n, K)
tales que A = PICQy y C = P2DQ5. Pero es inmediato que P\ P, € GL(m, K) y Q2Q1 € GL(n,K), y
se tiene A ~ D, ya que:

A=PCQ, =P P,DQ201

O

Definicién 3.2. Dos matrices A,C € M,,,«x,(K) que pertenezcan a la misma clase de equivalencia

para la relaciéon de la proposicién anterior, 3.1, diremos que son matrices equivalentes.

Proposicion 3.3. Sea A € M,;,x»(K), con m y n enteros no nulos, y r > 0, entonces las condiciones

siguientes son equivalentes:

1) rgA=r.
I.| O
2) A es equivalente a la matriz R = € My xn(K)
0|0
DEMOSTRACION.

1) = 2): Supongamos que rgA = r, entonces la matriz F' = Fer(A) es una matriz de My, xn(K)
con las r primeras filas no nulas y las demds nulas y, puesto que su rango también es r (ya que
Fer(F) = F), las r primeras filas de F' formardn un sistema libre de K. Ademds, existirdn matrices
elementales F1, ..., E; € M,,(K) de manera que F = E --- E; Ay, puesto que las matrices elementales
son inversibles y su producto también, obtenemos en definitiva una matriz P € GL(m, K) tal que
F = PA.

Por otro lado, la traspuesta de F', FT'| serd una matriz de M,,x,,(K) de rango r y, puesto que sus r

primeras columnas son no nulas y las demés son nulas, es inmediato que su forma escalonada reducida,

)

Fer(FT), es la matriz - € Myxm(K), es decir, la matriz RT. Ademds, razonando igual que

0|0
antes, sabemos que existe una matriz inversible, S € GL(n, K), tal que Fer(FT) = SFT = S(PA)T,

de donde S(PA)T = RT. Finalmente, considerando @ = ST se tiene que Q € GL(n,K) y PAQ = R,

lo que justifica que R es equivalente a A y por consiguiente A lo es a R.

2) = 1): Por ser A equivalente a R, existen matrices inversibles, P € GL(m,K)y Q € GL(n, K) de

manera que A = PRQ). Considerando el homomorfismo canénico asociado a la matriz A, y aplicando
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adecuadamente la proposicién 2.4, pdgina 124, encontramos bases ordenadas B’ de K™ y B de K™, de

manera que P = My g, (idgm) y Q = Mg, p(idgn») y de aqui:

R=P'AQ™! = Ms,, w (idxm) Mz, 3, (f1) Mep, (idxn) = My (fa)

y por 1.3 también se tiene que dimgImfa = rgR, pero, de acuerdo con la definicién de rango de una

matriz, es inmediato que rgR = r con lo que finalmente tenemos rgA = dimgImfa = r.

O
1 -1 2 3
Ejemplo 3.4. Comprobar que la matriz A = | 3 -3 —1 -2 | € M3x4(R) tiene rango 2 y
5 =5 3 4
1 0 0 O
encontrar una relacién entre las matrices Ay R=| 0 1 0 0 [como matrices equivalentes.
0 0 0 O
De acuerdo con la demostraciéon anterior, se tiene que Fer([A|ls]) = [Fer(A)|P]), por lo que

calculando la forma escalonada reducida de la matriz [A|I3] conoceremos simultdneamente el rango de

A y la matriz P buscada.

1 -1 2 3[1 00 1 -1 0 F|o & &
Fer([Alls])=Fer(| 3 -3 -1 —2]/0 1 0|)=]0 o0 1 2|0 2 &
5 -5 3 4|0 0 1 o oo of1 L
3
0 7 %
Y de aqui se tiene que rgA =2, P=| o 32 & y F = Fer(A) = PA. Aplicando ahora el mismo
N

razonamiento a la traspuesta de Fer(A), es decir a FT| se tiene que:

1 0 0[1 0 0 0 1 00[0 0 11 -7
-1 0 0[0 1 0 0 01 0{00 1 0
Fer([FT|L]) = Fer( )=
0 1 0[0 0 1 0 0 00[1 0 —-11 7
= X 0|0 0 01 0000 1 11 -7

Por lo que, siguiendo la notacién usada en la proposicién anterior, se tiene que Fer(FT) = RT,

0 0 11 -7

0 O 1 0
S = y RT = SFT por lo que R = FST = PAQ), siendo Q = S”, lo que nos da
1 0 -—-11

N

0 1 1 -7
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una relacién entre las matrices A y R como matrices equivalentes. Se puede efectivamente comprobar

la igualdad siguiente:

0 0 1 0
o & & 1 -1 2 3 0 0 0 1 1 000
PAQ=10 2 2 3 -3 -1 -2 =010 0|=R
11 11 11
1 3 3 5 =5 3 4 00 00

Corolario 3.5. Si A,C € M, x»(K), las condiciones siguientes son equivalentes:

1) Ay C son equivalentes.
2) rg A=rg C.

DEMOSTRACION.

1) = 2): Supongamos que rg A = r, entonces de la proposicién anterior, 3.3, se tiene que A es

I. | O
equivalente a la matriz R = - , pero por ser A y C equivalentes, también se tiene que C'y R

O|0
son equivalentes de donde, aplicando de nuevo la proposicién anterior, se tiene que rg C' = r.

2) = 1): Si suponemos rg A = rg C' = r, de la proposicién anterior, 3.3, se deduce que tanto A como

(0]
C son equivalentes a la matriz - € My, xn(K), por consiguiente A y C son equivalentes.
0|0
O
1 -1 2 3 1 1 -1 1
Ejemplo 3.6. Estudiar si las matrices A= | 3 -3 -1 -2 |yC=1]2 1 0 —1 | de
5 =5 3 4 3 2 -1 0

M3y 4(R) son equivalentes y, en caso afirmativo, obtener matrices P € GL(3,R) y Q € GL(4,R), tales
que A = PCQ.

Puesto que la matriz A es la que hemos analizado en el ejemplo 3.4, para saber si A y C son
equivalentes bastara saber si C' es de rango 2. Pero si procedemos con C' tal y como lo hemos hecho con
la matriz A en el ejemplo 3.4, y confirmamos que también es de rango 2, tendremos que son equivalentes

y habremos obtenido matrices Py, P, € GL(3,R) y matrices Q1,Q2 € GL(4,R) tales que R = P AQ,

1 0 0 O
y R=P,CQy,siendo R=| 0 1 0 0 |.Deaquideduciremos finalmente que:
0 0 0 O

A=P'RQTY = Py H(P0Q2)Q7 ! = (P R)C(Q2Q7Y)
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lo que nos dard una relacién entre A y C' como matrices equivalentes. Procedamos pues con C tal y

como hemos hecho con A en el ejemplo3.4:

1 1 -1 111 0 O 1 0 1 =210 2 -1
Fer([C|lIs))=Fer(| 2 1 0 —-1]0 1 0|)=]0 1 -2 3|0 -3 2
3 2 -1 00 0 1 | 0 0 0 0]1 1 -1
0 2 -1 |
Y de aquf se tiene que rgC =2, P, = | 0 -3 2 | y F' = Fer(C) = P,C. Aplicando ahora el
1 1 -1

mismo razonamiento a la traspuesta de Fer(C), es decir a F'T, se tiene que:

1 0 0|1 0 0 O 10 00 0 -3 -2
0 1 0/{0 1 0 O 01 0j{0 0 -2 -1
Fer([F'"|1]) = Fer( ) =
1 -2 0j0 0 1 O 0 0 0|1 O 3 2
—2 3 0/0 0 0 1 0 0 0|0 1 2 1

Por consiguiente, siguiendo la notacién usada en la proposicién 3.3, se tiene que Fer(F'T) = RT,

0 0 -3 =2
0 0 -2 -1 T T T . T
S = y R = S'"F'™" porlo que R = F'S™" = P,CQ,, siendo Q2 = S, lo que nos
1 0 3 2
0 1 2 1

da una relacién entre las matrices C'y R como matrices equivalentes. Se puede efectivamente comprobar

la igualdad siguiente:

0 0 1 0
0 2 -1 11 -1 1 1 00 0
0 0 0 1
PCQ:=|0 -3 2 2 1 0 -1 =|0 10 0]|=R
-3 -2 3 2
11 -1 3 2 -1 0 00 0O
2 -1 2 1

4. Matrices semejantes: definicién y caracterizacién

Proposicién 4.1. Si n es un entero positivo, la siguiente relacién, definida en M, (K), es una

relacion binaria de equivalencia:
A~ C <« 3IPcGL(nK) | A=PCP™!

DEMOSTRACION. En efecto, veamos que esta relacién cumple las propiedades reflexiva, simétrica

y transitiva:
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- Reflexiva: Para justificar que A ~ A, basta considerar P = I,, € GL(m, K).
- Simétrica: Si suponemos A ~ C, entonces 3 P € GL(n, K) tal que A = PCP~!. Por consiguiente,

considerando P! € GL(n, K), se tiene C ~ A, ya que:
PlAPHt=plAP=P'PCP'P=C

- Transitiva: Si suponemos A ~ C' 'y C ~ D, entonces 3 P, P, € GL(n, K) tales que A = PlCPfl y
C= PQDP2_1. Pero es inmediato que Py Py € GL(n, K) y se tiene A ~ D, ya que:

A=PCP ' =P PDP; P! = (P,P,)D(P,P,) ™"
O

Definicién 4.2. Dos matrices A,C € M, (K) que pertenezcan a la misma clase de equivalencia

para la relacién de la proposicién anterior, 4.1, diremos que son matrices semejantes.

Corolario 4.3. Si A,C € M, (K), entonces:
1) Ay C semejantes = Ay C equivalentes.
2) Ay C semejantes = |A| = |C].
DEMOSTRACION.

1) Es consecuencia inmediata de la definicién de matrices equivalentes y de matrices semejantes.
2) Haciendo uso de propiedades de determinantes, se tiene:

Ay C semejantes = I P GL(n,K) / A=PCP™! —

= |A] = [PCP7}|=|P||C| [P~} =|P| [P |C] = [PPT}| |C| = || |C| = |C]

O

Proposicién 4.4. Sea V K-espacio vectorial con B = (by,bs,...,b,) base ordenada de V, y
supongamos f € Endg(V) y A = Mg(f). Entonces, si C € M,(K), se tiene que las condiciones
siguientes son equivalentes:

1) Cy A son semejantes.

2) Existe D, base de V', de manera que C = Mp(f).

DEMOSTRACION.
1) = 2): Por ser C' y A semejantes, se tiene que 3 P € GL(n,K) / C = PAP~!. Aplicando
adecuadamente la proposicién 2.4, se obtiene una base ordenada I de V' tal que P = Mg p(idy ). Por

consiguiente, de 1.14 se tiene que P~ = Mpp(idy) y, haciendo uso de 1.5, pdgina 117, se tiene que:

C =PAP ! = M]B,]D)(id\/) MB(f) M]D),]B(id\/) = MD(f)
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2) = 1): Si consideramos la matriz de cambio de base P = Mg p(idy) € GL(n, K), haciendo uso de

1.5, pagina 117, se tiene que:
PAP™ = My p(idy) Mg(f) Mpg(idy) = Mpp(f) = Mp(f) =C
de donde C'y A son semejantes. O

Nota 4.5. En las condiciones de la proposicion anterior, 4.4, si A y C son semejantes, diremos que

C y A representan al mismo endomorfismo.

Nota 4.6. Otras caracterizaciones de matrices semejantes se veran en la asignatura Algebra Mul-

tilineal.

5. Determinante de un endomorfismo

Definicién 5.1. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finitan >0y f € Endg (V). Por la
proposicién 4.4 sabemos que todas las matrices asociadas a f son semejantes, y de 4.3 se deduce que
todas ellas tienen el mismo determinante, en consecuencia, al determinante comiin a todas las matrices
asociadas a f lo denominaremos determinante del endomorfismo f y lo representaremos por detf, es
decir:

detf = |Mp(f)| vV B base deV

Nota 5.2. De la definicién anterior se desprende que si A € M,(K) y fa € Endg(K™) es su

endomorfismo candnico asociado, entonces detfa = |A|.

Proposicién 5.3. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita n > 0y f € Endg(V),

entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

1) f es automorfismo.

2) detf # 0.

DEMOSTRACION. Sea B una base ordenada de V' y consideremos la matriz Mg(f), entonces, ha-
ciendo uso de 1.13, pagina 121, y de que una matriz cuadrada es inversible si y sélo si su determinante

es no nulo, se tiene:

f automorfismo <= Mg(f) es inversible <= detf = |Mp(f)|#0
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