CAP{TULO 6
Espacio dual

1. Definicion

Definicién 1.1. Si V es un K-espacio vectorial, al K-espacio vectorial Homg (V, K) lo represen-
taremos por V* y lo denominaremos espacio dual de V', y a sus elementos, formas lineales de V.

Ademas, si V' es de dimensién finita, segiin vimos en el capitulo anterior, V* también lo es y:
dimgV* =dimgHomg (V,K) = dimgV dimgK = dimgV

de donde ademaés se deduce que V y V* son espacios vectoriales isomorfos.

2. Bases duales

Definicién 2.1. Si V es K-espacio vectorial de dimensién finitan > 0y B = (by,be,...,b,) es una
base ordenada de V', sabemos que la siguiente aplicacién es un isomorfismo de K-espacios vectoriales,

donde By = (1) representa la base candnica de K:
MIB,IB%l : HomK(V,K) —_— Man(K)
f o Mag, (f)

por tanto, considerando la base canénica de My, (K), (A, Ad, ... Al), se tiene que los siguientes

elementos de V* = Homg (V, K) constituyen una base de V*:
bt = Mgy (A7), b =DMgg (Ay) , ..., b'=DMgg (A))

A la base ordenada (b, b%,...,b") de V* la representaremos por B* y la denominaremos base dual

de B.

Proposicién 2.2. Si B = (by,b,...,b,) es una base ordenada de V y B* = (b!,b%,...,b") es su
base dual, entonces se verifica que:
1 sii=3j
0 siidj
2) Vv € V, la n-tupla de coordenadas de v en la base B es (b*(v),b%(v),...,b"(v)).
3) Vf € V*, la n-tupla de coordenadas de f en la base B* es (f(b1), f(b2),..., f(b

1) Para 1 <i,j < n se tiene que b(b;) = 5;’. =
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DEMOSTRACION. De acuerdo con la definicién anterior, V4,1 < i < n, se tiene que b* = M]Bfll (Ab),
lo que equivale a que Mp g, (b') = Al =0,... sl 0], donde (7) estd indicando la posicién del tnico

término no nulo de esta matriz. Entonces se tiene:

1) Para calcular bi(bj), haremos uso de la siguiente relacién, vista en el capitulo anterior:
My, (b') [bjlz = [b'(b;)]s,

pero, puesto que la n-tupla de coordenadas de b; en la base B es (0, ... ,&) ,...,0), donde (j)

estad indicando la posiciéon del Unico término no nulo, se tiene que:

0
. Z_ 1 sii=j
MBBl(b) [bj]B = [O, ..,(10,...,0] 1 = 5]' =
@ 0 sii#j
L 0 -
lo que nos da la igualdad buscada.
2) Supongamos que la n-tupla de coordenadas de v € V en la base B es (v, v2,...,v"), es decir,

v =vlby + v2by + - - - + v™b,,, entonces, para todo i,1 < i < n, haciendo uso de que b’ es una

aplicacion lineal, y del apartado anterior, se tiene que:
bi(v) = bi(viby + v2by 4 - +0"by) = v (by) + V2 (b)) + - - + "B (by) =
por lo que v = b*(v)by + b?(v)bg + - - - + b"(v)b,, y por tanto la n-tupla de coordenadas de v
en la base B es (b'(v),b%(v),...,b"(v)).
3) Supongamos que la n-tupla de coordenadas de f € V* en la base B* es (f1, fa,..., fn), €S

decir, f = fib' + fob® + --- + f,b", entonces, para todo i,1 < i < n, haciendo uso de la

definicién de las operaciones en V*| as{ como del apartado 1), se tiene que:
Fbi) = (fb' + f2b% -+ Fub")(0i) = frb" (bs) + f2b? (0i) + - - + fub" (bi) = f;

por lo que f = f(by)b! + f(b2)b? + -+ + f(b,)b"™ y por tanto la n-tupla de coordenadas de f
en la base B* es (f(b1), f(b2), ..., f(bn))-
O

Ejemplo 2.3. Los vectores b; = (1,1,0), by = (0,—1,1) y b3 = (1,1, —1) forman base de R® ya
1 0 1
que | 1 —1 1 | =1# 0. Para calcular la base dual de la base ordenada B = (b, bo,b3) de R3,
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tendremos en cuenta que, de acuerdo con el apartado 2) de la proposicién anterior, se tiene que:
(.’I}, Y, Z) = bl(xa Y, Z)bl + b2(1‘, Y, Z)bZ + bs(xa Y, Z)b3 v (.’13, Y, Z) € R3

lo que nos indicard cémo actia cada una de las aplicaciones b’*. Calculemos pues la expresion de un

vector genérico (z,y,z) € R? en la base B:

(.’E,y,Z) = abl +ﬂb2 + ’7b3 = 04(]_, 170) + 6(07 _17 1) +7(17 ]-7 _1) =

a + v =z = y+z b(z,y,2) = y+=z
= Ja - f + v =y =B = z—y = q V(z,y,2) = z—y
B — v = z Y = z—y—z V(x,y,2z) = z—y—=z

Ejemplo 2.4. Si consideramos f € (R3)*, definida segin f(x,y,2) =2z +y— 32V (z,y,2) € R3,
para calcular sus coordenadas en la base B* del ejemplo anterior, tendremos en cuenta que, de acuerdo

con el apartado 3) de la proposicién anterior, se tiene que:
f=FB0)b" + f(b2)b® + f(b3)b® = f(1,1,0)by + f(0,—1,1)b% + f(1,1,—1)b° = 3b" — 4b> + 6b°
por lo que la terna de coordenadas de f en la base B* es (3, —4,6).

Proposicién 2.5. Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita, toda base ordenada de V*

es la dual de alguna base de V.

DEMOSTRACION. Supongamos B = (b, ba, ..., b,) una base ordenada de V y B* = (b1, b%,...,b")
su correspondiente base dual. Supongamos que D = (gi,g2,...,gn) €s una base ordenada de V*,
pretendemos encontrar una base ordenada D de V' de manera que ésta sea su correspondiente base
dual, es decir, D* = D.
Consideremos las siguientes matrices de cambio de base:
My. lidy-) = |a}] My . (idy-) = |c}]

1<ij<n 1<i,j<n

que por ser una inversa de la otra, se verifica que:
ik _ s
E apc; = 0;
1<k<n

Asimismo, de aqui también se deduce que:
gi=cb' +E0 4, Vi, 1<i<n

Consideremos ahora la matriz P = (MB* E(idv*))T, que es inversible por ser la traspuesta de una

matriz inversible y, haciendo uso de una proposicién vista en el capitulo anterior, sabemos que existe
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una base ordenada D = (d1,ds,...,d,) de V, de manera que P = Mp g(idy ). De acuerdo con esto, se
tiene que:
di=alby+alby +---+alb, Vj 1<j<n

Para comprobar que D* = D, hay que comprobar que d' = g; V i,1 < i < n y, puesto que d’ y g;
son aplicaciones lineales y quedan univocamente determinadas por sus imagenes sobre una base de V,
bastard comprobar que:

d'(d;) = gi(d;) Vi, 1<ij<n
pero esto si que se verifica ya que:
gi(dj) = (e;b' + €fb* + -+ + 1) (d;) = ejb' (dy) + b (dy) + -+ + 0" (dy) =
= b (a)by 4+ ahby + - - -+ adby) + 203 (alby +abby + -+ adby) +- -+ 0 (alby +adba + -+ alb,) =
= ciaf +cfay + o+ cfal = afc +ahe + -+ alef = 6] = d'(d))

7

Ejemplo 2.6. Consideremos las formas lineales de R3, o1, ¢ y @3, definidas segtin:
pr(z,y,2) =22 —y+2  pa(ny,2)=x+2y  gs(@yz)=z+yt+z V(z,yz) €R’

Comprobaremos en primer lugar que constituyen una base de (R®)*, para lo que veremos que
forman un sistema libre, y para ello supondremos una combinacion lineal de ellas igual a la aplicacion

nula, es decir:
O = a1p1 + azps + azps = O(x,y,2) = (a1p1 + a2 + azes)(z,y, 2) V(2,y,2) €R® =

= 0=a01(2x —y+2) + as(z +2y) + az(x + y + 2) Y (z,y,2) € R?

y, puesto que una aplicacion lineal queda determinada por las imagenes de una base, bastara considerar,

por ejemplo, las imédgenes de los tres vectores de la base candnica, para los que se tiene:

Para (1,0,0) — 0=2a1+ as+ as 200 + as + a3 = 0
Para (0,1,0) — 0= —a; + 202+ as - —a1 + 209 + a3 = 0
Para (0,0,1) — O0=a;+ a3 o + a3 = 0

pero de aqui se tiene que necesariamente a; = as = a3 = 0 ya que se trata de un SELH deter-

2 1 1
minado puesto que la matriz de coeficientes verifica que | —1 2 1 | = 4 # 0. Por consiguiente
1 0 1

D = (g1, 2, p3) constituye una base ordenada de (R3)*.
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Para calcular una base, D = (dy, ds, d3), de R?, de manera que D sea su correspondiente base dual,

consideremos:

di = (z1,91,21) da = (22,2, 22)

dz = (3,3, 23)

de acuerdo con 2.2, se debe cumplir que ¢;(d;) =1 para 1 <i <3,y p;i(d;) =0paral <i#j <3,

por consiguiente se tiene que:

1 =¢i(d1) = p1(21,91,21) = 221 — Y1 + 21
0= a(di) = pa(x1,91,21) = 21 + 211
0 =3(d1) = p3(z1,91,21) =21+ 91 + 21

0= @i(d2) = @1(x2,92,22) = 222 — Y2 + 22
1 = pa(da) = pa(x2, Y2, 22) = T2 + 2y
0 = p3(d2) = @3(x2, Y2, 22) = T2 + Y2 + 22

0= p1(d3) = p1(x3,¥3,23) = 203 — Y3 + 23
0 = pa(ds) = pa(w3,y3,23) = 23 + 23

1 = p3(ds) = p3(x3,y3,23) = 3 + Y3 + 23
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