EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

1. Operaciones con matrices
Calcula la matriz o - l 3V(-1 3} 04 )
M=pP?-3P-21 prerer ] 2 1 '(.o 7) -1--r=(? 0..)_(_3 9)_[,.2 0")
siendo I la matriz identidad de  3p - 3 ("1 3 ] _ (_5 9 ) 0 L6 3/ N0 2
orden 2 y L2 10 L0 3, y [ 8 _9]
. 10y (2 0 ' -0 2
=L_I 3] 21:2(0 =1 J

2. Ecuaciéon matricial

Determina la matriz X que ve- Hallamos la matriz inversa de 4, A7), que debe cumplir A- A1 =1

rifica:
_[,.0 0 ,.-j Ha [l O]_ﬁ)} 3g+c=1 wa=1
AXd=B=l4 o, -. ) 1) T | 2a-c=0 c=-2 ‘11
siendo: I : A =| ) ,_,))
i 5 _2 - ‘ J 5b+(.?'=0 h=1 e
A=[___ 1]} B-(77) |-2b-d=1 d=-3

Despejamos X, pasando B al segundo miembro v multiplicando por
la derecha v por la izquierda por A7%

AVA =B — A'Ava4l = A BA! o /= ATBAY 5 X = AT BAT!

115 —2v/ 6 Tvi1 (43
Por tanto: X = %_la lgH ’ __j. l_l_) _l‘:J] ] = [ —13 _l:J] [-_—2 _1;) = (__; j)

OO)

Comprobamos que la marriz X = ‘ _': | cumple AXA - B = [U o)

3. Combinacién lineal de matrices

Estudiar si existe algiin valor Tfccluamos las operaciones del primer micmbro e igualamos los ele-

de n que verifique: mentos que ocupan la misma posicidn:
; : . i P - 1+3n=7
[ 1 (1o 0 Any 1 L+ 3nmy (1 ) oL ' 1
‘,2 ]+"{ ) [ [2 —l.)+[):|'z 7 ) [6 1_.] ()+2u —1+H.)P[,(_‘} 1.._>21++2”_(;J

Fstas tres ecuaciones tienen la misma solucion, # = 2, que es ¢l valor
buscado. ;Qué ocurrirfa si no tuvieran todas la misma solucion? Pues
que no existiria ningtin ndmero »# para el cual se verificara la igualdad.

4. Matriz inversa

Prueba que la matriz o fw v
[ ] Si B~ = (: J{) es la inversa de B, B- B ' =1 En este caso:
no tiene inversa, ( 2 —l] x v ' _ [ 10 ] L, 2x— z=11 2y- 1=0
A —2/\z 1] V0 1 4x-2z=0| Ady-2t=1

Hemos obtenido dos sistemas de ecuaciones que no tienen solucion,
Por tanto, la matriz B no tiene inversa.
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¢ Operaciones con matrices

Si A es una matriz de orden n
tal que A=A y B=24 -1
siendo I la matriz identidad de
orden n, calcula B

. Potencia n-ésima

Bi=H B=0QA-D (2A— 1) = 442 = 2A1 =T 2A + I

Teniendo en cuenta que A2 =4, / Z=y 247=124 =24

Bl=4A-24-24+1 — B*=1

11
Dada la matriz A =( 1 1], cal-

cula A™

7. Ecuaciones con mairices

Calculamos A2, A3, 4% ..

Observamos que:

] a0

(91 =l (22 | ) 25 23
12=|7. = 43 - =
! {21 2! . (ﬁ 25)

Suponemos que sigue la misma regla para ¢l exponente n. €S decir:

[ =1
A" = (‘

AT en-

Si comprobamos que esta expresion de A7 es vilida para
Comproba-

tonces serd valida para cualquier 1 Ométodo de induccion).

mos que lo es:

g1 zf-'—l'](l 'l')z

A+l qn . —
A" =4 ‘4_(2n—l o=

1 1)

[on—1 1 on-1 git=1 4 -1} (2
_(-2.'?—1+';.fJ—l ZJI—]+_'J}'.'—1)=(

t Y

S

ZH—‘J +2n‘—l=2.

Calcula las maitrices A y B que - 1 . . R >
B Multiplicamos por — los dos miembros de la segunda ecuacion v

verifican:
(321
A"B‘[..s 7 3l
6 0 2
24 -2,3=[2 5 j

L

sumamos después las dos ecuaciones:

3 0 1)
A_BZ( _i f 1_.]

R

302 1y (0 1
Bz[_..% 1 5..)_|._2 1




EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

[T A BB R S g e 5 i =
8. Ecuacién matricial
Calcula x,y, z tales que: Transformamos esa igualdad en un sistema de ecuaciones multiplicando
1 V') i 1 x"' ‘5 0 las matrices del primer miembro e igualando término a término:
X z ( vzl o 5_] .
g 1+ 92 x+ oz (5 0 1+12=3 | yo=x2 O bien: _
T =L 2 e 2y = Pk 2z = x-2z=10
(.1' +zy X2+ zz) ' 0 _'J.) X+ 2y I U_ rs < (
! X‘—+2'2=:‘ \~+z-:-}J Y+ e =3

Se obtienen cuatro soluciones: (2, 2.-1), (2. =2, 13, (=2, 2, 1. (=2, -2, -1)

9. Rango de una matriz

Estudia el rango de la matriz M @ Transformamos la matriz M para hacer todos los ceros posibles en ella:
segin los valores de a. JExiste

; a ] 2
algiin valor de a para el que 12 a gn)) o (1) —l 6;
sea ran(M)=1? 1 1 “ : : - t 5
_ a 0 1] GH-all® 0 =2a 1-a*)
‘1 2 a
| M=|11a (1% (1 2 a
a 0 1, ‘(29) (0 10
(3% - 2a(2) 0 0 1—a’

Hacemos 1-¢2=0 - a=1. a=-1

12 1
S5 a=1 M= ( 0 -1 "3'] — ran(M)y=2
000l

Portanto,si a=1 o

1o [ a=—1. ran) = 2.

2 =14
B S ga=-1. M= ( 0-=1 0 ] — ran(My=2

Voo {

||
sl

ia-—1=0 esdecisi azl v az-1. ran(M)=3

B El rango de W no puede ser igual a 1 para ningtn valor de «a, por-
que las dos primeras filas son linealmente independientes para cual-

quier .
10. Matrices conmutables
Dada la matriz: A ia b ‘1 2%{a b (et by /1 20
12 5‘5‘33:[._5 d,]_’(o 1.)(.(,-{1):[6(:(;*](0 1]_)
A=ly 7

‘a+2c b+2dy [a 2a+ b
obtén todas las matrices B que — [ ¢ ) = [ }

. da c 2c+td
conmutan con A, es decir, que
A-B=B-A .
a+ 2¢c=d — c=1
b+2d=2a+b — a=d
d=2c+d — ¢c=10

Hay infinitas matrices que conmutan con 4. Son de la forma;

- b) a, belR
a

B=1y




-
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11. Interpretacién matricial de enunciados

La tabla adjunta muestra la can- a) Llamemos (x y z t) alas cantidades de cada uno de los productos

tidad de vitaminas A, By C que P, Q, R v § que intervienen en la dieta. Para que la dieta tenga las can-
posee cada uno de los produc- tidades de vitaminas requeridas, debe cumplirse la siguiente igualdad:
tos P, Q R, S por unidad de pe- _
so: A B C
A BC PoQ RS P f1 2 0 A B

P 120 (x y z t)- Q|10 2}=(0@0 25 0)

Q102 R 1210

R|2 10 s V111

s\1 11 - . . :

Multiplicando e igualando las matrices llegamos al sistema:

a) Queremos elaborar und dieta [ x +yp+2z+t =20
en la que entren todos los pro- 2% + 247 =25
ductos y de manera que conten- 1 2 +t = 6
ga 20 unidades de vitamina A, 25 B
de vitamina B y 6 de vitamina C. Mediante el método de Gauss podemos comprobar que el sistema €s
;Es posible bacerlo? ;De cudntas compatible indeterminado.
formas?

Por ello, pueden elaborarse infinitas dietas de los productos P, Q, R, S

b) Si la cantidad de producto ,
) p Q con las vitaminas exigidas.

es de 2 unidades, jcudles serdn
las cantidades de los otros pro-

ductos en esa dieta? Iy) Hacemos 3 = 2 v resolvemos el sistema que resulta, Obtenemos la

solucién x =10, z=3, t=2. La dieta estard formada por 10 unida-

¢) Obtén, en funcion de la canti- des de P, 2 de Q. 3 de Ry 2 de s,

dad Q que entre en la dieta, las
cantidades de los otros prodiic-
tos. jEntre qué valores babria
de estar la cantidad de produc-

) Resolvemos el sistema en funcién de {cantidad de producto Q que
intervicne en la dieta).

? L3 . - - - - —_

to O Hacemos y = & y obtenemos las soluciones (8+h k3 06-22).
que nos indican la cantidad de P, Q. R y § que forman cada una de
las posibles dietas.

Para que estas cantidades no sean negativas, A debe variar entre 0
v 3. Es decir: 0 <A <3

12. Mairiz inversa del producto de dos matrices

Se dice que una matriz es inver- i B - A7l es la inversa de A~ B, el producto de ambas debe s=
sible cuando tiene matriz inver-  igual a la matriz unidad I:

sa. Demuestra que si A y B

son inversibles, se verifica que (4 B)- (Bl - A1) =4-(B- B - A7 por la propiedad asooaii s o
(A-B)~1= B1-a7 producto

(4-B) (B A=A 1 AT yaque B- Bt=1

4-B) - (BL-ah=4 Al =1 porque A /=4

Por tanto, es cierto que (4« B)7H= BT 47




| PARA PRACTICAR

| Operaciones con matrices

Dadas las matrices A = (; 1 ] v = (:i (ﬂ

- caleula:

a) =24 + 38 bl i} A B
(—A) hrA-A-B-B

QX

Efectia ¢l producto (=3

(1140
551 )}
a) ;Son iguales las matrices A = ( i] y B=(2 3§

- b) Halla, lus matrices Al BA:

A+ I

sioes posible,
A - B.

Dadas las matrices:

R R
comprueba ue:
DA+Bi=A+ D
by (3A) = 341
Caleula 3447 — 27, siendo A = lj) ]) ]

3y e

- comprueba que (4 B = B AL

| Dadas las matrices A =

Calcula, en cada caso. la matriz. B que verifica
' la igualdad:

.- al t? _Ol 2}] + 3= | {. 2)
o A)-an- (3 4)

. Matriz inversa

| Comprueha que la matriz inversd de A es Ak

| 102 1] (3 -6 -1
A= ( D10 ) Al = ( b1
- 2 0 3 -2 4 1/

| sCual es la matriz inversa de la matriz unidad?

10

11

12

Thy (A

. 21 :
Halla la matriz inversa de A = [—'l O) y la de

-3 %)

B del ejercicio anterior y
comprueha que:

Con las matrices A ¥
sus inversas, A1 v B

DA+ TzAa+ B!
B’J—] = B—l . A—’|

Rango de una mairiz

Estudia la dependencia o independencia lineal
de los siguicnres conjuntos de vectores:

i..l) Lll—(l 1.3 7). u =(2.5. 0,4 vdicudl es

bV = (10,2051,

el rango de la matriz cuvas columnas son u]
v LLj_
= (2, -1, 3 0, 2.
R
vy = (4 -1, -1.0,4) v d1 umlek,e rango de
>
la matriz cuyas filas son vy, v - \"4;

Estudia el rango de estas matrices v di, en cada
caso. el numero de columnas que som LL:

| 11 1 2° 2 1 3
%A=(2 3 3 11) B=("i 2 1
i 1 -1 6 29/ 6 3 2,

1.3 -1 -1 11 1 1
s o303 121 1 -1
C=111 1 1 D=1 1 21 4

3 7 5 5 11 1 -

' Ecuaciones con matrices

. Halla las matrices X e Y que verifican el siste-

5 P
Cma 22X T }'=( 5

Ko 2

| Determina los valores de

e

Caleula X tal que X - BY=A- B, siendo

‘1 0 1 10 -1
= ( 110 ) B= ( 111 }
00 2] 00 1)

m para los cuales

0 q .
" ] verifique X7 - %X +i1=0.

e (32113




18 | Dada la matriz

19 | Comprueba que

S

20

21

24

25

i
|
!

(5 —4 2
ae|2
-4 4 -1

PARA RESOLVER

45 -1
4 = (r% —4 1 ) caleula 4%,

A ;’1128. -3 —4 0

A2 =24 — [ siendo:
e 7 la matriz unidad de or-

den 3. Utliza esa igualdad
para calcular A

Determina ¢ v b dc forma que la matriz

(2 1Y enfioue A% =
A= { u b,] verifique A° = A

Calcula A" y B" siendo:

i1 17 LT ‘10
_4:(0 10 B=|, a
0o 0 1 03
(102
Dada la matriz 4 = \ 5 1 \ halla una mawiz B
b J— I (J 5 |
tal que A B= ‘ 3 0l
o 2 -1
Dada la matiz 4=10 01 ) prueba que 4°
es la matriz nula. 10 0 0/

Demuestra después que 1a matriz [+ A+ A% es
la matriz inversa de {— /L.

w Multiplica T+A4+ A2 por - A

(3 0 B
Dada la matriz A= L 3 -1 0 ) comprueba que
-2 0

-~ i s
(4 + ) =0 ycxpresd A2 como combinacion

lincal de 4 ¢ L

a) Comprueba que la inversa de A es A7h

‘30 2! 1/5  =2/5 0
A= (0 o1 ) A= | =35 'S '1)
3 1 0 .0 10

s

XA = B

sendo A la matriz anterior y B = (1 -2 3.

b) Calcula la matriz. X que verifica

27

28

29

30

31

| (1 _%
L= ( 2 0
; 412

Estudia la dependencia lineal de los siguientes
conjuntos de VeClOTes segiin los valores del pa-

rametro £

A u, = (L-1,0,2), 0, =20, 1,-2),
U= L LD
2

) ¥, = (2,2, 0. ),

- o L
v, =(1, 1.1 D, v, =2 G, 4, b

=(1.5.3 3

Estudia ¢l rango de las siguientes MATrces Se-
gtin el valor del pardmetro &

1 _1 -1\ Co 1A
I(] L ] ( 3|
201 k) 1 k2

11 0 2
0= ( 1 3 1 0
L2 10 3k

b SERTER
= L
-

Halla el valor de & para que el rango de la ma-

(5 =5 =0
A=(F5 3 41}
0 k7

triz. A sea 2.

- o 200)

Ialla X e Y sabiendo que 3X +3Y= \_ _\
R . 3

9 N

e
¢ 3X+2) _(42

T ’
Dada la matwiz 4= ( _2)\, halla dos nameros

[ )

reales m vy o tales que AT mA + ni=0.

Determina, si es posible. un valor de B pard que
la matiz (A - kD? scala matriz nula, siendo:

I
4=|-10 -2
1 1 3

Una compaifiia e muebles fabrica butacas. me-
cedoras v sillas, y cada una de ellas de tres mo-
delos: T (economico). M (medio) v L (un
Cada mes produce 15 Mo
de butacas; 12 modelos B8 My 5L de mecedos
20 My 12 L de sillas

presenta estd informacion en und mEis .

20 modelos E.

ras, v 18 modelos L.

lala })T(')(hhc‘ci("m de un ano

-



EJERCICIOS

33
5

| Halla todas las matrices X de la forma

: A, estoes, A X=X"4 siendo A=

| Encuentra
| los coeficientes @, b, ¢ para que se verifique
lA-B=B-4

| En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4
| v L. Las viviendas L3 tenen 4 ventanas peque-
| fas v 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas peque-
| flas v 4 grandes, v las L3, 6 pequenas y 5 gran-
. des. Cada ventana pequena tiene 2 cristales v 4
 bisagras, y las grandes, 4 cristales y 6 bisagras.

| a) Escribe una matriz que describa el nimero ¥

tamano de ventanas de cada vivienda y otra
que exprese el nimero de cristales y bisagras
de cada tipo de ventana.

' b) Calcula la matriz que expresa el nimero de

cristales v de bisagras de cada tipo de vivienda.

' Un industrial fabrica dos tipos de bombillas:

transparentes (T) y opacas (O). De cada tipo se
hacen cuatro modelos: My, My, My ¥ M,

T
My 300
M, 400
M, 230

M, 300

Esta tabla muestra la pro-
duccidn semanal de bombi-
llas de cada tipo v modelo,

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2%

- en el modelo My, el 5% en el M., el 8% en el M,
y el 10% en el M.

| Calcula la matriz que expresa el nimero de
| bombillas transparentes ¥ opacas, buends y de-
fectuosas, que sc producen.

fe 1 0
0b 1

‘10 1 V00 oy

Ctales que X2 =[0 1 0}

0 0 1)

| Calcula una matriz X que conmuta con la matriz

11
0 }Y

Ccaleula A%+ 2470 X

Sean A y B las matrices dadas por:

5 2 0 (e b O
2510 B=lc ¢ O
o0 1, 00 1

las condiciones que deben cumplir

S

| prueba que se verifica
| igualdad para obtener AN

38 | Dada la matriz:

‘0 3 4
1 -4 -3
13 4

A=

A3+ 7=0 vy utliza esta

e Hgz AT = (477 A yten en cuenia que Af=-1

| Una matriz cuadrada se llama orfogonal cuando
| su inversa coincide con su traspuesta.

| Calcula x e y para que csta matriz A se€a
| ortogonal:

| @ flaz A-A'=1

| Resuclve la ecuacién matricial:

- oy 6 4
|%4WXWJ Mzb;ﬁ)

' CUESTIONES TEORICAS

41 | Justifica por queé no es cierta la igualdad:

S

m+&-m-m=f—ﬁ

{cuando 4 ¥ B son dos matrices cualesquiera.

| Sea A una matriz de dimension 2 x 3

| 2) (Fxiste una matriz B tal que A~ B sea una

matriz de una sola fila?

| b)Y para B A?

Pon un ejemplo para cada cdso, siendo:

(10 0
a=15 "

L2 10
| Sean 4 vy B dos matrices cuadradas de igual
| tamano. Si A v B son simétricas, Jdo es tam-
| bién su producto A - B?

| Sila respuesta es afirmativa, justificala, v si es
| negativa, pon un contragjemplo.




p e T

45

46

fa,= 0 si

e

Definimos la traza de una matriz cuadrada A
de orden 2 como r(4) = a;; + a,,. Prueba
que si A y B son dos matrices cuadradas de
orden 2, entonces (4 - B) =tr(B- A

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 tal que
i 27 (4 es una matriz diagonal).

| Prueba que el producto de dos matrices diago-
| nales es una matriz diagonal.

(_f;,.})q_ .

(Qué condiciones deben cumplir p, ¢ v 7 pa-
ra que se puedan efectuar las siguientes opera-
ciones?

B=1(h) C=

Sean A = (ay) il

m, ot

;a')A'C'-B

DA (B

| Sea A una matriz de dos filas v dos columnas
| cuyo rango es 2. (Puede variar su rango si le
| afadimos una fila o una columna?

| Una matriz de 3 filas v 3 columnas tiene rango 3.

[ a) ;Como puede variar ¢l rango si quitamos una

columna?

b Si suprimimos una [ila y una columna, ;pode-
mos asegurar que ¢l rango de la matriz resul-
tante serd 2?

la)Si A cs una matriz regular de orden 7y

existe una matriz £ tal que AB + B4 = 0,
probur que B4+ A1B = 0.

bysi A=

>
.))' ] halla una matriz 8 = 0 1al

que AB+ BA=0.

| Demuestra que si una matriz verifica 42 =0 (0

es la matriz nula), entonces 4 no puede tener

| inversa,

| ;Es posible anadir una fila a la matriz

12 0 3
01 -1 -2
2 7 3 0,

| de forma que la nueva matriz tenga rango 4¢

| Ruzona la respuesta.

52 |

{ Sean A4 v B dos matrices cuadradas del mismo
{ orden, De la igualdad A -

53

54

55

57 |

| Decimos que una matriz cuadrada es mdgica de
| suma k

58

59

| Obtén todas las matrices magicas simdétricas de

| PARA PROFUNDIZAR

B=A-C no puede

| deducirse, en general, que B = C.

2) Prueba esta afirmacion buscando dos matri-
ces By C distintas tales que A - B=4" C,
. (1 1
siendo A = [ 11 ]

| by ;Qué condicion debe cumplir la matriz A

para que de A B =4 C se pueda deducir

que B=C?

Halla una matriz cuadrada de orden 2. distinta de 7
‘oincida con su traspuesta,

vde -1 cuvainversa

Estudia el run cntes matrices se-

gin los vz

Se dice que una matriz es antisimétrica cuando

| su traspuesta es igual a su opuesta. Obtén la for-

| ma general de una matriz de orden 2 que sea
| antisimétrica.

' PARA PENSAR UN POCO MAS
56 |

Recuerda que una matriz - A es simélrica si
A= 4, Una matriz se llama anrisimétricea si
—A4' = 4, (Tanw las matrices simétricas como las

| antisimétricas son, obviamente, cuadradas.) De-
| muestra que en una matriz antisimétrica todos los
| elementos de la diagonal principal son ceros.

cuando 14 suma de los elementos de

| cada fila, asi como los de cada columna y los de

| las dos diagonales es, en todos los casos, igual 4
k. ;Cudnto vale & si una matriz migica es ént__i—
[ simétrica? Ilalla todas las matrices migicas anti-
| simétricas de orden 3.

| Oblén todas las matrices magicas simétricas de

orden 3 para k= 0.

| orden 3 para k=3
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EJERCICIOS Y ELTOS

Er 1§

1. Propiedades de los determinantes

la b ¢ a) Hemos permurtado la 22 v 3% columnas, v después la 12 v 22, Ha habi-
Si P q v =7 calcula do dos cambios de signo.
lx y z
el valor de los siguientes deter-
minantes sin desarrollarios:

b
g | =
o

cab

zxy bJ La 12 fila ha sido multiplicada por 3 v la 32, por —1. Por ello, el deter-

minante queda multiplicado por —3. Las otras transformaciones no
3a 3b cambian el valor del determinante.
atp b+g

~x+a —y+b 3a 3b 3¢ ¢ b c

a+p b+g c+r|==3\pra g+b r+c =
a+2x b+2y —x+a =y+b —z+c¢ lx-—a y-5b

p q
2x+p 2y+q

¢) La wransformacién hecha en la 12 fila no cambia el valor del determi-
nante, pero i la de la 32 fila, que ha sido multiplicada por 2.

a+2x b+2y o+ 2z a b ¢ a b c
,

§2 q ool =P g =2 pgr
20+ p 2y+q 2z 2x 2y 2z Xy oz

2. Valor de un determinante

Halla, en funcion de a, el valor Sumamos las columnas 22, 3 v 4% a la 12 columna:

del siguiente determinante:
FILAY

! a+3 1 11 a

! at+3 a1l 11 1| @-
1 a+3 1 a l (33 - (1)
a a+3 11 a : _ (49 - (19

(et +3)

={g+3Nla-1»

Ll valor del dlimo determinante es igual al producto de |
la diagonal principal, por corresponder a una matriz




EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1 MR

3. Cdlculo del rango de una matriz

RESUELTOS

Halla el rango de la siguiente
matriz:

i 2 12
2 1 0 1
A=|l4 5 25
2 11 2

4. Resolver una ecuacion

5

&

[ |_ L
: =1-4=10

Tomamos un menor de orden 2 no nulo:
|

b =

Por tanto, e (A) = 2. ya que hay por lo menos dos filas linealmente
independientes,

Veamos si la tercera fila depende linealmente de las dos primeras.

|12 B La 3 fil binacién lincal

a - ! . A o A es COMMNacior e
2100 ‘ _ 0 211 ‘ _o o a3 .1 _1_& c )1131 inacion linea
| TTE o |75 5| de las dos primeras.

Comprobumos si la cuarta fila depende linealmente de las dos primeras:

1 2i-1] . _ .

‘ T o Las filas 12, 2¢ v 4¢ son linealmente
2 10 =1+2+2-4=10 i ) i

S independientes.

Por tanto, rainiAl =3,

Resuelve la ecuacion siguiente:

11 1 1
|\—I:3.2
x-’194‘=0
| x3 -1 27 8|

o Lt cuarta columna a las otras tres v desarrollamos por la primera

) ) 1 ) .
lx=2 -3 1 2 E f|..1.-
-4 =3 3 +'=P\;_: _Q} -1.“0 )
¥-g -9 19 8| VT
I 1 11
[N X 121
= (D= | X*2 5| =
Me2v+4 3 '19\

(1) La primera columna es multiplo de (x — 2) v la segunda, de (=3).

' )] o1 |
ey ) . . _ LA
23 (x-2) ‘ x—3 —4 5=
[+ 2x - 15 =10 19‘
(2) Restamos la tercera columna a las otras dos.
o ‘ 0 0 1 ‘
Cax—x-3=H 1 1 5 =

et

lx+3 4 19|

(3) La primera columna es multiplo de x—3 vlasegunda, de (=4).

. 1 1
= 12{x-2)x -3 | L | =0 —
ety

1
=

12 (x =21 {x =3 (=x—1)

Las sofuciones son: x =21 x =53 X = -1




5, Estudio del rango de una matriz que depende de un parametro

Estudia el rango de las matrices  a) Hullamos los valores que anulan el determinante de
M y N segiin los valores de a:
_ Ml=(a+ 1P +1+1-3(a+ D=0 > a =3
fa+1 1 1

ﬂ)xu= 1 “'"1 1
1 1 a+1] - aXa+ 3 =1

Para

Solo hay una fila linealmente independienic.
go ran(M) =1,

Para

M =[ 1 - ) Sabemos que | M!=0.
11 -2,

Buscamos un menor de orden 2 distinto de 0. Por ejemp!

Luego ran(M) = 2.

S az0 v a3 — |M|z0 v, portanto. s (1= 3

) Buscamos ¢l valor de a que hace 0 ¢l determinante for
tres primeras columnas:

1 0 =2
2 -1 5‘=-?(r—?—>ia—_=-
4 a -1

B Para a = —1. reni{N) =3, va que cl menor de orden 2 formado
por las tres primeras columnas ¢s distinto de

B Para o = —1. calculamos los menores de orden 3 formados por la

1¢, 22y 42 columna y por la 15 2= v 5+

Hemos comprobado que la tercera fila es combinacion lineal de las
otras dos. Por tanto:
Q!

el N ) = 20 vaque | 1] # ()

2




EJERCICIOS Y P

ROBLE

LYTE

&

6. Demostrar una igualdad

RESUELTOS

Demuestra que si.

ol

se verifica:
A2 —(a+d)A+ |AI=0

donde I es la matriz unidad de
orden 2 y 0 es la matriz nula de
orden 2.

A=

5 (a b)('a b']=(a2+bc ab+bd)
c dllc d ca+dc cb+d?

. Voo (g2 + b+ db
wranmer ol )= (200 0500

_ {1 0\ [ad-bc 0
|A|I=(adpbf;_)(0 1)=( 0 ad—bc]

A2 —(a+ A+ |Al I=

B (“2 + bc—a? - ad + ad - bc
ac + cd — ac - dc

ab + bd — ab - db _
ch+d?—ad-d?+ad—bc)

-(0 0]

7. Propiedades de los determinantes y rango de una matriz

Sea B una matriz 3 x 3 cual-
quiera. Indica, justificando las
respuestas, si son ciertas o fal-
sas las siguientes dfirmaciones:

a)S§i ran(B) = 2, entonces
ran(B?) = 2.

b)Si ran(B) = 3, entonces
ran(B3) = 3.

c)Si wran(B) = 3, entonces
ran(B™1) = 3.

4) Falsa. Si ran(B) = 2, entonces:
1B =0 v || =Bl [B] =0
Esto nos indica que ran(B?) < 2.
El rango de B* puede ser igual a 1. como prueba cl siguiente ejemplo:

011 01 1y/0 1 1 00 11
BR=|00 1] 5 pB=[020 1) 00 1)= a0 O)
00 0 00 0/v0 00 0 0 0

ran(B) =2 vy ran(B?) =1
b) Verdadera. $i ran(B) = 3, entonces:
|Bl =0 v B} =[Bl?=0
Por tanto, ran(BY) = 3,
¢) Verdadera, Comao:
BB l=1 > |B-B' =l > |B |B'=1>
1

= |Bl = —=0

ya que |B| =0, porque ran(B) =3




3

ERCICIOS. Y PROBLEMAS PROPUESTOS

| PARA PRACTICAR Calcula el valor de estos determinantes:

De las siguientes operaciones con determinan- 3 | 3 4 -0
| tesde orden 2 x 2, sefala las que son correctas a) | ] 0 b) | 2 -1 1
¥, en su C4s50, enuncia las propiedades que se 1o -1 S 5
| utilizan:

; | 0

1|
1|
0

Halla el rango de las siguientes matrices:

. mon - .
I Si | » gl =-3, ¢cudl es el valor de cada uno de
{ &

- estos determinantes? Justifica las respuestas:

[ " 2. |
) m+3n p +_ 3q by | m |
| n & L g n|

o3 —m | po2m | ;
’ |56j - | “lg 2n 7 Halla los valores de ¢ que anulan cada uno de
| los siguientes determinantes:
1 nwim | : Sm | ! i
| mp  mg | p oSy 34 s
-- DI
(1 =

| Sustituye los puntos suspensivos por los nime-
ros adecuados parda que sc verifiquen las
| siguientes igualdades:

L3 7
a ) 5 5 L Desarraolla, iguala a 0 Y resuelve la ccuacion que
. - | abtengas.
| |4 I & |
h S +
Il PR R P

| Calcula el valor de los siguientes determinantes:

Resuelve estas ecuaciones:

1
N
W
| 3

T S
! L) | 2 -
[ x|




EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

III“I llllil WRN T o

- PARA RESOLVER

9 | Justifica, sin desarrollar, que los siguientes deter-
5 minantes son nulos:
[ -8 25 40
L) |27 03 =2
N IO
| 3 5 5
L hy | a b ¢ ‘
bh+c¢ a+c a+h

10 | Prueba, sin desarrollar, que | 4] es multiplo de

S '3y |B| es maltiplo de 5

| 132 521
lal =14 71 Bl =4 7 6
’ 825‘ 63 9]

1T | (Para qué valores de a se anula este determi-

S nante?

11 1 2
, 1 2 =3 8
al=1, 4 4 1
1 -1 1 =2

Calcula el rango de la matriz A cn los siguien-
[es Casos:

a=1 =1 a=2

12 | Estudia el rango de las siguientes matrices segin
S ¢l valor del pardmetro que aparece en ellas:

| 21 0
:;1)A=(l 1 —2)
: L3 1

2 =1 a
=|la 3 4
2

V3 -1

—
[
b
oo SR ]

cl = 1 -1 7

| ;Para qué valores de x

a)

b |a

SRR e [ e e -

se anulan los determi-
nantes siguientes?

x 1 0 0
o 1 0
0 x

o0 x ‘

)
1
a hoc

X oo =10
a box

1 —x 1 0

A L =0

| Determina el rango de las siguientes matrices

(11 -1 0
L) [)=(2 | 0)

| segtin los valores de

r1 1
i‘l‘) A= 1 -7 1 ]

1 1 ¢
(o2 20
) B-(i t O]
1 0 ¢
r+3 4 ]
c) (= 4] t—1 1 ]
-4 -4 -1

= O 3—¢ 9—17]

I3 t ()

¢l 2 r+1 -1

2r—1 () [+ 3
11 2
£y F=|2 ¢ 51
V2 1 1 2




15 | Calcula el valor de este determinante dando el
g resultado factorizado:

3 X X oXx
X3 oxox
Yx 3 Xx
X x x 3

16 ' Halla, en funcion de «, el valor de los deter-
5 | minantes siguicntes;

a+1 a a a
i a+1l o a
4= 4 a a+1 a
o a a a+1
a a da d
2 a a a
4, = 32 a a
4 3 2 u

17 | Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los
| siguicntes determinantes es ()

lx x+1 x+2
a) lx x4+ 3 x+1
X X+3 x+0
1 2 3 4
l+a 2+a 3+a 4+a
by, a o a
5 6 7 8
111 |
18  Sabiendo que |a b ¢ =3 calcula el valor
5 Xy oz

de los siguientes determinantes:

1 1 1 |
ay |la+7 b+7 ¢+ 7|
2 w2 o |

a h ¢ ‘
b jx 3 oz
1T 101

l-x 1-3p 1-2z/|
) |la+2x b+ 2y ¢+ 2z
2x 2y 2z

19 | Las matrices 4 y B tienen 3 filas v 12 colum-
S nas pero, en ¢l proceso de cdicion, algunas de

| estas se han borrado.

I 1 -1- |
A=13 -1 0
-7 5 22 /
(2 -1 3
B=|3 0 1 o
S04 () e e J

Puedes averiguar algo sobre los posibles valo-
i res de su rango?

L Sillamamos ¢ a la matriz cuvas columnas son
Clas 24 que forman las dos matrices 4 v B,
ccudl serd el rango de 7

fa b ¢
20  Considera la matriz 4 = |2a —b 3¢ |, donde
S a.b v ¢ sonnonulos. \3a 0 ¢/

I a) Determina el nimero de columnas de A que
son linealmente independientes,

i bl Caleula el rango de A,

21 | Estudia ¢l rango de la siguiente matriz para los
g distintos valores de a. b v ¢

5 5 3
M= ( 17 b C
\h+ca+ca+ b

22 Estudia el rango de la matriz:

fcosa —sen o ()
sern e cnsa
L0 0 1/

A=

23 | Calcula el valor de este determinante:

11 0 01 ‘
T 0 0 1 1]
01 1 0 1 ‘
o1 0 1 1]
T 1 1 1 1



EJERCICIOS

24

25

2

27

29

8i A es una matriz cuadrada de orden 4. ;pue-
- des saber el valor de:

LA) gy byl Ay,
b)a,
tsiendo 4 v B

- Justifica que  det (A7 =

| e una matriz cuadrada A
| determinante vale =1, y que el determinante de
124 vale -8.

MUARI i n

A e, s

' CUESTIONES TEORICAS

- ;Cual es el valor del determinante de la matriz
| unidad de orden n?

'Y el de una matriz triangular de orden 77

Justifica tus respuestas,

Comprueba que el determinante de una matriz

| de orden 3 es igual al de su traspuesta,

;Sabrias decir cudl de estos dos productos puede
formar parte del desarrollo de un determinante

U de orden 47

A " oy o Ay

Comprueba que:

det(A - B) = det(A) - det (B)
dos matrices diagonales de
orden 3.

det(A)

| & Ten en cuenta que: A A =1

dy Ayg + gy Ay + Ay +odyy Ay

| sin conocer los elementos de la matriz?

| Dadas la matrices A4 v B de orden 4 x 4 con

Al =3 v |B| =2, caleula:

At [BrAl v [ABTY

- Justifica las respuestas.

se sabe que su

| ;Cudl es el orden de la matriz A7 Razona la res-
| puesta.

Y PROBLEMAS PROPUESTOS. .

35

36 | Si llamamos
| de una marriz A, el determinante puede desig-

| narse asi

37

'S8 4 v B
| mismo orden, sse verifica que |4 Bl = |8 4[?

CSila matriz A = (

c) detlc). ¢

| Escribe dos matrices 4 v B e M, , tales que:
" a) det(A + B) = det(4) + der(B)

' b) det (A + B) = det(A4) + delt(B)

' Sea A una matriz cuadrada tal que A7 = A

| Demuestra que  del (A) =0 o der(d) =1

son dos matrices cuadradas del

i Justifica tu respuesta,

a b c\ . .
tiene rango 2, ;qué
mon p B

| rango tendrd la mawiz B?

¢ b C
8= " 7 P
G —-a n—-0b p—c|

¢). € €5 4 los vectores columna

det (A) = det{cy, ¢, ¢3)

| Si der(A) =35, ;cual serd el valor de estos deter-
| minantes?

L a) det(c; - 3¢y, ¢y, C3)

| b) det(c. ¢, 2¢3)

-5, c:_.%)

a) Define a qué se llama rango de una matriz.

| b) Indica, razonando la respuesta, cuales de las

siguientes afirmaciones son ciertas:

0 raniA) = ran(-4) (=4 es la matriz opucs-
ta de A,

0y ran(A) = ran(AD (A" es la matriz tras-
puesta de A},

) e (A + BY = ran(A) + ran(5)
W) ran (A2) = [ran (A))

V) ran(d) = ran(A™) si A tcne inversa

(A~! es la mauiz inversa de A).




PARA PROFUNDIZAR

Demuestra, sin desarrollar ¢l determinante. que:
at ab b
2a a+b 2b| =(a- b}
11 1

& Haz ¢, —c, V ¢,— ¢y A podrds sacar factor

comuin (a- b¥. Después, haz Cy— 2¢,

Demuestra, sin desarrollar, que:

a’ @ bhe o o
b = lac b bt
2 ‘ lab ¢ o2

& En el segundo miembro multiplica v divide la pri-
mera fila por a, la segunda por b v la tercera por c.

Prueba que:
1 1 1

[d 0 ¢\ =(b-a)(c-a)(c—h
la? b 2

& fste determinante se llamea de Vandermonde.

Haz c,—c; ¥ ¢;— ¢, Extraeel factor (b—a) dela
2% columna y (c—al) dela 3% columna.

Determina las martrices cuadradas de orden 2
| cuyos elementos sean nimeros enteros, con
| determinante igual a —1, v tal que su inversa
| coincida con su traspuesta.

« Haz A-A'=1 1 |A]l =-1.

| Hay 4 soluciones.

PARA PENSAR UN POCO MAS
Demostracién de que |A-B| =4 - B
para determinantes de orden 2:

_ 4 91 by by,
4B = | an anl by byl ”

b
b

| &

| _ ‘ by oy by yay; by,
| a

11+ @12
11 =63 D3y by by Gy, by,

11
21

day by ay by,
ay by ay, by,
[h)

dyy by gy by,
la,, b,y a, b,

1)
smprucha que los determinantes (10 v i)
m ambos cero.

D) En 20 voen 3osaca factor comun los elemen-
tos b Llegaras a |1 - Bl como se que-
ria demostrar.

La sucesion

o, =1,

1

tiene la peculiaridad de que cada término, a par-

! tir del tercero, se obtiene sumando los dos ante-
| riores:

| para

- a) Demuestra por el método de induccion que:

0 0
0 0

0 0
- -1

&« Comprueba que a, = 1 1y que a, = 2
Compriteba que a, =a,_ . +a__ ,. desarrollan-
do el determinante porla 1 columna.

b) Teniendo en cuenta lo anterior, di el valor del
siguiente determinante:

11 00
-1 11

0 -11

0 =1




1. Estudio del cardacter de un sistema (teorema de Rouché)

Estudia la compatibilidad de

los siguientes sistemas y resuél- Caleul 1 el o Fici A B
- . A Calculamos ¢l rango Jde la matnz (e coencienies A =

velos si lienen solucion: UiAmos Ango ¢ at 1

i _ . -1 . L
_ ‘ x—-y=6 Como | l =0, ranid) = 2.
@) dx+ y=-d :

1
l. 5_x + 2}! =

Hullamos ¢l rango de la matriz ampliada; 4’
[ x+ y— z=-2

” ‘ - y-3z=-3 A =0, Porwunto, ran(A’) =2
x —-2y-2z= 0 - . . . . .
2 Como ran(4) = 2, el sistema es compatible. Tumbién es determi-

I x-2p+z—1=0 nado porque el rango es igual al ndmero de incognitas.
i x+y -z =2 Para resolverlo tomamos las dos primeras ecuaciones que forman el
| 2x—y +i=0 ! —1‘

menor 117 520 yaplicamos la regla de Cramer:

X =y
o+ oy

Sofucion: (1, =3). Esta solucién verifica también la tercera ecuacion.
1 -1}
2 -1 —5) — |A| =0

7 )

1 .

_1! =0 = ran(d) =2
11 -1 -2} 11
S el l e ‘2 -1 =320 - ran(4) =3
1 -2 -2 0 1 -2 0

Coma ran(A) # ran(A"), el sistema es incompatible.

1 =211 -1 1 -2 1/ 1 -2 -1

1A= ( 11 -1 0|11 -1j=0{1 1 0 |=6=0-—>rmn(d)=3

V2 -1 0 1/ 2 -1 0 ‘ 2 -1 1 ‘
Tl menor de orden 3 distinto de 0 que encontramos en A es también
de A" Portanto, ran(4) =3 v el sistema es compatible. Como ¢l
rango es menor que cl nimero de incognitas, es indeterminado.
Para resolverlo, tenemos en cuenta ¢l menor no nulo de Ay consi-
deramos z como parametro (= Al

-2y -t =
= 2 + 7 » Aplicamos la regla de Cramer:




===

2. Discusién de un sistema (teorema de Rouché)

Discute los siguientes sistemas
y resuélvelos cuando sean com-
patibles:

x+ v =1
a) my+ z=0
xt(mr)y+mz=m+l

v

lax+y+z=a’
b) | x—y+z-=1

3x —y—-z-=1

bx —y+z=3a

11 0!
a) Estudiamos el rango de la matriz de coeficientes 4 = ( 0 m 1
1 om+ 1 m

|A| =m2—m=mGn-1). |A =0 para m=0, m=1

BSiom=0 vy m=z1l ran(A)=3=ran(A’). Tlsistema es compa-
tible determinado. Para cada valor de m distinto de 0y 1, tene-
meos un sistema con solucion dnica:

1 1 0] 1 1 [ 1 1 1
0] m 1 0 0 1 0 " 0
m+1 m+1m 1 m+1 m T m+1 m+1
= S V= L= 5
m<—m me—m me—m

. o om -1 m o
Solucion: ( — — _ ]
om—=1"m-1 m-1|

. - 1 0 S
S m=0 — ‘ _ | 20— ran(A) =2
01
Como en A’ hay dos filas iguales. ran(A') = 2 = ran(A). Por
tanto, cl sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones v pasamos
x al segundo miembro: x=i, y=1-A z=0

BS o om=1 — l l =10 — ran(d) =2 .
vl Tl sistema
f1o4 A 1 _ . ¢ es incom-
b1ol b l | patible.
A=1011 0) > |01 0|20 — ran(d') =3
121 2 12 2| '

b) Como el rango de A’ puede ser 4, empezamos estudiando su rango:

2

a 1 1 a? a 1 1 a
| 1T -1 1 1 1+a 0 2 1+a’| ) -
Al = = =_—4(ag - 2)°
4 3 -1 -1 1 3+g 0 0 1+ ‘ < )
6 -1 1 3a G+a 0 2 3a+a’

B Si a=z2 ran(A) =4>ran(A), elsistema cs incompatible.

B S a=2, ran(A) <4,

2 1 1
Puesto que |1 =1 1| =10=0. yan(d) = ran(d’) =3
3 -1 -1

El sistema ¢s compatible determinado. Para resolverlo, tomamos
las tres primeras ecuaciones, que forman un menor distinto de ce-
ro, v aplicamos la regla de Cramer, obteniendo:

x=1 y=1 z=1



EJERCICIOS Y PROBLEMAS RESUELTOS

3. Sistema homogéneo

s ;-.-._-;v. e A S et X

Estudia y resuelve el siguiente
sistema seguin los valores de k:

J' (1-R)x+y=0
x+(I-R)y+z=0
1y+(1—k)z=0

Por ser un sistema homogéneo, el rango de la matriz de coeficientes es
igual al de la matriz ampliada. Ticne, al menos, la solucion trivial x = 0,

y=0 z=10

Para que tenga otras soluciones, el rango de la matriz de coeficientes
debe ser menor que el nimero de incognitas.

1-k 1 0
A= 1 1=k 1 |=—p"+3k°—k-1=0
0 1 1-k

Comprobamos que &= 1 es solucion de esta ecuacion:
kP4 3kF —k—1=(k- 1D (-R2+2k+ 1 =0

Soluciones: k=1, k=1+ \'E, B=1-12

BSi k=1, k14 2 v kz1- N‘E, el sistema es compatible

determinado. El sistcma solo tiene la solucion trivial (0, 0, 0,

(0 110 0 1
BSik=1 A=|1 011 = yan(d) =2, vaque 2 (.
“,..__..._J . ] O |
01 0
El sistema cs compatible indeterminado:
J =0 L.S‘{J!mri{m: (h, 0, =)
x +z=10 -
N2 1o
|Sik=1+2, A= 1 N2}
0 1 =2
En este caso, ran(A) = 2, va que ‘ bvz ), 0.
El sistema cs compatible indeterminado:
X — '\5;: + z =) ) . . T3 o
' — Solucidn: (h, N2k, L)
y-2z=0]
V21 o
BESiok=1-V2 A=|1 2 1
0 V2

De nuevo, ran(4) = 2, ya que ‘ (i_J

El sistema es compatible indeterminado:

x+\2y+  z=0) S ae
: —NZAh, A)

— v Solucion: (3.,
VYH+N2z=0]
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4. Forma matricial de un sistema

Expresa esle sistema en forma ¢ o C - P o
. . . s 1 1 1 o 31 U I R 3
matricial y resuélvelo utilizan- ( ,. _ ( ] ( )( ] (
) - |2 rl=12
1 V1 -1 1/ 1z 1

do la matriz inversa: > AX=cC

| 2x—y+z=2
1 x-yt+tz=1

Para resolverlo, vamos a obtener la matriz X multiplicando la igualdad
AX = ¢ por A7 por la izquierda:

AT X=4rlc s Ix=4A1¢ 5 x=4al¢

Comprobamos que |A| = =220 v hallamos A4~
0 -1 -1y (02 2
Adj(d) = (—2 0 2) — lAdji = (—'l 01 ]
L2 1 =3 =1 2 =3/

o1 -l 0 1 -14/3} [1
4—1—(1;2 0 =172 A={l 0 —--"2(2J=(]}

La solucion del sistema es:; (1, 1, 1)

5. Matriz inversa

a) Dada la malriz a) Para que una matriz cuadrada sea regular, es necesario v suficiente
f1 =1 -1} que su determinante no sea nulo.
A=|1 =1 0O
( 10 m, Calculamos ¢l determinante de A:
determina pava qué valorves (1= -1
del pardmetro m existe A, |4 = ‘ I -1 0 =
1 0 |

b) Para m = -, resiuelve

~1 _ ¥l = . . .
det[A™ —xI] = 0. Como |A] # 0 para cualquier valor de m, podemos afirmar que

A~ existe sicmpre.

by Para m =<1 calculamos A"

101 1 1 -1 -1}
Adi(4y=|-1 0 ~1J = (A AN =( 0 —I) —
—1 -1 0 1 -1 0y
1 -1 1 1
= A= —[(Adj( D) = [—1 0 1)
|4 -1 1 0]
-1 1 1 L 0 0y {-1-x 1 1
Al —xr= (—1 0 1 ] __x-( 0 1 0) = -1 —x 1
-1 1 0 V001 -1 1 —x
| At - | == a2 —x—1=0 5 —(x+ D2+ 11 =0

Sofucion: v =-1

¢



6. Ecuaciones matriciales

a) Resuelve la ecuacion a) Despejamos la matriz X:
AX+B=C
[0 1 3 )

AX+B=C — AX=C=-B - A1ax=4"1(C-B) —

-4 (O
donde: A=|1 10 - X=A"(C-0)
20 0 1 _21 0 0 172

EXES (1 -1 ‘) Hallamos C- B = ( 1 1|y 4'= ( 0 1 =172 ]

B=|-1 0| ¢c=10 1 -2 =0 13 =143 176,
34 =2 Calculamos X = 471 (C— B) efectuando ¢l producto.

! 4

b) Calcula la malriz A sabien-
do que verifica la siguiente
igualdad:

(1 2 3) (’2 0 0}

Obtenemos: X

A0 2 3 020
00 3 00 2

by La ecuacién es del tipo AB = 2/,

Despejamos A multiplicando por B~ por la derecha:
c) Considera la matriz:

_|-' 01 0]

L1 0 1] Calculamos B~

Siendo X una matriz colum- |

na, discute y, en su caso, re- |Bl =6 - Bl= [ 0 12

suelve la ecuacion matricial 0
AAX =) X

ABB Y =2IB"! > A=25"!

Q) AAT = { L0

: 1} N ( 0 2,

metro real 7.

o1y
segin los valores del pard- (01 0 ) [ 0 fl (10
(

La matriz X tienc que ser de dimension 2 x 1.

Co0Y [, X J X =hX J (1-x)x=0
[ 0 2 ) [ ¥ ) - [ ¥ ' - ‘[ 2p = Ay - ‘[ (2-w)y=0
Es un sistema homogéneo:

a0 -
Lo 2—:&_)*’ Al =(1-20 Q2=

Al =0 o k=10 h=2
mSi A#1 v A=2 Elsistema solo ticne la solucion trivial, x =0,

y= 0 X = ( :[; )

B Si A=1 ran(4) = 1. El sistema es compalible indeterminado

con soluciones x =1t y=0 X= ( 6 )

B Si k=2 ran(d) = 1. El sistema es compatible indeterminacdo

con soluciones x =0, y=s X= (O )
5

Vo




PARA PRACTICAR

Escribe en forma matricial los siguientes sistemas:

X +)y—z=1
: 2x +z=-1 \ [ X-ytz=i=2
&) X —y+z= 2 b) By ri=l

2y—z= 10 &ty —i=0

| Escribe en la forma habitual estos sistemas:

DINEE U'S]

X+ oy- -
b) < 2x— p-3z=~
X -2y -2z

[ x—y-2z
dl q 2x+ p+ 3z
l 3x + z

2

0 X+ 3y +

fr< x- y—

0 2x+ y+3z=

Resuelve los siguientes sistemas aplicando la re-
gla de Cramer:

x+y—z=1

ﬂ{ x—yp+z=1
1 —x+y+z=1

2x +
) X — '))J 2
- Y+ z=-3

£ J..r—_l-'—z+z=4
Tlxtyrz—t=2

;h)\

Calcula la inversa de cada una de las siguientes
matrices:

= los sistemas. cuando sea po-

| )

I ET T CY R Y I o]

[E)

- Resuelve los siguicntes sistemas homogéncos:

-

x+ y— z=0

:E'iJf 12x =3y - 2z=10

x=-2y+ z=10

Ox + 31+ 2z=0

3x— yp+ z=0

Bx+ p+dz=(
' z

|Lx+2_1' 2z=10

| Expresa en forma matricial y resuelve utilizando
' la matriz inversa:

2x +y
v+ 3z
[ 2x+p+ =z

| Encuentra el valor de @ para que este sistema
| sea compatible:

[-x- 3y =

:]
x+ 2y=1
1 ax+ =23

&




EJERCICIOS Y

10|

| solucion v hallala si es posible:

11

La)

i AEM i

Determina si las siguientes ccuaciones tienen

| 10 40 1 0 0
Lar X ( O 1 4l={0 1 0O )
=1 3 1/ 0 0 1
-1 1 2 2 -1 0
il 3 0 -1]x=(01 _2]
1 23 30 -1
(2 -1 0 -1 1 2
c)y| 01 —2]){:( 30 _1)
30 -1 1 2 3

' PARA RESOLVER

| Calcula la matriz inversa de cada una de las
siguicntes matrices para aquellos valores de a

que sca posible:

for =1 (A a)
. b7 7]

(0 — 2 1] ]
V1 e

c)
L0 al

| Consideramos la matriz siguiente:

‘x 1 DY
A=(0 1 3
Ly 1 1)

| ) Halla los valores de x para los que 4 tenc

nversd,

L1 Caleula, sioes posible, A1 para x = 2
F I

| Discure los siguientes sistemas seguin los valores
i del parimetro me

. .
mx+p+ oz =4 x+ y+ z=m-1
LAl x+y+ o z=mo bl 2xs yrmz=m
L X —ytmz=2 | xrmy+ z=1
f - I’ .
x+ 2p+3z=140 X+ my+z=+4
4 oxrtmy+ z=0 Dy x+ p+rz=5
| 2x+ 3p+d4z=2 mx + prz=4
Y +2z= 3 ¢ (1 !
) (1+nx+y+z="
[ 3x+ i+ oz=-1 ‘ ..l
e) . )« x+(l+myp+z=m
- 20— z=-2 } : ,
‘ ) __= x+p+ (1+njz = m*

x —y+mz

PROBLEMAS PROPUESTOS.__

L)W X+

La)q 2v+ay—Sz=—4

i Resuelve la ecuacion

| Discute los siguientes sistemas homogéneos cn
- funcién del pardmetro a:

z =1
+ 2z =10

J 2x— y+ z=0 X+ y+
x4+ 2y - 3z=1 b) 4 ax

3x —dp—az =10 | 2x - y+az =0

o
1

ax -+ y- z= J Ax+3y— =z
) ) 4 dx+ 2y - az
| 3x + 4y + 6z =

I
=)

2y+ z=

=
I

v+ 10y + 4z =

S

| Determing los valores de m para los cuales son
| incompatibles estos sistemas:

P

my -y —Z=m

L a) ‘ X —ptomz=m

Xy +z=-1
| G+ Lix+ p+ z=3
I X+ 2y +mz =4
! x+omy+ 2z=2
{ 2x + Y= z=m-"1
<)oy (m—0)y+3z= 0
| G+ Dy~ 2y = 3

| jExiste algtin valor de a para el cual estos sis-
| lemas tengan infinitas soluciones?

x+ y+ z=a-1

{ 3x—2y—3z= 2 (
' s 2x+ ptazr=d
a+ay +

| Xt oyt 2z= 2 z=1

" g+ Dx+2p+z=a+3

[ ¢} s ax+ )y =a

{ avt3y+z=d+2

| Discute v resuclve segin los valores de m

lmx+ y=2-2m
| w+my=m-1

AXEB=(C siendo:

s=(13) el

| & Multiplice ¢ por A™1 por la izquierda y por B!
i por la devecha.

i




21

20 |

)

(2 30 .

| Dada A= [ 1 z], halla una matriz X tal que
| \ !

|

P (117

izl‘\Ad(Z 3/

o Muldtiplica dos veces or A una vez por la

izquierda y otra por la derecha.

Dadas las matrices:

| ) [ 301

| 2 0 1 o

| ‘4 = - = { 1

; L'l -1 6) B o

. -1 2
Lo (12 N
=13 i) 0=25 7]

| halla la matriz X que verifica AB + CX=D.

| Halla X tal que 34X =5 siendo:

22

25

w

(10 2] (10 2!
a=l01 1] B=1101
101 11 1)

Resuclve la ecuacion:

- Discute y resuclve, segun los diferentes valores
| del parimetro ¢, eslos sislCmas de ecuaciones:

-

_ ax+ 7yt 20z=1 J x+ y+ z=1
fa) {ax+8y+23z=1 Dbl jax =2
X —az =1 | ay +2z=10

Discute el siguiente sistema de  ecuaciones
segdn los valores del pardmetro ¥ resuélve-
lo en el caso a = 2

.
| ax + 2y + 0z =10

20+ ay+ bz =
| 2x+ay+06z=da-2

[N

Averigua los valores de o para los cuales admi-
ten infinitas soluciones los sistemas siguicntes.
Obhtén todas las solucioncs e interpreta geome-
tricamente los resultados obtenidos:

r
X+ ptiz=

a}) X+ 2_}-‘ + or =
| 2v+ -3z

ax- y=
By ¢ YT !
| x—oy=20-1

A

30

| Discute la compatibilidad del siguiente sistema
segin los diversos valores de 7. v resuélvelo
Cpara Ao=-1 yopara A =2

b
|
s

[' —x + hyt iz =

$2x+ - T =
z

a7

| b= 3+ 2

| Halla. en funcion de «a. el rango de la matriz

1 0 =1}

A=|0 o —3) v calcula, si existe, la matriz in-
4 1 @/

versa A7l enlos casos a=1 vy a=-1

(10 00
' Considera la matriz A=[0 1 0
La O b

i w) ;Cudndo el determinante de A es el seno de

alglin numero real?

' b) Calcula A™! cuando exista.

- ) Determina todos los pares (et, b) para los

que A coincide con su inversd.

Halla los valores del parimetro ¢ para los cua-

| les las matrices Ay B no son regulares v cal-
- cula:

D) A" sit=1

10 40 10t
A=10 ! 4] p={11 0
-1 3 1t/ 0001
(1 3
. (12 n )
| Dadas las matrices A = ( 1.1 —'l} y B=|H» 0

S donde A es cualquicr nimero real:

") Encuentra los valores de 7 para los que A5

es reguldr.

' b) Determina los valores de » para los que 534

s regular.

o) Dados @ y b, nameros reales cualesquicra,

;puede ser el siguiente sistema compatible
determinado?




33

34

ERI.I.S-Y ROB

| h) Resuclve el sistema

LEMAS

L1 RN

| En el supuesto de que exista, calcula una matriz
' X tal que AX =B en los siguientes casos:

20 1 (111
maAa=|130|yB=|21

51 3] 0 3]
; 11 2 01
ma=|2 1}y B=|1 30
f 03 5 1 3]

| Dado el sistema:

[ x —yp+ o+ Piz=
Siqx + 7=
B -

a2 =R

- 3p

[

1) Demuestra que es compatible determinado
para cualquier valor de o ¥ B.

b) Resuélvelo para o =B =1

a) Discute. en funcion de  a.
tema:

el siguiente sis-

J xtay+ z=a+?2
x+ y+az=-20a+1l)
L ax+ y+ z=da

anterior para el caso
o =-1

CUESTIONES TEORICAS

En un sistema de igual nimero de ecuaciones
que de incognitas, ¢l determinante de la matriz
de cocficientes es igual a 0. Responde razona-

| dumente a las siguientes preguntas:

- a) ;Puede ser compatible?

by ;Puede tener solucion unica?

0 ;Se puede aplicar la regla de Cramer?

" El rango de la matriz dc¢ coeficientes de un sis-
tema homogéneo de cuatro ecuaciones v tres
- incognitas es igual a 3.

,Qué puedes decir de su solucion? Razona tu
respuesti.

PROPUESTOS.

36 |

| sQué condicion debe cumplir una matriz cua-
| drada para tener inversa?

37 |

| ccuanto vale | BJ?

39 |

| ;Existe algun valor de a para el cual la matriz

41

5 [a a’ -2}

| Dadas estas ecuaciones:

Sean A y B inversas una de otra. Si |A| =4,

| El rango de la matriz de coeficientes de un sis-
! tema de tres ecuaciones con res incognitas es
|igual a 1. ;Qué rango, como méaximo, puede
| tener la matriz ampliada?

no tenga inversa?

L1

- a) Anade una ecuacion para que el sistema sea

incompatible.
b) Afade una ecuacién para que ¢l sistema sea
compatible determinado.

Justifica en cada caso el procedimiento seguido
para anadir la ecuacion.

| Representa matricialmente los sistemas:

I

0
1

f3x+y

[ 3x+ y=1 ,
| 11x + 4y

R 5t
| 11x + 4y =0

I
]

| Resuélvelos y averigua si existe alguna relacion
" entre las soluciones obtenidas y la inversa de la

| matriz ‘ 1‘_1 ) Justifica la relacion obtenida.

1

- Demuesira que no hay valores de m  para los
| que el siguiente sistema No enga solucion:

[ x+ 2y+ ==
4+ 3y + D=
| x +omy + 3z =

] e

| Si el rango de la matriz de un sistema de tres
| ecuaciones con res incognitas es dos v el de la
| matriz ampliada tres. (qué interpretaciones geo-
| métricas podemos dar a ese sistema? Pon un
- ejemplo de un sistema de esas caracteristicas y

su interpretacion geometrica.

ml




47 |

48

49

| El rango de la matriz de los cocficientes de un
| sistema de cuatro ecuaciones con tres incognitas
| es 3. ,Qué rango pucde tener la martriz amplia-

e

| Si dos sistemas de cuatro ecuaciones lineales con 50
| cuatro incognitas, AX = B y AX = B tienen S
| una misma matriz de coeficientes A, ;puede ser

' incompatible uno de los dos sistemas mientras

- que el otro es compatible vy determinado?

| sPuede ocurrir que un sistema de ecuaciones
| lineal homogéneo no tenga solucién? ;Puede
| oeurrir que tenga infinitas soluciones? Razona
| las respuestas.

51

da? En base a ello, jcudntas soluciones tendrd el

| sistema?

Determina una matriz 4 para que el sistema
homogéneo AX = 0 sea equivalente a la ecua- 52
cidn matricial:

S
vy 2|2 1 [=0@0
1 2
' PARA PROFUNDIZAR
a) ;Para qué valor de a este sistema ¢s compi- ;
tible determinado?
X =2y = 1
¥+ z=d
X - 3z =-1
y- z= 2
h) ;Puede ser compatible indeterminado?
Fstudia y resuelve cuando sea posible: 54
" X+ y +2t=3
R N
Yl sx-3p+2z-dt=a
2+ y+ z+ (=2
ax +z+ (=1
iV + T — =
b) ol pa ' f 1
ay + z -2t =2 55
| gz — =10

CO+ D+ 3+ hr=1
< 3x+ O+ Dy+2z=u-1
l Ao+ 2+ hz=2
' PARA PENSAR UN POCO MAS
Dada la matriz:
2 =1 01
A=fap=[3 0 4
’ 201 ]

a) Halla la matriz (4. formada por los adjun-
i i

: b) Calcula

' de |4, en funcién de
o

Discurte los siguientes sistemas seguin los valores
de los pardmetros que contienern:

Xx— v+ z=2 | x+ y+ z=a-1
a)d 2x+3p- 2z=-8 b)}' 2x+ ytaz=4a

ax+ yraz=h x+ay+ z=1b

-3 z=4a ax+ y—-z=b-1
c | . ) d) 4 2x + ay =h+1
+z=¢ | =X +z=b

2 los valores de o v b para los cuales

infinitas  soluciones.

m4  Uene

o para esos valores:

]

| ax+ y+
bl 1 + yrz==b
x—ay+z=5

av+ 1+ z=1

aly x+av+ z=0

Discute en funcion de Ay

tos de los clementos de A,

|4 = |E,r v |4, v halla una

relacion entre ellos,

En general. ;qué relucion existe entre el deter-
minante de una matriz A, de orden 3 x 3, y el
determinante de la matriz formada por sus
adjuntos? Para demostrarlo, ten en cuenta que:

4-B| =4l |B|
v la expresion de A7

Si A es una matriz cuadrada 72 x 77, da el valor
Al




PRUEBA DE AUTOEVALUACION

OPCION A

i
1 Resuelve ol sistema: 4 x + 2
|._ o .]'I

ax t ) =d p . . .
[ . _ N } Discute este sistema segtin los valores del pardmeto a
2 ia+ DX+ 2yt z=d 3l g s

- y resuélvelo en el caso de que tenga solucion tnica.

_)\].-' +z=2 |
4) Despeja la matriz X en la siguiente ecuacion y halla su valor:

_ . (2 1 (1 -1
24 — AX = BX, siendo A = ( s 5] Y B=\q 5

f -1 0
by Dada la matriz 4 = ( 1 0 0)_ calcula A2 + AL
V00 1)

4) Se sabe que una matriz no nula verifica 42 = 4, Desarrolla la expresion matricial
(4 — k1Y, siendo 7 la matriz unidad v % una constante,

b) Caleula & sabiendo que se cumplen las relaciones Al=A v (A-kIY=A- kL

OPCION B

['na cooperativa farmacéutica distribuye un pro-
ducte en tres tipos de envases, A, B ¥ C, Cuyos
precios v pesos son los de Tu tabla de la derecha.
A una farmacia s¢ le ha suministrado un pedido
de 3 envases con un peso total de 2.5 kg por un
importe de 8,90 €. /Cudntos cnvases de cada tipo
ha comprado la farmacia?

PESO (g) ' PRECIO (£) ‘

250 ‘ 1.00 I

g
5

7 0
1 0 Calcula. en funcion de a. el valor de este determinante, dando el
0 7] | resultado lactorizado.

(1 0 1 al

0 m— 2

fm—1 1 -1
Dada la matriz A = ‘ T
" 0] 2

) Estudia su rango segln los valores de mi. v di para cudles de cllos es invertible.
b) Halla, si es posible, la inversa para m = 2, y comprueba el resultado.

'3 2 -1
Dada la mamiz A =1-1 0 1] determina todas las matrices no nulas X

-1 -2 3/

que verifican la igualdad AX = mX, para algtn valor de m.




