Numeros enteros y
racionales

La idea de nimero surge como resultado de comparar una cantidad
con otra, es decir, como consecuencia de medir una cantidad, puesto que
medir una cantidad es compararla con otra a la que llamamos unidad.
Agregando unidades formamos cantidades que representamos por
nimeros.

El objeto de este primer tema es introducir al alumno .en algunos
resultados bdsicos de los nlimeros enteros y racionales. Se comienza con
las operaciones bdsicas de los nimeros enteros, para seguir con el
mdximo comun divisor y minimo comun multiplo, se establecen
después, los niimeros racionales que surgen de forma natural como
cocientes de nimeros enteros, y en ellos se estudian sus operaciones
basicas, asi como la expresién decimal de un nimero racional.
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1.1 Ndimeros enteros

Los niimeros naturales (también llamados enteros positivos) son los
nimeros de contar 1, 2, 3, 4, 5,.... El nimero 2 surge al agregar una
unidad al nimero 1, el niimero 3 surge al anadir una unidad al nimero 2
y asf sucesivamente. El conjunto de nimeros naturales se designa por la
letra N:

N={1,2,3,4,5,6,..)
Los nimeros enteros son el conjunto formado por los nimeros

naturales, sus negativos (también llamados enteros negativos) y el 0. El
conjunto de los nimeros enteros se designa por Z:
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Z={..,4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}.

Obsérvese que el nimero 0 no se considera un nimero natural. El
conjunto de los nimeros enteros no negativos serd designado por
N u {0}.

Notas Historicas

El origen del concepto de mimero es extremadamente dificil de
descubrir, hasta el punto de que se experimenta una sensacién de
bienestar cuando se deja de lado su investigacién. Es una idea muy
extendida la que supone que el concepto de niimero estd estrechamente
unido al de tiempo, dependiendo ambos de una impresién que despierta
en nosotros la sucesion de fenémenos que se verifican a nuestro
alrededor y en nosotros mismos. Kant (1724-1804) entre los filésofos, y
Hamilton (1805-1865), entre los matematicos, son los representates de
esta interpretacion. Otros, en cambio, opinan que el niimero tiene mas
que ver con el concepto de espacio, reduciendo el concepto de niimero a
la simultdnea contemplacién de diferentes objetos considerados en su
conjunto. Por dltimo, hay quienes ven en las representaciones de los
numeros la expresion de una especial aptitud del espiritu, la cual es
independiente de toda intuicién de espacio y tiempo; un representante de
esta interpretacion es Minkowski (1864- 1909).

La historia de los nimeros negativos muestra que los antiguos griegos
no tuvieron nocién de ellos; de modo que, en este punto, no se les puede
asignar el primer lugar, como muchos hacen. Por el contrario, puede
asegurarse que sus descubridores son los indios, a quienes también se
deben el cero y el sistema de numeraciéon decimal. En Europa
empezaron a usarse en la época del Renacimiento, siendo su
introduccion muy lenta, aunque ya Vieta en su memoria "In artem
analyticam isagoge", la utiliz6 completamente.

Felix Klein (1849- 1923)

* Sean ay b dos niimeros enteros. A partir de las operaciones suma y
producto, a+ by ab (6 a.b) es ficil definir otras operaciones llamadas
diferencia (también resta o sustraccién) y division.
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Llamaremos diferencia a - b de estos dos enteros a otro entero d que
satisfaga la igualdad a =b+d;asisia=7yb=35,a-b=2yaque
T7=5+2.

Si a #0yb=aq para algin q, diremos que a divide a b. Otras
expresiones equivalentes son a es un divisor de b, a es un factor de b, b
es miiltiplo de a. Si a divide a b, escribiremos a | b. Asi-3 dividea 12
puesto que 12 = (- 3). (-4), y 6 no divide a 21 puesto que no existe
ningtin entero q tal que 6.q =21.

Si un niimero a es miltiplo de 2 diremos que es par. Si un nimero no
es par diremos que es impar.

Diremos que b > a si existe un nimero natural n tal que b = a + n.
Diremos que b=>a si b>a 6 b=a. Asi 8>5 yaque 8=5+3.

« El siguiente cuadro nos establece los criterios de divisibilidad de un
nimero entero por 2, 3,56 7. Sea a = agay _ |...ag un nimero natural, en
donde a; expresa el digito que aparece en el lugar i+ 1 en el nimero a,
por ejemplo si a= 78934, entonces ag=4,a;=3,2,=9,a3=8,a,="7.

a es divisible por 2 | siy sélosi | ages divisible por 2

a es divisible por 3 | siysélosi | ag+ aj +...+ ay es divisible por 3

aes divisible por 5 | siysélosi |ages0035

a es divisible por 7 | siys6losi | ag+3 ay+2 ap - a3-3 a4 - 2as+.. asi
sucesivamente es divisible por 7

e
1.1.1 Ejemplo
Estudiar si a=38220es divisible por2,3,56 7.
Solucion ;
En este nimero ag=0,2a;=2,a,=2,a3=8y a4=3.
Como ag = 0 es divisible por 2, entonces a es divisible por 2. Como
0+2+2+8+3=15 esdivisible por 3, entonces a es divisible por 3.
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1 Nidmeros enteros y racionales

Como ag=0, entonces a es divisible por 5. Por tltimo como .
ag+3aj+2ay-a3-3a4=0+3.2+2.2-8-3.3=-7,

entonces a es divisible por 7.

% i % Notas Historicas

Durante mucho tiempo, se ha sumado y multiplicado sin
darse cuenta de las leyes formales de estas operaciones. A comienzos del
siglo XIX se empezaron a estudiar las propiedades formales de estas
operaciones, G. Peano (1835- 1932) establecié una descripcion
axiomitica de los niimeros naturales con cinco axiomas que se conocen
como axiomas de Peano y fue pionero con B. Russell (1872- 1970) y
A.N. Whithead (1861-1947), en la fundamentacién de la matematica.
Estos dltimos escribieron una obra magna los "Principia Mathematica"
que fue publicada entre 1910 y 1913. En ella, en el teorema 110643
aparece demostrado que 1 + 1 =2, este teorema se encuentra en la pagina
83 del segundo volumen y para comprender la demostracion antes hay
que haber estudiado el primer volumen. Una prueba, algo mds breve, de
que 1 + 1 =2 se encuentra en los "Eléments de Mathématique" del grupo
Bourbaki en ella el nimero 1 no aparece hasta haber leido mds de
doscientas paginas.

Llamaremos valor absoluto de un niimero entero n, al mismo nimero
es decir n, si el nimero es un entero positivo y al opuesto, es decir - 1, si
el ndmero es un entero negativo. Al valor absoluto de n lo designaremos
por |n|, entonces

Inl=nsin=20,Inl=-nsin<0.

El valor absoluto del nimero 5 es |5 1= 5, el valor absoluto de - 3es
|-3 | =23, el valor absoluto de -7 es |-71= 7. el valor absoluto de O es
|01=0.
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» Dados dos nimeros enteros, por ejemplo 15 y 6, se tiene que existen
dos nimeros, qy r con 0<r < |6/, tales.que

1I5S=6q+r.
En este caso obsérvese que los tnicos valores que verifican esto son
q=2yr=3.
Este resultado constituye un famoso teorema en teoria de nimeros

que fue conocido por los griegos en el siglo Il a. C. y se denomina
Algoritmo de la Division, cuyo enunciado general es el siguiente.

A los nimeros a, b, g, y r del resultado anterior se les suele llamar
dividendo, divisor , cociente y resto.

Dados 3y 7 setieneque 3=7.0+3, 0<3 < 7.
Dados 7y 3 setieneque 7=32+1,0<1 < 7.

Dados -15y 8 se tiene que -15=8.(-2)+1, 0< 1 < 8.

Dados-23y - 17 setieneque -23=(-17).2+11,0<11 < - 17I=17.
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1.1.2 Ejemplo

Demuéstrese que dado un nimero entero a, entonces uno de los
niimeros siguientes a,a- 1 a-2, es miltiplo de3.

Solucién

Por el Algoritmo de Division dados a y 3 se tiene que a=3 q +rcon
0<r <3.

Si r =0, entonces a=3q porloque 3la.

Sir=1l,entoncesa - 1=3qy 3la-1.

Si r=2,entonces a- 2=3qy 3la-2.

Obsérvese que hemos demostrado también que, dados tres enteros
consecutivos, uno y sélo uno de ellos, es miiltiplo de 3, ya que basta
tomar como a el mayor de ellos.
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Sean a y b nimeros enteros alguno de ellos distinto de cero. Sea d otro
nimero entero tal que dla y d|b. Entonces diremos que d es divisor
comiin de a y b. Puesto que 1 | n para todo entero n, entonces el conjunto
de divisores comunes de a y b es no vacio.

Si a=20 yb=12, los divisores comunesdeaybson *1,+2,+4.

Si a=40 yb =100, los divisores comunes de ay bson *1,£2,+4,
+5,£10 y £20.

Si a=-13yb=-15, los divisores comunes de ay b son *1.

S‘; a=84 yb=-70, los divisores comunesdeaybson £1,£2,t7y
+ 14.

Sean a y b niimeros enteros, alguno de ellos distinto de cero. Un
divisor comtin d > 0 de a y b se denomina mdximo comiin divisor de ay
b si cada comiin divisor de a y b divide también a d. Al mdximo comun
divisor de ay b le designaremos por m.c.d.(a, b).

En el caso de que a=b=0, entonces m.c.d.(0,0)=0.

Del ejemplo anterior tenemos que:
Si a=20yb= 12, entonces m.c.d.(20, 12) =4.
Si a=40y b= 100, entonces m.c.d.(40, 100) =20.
Si a=-13yb=-15, entonces m.c.d.(-13,-15) = 1.
Si a=84yb="70, entonces m.c.d.(84,70) = 14.

Sean aj, a,,...,.a, nimeros enteros alguno de ellos distinto de cero.
Llamaremos mdximo comiin divisor de a;, as,...,a, al divisor comin
d > 0 tal que cualquier otro divisor comin de ay, ay,...,a, divide también
ad. Se designa mediante m.c.d.(ay, ay,...,a,).

Enelcasode que a; =ay=...= a,;= 0, entonces m.c.d.(0,0,...,0)=0.

Asi el mdximo comun divisor de 100, 80 y 20 es 20, y el maximo
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comun divisorde 4,-6,8y-10 es 2.

Un concepto esencial en la teoria de nimeros es el de nimero primo.
Anteriormente hemos visto que cada nimero p > 1 es divisible por | y
por p. Si éstos son los tnicos divisores positivos de p, diremos entonces
que p es un nmero primo. A un nimero entero a > 1, que no es primo le
denominaremos compuesto. De la definicién de niimero primo, resulta
evidente que un entero p > 1 es primo si y s6lo si es imposible expresar p
como a.b,donde ay b son enteros,y ambos 1 <a<p y 1<b<p.

En el conjunto de los diez primeros niimeros naturales 2, 3, 5y 7 son
primos, mientras que 4, 6, 8, 9 y 10 son nimeros compuestos.
Observemos que el nimero 2 es el iinico nimero primo par.

1.1.3 Ejemplo
Factorizar 276 como producto de primos.
Solucion

Como 276 es divisible por 2, se tiene que 276 = 2.138.
Andlogamente 138= 2. 69. Como 69 es divisible por 3, se tiene 69= 3.
23, puesto que 23 es primo, finalmente se puede escribir

276=2.2.3.23.

* Un resultado esencial en la teoria de nimeros enteros es el que
asegura que todo niimero entero n > 1 puede factorizarse como producto
de primos y, en cierto sentido, esta factorizacion es unica. Este resultado
fue establecido por Euclides en el libro IX de sus Elementos.

Es facil obtener factorizaciones de 48, 124 y 363
48=2.24=2.2.12=2.2.2.2.3=243,
124=2.62=2.2.31=22 31.
363=3.121=3.11%

(donde por a" designamos el producto de a por a, n veces; a n se le
denomina exponente de a).
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« La dltima factorizacién de cada uno de los ejemplos anteriores es la
llamada factorizacién candnica, que es la dada como producto de
primos elevados al maximo exponente.

La factorizacién canénica de los niimeros enteros permite calcular de
forma sencilla el médximo comun divisor de dos nimeros.

Dados los ndmeros 2520 y 9438, se tiene que factorizando
canénicamente tenemos

2520=23.32.5.7 y 9438=2.3.11%.13

Entonces el m.c.d.(2520, 9438) es el producto de los factores primos
comunes a ambos nimeros, elevados al menor de los exponentes que
aparecen en ese factor en ambos nimeros; asi sera m.c.d.(2520, 9438)
=2.3=6.

Calcilese el mdximo comun divisor de 2640y 3580.
Solucion
Como
2640=243.5. 11 y 3580=22.5.179.
se tiene que el

m.c.d.(2640, 3580) = 22. 5 = 20.

Sean a y b dos niimeros enteros. Llamaremos minimo comin multiplo
de a y b, al menor entero positivo que es multiplo de ambos; lo
designamos por m.c.m. (a, b).

Si a=8y b=35,el miltiplo positivo mds pequefio de ambos serd 40.
Si a=8y b=10,el m.c.m.(8, 10)=40.
Si a=8yb=16, el m.c.m.(8, 16)=16.

« Observando los ejemplos anteriores es facil deducir como calcularel
minimo comdn mltiplo de dos niimeros en general. Para ello, basta
hacer la factorizacién canénica de los nimeros y tomar el producto de



1.2 Numeros racionales

todos los factores primos elevados al mayor exponente que aparezca en
a 6 enb. Volviendo a los ejemplos anteriores:

g§=23 y 5=35, entonces m.c.m.(8, 5) = 23.5= 40.
g=23 y 10=2. 5, entonces m.c.m.(8, 10) = 23.5= 40.
g=23 yl6= 24, entonces m.c.m.(8, 16) = 24 = 16.

Sean a;, aj,..,a, nimeros enteros. Llamaremos minimo comiin
muiltiplo de aj, ay,...,a, y lo designaremos mediante m.c.m.(ay, ay,...,a,)
al entero positivo mds pequeiio que es multiplo de todos ellos a la vez.

Si a;=4,a,=10,a3=6y a, =8, entonces es ficil comprobar que
m.c.m.(4, 10, 6, 8) =120.

1.2 Numeros racionales

Un ndmero racional es un nimero que se puede escribir como el
cociente de dos enteros, donde el entero en el denominador es distinto de
CEro.

L )
% (6 m/n)donde my nsonenteros y n #0.

Al nimero m/ n también se le denomina fraccion, a los nimeros m'y
n se les denomina el numerador y el denominador de la fraccion.

Cada niimero entero n se puede considerar como niimero racional
pues n=n/ 1, por lo tanto el conjunto de niimeros enteros estd contenido
dentro del conjunto de los nimeros racionales. Al conjunto de los
niimeros racionales lo denominaremos por el simbolo Q.

Los siguientes son niimeros racionales:

1/2,-5/4,-5,6,100/40,4/100, 0/1=0, -30/40.

.

Dos ntmeros racionales a/b y c¢/d se dice que son iguales o
equivalentes si a.d=b.c.
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Asi, todos los nimeros racionales pueden ser representados por un
numero infinito de fracciones (cociente de nimeros enteros).

Por ejemplo:
-1 1 2 3 =3 4 5

.58 8 9 9T H
Usualmente, los numeros racionales se suelen escribir de la forma

a /b, donde ay b no tienen ningin factor comin. Por ejemplo

2 _2:3.7 2

105 ~ 3-5-7. .5
Este tipo de fracciones (como 2/5) se les llama irreducibles, es decir
una fraccion es irreducible cuando el numerador y el denominador no
pueden dividirse a la vez por un mismo nimero distinto de 1 dando resto
cero.

Reducir dos o mas fracciones a comun denominador es hallar otras
fracciones, equivalentes, que tengan todas ellas el mismo denominador.

Dadas dos fracciones a/b, ¢/d la forma mas sencilla de encontrar
fracciones equivalentes es calcular el m.c.m.(b, d) = m, y después
multiplicar el nimerador y denominador de cada fraccion por m y
operar de la forma siguiente

m m
a b C d

a ¢
b m 'd m
Porejemplo, dados 1/3,2/4, como el m.c.m.(3,4) = 12 se tiene

12 12
R 2_2'? 6

37 12 122 4 12 12
Entonces 4/ 12 y 6 / 12 son fracciones equivalentes a 1/ 3y 2 /4 con el
mismo denominador.

Dados 1/2,2/3y 3/5, como m.c.m.(2, 3, 5) = 30, entonces 15 / 30,
20/ 30y 18 /30 son fracciones equivalentesa 1/2,2/3y3/5 conel
mismo denominador.
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1.2 Numeros racionales

* Para poder sumar o restar dos nimeros racionales tienen que tener el
mismo denominador. Si los niimeros racionales no tienen el mismo
denominador, para sumarlos o restarlos, hay que reducirlos previamente
a comtn denominador.

Sean a/m y b/m dos ndmeros racionales con el mismo
denominador, entonces, la suma o la diferencia es otro nimero racional
que tiene por numerador la suma o diferencia de los numeradoresa +b 6
a - b, y por denominador el denominador comtn m.

Asi:

3 4 12 12 12°

g gy g

37T TR 12
g o 2 AB S

2 3 9 30 30 30 30°
Sl 190 84 a0, T8
0 AT 210 210 210 210°

=

El producto de dos niimeros racionales es otro nimero racional que
tiene por numerador, el producto de los numeradores y por
denominador, el producto de los denominadores.

2

Asi,

| &
-~ W
(5]
Lh
|-

ol W
INEN)
Il
&l
o
<
0|

Sean a/by c/d dos nimeros racionales; el cociente de estos dos
niimeros a/b: c/d es otro nimero racional que tiene por numerador
el nimero a.d y por denominador el nimero b. c.
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1 Numeros enteros y racionales

=

Se denomina expresion decimal de un niimero racional a la forma
decimal que se obtiene al dividir el numerador por el denominador.

Asi por ejemplo:

(a) 1/2=0'5000.., (b) 1/4=0725000.., (c)1/3=0'33333..,

(d)4/11=0'363636.., (¢) 1 /6=0'16666.. (f) 45 /22 52'04545...
\
* Una fraccién es exacta cuando en la divisién aparece un resto parcial
nulo, como en las fracciones (a) y (b). Una fraccion es periddica pura
cuando las cifras del cociente se repiten en bloques iguales empezando
después de la coma, como en las fracciones (c¢) y (d). Una fraccién es
peridédica mixta cuando las cifras del cociente se repiten en bloques
iguales, pero no desde la coma, como en las fracciones (e) y (f). Estas
tres formas decimales son las unicas que aparecen al calcular la
expresion decimal de un nimero racional. Ademas todo nimero decimal
de una de estas tres formas es la expresion decimal de un nimero
racional.

]
1.2.1 Ejemplo
Encontrar la forma fraccionaria del los nimeros racionales 0245,
(0'38383838..y 01234323232...
Solucion
Como 1000. 0'245 =245, entonces 245/ 1000 = 0'245.
Sea q =0'383838, entonces 100.q = 38' 383838.., luego 100.q - =38,
asi 99.q =38, por lo tanto q =38/99.
Sea u = 0234323232.. entonces 100000. q = 23432'323232.. y
1000.q = 234'323232.., luego 100000. q - 1000. q = 23198, asi 99000.q
=23198, por lo tanto

12



1.3 Ejercicios

23198
9= 959000

1.3 Ejercicios
1.- Demuéstrese que dado un niimero entero a, entonces a,a -1, a 2,0
a-3 es multiplo de 4.
2.- Calciilese el cociente y el resto al aplicar el Algoritmo de la
Divisién a los niimeros a y b siguientes siendo el dividendo a y el divisor

b.
(a)a=122,b=5,(b)a=-89,b=3,(c)a=79,b=-4.

3.- Calciilese el maximo comtn divisor y el minimo comin multiplo
de: (a) 168 y 300, (b) 120y 350.

)

y hdllese su

il

(ST ]
+
Bl
+ ool W
O| Lh

4.- Simplifiquese el nimero racional
8)

o

"
h(a

fraccion irreducible.
5.- Encuéntrese la forma fraccionaria del los nimeros racionales
0'387,0'386767676..y 0'2356666...
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Numeros reales

Los nimeros racionales que se han estudiado en el tema anterior,
junto con los nimeros irracionales que se verdn en este tema forman los
nimeros reales. De la importancia de estos niimeros ya se dieron cuenta
los griegos seis siglos antes de Cristo.

Este tema se inicia con la introducién de los nimeros reales y sus
propiedades; a continuacion se estudian las desigualdades y el concepto
de valor absoluto que servirdn para introducir el concepto de intervalo;
después se analizaran las potencias de los nimeros reales y finalmente
se estudian las ecuaciones e inecuaciones en una variable y  las
ecuaciones de segundo grado y se establece una introduccion a los
logaritmos, que se estudiardn de forma mads rigurosa en el tema 27.

e e R s e i e
2.1 Introduccion y propiedades

Como hemos visto los nimeros racionales se pueden expresar como
niimeros decimales periddicos. Ademds se ha observado que todo
nimero decimal periédico se puede expresar como fraccion, por lo tanto
como numero racional.

Llamaremos nimero irracional a todo niimero decimal no periédico.
Por ejemplo

121121082,

Algunos niimeros irracionales surgen del estudio de cuestiones
geométricas. Asi, al medir el cociente de la longitud de una
circunferencia por el didgmetro de la misma, aparece el nimero 7,
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2 Numeros reales

16

n=3'14159265..

Los niimeros racionales e irracionales forman los nimeros reales. El
conjunto de estos niimeros se designa por la letra R.

Asi -3/4, 4, -5, 0'721432 = 721432/ 1000000, m = 3'15159265..,
10023'124267834.., son niimeros reales.

Notas Historicas

El origen del concepto de niimero irracional se encuentra siempre en
la intuicion geométrica y en la necesidad de la misma Geometria.
Pitagoras fue el primero en sefialarlo de forma parecida a la siguiente: Si
se tiene un tridngulo rectdngulo cuyos catetos tienen longitud 1, la

longitud de la hipotenusa es igual a J2 (véase 2.3) y éste no es un
d
b
enteros primos entre si, facilmente se llega a una contradiccién con
resultados conocidos de la divisibilidad de nimeros enteros. Tan notable
descubrimiento bien merecia el sacrificio de 100 bueyes con que fue
celebrado por Pitagoras.

Los matemdticos griegos posteriores estudiaron ademds de estos
irracionales sencillos, otros cada vez mas complicados; encontriandose,

en Euclides, tipos como ./ J£+ JE y otros semejantes. En general, se
puede decir que los griegos se limitaron esencialmente a trabajar con los
irracionales que se obtienen por aplicacién repetida de la extraccién de
raices cuadradas y que, por ello se podrian construir con la regla y el
compds, pero nunca llegaron a tener la idea general de niimero irracional.

Esta hizo su aparicion al final del siglo X VI, como consecuencia de la
introduccion de los niimeros decimales, cuyo uso se generalizé ya antes
con motivo de la formacién de la tabla de logaritmos. Cuando se
transforma un quebrado ordinario en ndmero decimal, pueden
obtenerse, aparte de nimeros decimales limitados, otros ilimitados que
son necesariamente periédicos. Ahora bien, nada hay que impida
considerar un niimero decimal aperiédico, esto es un nimero decimal
cuyas cifras se suceden sin obedecer a ley alguna determinada y sin
parar; cualquiera lo consideraria como un nimero determinado, aunque
naturalmente, no racional. Con esto se tiene ya el concepto de nimero
irracional, espontdnea creacién, en cierto modo, del proceso aritmético

nimero racional. Si escribimos /2 = 2, donde a y b son nimeros



2.1 Introduccion y propiedades

que lleva consigo la fraccion decimal. Histéricamente acontece asi, que
el cdlculo obligé a que se introdujeran los nuevos conceptos y, sin que se
pensase gran cosa sobre su esencia y fundamento, se operaba con ellos,
afirmando su existencia, sobre todo al reconocer repetidamente su
extraordinaria utilidad.

Sélo al llegar al afio 60 del siglo XIX se vié la necesidad de formular
aritméticamente, de manera precisa, los fundamentos de los nimeros
irracionales. Weierstrass fue el primero que abri6 camino en estas
investigaciones a través de las lecciones que explicaba en la
Universidad de Berlin. En el afio 1872 G. Cantor, fundador de la teoria
de conjuntos, dié en Universidad de Hall una teoria general de dichos
niimeros . De forma simultdnea pero independiente, Dedekind hizo otro
tanto en la Universidad de Brunswick.

Felix Klein (1849- 1923)

 Sean a, b y ¢ tres nimeros reales; entonces se verifican las siguientes
propiedades:

Propiedades Ejemplos
a + b es real 3 + mesreal
a.besreal 5.10023'124267834.. es real

a+0=0+a=a

2/3+0=0+2/3=2/3"

3. 1=1'a=3a

(-5.1=1.(-5=-5

at+(b+c)=(a+b)+c

1+(3+5/6)=(1+3)+5/6

a.(b.c)=(a.b).c

3.(m.8)=(3.m).8

a+b=b+a

7+2/3=2/3+7

a.b=b.a

5.716=71/6.5

a+(-a)=(-a)+a=0

1'74+(C-17)=(-17)+17=0

Siaz#0, a.(1/a)=(1/a).a=1

3.(1/3)=(1/3).3=1

a.(b+c)=a.b+a.c

5.84+m)=58+45.=1

(a+b).c=a.c+b.c

(8+m).5=8.5+m.5
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2 Numeros reales

Sia. b=0entoncesa=06b=0 | Six.5=0entonces x=0

2.1.1 Ejemplos
1.-Sia#0, b, c son nimeros reales entonces
a-b+a-¢c _a-(b+tc) _

a s a -
2- Sia#0 ya.b=a.c,entonces a.b - a. ¢ =0, luego a.(b - ¢) =0,
entonces como a#0,b-c=0,asib =c.

a- ; - (b+c) =l.(b+c)=b+c.

 Los nimeros reales se pueden hacer corresponder con los puntos de
una recta; para ello, basta con sefalar en una recta dos puntos, al punto
de la izquierda se le asocia el nimero real Oy al punto de la derecha el
nimero 1. La representacién de los niimeros enteros se hace llevando el
segmento que va de 0 a 1 hacia la derecha o hacia la izquierda tantas
veces como indica el valor absoluto del nimero.

~—

El resto de los puntos de la recta representan niimeros reales; no todos
ellos se pueden construir utilizando regla y compds. Los nimeros
racionales pueden construirse utilizando el teorema de Tales. Algunos
nimeros irracionales se pueden construir mediante teoremas
geométricos, como el teorema de Pitdgoras. (Estos teoremas pueden
verse en el tema 10).

2.1.2 Ejemplo
Si queremos construir el nimero 4 / 5, trazaremos una recta por el 0
distinta a la recta real que pasa por el 1. A continuacion se hardn sobre

18



2.2 Desigualdades, valor absoluto e intervalos

ella cinco segmentos iguales 0A, AB, BC, CD, DE y se unira el punto
final E del tltimo segmento con el 1. Posteriormente se trazaran lineas
paralelas a la que pasa por el 1y E por los puntos A, B, C, D. El punto
de corte en la recta real, de la recta construida que pasa por D, serd4 / 5.

I
0 1/5 2/5 3/5 45 1

2.2 igulad, Ior absoluto e intelos

Diremos que un nimero real aes positivo, si a es distinto de ceroy la
parte no decimal del nimero real mas uno es un nimero natural. Siun
niimero real distinto de cero no es positivo diremos que es negativo.

Asi por ejemplo, 2'37 es positivo ya que 2 + 1 = 3 es natural, 028 es
positivo puesto 0+ 1 = 1 es natural, -1'537 es negativo puesto que
-1 + 1 =0no es natural.

Sean a y b dos niimeros reales; diremos que @ > b si a=b +q, donde
q es un niimero real positivo.
Diremos quea =b si a>b 6 a=b.

Asiporejemplo, 1 < J2=141.,3/5<4,3 <9/3.

19



2 Numeros reales
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* Una desigualdad lo mismo que una igualdad puede ser cierta o falsa.
Por ejemplo, la desigualdad x < 3 es cierta para x = 1, pero falsa para

X = 3. Las desigualdades verifican las siguientes propiedades.

Propiedades Ejemplos
Sia<b, a+c<b+c Puestoque 3<4,3+5<4+5
Sia<byb <c, a<c Puesto que 1/2<4y 4< 7, 1/2<7
Sia<by ¢>0, ac<b.c Puesto que 1/2<m, 3.1/2 < 3.1
Sia<by c<0, ac>b.c Puesto que 1/2 < m, -3.1/2>-3.1t
Sia>b>06 0>a>b, 1/a< 1/b | Puesto que 4> 3, 1/3 < 1/4.

Demostrar que sia-b<c-d, entoncesa+d<b+c.
Solucién

Como a -b < ¢ - d, si sumamos a ambos miembros el nimero b, la
desigualdad no cambia, as{

a-b+b <c-d+b,

por lo tanto a < c - d + b, si ahora sumamos a ambos miembros el
nimero d la desigualdad sigue sin cambiar

a+d<b+c.

Demostrarque sia-3<b- 7, entonces -2.a>8 - 2. b.
Solucion

Sumando 3 a ambos miembros de la desigualdad resulta que a-3+3
<b-7+3, por tanto, a < b - 4. Si se multiplica ahora la desigualdad
anterior por -2, entonces la desigualdad cambia de sentido y se tiene que

-2.a>8-2.b.



2.2 Desigualdades, valor absoluto e intervalos

Se llama valor absoluto de un nimero real a, al mismo nimero si es
positivo o cero y a su opuesto si es negativo, es decir,

lal=a si a=0,
lal=-a si a<0.

AsiIml=my |- .J21=./2.

2.2.3 Ejemplo
Demostrar que sia>0yb>0,entonces la+bl=lal+Ibl, yquesi
a>0yb<0,entoncesla+bl<lal+Ibl.
Solucion
Sia>0yb>0,entoncesa+b>0,yasi
la+bl=a+b,lal=ay Ibl=b,luego la+bl=lal+Ibl

Supongamos que a>0yb<0.Si a>|bl, se tiene que a+b >0, asi
la+bl=a+b,como lal=a, Ibl=-by a+b<a-bpuestoquebes
negativo, se tiene

la+bl=a+b<a-b=lal+Ibl

Si a<lIblsetienequea+b<0,asila+bl=-(a+b),como lal=a,
Ibl=-by -a - b<a-bpuesto que aes positivo, se tiene

la+bl=-(a+b)=-a-b<a-b=lal+|bl

» Las relaciones <y < permiten definir algunos subconjuntos de los
niimeros reales que tienen una interpretacion sencilla en la recta real y
que se utilizaran posteriormente a lo largo del libro.

Se llama intervalo abierto (a, b) al conjunto de los nimeros reales x
que verifican las desigualdades

a<x<hb.

Asi el intervalo (2, 4) es el conjunto de los nimeros reales que estan
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2 Numeros reales

22

enlarectarealentreel 2y 4.

; (@@g, P gmﬁ,‘
“ 2 3 4

0

Se denomina intervalo semiabierto [a, b) al conjunto de los nimeros
reales x,a < x<b,y (a, b] al conjunto de los nimeros reales a<x <b.

Se denomina intervalo cerrado [a, b] al conjunto de los nimeros
reales x, talesque 0 <x <b.

Asi, el intervalo [2, 4) es el conjunto de los nimeros reales que estan
en la recta real entre el 2 y el 4, incluyendo el nimero 2, y el intervalo
(2, 4] es el conjunto de los nimeros reales que estdn en la recta real entre
el 2y el 4, incluyendo el niimero 4.

Elintervalo [1, 3], es el conjunto de los nimeros reales que estdn en la
rectarealentreel 1yel3,incluyendoal 1y al 3.

Se denomina semirecta abierta (a, =) 6 (¢, a) al conjunto de los
nimeros reales X, a < x respectivamente X < a, y semirecta cerrada
[a, =) respectivamente (¢, a] al conjunto de los nimeros reales X,
a < x respectivamente X <a.

Asi [2, —) es el conjunto de los nimeros mayores o iguales que 2, y
es la semirecta sefialada en la figura con la flecha incluyendo al nimero
2.

o
4

} 1 [
0 1 ) 3

Se llama entorno abierto de un niimero real a y radio r > 0, al conjunto
de niimeros reales x talesque a-r<x<a+r,oalintervalo (a-r,a+r).

Se llama entorno cerrado un nimero real ay radio r > 0, al conjunto
de nimeros reales x talesque a-r< x <a+r,oalintervalo[a-r,a+r].




2.3 Potencias de numeros reales

Asi por ejemplo el entorno del punto 2 y radio 1, es el intervalo
(2 -1, 2+41)=(1, 3) como se indica en la figura siguiente.

0 o 3 3 4

2.3 Potencias de numeros reales

Sea a un nimero real, y sea n un nimero natural. Entonces se
denomina potencia del niimero a con exponente n, al nimero

a"=a."a.

Esto es, a" es el producto de n factores, cada uno de los cuales es igual
al nimero a. Al nimero a se le llama base y al nimero n exponente ,

y diremos que a" es la potencia de base a y exponente n.

RE NI S P b 90T
2 T O T e Tk
e La definicién anterior tiene sentido si el nimero de factores es 1 o

-

mas.

Sea a # 0, un nimero real, y sea n un nimero natural. Entonces se
define

Sin=0, se define a¥=1.

23



2 Numeros reales

Asi por ejemplo (%) =

O &

Ja =

* Asi, hemos definido a™, cuando m es un entero. Para extender esta
definicion a exponente racional no entero se necesita definir la raiz
n-¢sima de un nimero real, donde n es un entero positivo.

Sea a un nimero real y n un nimero natural, tal que existe un nimero
real b tal que b" = a, entonces se llamar4 a b la raiz n-ésima de a. Este

niimero b lo denotaremos por a' /" 6 n/a,

a'’2 se llamar4 la raiz cuadrada de a y escribimos
173
a

Si n= 2, entonces
= .
Ja. Sin = 3, entonces

I

, e llamard la raiz cibica de a y escribimos

Asi por ejemplo 3/~27 = -3, puesto que (-3)* =-27. 4/16=26 - 2,
puesto que (2)4 = («2)4 =16, Jﬁ =96 -9, puesto que (9) 2 =(- 9)2 =81.

* Dado un nimero real a y un niimero natural n, no siempre existe un
nimero real b tal que b" = a. Por ejemplo si a es negativo y n es par
nunca existe un nimero real b verificando b" = a.

Como se observa en los ejemplos anteriores, un niimero real positivo
puede tener dos raices, de hecho cada nimero real positivo tiene dos

raices cuadradas. Por notacién cuando escribamos Jﬁ denotaremos la
raiz cuadrada positiva de a y por - Ja, denotaremos la raiz cuadrada
negativa de a, cuando se quiera denotar ambas, pondremos *./a.

24



2.3 Potencias de numeros reales

Sea a un ndmero real y m / n un niimero racional, tal que existe un
niimero real b tal que b™ = a™, entonces se 1lamard a b la raiz n-ésima de

- I m
a™, Este nimero b lo denotaremos por a™/™ 6 1/a™.

Asfporejemplo(-2)4f5 = (—2)4 = 3/16, (—% /3= 3{% = %

» Dados tres niimeros reales a™, a” y b" distintos de cero. Se tiene que
verifican las siguientes propiedades:

Propiedades

Ejemplos

al]l_ a!‘l = am+n

21 3 23!5 =214.~“15

am’; al'] - al'ﬂ- n

3112 ) 3304 _3-1/4

(alll)l"l = am.n

& 3}'2)2;’5 X 56.-’] 0

a". b" = (a. b)"

23.1/23=(¢1)13=-1

a"/b"=(a/b)"

74734 =(7/3)*

2.3.1 Ejemplo

: 5, 1
Simplificar ~—J96—5J98.
¥ A3

Solucion

3 3

3

Como

3- —
S3-3

il

2

J3

3 = ﬁ ,entonces

J96 —5./98 =

25



2 Numeros reales

Bl aosiPa=3.22 257 =
=J2- (12-35)= -23- /2.

AR
2.3.2 Ejemplo

Simplificar
&3y’
Jy
Solucion
T
4. 4° .
(LY £ =

By
64-y° _64-y -y _64-y’ -y

y-ly oyl g2

= 64-y-Jy

SRR RTINS
2.3.3 Ejemplo

6 _4
X 'y
3 -
Z

Simplificar

Solucion

{Xﬁ_y4= \/EJ)? E o
28 ,\/278 24 l

26



2.4 Ecuaciones e inecuaciones en una variable

P
2.3.4 Ejemplo

Simplificar, | H>-a"
1 1car :
(i 1Y% a2
Solucién
BaseiTars 7: <
Como (a+l)3/2-a7/3 = (a+1)§m§-a§_5 = (a+l)_2- ’
(a+r1)72.43 _ 4
entonces
PET L i a
= Ak [ ————
(a+1)"%. a7 el

sl e R R R
2.4 Ecuaciones e inecuaciones en una variable

A veces en Matemadticas hay expresiones en las que aparece una
cantidad desconocida que normalmente se designa con la letra x. Como
por ejemplo en las expresiones:

1) ax+b=c.

2) ax+b>c 6 ax+bz=c.

3) ax+b<c 6 ax+b<c.
Donde a, b y ¢ son niimeros reales.

A las expresiones de la forma 1) se les suele llamar ecuaciones
lineales en una variable y a las expresiones de la forma 2) y 3) se les
suele llamar inecuaciones lineales en una variable.

El resolver una ecuacién o una inecuacién consiste en encontrar los
nimeros reales que verifican la igualdad o las desigualdades que se
consideran. En el tema 7 tendremos la oportunidad de estudiar més a
fondo las ecuaciones lineales.

27



2 Numeros reales

T
2.41 Ejemplo

Resolver las ecuaciones lineales

(a)2x+4=8.
(b)3x+7=5x-4.
Solucion

(a) Utilizando las operaciones con niimeros reales se tiene que si 2 X +
4=8,entonces2x=8-4=4,asix=4/2=2.

(b) Operando se tiene 3x + 7 - 5x = -4, luego - 2x + 7 =-4, por lo
tanto -2x=-11,asi x=11/2.

R
2.4.2 Ejemplo

28

Resolver la inecuaciones lineales

@) 2x+3 ’ 5x—4
2 < e

(b)3x-722x+0.
Solucion

(a) Si se multiplica por el m.c.m.(2, 3) = 6 ambos términos de la
desigualdad, la desigualdad no cambia de sentido, ya que 6 es un
nimero real positivo, y se consigue que desaparezcan los
denominadores.

3.2x +3) < 2. (5x - 4), asi 6x + 9 < 10x - 8. Si restamos a ambos
miembros 6x la desigualdad sigue sin cambiar de sentido, por lo que se
tiene 9 < 4x - 8. Si ahora se suma 8 a ambos miembros se tiene 17 < 4x,
finalmente si dividimos por 4, se tiene, 17 / 4 < x. Luego la solucion es el
conjunto de niimeros reales mayores que 17/4, o sea la semirecta
abierta (17 /4, —5).

(b) Si se resta a ambos miembros 2x la desigualdad sigue sin cambiar
de sentido, por lo que se tiene x - 7 =9, si se suma 7 a ambos miembros
se tiene x = 16. Luego la solucién es el conjunto de numeros reales
mayores o iguales que 16, o sea la semirecta cerrada [16, —).

« Se pueden estudiar otro tipo de inecuaciones que estdn asociadas con
el valor absoluto. Asisi a>0,



2.4.3 Ejemplo

2.5

2.5 Ecuaciones de segundo grado

Ixl<a siysélosi -a< x < a,

Ix| <a siysélosi -a <x <a.

Por lo tanto la solucién de estas inecuaciones es en el primer caso el
conjunto de todos los niimeros reales del intervalo abierto (-a, a),y en
el segundo caso el conjunto de todos los nimeros reales del intervalo
cerrado [-a, a].

Resolver las inecuaciones

(a)lx- 61<3.

(b)12x-51<7.
Solucién

(a) Estadesigualdad es equivalente a -3 < x-6 <3, si sumamos 6
a todos los términos las desigualdades siguen sin cambiar de sentido,
luego 3 <x <9, asi la solucién serdn todos los niimeros reales del
intervalo abierto (3,9).

(a) Esta desigualdad es equivalentea -7 < 2x-5 <7, si sumamos 5
a todos los términos las desigualdades siguen sin cambiar de sentido,
luego -2 £ 2x < 12, si ahora se multiplica por 1 / 2 todos los miembros
de las desigualdades tenemos -1 < x <6, asf la soluci6n serédn todos los
nimeros reales del intervalo cerrado [-1, 6].

Ecuaci de guad

A veces en matemdticas aparecen expresiones de la forma

ax2+bx+c=0,

donde a, b, y ¢ son niimeros reales conocidos y x es una cantidad
desconocida que se denomina variable, asi por ejemplo

3x2-7=0, x2-5x+2=0.
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2 Numeros reales

A este tipo de ecuaciones en las que s6lo aparece una variable y el
mayor exponente al que estd elevado la variable x es 2, se las denomina
ecuaciones de segundo grado. El resolver una ecuacin con una variable
X consiste en encontrar aquellos nimeros reales tales que al sustituir la
variable x por cada uno de ellos, la ecuacién se convierte en una

identidad.

i o e
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* Asisi-c/a=0,solo tendrd una solucién x=0, ysi -c/a <0no

tendra ninguna solucion real.

Por ejemplo, la ecuacion 3 x2-9= 0, tiene dos soluciones que son

B3y -3, yaque@ =3,
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=0
31

-4dac
dac<0la

i b2
b -
= 16-16 =0,

i §
y si

*

4, luego b? - dac

al x
al.

2.5 Ecuaciones de segundo grado
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tendra dos soluciones

10n

si b2 - 4ac > 0, la ecuaci

Asl,

-

onre

luci

4 una unica so

-

-

la ecuacion tendr.

onre

aninguna solucio

tendr.

-

ecuacion no

Ejemplo

2.5.1

iguientes ecuaciones

Resolver las s

=0.

(a)x2+4x+4

=0.

(b) 2x%- 10x + 3

Solucion

=4yc
lucién que sera

-

4 una tnica so

-

(a) En estaecuaciona=1,b

por lo tanto tendr.
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= Phge
28, -2

(b) Enestaecuacibna=2,b=-10y c= 3, luego b2-4ac=100-24 =
76, por lo tanto la ecuacion tendrd dos soluciones que serdn

= =2.

x =

X =

? ﬁ % Notas Historicas

Los simbolos que se han ido introduciendo a lo largo del tema, han
tenido un desarrollo histérico. Los simbolos + y - fueron introducidos
por J. Widman en un libro que aparecio publicado en 1489. El simbolo
del producto fue establecido por W. Oughthead en el ano 1657. El
simbolo : para la divisién fue introducido por J. Rann en 1659. El
simbolo = lo establecié6 R. Recorde a principios del siglo XVI,. Los
simbolos >y < fueron introducidos por Thomas Harriot a finales del
siglo XVI. La denominacién de exponente aparecié por primera vez en

1544 en un trabajo de M. Stifen. Finalmente el simbolo J para la raiz
fue introducido por C. Rudolff en 1525, y es una variante de la letra r,
primera letra de la palabra latina ratix, que significa raiz.

10+./76 _ 10+£42°19 _ 5+/19
4 3 4 AR

2.6 Logaritmos, ecuaciones logaritmicasy exponenciales

32

En la seccién 2.3 se ha definido la potencia de un nimero real
elevado a un nimero racional. Se establecerd en el tema 27, que todos
los niimeros reales positivos se pueden escribir de la forma

ISR AR (1137

donde la base m puede ser cualquier niimero real positivo y distinto de
uno, y el exponente x es tnico para cada nimero real positivo y para
cada m.



2.6 Logaritmos, ecuaciones logaritmicas y exponenciales

Se denomina logaritmo en base a >0 y a# 1 de un niimero n > 0, al
niimero x que verifica a* =n, y se escribird log, n=x.

(a) log; 10 = 1, puesto que 10! = 10.

(b) logo 100 =2, puesto que 10% = 100.

(c)logjp 10" = n, puesto que 10" = 10",

(d) log, 16 =4, puesto que si 2* = 2*entonces x =4.

(e) logs 125 =3, puesto que si 5*= 53 entonces x = 3.

* Los logaritmos como se verd en el tema 27, verifican las siguientes

propiedades:
Propiedades Ejemplos
log,m + log,n = log,(m . n) logs 5 + logz 10 = log3 50
log,m - log,n = log,(m / n) log37-logz2=1log37/2
log, m" = n log, m logy 5*=41logs 5

log, m=log, n si y sélo si m=n| Si log, 7=log, x, entonces x=7

Sim > n log, m>log, n Como 8 > 3, logs 8 > logs 3.

26.2 Eemp os

(a) logyg 3/3% = log0 3%/ 3=(2/3) logyo 3.
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2 Numeros reales

(b) log,4/8 - log,3/8 =log, 8' /*-log, 8! />=(1/4) log, 8- (1/5)
log, 8 = (1/20) log, 8=3/20.

(c) logs < L4 logs 39=7 log33-5 logz 3=2 logz 3=2.

EEmm

99««2«
"o
$

St

SR

L

Por la férmula anterior vemos que para calcular el logaritmo de un
niimero n en base a, s6lo necesitamos conocer los logaritmos decimales

deayn.

Asi por ejemplo si conocemos logg 2 y el log 7, se puede conocer
logy 7y logy 2.
» Podemos tener una idea aproximada del valor del logaritmo decimal
de un nimero a, utilizando la tltima de las propiedades de los logaritmos
del cuadro de la pdgina anterior, puesto que si:

1 <x <10, entonces O <loggx < 1.
10< x < 100, entonces 1 <log;ox <2.
100 < x < 1000, entonces 2 < log g x <3.

10" < x < 10™*!, entonces r <logjog x <r+1.

De hecho la determinacién del logaritmo de un nimero se hace por
aproximaciones.

.

Se denomina ecuacion logaritmica en una variable a una ecuacion en
una variable, en la que la incégnita aparece sometida a un logaritmo, asi
por ejemplo log, x + log, m=n, donde m y n son nimeros reales.
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2.6 Logaritmos, ecuaciones logaritmicas y exponenciales

“Ejemplos
Resolver las siguientes ecuaciones:
(a)logo X% - 100 =log ;) X.

(b) 2log g x=logg (4 - 3x).

Solucién

(a) Por las propiedades de los logaritmos tenemos que 2 logg x - 100

=logq X, luego logy x = 100, entonces x = 191

(b) Como 2 log g x =log;g x2, entonces log x2 = log (4 - 3x), por
lo tanto x* =4 - 3x, y asi X% +3x-4=0, luego

-3£J/9+16 -3%5

= —= =-4¢0 1.
X 2 3 0

=

Se denomina ecuacion exponencial en una variable a una ecuacion en
una variable en la que la incégnita aparece en el exponente, asi por

ejemplo, m* +n* =r, donde m,n y rson nimeros reales.

Resolver las siguientes ecuaciones:
(a) 9%-2.3%*2=.81.
103 il i i}
Solucion _
(a) Operando tenemos que 32 - 2. 3% 32=-81, luego
32X_18.3% +81=0,

si denominamos a 3* por y, entonces la ecuacién anterior se podra
escribir como y2 -18y+81=0,luego
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184 ,18%-324

Y= 2 _9!

por lo tanto
P=9=3%
y x=2.

(b) Operando tenemos 2% .2 + 2% +2% 2 =7, luego 2* ((1/2) +3) =7,
por lo tanto

asi 2* =2y, portanto, x=1.

% i ::*f% Notas Historicas

Los logaritmos fueron descubiertos por el matemdtico Escocés J.
Napier (1550- 1617). En unas notas de sus primeros afios de trabajo
aparecia la siguiente tabla:

I II OO mom v VI
2 4 8 16 32 64..

En ella los niimeros romanos representaban el logaritmo en base 2 del
nimero correspondiente en la parte inferior. En 1615 H. Briggs (1561-
1631) sugiri6 a Napier que deberia usar el nimero 10 como base para los
logaritmos. Pronto Napier descubri6 la importancia de los logaritmos en
base 10, debido a que el sistema decimal era el que se empleaba.
Durante 25 afios estuvo realizando una tabla de logaritmos en base 10.
Cuando la tabla fue completada causé una gran inpresion entre los
cientificos europeos y fue inmediatamente utilizada por dos grandes
astronomos como fueron D. T. Brahe y G.J. Kepler.



2.7 Ejercicios

2.7 Ejriios

1.- Demuéstrese que siayb son dos nimeros reales cualesquiera
entonces la.bl=lal.Ibl.

2.- Simplifiquese la expresion 2 J96 — o J189.

s

=3 %
(320"  (4ab7?)

3.- Simplifiquese la expresién SYTR
6(a”/b")

4.- Resuélvanse la inecuaciones lineales:

@) 4x+3<_2x—8
5 10 -

(b) 174 (2x - 7) 2 3x + 10.

5.- Resuélvanse las siguientes ecuaciones
(a)2.logyp (3 .x)=logp(-6.x-1)

(b) 4%-3.2%*2=_36,
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Elementos de la teoria
de conjuntos

En este tema se presentardn algunas herramientas bdsicas de las
matemadticas que se van a utilizar a lo largo del libro.

En casi todas las dreas de las matemadticas contempordneas subyace el
concepto de conjunto. Este concepto proporciona una estructura base
para hacer una formulacién precisa de las distintas partes de las
matematicas.

El tema se inicia estudiando primero los conjuntos y subconjuntos,
después, sus operaciones y el producto cartesiano de dos conjuntos y se
termina introduciendo el concepto de aplicacién entre conjuntos, y los
distintos tipos de aplicaciones que se pueden dar entre ellos.

CopEm LRI
3.1 Conjuntos

Un conjunto es cualquier coleccion, bien definida, de objetos
llamados elementos o miembros del conjunto. El adjetivo bien definida
implica que cualquiera que sea el objeto considerado, se puede
determinar si estd o no en el conjunto que se analiza. En consecuencia,
se trata de evitar conjuntos que dependan de una opinion personal como,
por ejemplo el conjunto de los mejores jugadores de la primera division
de futbol de la liga de un cierto afio.

Asfi, son conjuntos, el conjunto de todos los libros de una biblioteca, el
conjunto de todos los buitres que anidan en un afio dado en un refugio
natural determinado o el conjunto de todos los nimeros naturales
comprendidos entre 2 y 100. Casi todos los objetos matematicos son
ante todo conjuntos. Por consiguiente, la teoria de conjuntos es, en cierto
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sentido, la base sobre la cual se construyen todas la matematicas.

i ? Notas Historicas

Para Cantor (1845-1918) un conjunto era cualquier coleccién, familia
o agregado de objetos pensados como formando parte de una totalidad.
Para Dedekind (1831-1916) un conjunto era un saco lleno de

elementos. Dentro del saco puede haber numeros, letras, plantas,
personas, mastodontes, zapatos,..., pricticamente cualquier cosa.

» Una manera de describir un conjunto con un nimero finito de
elementos es ponerlos entre llaves en forma de lista. Asi, el conjunto de
las tres primeras letras del alfabeto se puede escribir

{a,b,c}.

El orden de los elementos dentro de las llaves no es importante. Por lo
que:

{a,b,c}, {a,c, b}, {b,a,c}, {b,c,a}, {c,a,b}, {c,b,a},

serdn todos, representantes del mismo conjunto. Por otra parte, los
términos repetidos en el listado de los elementos de un conjunto pueden
ser ignorados. Asi pues, {a, b, c, b} es otro representante mas del
conjunto dado anteriormente.

Se utilizan las letras mayusculas, como A, B, C,... para representar
conjuntos, y mindsculas para los elementos. Dado un conjunto A, se
escribe X € A, si x es un elemento de A; y x ¢ A, indica que X no
pertenece a A.

Si A={2,4,6,8,10}. Entonces 2 € A,y 5 ¢ A.

* Algunas veces es inconveniente o imposible describir un conjunto
por el listado de todos sus elementos. Por lo que otra manera frecuente,
de definir un conjunto, es especificar una propiedad que los elementos
del conjunto tienen en comun.



3.1 Conjuntos

Por ejemplo, el conjunto A anterior se podria describir como el
conjunto de nimeros enteros positivos pares menores que 11,y
normalmente este conjunto se escribe de la forma:

A = {x | x es un niimero entero positivo par menor que 11}.

(El simbolo | denota la expresién, “tal que”, y sirve para ayudar a
determinar los elementos).

El conjunto que contiene todas las letras de la palabra “acceso” puede
indicarse por

{a,c,e,0,s},
{ x | x es unaletraen la palabra *“ acceso” }.

« La forma primera de describir el conjunto del ejemplo anterior se
dice que es, por extensién, (se enuncian todos los elementos del
conjunto), y la forma segunda de describirlo se dice que es, por
comprensién, (se da un criterio de pertenencia, propiedad que cumplen
todos sus elementos y s6lo ellos).

Si B=1{1,2,3,4,5]}, entonces el conjunto también puede describirse
como

B={xIxesunentero, | <x<5}.

» Debe tenerse cuidado pues {x | | £x <5} no describe adecuadamente
el conjunto B, pues x = 5/ 2, por ejemplo, cumple la propiedad 1 <x <5,
pero no pertenece a B. Por lo que hay que tener en cuenta que cuando se
describe un conjunto por comprension el criterio de pertenencia tiene
que estar bien determinado.

Los conjuntos son totalmente conocidos cuando se conocen todos sus
elementos. Se dice que dos conjuntos A y B son iguales si tienen los
mismos elementos.
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Si A={4,9,16})y B= {x2 I X entero positivo, 2 < x < 4}, entonces
A=B.
Si A={a}y B={xIx=a},entonces A=B.

Sean A y B dos conjuntos se dice que A es un subconjunto de B o que
A esta contenido en B si todos los elementos de A son también
elementos de B, esto es si x € A entonces x € B, y se escribe

B oA.

Si A={1,2,3,5},B={3,4,5,6}y C={1,2,3,4,5,6}. Entonces
C oA,y C B, sin embargo A no estd contenido en B, ni B esta
contenidoen A.

Si Ay B son los conjuntos representados por las figuras siguientes:

2

Figura 1 ; Figura 2

En la figura 1, A estd contenido en B. En la figura 2, ni A esta
contenido en B, ni B esta contenidoen A.

* Los diagramas, como los de las figuras 1 y 2, se usan para mostrar las
relaciones entre conjuntos y se denominan diagramas de Euler-Venn o
diagramas de Venn. Los diagramas de Venn se usaran ampliamente a lo
largo de este tema.



3.1 Conjuntos

? i % Notas Historicas

Los diagramas de Euler-Venn son diagramas introducidos por el
matematico suizo Euler (1701-1783) para trabajar con conjuntos y son
simples circulos que representan a éstos. Posteriormente  fueron
utilizados por el 16gico inglés Venn (1834-1923).

« Sea A cualquier conjunto, entonces A D A, es decir cualquier
conjunto es subconjunto de si mismo.

Se denomina conjunto vacio aquel que no contiene ningun elemento
y se denota por & .

RN
3.1.1 Ejemplo

Demuéstrese que para cualquier conjunto A, A> Q.

Solucioén

Si el conjunto @ no estuviera contenido en A, significarfa que existiria
un elemento x € @ tal que x & A, pero el conjunto vacio no contiene
ningtin elemento, por lo que se llegaria a una contradiccion.

SRR
3.1.2 Ejemplo
Demuéstrese que para cualquier par de conjuntos

A=Bsiysélosi ADByBoA.

Solucién
Si A =B, entonces claramente A > B y B D A. Reciprocamente, si
A S ByBD A, entonces tenemos que todo elemento de A estien By
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que todo elemento de B estd en A, luego Ay B son iguales.

Cuando se trabaja con una familia de conjuntos, hay que tener en
cuenta que existe un conjunto universal U (que puede variar en cada
familia), tal que cualquier otro conjunto A que se mencione en la
discusiéon se puede considerar, si no se dice otra cosa, que es un
subconjunto de U.

Si se trabaja con los niimeros naturales y se mencionan los conjuntos
Ay B, hay que suponer que son subconjuntos de los nimeros naturales,
y no subconjuntos de un conjunto de libros o discos. En el caso de
nimeros naturales el conjunto universal es N.

Si en el conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5} se conociera que el conjunto
universal es el de los nimeros enteros, entonces estaria bien definido el
conjunto A como

A= X1 TSXS5).

 En la mayorfa de los problemas el conjunto universal serd evidente
por el contexto del problema. En los diagramas de Venn, el conjunto
universal U se indicard por un rectingulo, mientras que los conjuntos
contenidos en U se indicardn con circulos, como muestra la figura.




3.1 Conjuntos

Un conjunto es finito si tiene n elementos distintos para algin nimero
natural n. En este caso, a n se le llama el cardinal de Ay se denota por
[AL

Si A={3,4,5,7,8},entonces |Al=35.

Si A={ y2 | y es un niimero natural y2< 20 }setieneque A={ 1,4,
0,16}, luego 1A1=4.

Si A es un conjunto, entonces al conjunto de todas los subconjuntos de
A se le denomina conjunto de partes de Ay se indica por P(A).

Si A ={a,b,c},entoncesel conjunto de partes de A es el conjunto
P(A)={D, {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b.c}, {a,b,c}}.

Luego el cardinal de A, | A1=3, y el de partes de A, I P(A) =27 =8,

Calctilese el cardinal del conjunto y del conjunto de partes en cada
uno de los siguientes conjuntos

A = {x|x es un nimero natural, 2 x +7 =3}.

B = {x | x es un niimero entero, 3 X +5=-1}.

C = {x | x es un niimero entero, x2+4=13}.

Solucion

Si 2 x +7 =23, entonces 2 x =-4, asi x = - 2, como -2 no es un nimero
natural se tiene A= @, porlotanto |Al=1D1=0y P(A)={J}, asi

IP(A) 1=20=1,
Si 3x+5=-1,entonces 3x =-6y asi x =-2. Como -2 es un nimero
entero B = {-2},luego IBI=1yP(A)={J, {-2}}, asi [P(A) 1=21=2.
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Si x2+4 =13, entonces x2=9,yasi x =13, luego C = {+3,-3}, y asi
ICl=2y P(A)={@D, {+3},{-3}, {+#3,-3}}, asi IP(A) I=2%2=4.

* Se puede observar que el cardinal de las P(A), | P(A)l es siempre P AL

jplo

Encuéntrese, en cada apartado, el conjunto con el menor nimero de
elementos posible, que contenga a los conjuntos dados como
subconjuntos.

(a) {a,b,c}, {b,c,e,f}, {c,e, g}.

(b){1,2,3},{3,4},9.
Solucién

Enel caso (a) el conjunto sera

{a,b,c,e, f, g},
en el caso (b) el conjunto serd

{1,2,3,4}.

315 Ejempio

Sea A={ x|xesunenteroy x* <25 |, Responder si lo siguiente es
verdadero o falso.

(a) A>o{0,1,2,5}.
(b) A o {-3,-2,-1}.
(c) ADQD.
(d) A D {xIxentero positivocon x <4}.
(e) {-4,-2,-1,0,1,2,3,4} D A.
Solucién
(a) Es falso puestoque 5 ¢ A.
(b) Es verdadero.
(c) Es verdadero pues el @ es siempre un subconjunto de cualquier
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conjunto.
(d) Es verdadero.
(e) Es falso puesto que -3 pertenecea A y-3 ¢ {-4,-2,-1,0,1,2,3,4}.

Notas Historicas

La teoria de conjuntos fue creada por Cantor (1845-1918). Desde
1872 hasta finales del siglo XIX, la nocién de conjunto era intuitiva
(Considérense las definiciones dadas por Cantor y Dedekind al
comienzo del Tema). Esta utilizacién de los conjuntos sin la ayuda de
reglas precisas llevé rdpidamente a la aparicion de paradojas. Estas
paradojas no eran nuevas, ya en el siglo IVa.C,, un personaje de
Eubulides que siempre miente, declara que estd diciendo una mentira.
. Es esta frase la expresion de la verdad? Cualquiera que sea la respuesta
se llega a una contradiccién. Una paradoja parecida aparece en El
Quijote de Cervantes.

La primera paradoja estrictamente matemdtica aparecida fue dada por
Cantor, pero B.Russell (1872-1970) es el autor de la mas famosa:
Supongamos que se distingue entre conjuntos “normales” 'y
“anormales”; por normales se entiende aquellos conjuntos que no son
elementos de si mismos. Por ejemplo, el conjunto de los drboles en un
campo es un conjunto “normal”, pues tal conjunto no es ningun arbol.
Los conjuntos “anormales” son aquellos que se contienen a si miSmos:
El conjunto de los conjuntos es “anormal” pues a su vez es un conjunto.
Russell se pregunt6 por la naturaleza del conjunto de todos los conjuntos
normales. jera normal o anormal?. Si era normal no se contenia a si
mismo, con lo que formaba parte del conjunto de los conjuntos
normales, y, por lo tanto, era anormal pues se contenfa a si mismo.
Contradiccién. Si era anormal, se contenia a si mismo, con lo cual
formaba parte del conjunfo de los conjuntos normales y era por tanto
normal. Contradiccién de nuevo. Esta ingeniosisima paradoja mantuvo
en vilo a los mateméticos varios afios y motivé la axiomatizacion de la
teoria de conjuntos. La primera axiomatizacién de la teoria de conjuntos
se debe a Zermelo (1817-1953) en 1908; fue mejorada por Fraenkel
(1891-1965) en 1922 y con ella las paradojas antes mencionadas
desaparecen ya que uno de los axiomas dice “Ningin conjunto es
elemento de si mismo”.

47



3 Elementos de la teoria de conjuntos

B e e ]
3.2 Operaciones con conjuntos

48

En esta seccion se estudiardn varias operaciones que permiten crear
conjuntos a partir de conjuntos dados y desempenan un papel importante
en muchos temas posteriores.

Si A y B son dos subconjuntos de un conjunto universal U, se define
su union como el conjunto formado por todos los elementos que
pertenecena A 6 a By seindica por AU B,

AuB={xlxe A6xeB}.

e Téngase en cuentaque si x € A UB,entoncesxe A 6 xe B¢
pertenece a ambos.

* Se puede ilustrar la union de dos conjuntos con un diagrama de Venn
como sigue: Si A y B son dos conjuntos dados por la figura 1, entonces
A U B es el conjunto de puntos en la regiéon sombreada como lo indica
la figura 2.

AUB

Figura 1 Figura 2




3.2 Operaciones con conjuntos

2.3, 4,.,10), A=11,2,34,5,, B={3,4,56} ¥

Si U= 34
& 2,6,7,9}, entonces

U
C={1,

{
AuB={1,2,3,4,56}, AuC=(1,2,3,4,5,6,7,9}y
Bw C={1,2,3,4,5,6,7,9}.

« Obsérvese que Ay B son distintos pero, en cambio, A UC=B U C.

Si A y B son dos subconjuntos de un conjunto universal U, se define
su interseccién como el conjunto formado por todos los elementos que
pertenecen tanto a A como a B y se indica por A N B.

ANnB={xlxe AyxeB}.

» Se puede ilustrar la interseccion de dos conjuntos con un diagrama de
Venn como sigue. Si A y B son dos conjuntos dados por la figura 3,
entonces A N B es el conjunto de puntos en la regién sombreada, como
lo indica la figura 4.

ANB

Figura 3 Figura 4

Si U, A, By C son los conjuntos anteriores. Entonces
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A NnB={3,4,5},A nC={1,2},B NnC={6].

* Las operaciones unién e intersecciéon se pueden generalizar para tres
0 mds conjuntos. Asi pues:

AuUBUC=(xlxe A6xeBé6xeC},
ANBNC={xlxeAyxeByxeC}.
Dados los conjuntos A ={a, b,c,d},B={a,b,e,f} y C={a,c,d,e,f},
AuBuUC={ab,c,d,e,fly AnBnNnC ={a}.

Si A y B son dos conjuntos se define el complementario de B con
respecto a A, como el conjunto de todos los elementos que pertenecen a
A peronoaByseindica por A - B.

Si A es el conjunto universal U, entonces a U - B se le llama el
complemento de B y se indica por BF.

* Por comprension se puede escribir
A-B={xe Alxe¢B}y B°={xe Ul xe¢B}.
* Se puede ilustrar el complementario de B con respecto a A y el

complemento de B con diagramas de Venn como se indican en las
figura 5y 6, por los conjuntos de puntos de las regiones sombreadas.

2% N\

=i
A-B k

Figura 5 Figura 6




3.2 Operaciones con conjuntos

Siu={1,2,3,...,8,9},A={1,2,4,6,8} yB={2,4,8,9}. Entonces
A-B={1,6},B-A={9},A°=(3,5,7,9} yB°={1,3,5,6,7}.

3.2.1 Ejemplo

SeaU={1,2,3,..,89},A={1,2,4,6,8}, B={2,4,5,9} ,C={xI
X €s un numero natural y x2 < 25} y D= {7, 8}. Calciilese (a) A U B.
(b) A-B.(c) (A UB)®.(d) BuC)ND" (e) (A NB) U(B-A).
Solucion

(a) AuB={1,2,4,5,6,8,9}.

(b) A-B=1{1,6,8}.

(c) (A UB)={3,7}.

(d)ComoC=1{1,2,3,4,5},BuC={l1,2,3,4,5,9}, y puesto que
D¢={1,2,3,4,5,6,9} entonces (BUC)ND®={1,2,3,4,509}.

() Como A NB={2,4} yB-A={(5,9} entonces (A NB) U(B-A)
={2,4,5,9} =B.

“Ejemplo
Dado el diagrama de Venn

U A B

6%0 :

e

responder si lo siguiente es verdadero o falso.
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(a)5€¢e AnBNnC.
(b)4e(B-A)uUCE.
(c)2e(BnA) NnC"
(d)6e(C-A)u(C-B).
(e)l1e(C-A)UB.
H3e(ANBNC)u((B-A)nNn(B-0)).
(g) 7€ A°N(B-A).
Solucién
(a), (b), (¢), (d) y (f) son verdaderos, (¢) y (g) son falsos.

% i % Notas Historicas

Las operaciones con conjuntos que se han definido cumplen muchas
propiedades algebraicas que se satisfacen en los nimeros reales, la
mayoria de ellas fueron establecidas por el matematico ingles George
Boole (1815-1864) que formalizé un algebra con conjuntos, presentado
en la obra ” Investigation of the Law of Throught”, que publicé en 1854.

Dados dos conjuntos A y B, los pares ordenados de la forma (x, y)
con x€ A ey e B forman un tercer conjunto que se designa por AxBy
se denomina producto cartesiano de A por B (en este orden).

» Por ser los elementos de A x B pares ordenados, se tiene que si (X, y),
(x',y)€e AxB,entonces (x,y)= (x,y)siysolosix=x'ey=y"

Este concepto se generaliza a un nimero finito de conjuntos Aj,
A,,...,A,. El conjunto producto Ajx AsX...xA; es el formado por todas
las n-tuplas (X1, X,...,Xp) CON X €A, Xy € Ayp,.... X, €A,

SiA={1,2,3} yB={3,4}, entonces:

AxB={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4).(3.,3). 3.9},

BxA={(3,1),(3,2),(3,3).4,1),(4,2),(4,3)},



3.3 Aplicaciones

BZ=BxB={(3,3),(3.4), (4,3),(4,4)},

B>=BxBxB ={(3,3,3),(3,4,4),(3,3,4),(3,4,3),(4,4,4), 4, 3,
3),(4,4,3),(4,3,4)}.

* Obsérvese que en el ejemplo anterior (1,4) € A x B y no pertenece a
B x A. En general, salvo cuando A = B, se tiene que A x B es distinto de
BxA.

Si consideramos el conjunto de los nimeros reales R,

RxR=R’*={(x,y)Ix,ye R},

que se conoce como el plano real de la geometria, en €l las figuras
geométricas como los tridngulos, cuadrados, circunferencias o rectas

son subconjuntos importantes. Asimismo, R? = Rx R x R representa el
espacio euclideo tridimensional, donde las esferas y planos, son
subconjuntos importantes.

3.3 Apliccne "

Cuando se mira el escaparate de una tienda se ven una serie de objetos
y unos carteles con el precio de cada uno de estos objetos. Si designamos
por A el conjunto de los objetos, y por B el conjunto de los precios,
entonces la asignacion de un precio a cada objeto establece una
aplicacion entre el conjunto Ay el B.

Una aplicaciéon es una relaciéon (o correspondencia) entre dos
conjuntos de tal manera que a cada elemento del primer conjunto le
corresponde un tnico elemento del segundo. Formalmente se puede
decir de la siguiente forma:

Sean A y B dos conjuntos. Una aplicacion de A en B es una terna
formada por tres conjuntos f = (C, A, B) donde C es un subconjunto de
A x B, tal que paracadaa € A existe un tinicob € B, tal que (a,b) € C.
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Si consideramos A como el conjunto de los habitantes de una ciudad
y como B el conjunto de nimeros entre 0 y 200, entonces la asi gnacion a
cada habitante de su edad define una aplicacién entre los conjuntos A y
B.

Si A es el conjunto de las vocales, B el conjunto de los nueve primeros
niimeros naturales y Cel subconjuntode A x B

C={(a, 1), (e,3),(,4),(0,4), (u, N}

Entonces el conjunto C determina una aplicacion f = (C, A, B) entre
el conjunto A y el B, en el cual a cada vocal se le asigna un nimero.

Si f=(C, A, B) es una aplicacién, entonces (x, y) € C se suele escribir
simbélicamente y = f(x), que se lee “y es la imagen por f de x”. La
aplicacion se escribe de la forma f: A — B.

En el dltimo ejemplo se puede decir que f: A — B, viene definida de
la siguiente forma

f(a)=1, f(e)=3, f(i)=4, f(0o)=4, f(u)=7.

Si A=N y B=N entonces la aplicacién asociadaa C={(n, n?) |
n € N} se puede definir de la siguiente forma, dependiendo de una
variable x, f(x) = X2, que es la aplicacién que asigna a cada nimero
natural su cuadrado.

Si A=2Z y B =Z entonces la aplicacién f definida de A en B
f:Z — Z,por f(x)=2.x asocia a cada nlimero entero un nimero par.

Sea A un conjunto; llamaremos aplicacién identidad de A, a la
aplicacién de A en A que asigna a cada elemento de A el mismo
elemento; normalmente se la suele denotar por Id,, asi se podré definir

la aplicacion identidad como Id 5 (x) = x para todo x de A.

Sean f y g dos aplicaciones de A en B f, g : A — B, diremos que f es
igual a g y escribiremos f=g si f(x)=g(x) paratodox de A.
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Sea f una aplicacién de A en B y sea X un subconjunto de A. Se
denomina imagen de X por f y se designa por f(X) al subconjunto de B
definido por f(X) = { f(x) | x € X }. Con otras palabras, f(X) es el
conjunto de las imdgenes de los elementos de X por la aplicacién f.

Sea Y un subconjunto de B. Se denomina imagen inversa de Y por f'y
se designa por 1 (Y) al subconjunto de A definido por

fly)={xIf(x)e Y}.

Si A={l,2, 3,.. 9} yB=N, entonces dada la aplicacion
f(x) = 2x + 1, se tiene f(A) = {3,5,7,9,11, 13, 15, 17, 19}.

Si Y=1{2,3,4,5},entonces f!(Y)={1,2}; si T={3,5},entonces
£l (M={1,2}y siW={2,4,6,8, 10}, entonces flow)=@.

» Obsérvese que si f: A — B es una aplicacion y X#J es un
subconjunto de A entonces f(X) # . En cambiosi Y es un subconjunto
deB, f l( Y) puede ser el vacio.

e ]
3.3.1 Ejemplo

Sea f: R — R, f(x) = x2. Determinese f(A) para los siguientes
subconjuntos A de R.

(a)A=1{2,3},(b)A=[-2,2],(c) A=(-3,2).
Solucién

(a) Si A={2,3}, entonces f(A)={4,9}.

(b) Si A =[-2,2], entonces f(A) = {x2 | xe[-2,2]}=1[0,4].

(c) Si A =(-3,2),entonces f(A)={x*lxe(-3,2)}=[0,9).

+ Son frecuentes en los medios de comunicacién expresiones del tipo:
El consumo de gasolina de una moto estd en funci6n de la velocidad de
la misma. La factura mensual del teléfono estd en funcién de los pasos
del contador. El precio del billete de avién estd en funci6n de la distancia
que existe entre el origen y el destino.
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Todas estas frases establecen una dependencia entre determinadas
magnitudes, de tal manera que, fijadas unas magnitudes (velocidad,
pasos de contador, distancia), podemos hallar, con arreglo al criterio que
se establezca, los valores correspondientes de la otra magnitud.

A las aplicaciones de este tipo se les suele llamar también funciones.

Asf la aplicacién f : R — R definida por f(x) = x - 4, que a cada
niimero real lo que hace es restarle 4, se le puede llamar también funcién
de R en R.

Sabemos que el espacio recorrido por un coche a velocidad constante
depende s6lo del valor del tiempo, y es igual a la velocidad por el
tiempo. Si nosotros sabemos que un coche va a 60 Km por hora,
entonces la aplicacién que da el espacio recorrido es una funcién de R
en R definida por f(t) =60.t, donde t es el tiempo medido en horas.

En los dos ejemplos anteriores se puede observar que existen unas
variables que se fijan previamente X o t, a estas variables se les llaman
variables independientes, y a las variables que se deducen de las
anteriores: x - 4, 60. t se les llama variables dependientes ya que estas
dltimas dependen de los valores de las otras variables previamente
fijados.

« Para determinar completamente una funcion es necesario conocer: El
conjunto inicial donde toma valores la variable independiente. El
conjunto final donde toma valores la variable dependiente. La regla que
permite asociar a cada elemento del conjunto inicial su correspondiente
imagen en el final.

Asi, dada la funcién fde R en R definida por f(x)=1x1,se tiene que
esta funcién esta bien definida porque conocemos el conjunto inicial R,
el conjunto final Ry la regla que la determina: asociar a cada nimero
real su valor absoluto. Obsérvese que f(R) es el conjunto de los nimeros

reales positivos con el cero, estoes R* U {0} que, como se observa es
un subconjunto del conjunto final.
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% % % Notas Historicas

La palabra funcién fue introducida en 1694 por G. W. Leibniz
(1646-1716) para denotar una cantidad asociada a una curva. Alrededor
de 1718, J. Bernouilli (1667-1748) consideré la funcién como una
expresién algebraica formada por constantes y una variable. Las
ecuaciones o férmulas con constantes y variables aparecieron despu€s
con L. Euler (1707- 1783). En el trabajo realizado hacia 1734 por Euler
y A. Clairant (1713-1765) se encuentra también la notacion f(x) que
todavia se usa en la actualidad. P.G.L. Dirichlet (1805-1859) estableci6
una formulacién més rigurosa de los conceptos de variable, funcién y
correspondencia entre la variable independiente x y la dependiente y
cuando y = f(x). El estudio de Dirichlet destacé la relacién entre dos
conjuntos de nimeros. Con el desarrollo de la teoria de conjuntos
durante los siglos XIX y XX, se establecio la generalizacion de funcion
como un tipo especial de aplicaciones.

Se dice que una aplicacién f: A — B es inyectiva cuando a cada dos
elementos distintos de A le hace corresponder dos elementos distintos
de B, es decir, cuando

X,y € A con f(x)=f(y) implica x=y.

La aplicacién Idy : N — N, definida por Idy (n) = n es una aplicacion
inyectiva ya que si Idy (x) =Idn(y) entonces Idy (x) = x =y = Idn(y).
~ La aplicacion f: N — N definida por f(n) = 2n + 3 es una aplicacion
inyectiva puesto que si
f(x)=1(y), entonces 2x+3 =2y +3, luegox =y.

La aplicacién definida anteriormente f: R — R por f(x) =1 x | no es
inyectiva puesto que f(-3) = f(3) =3.
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RN
3.3.2 Ejemplo

Para cada una de las siguientes aplicaciones determinese en qué caso
la aplicaci6n es inyectiva.

@f:N >N, f(x)=2x>+1.

(b)f:R - R, f(x)=2%
Solucion

(a) f es inyectiva puesto que si f(x) = f(y), se tiene que 2 xX+1=2 y3

+ 1, operando tenemos que X0 = y3, luego (x!y)3 =1,y asi x/y=1,
porlotantox=y.

(b) f es inyectiva puesto que si f(x) = f(y), se tiene que 2* = 27,
entonces 2%/ 2Y =1, porlotanto2*"Y=1,asi x-y=0, luegox=y.

Se dice que una aplicacién f: A — B es sobreyectiva (0 suprayectiva)
cuando todo elemento de B tiene al menos un original en A, es decir,
cuando paracada y € B existe al menos un x € A tal que f(x) =y.

« Obsérvese que una aplicacién f: A — B es sobreyectiva si y s6lo si
f(A)=B.

Si A={1,2,3,4}y B={a,b,c} entonces la aplicacién f: A — B
definida por f(1) = a, f(2) = a, f(3) = b, f(4) = c, es sobreyectiva, puesto
que f(A) = {a, b, c}= B, pero en cambio la aplicacién g: A — B,
definida por g(l) =b, g(2) =c, g(3) =c, g(4) = b, no es sobreyectiva
puesto que g(A) = {b,c} #B.

La aplicacién f: R — R definida por f(x) = 2x + 5 es sobreyectiva
puesto que dado un elemento y € R, se tiene que existe un x € R, con
f(x) = y. Veamos cual es el x, como f(x) =2x + 5=y, entonces 2x =y - 5,
por lo tanto si tomamos como x = (y-5)/2, se tiene que

f(x) =f((y-5)/2)=2(y-5)/ 2+ 5=y.

La aplicacion f: R — R definida por f(x) = xZ, no es sobreyectiva,

puesto que -3 no se puede obtener como imagen de x para ningin
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nimero real X, puesto que si f(x)= x2 = -3, se obtendria que el cuadrado
de un nimero real es negativo, lo que es una contradiccion.

e
3.3.3 Ejemplo

Encontrar todas las aplicaciones sobreyectivas que se pueden definir
de A={a,b,c}en B={1,2}.

Solucién
Las aplicaciones sobreyectivas que se pueden definir son las
siguientes
fi(a) =1 f(b) =2 fi(c) =1
fr(a)=1 fH(b)=1 fo(c) =2
f3(a) =1 f3(b) =2 f3(c)=2
fa(a) =2 f4(b) =2 f4c)=1
fs(a) =2 fs(b) =1 fs(c) =2
fg(a) =2 fg(b) =1 fgc) =1

Por lo tanto hay seis aplicaciones sobreyectivas.

Se dice que una aplicacion f : A — B es biyectiva cuando es
simultdneamente inyectiva y sobreyectiva.

SiA=1{1,2,3} y B={a,b,c}, entonces la aplicacion f definida por
f(1) =a, f(2)=b y f(3) =c es biyectiva.

Si f: Nu {0} = N es la aplicacién definida por f(x) = x +1,
entonces f es inyectiva puesto que si f(x) =f(y), entonces x +1 = y +1,
asf x =y. Ademds f es sobreyectiva ya que dadoy € N, se tiene que
f(y - 1) =y -1+1 =y. Por lo tanto f es biyectiva.
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N
3.3.4 Ejemplo

Para cada una de las siguientes aplicaciones g : R — R determinese si
la aplicacién es inyectiva y si es sobreyectiva. Si la aplicacion no fuera
sobreyectiva, determinese la imagen g(R)

(a)g(x)=4x+7.

(b) g(x) =x2 +x.
Solucion

(a) g(x) es inyectiva, puesto que si g(x) = g(y), entonces 4 x + 7 =
4y+7luegox=y.

g(x) es sobreyectiva, yaque dadoy € R, se tiene que f((y-7)/4)=y.

(?) g(x) no es inyectiva, puesto que g(0)=0y g(- 1)=(- 1)2 +(-1)=
1-1=0.

g(x) no es sobreyectiva ya que dado y se tiene que si f(x) =y,
(-1)£./1 +4y
2
J1+4y es un nimero real sélosi 1 +4y =0, luegody=2-1,y2-1/4,

por lo tanto no todo niimero real se puede obtener como imagen por uno
de g, asi porejemploel -1 no se puede obtener. La imagen de g es

2 2

entonces X“+x=y,asi x“+x-y =0, luegox = , pero

g(R)={y e Rl y=-1/4}.

Sean f: A — B, g: B — C, se define la aplicacién compuesta,
denotada por go f: A — C, como la aplicacion definida por go f(x)=
g (f(x)) paracada x € A.

SiA={1,2,3,4},B={ab,c},C={w,x,y,2z},con f:A - By
g : B — C, dadas por
f(1)=a, f(2)=a, f(3)=b, f(4)=c.
ga)=x, g(b)=y, glc)=z.
Entonces
go f(1) =g(f(1))=ga)=x, go f(2) =g(f(2))=g(a)=x,
g0 £(3) =g (f3) =gb)=y, go f(4) =g(f4)=glc)=z



3.4 Ejercicios

Sean f: R —> Ry g: R — Rlas aplicaciones definidas por f(x) = x2,
g(x)=x+5. Entonces

go f(X)=g (f(x)) = g(xz) =x%+ 5, mientras que
fo g(x)=f(g(x))=f(x +5)=(x+5)% =x>+10x +25.

» Eneste ejemplo se puede calcular gof(x) y fog(x), pero en cambio
g0 f(2) =9 #49=1f. g(2).

Sea f: A — B una aplicacidn, se dice que f es invertible si existe una
aplicacién g: B — A, talque go f(x)=Ida (x)y fo g(x)=Idg(x),ala
aplicacién g se le llama inversa de A.

Si fy g :R—R,definidas por f(x) =2 x+ 5, g(x) =(x-5)/ 2.
Entonces:
go f(x) = gf(x)=g(2x+5)= [(2x+5)-5]/2=x,
fog(x) = flgx)=f((x-5)/2)= 2[(x-5)/2]+5=x,
luego go f(x)=Idg (x) y fo g(x)=Idg (x).

* En el ejemplo anterior las funciones f y g tienen inversas, se podria
comprobar ficilmente que fy g son biyectivas; en general se tiene que f
es invertible siy sélo si fes biyectiva.

jercicios

1.- ;Cuales de los siguientes conjuntos son no vacios? En el caso de
que no lo fueran, jcial es su cardinal y el de su conjunto de partes?

A = { x|xesunnimeronatural, 2x+3=1}.
B = { x| x es un nimero entero, S5x+3=12}.

C = { x | x es un nimero entero, x2-1<77).
2.-Sean U={1,2,3,4,5,6,7,8,9},A={1,2,3,5}, B={2,3,7,8}
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y C={4,56728}.

Calculese

(a) (A UB)NC.

(b) (A-B) nC".

(c) (A -B)u(@B -0O)".
(d Buln (A NnB)~.

3-Seaf:R—- R, f(x)= 2x% + 1. Determinese f(A) para cada uno de
los siguientes subconjuntos A de R.

(@) A={-3,-1,0,2,5, /16}.

(b) A=(-2,3).

() A= (-4,7].

4.- Encuéntrense todas las aplicaciones inyectivas que se pueden
definirde A={1,2,3}en B={a,b,c,d}.

5.- Sean f: R—= R y g: R — R las aplicaciones definidas por

f(x) = x2 + 1 y g(x) = 3x + 5. Estudiese si estas aplicaciones son
biyectivasy calciilese go f(x), fo g(x), go g(x), go fo g(x).
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En este tema se van a estudiar algunas técnicas basicas para contar
elementos de conjuntos diversos de objetos. Estas técnicas estdn
relacionadas  principalmente con problemas de cdlculo de
probabilidades, como veremos en la seccién siguiente, pero no
exclusivamente. En todos los ejemplos que vamos a ver serd necesario
contar ctiantos elementos poseen los conjuntos implicados en cada
problema particular. En los ejemplos elementales esto serd ficil de
calcular, pero existen conjuntos finitos para los que el célculo del
nimero de elementos no es trivial.

4.1 Principios de Adicion y de Multiplicacion

En esta seccion se van a estudiar dos principios bdasicos para contar
elementos de un conjunto: El principio de Adicion y el de
Multiplicacién. Dichos principios estdn motivados por problemas como
los siguientes:

* Un restaurante tiene una carta que consta de cuatro primeros platos y

tres segundos. ;Cuiantos menis formados por dos platos, uno del primer
grupo y otro del segundo, se pueden confeccionar?

* Consideremos el experimento de lanzar una moneda al aire tres
veces. ;De ciantas maneras se puede obtener una, dos o tres caras?
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» ;Cuantos grupos de seis cartas se pueden formar con una baraja de 40
cartas, si cada carta puede ser un elemento cualquiera de la baraja?

Sea S un conjunto finito no vacio. Se designard por IS| al cardinal de S,
es decir,al nimero de elementos de S. En particular I = 0.

El Principio de Adicion se puede expresar, en un lenguaje mas
informal pero mds intuitivo, de la siguiente manera: Si hay r; objetos

diferentes en A, rp objetos en A, , ..., r, objetos en A, , y los diferentes

conjuntos no tienen elementos comunes, entonces el nimero de formas
de elegir un objeto de uno de los n conjuntosesry +rp +... + 1.

ST
4.1.1 Ejemplo

Consideremos el experimento de lanzar una moneda al aire tres veces.
. De ctiantas maneras se puede obtener una , dos o tres caras?

Solucién

Designemos los resultados de obtener cara o cruz, respectivamente
por C 6 +. Sean A, Ay y A3 los conjuntos formados por los resultados

“obtener exactamente una cara”, “obtener exactamente dos caras” y
“obtener exactamente tres caras”, es decir,

Ay BHOC 4 ) (69 01k 4 JO T,
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Ay={(+,C,C),(C,+,C),(C,C,+)},
A3={(C,C,C)}.

Puesto que los conjuntos son disjuntos dos a dos, aplicando el Principio
de Adici6n se tiene:

IAJUA UAsI=IAl+1A 1 +1A31=3+3+1=7.

41.2
En el lanzamiento de dos dados, ;de cuantas maneras se puede
obtener que la suma de ambos resultados sea siete u ocho?

Solucion

Al resultado del lanzamiento de dos dados le asociamos un par
ordenado (a, b) donde “a” representa el resultado del primer dado y “b”
el resultado del segundo. Obviamente a, be {1, 2, ..., 6}. Sean A y B los
conjuntos de pares ordenados que tienen como resultado siete y ocho
respectivamente. Entonces,

A={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6, D},
B={(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)}.
Observamos que A N B =@. Por el Principio de Adicion
A U BI=IAl+IBI,
es decir,

IAUBI=6+5=11.
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* Forma préctica del Principio de Multiplicacion.

El resultado anterior se puede exponer de un modo informal, pero mas
practico, como sigue: Supongamos que un experimento consiste en
seleccionar n objetos de manera que primero se elige un elemento de un
subconjunto de m; objetos, posteriormente se elige otro de un

subconjunto de m, objetos y asi sucesivamente. Para la eleccién n-ésima
se dispone de m,, objetos. Entonces, la seleccién se puede realizar de

m,mz mn
formas diferentes.

* En muchas aplicaciones el conjunto de elecciones para el n-ésimo
objeto puede ser dificil de precisar, pues no puede determinarse hasta
después de haber hecho las elecciones precedentes, sin embargo al
aplicar el Principio de Multiplicacién no es necesario conocer el
conjunto de elecciones posibles para el n-ésimo objeto, sino inicamente
el niimero de elecciones posibles para el n-ésimo objeto.

R
4.1.3 Ejemplo

Un restaurante tiene una carta que consta de cuatro primeros platos y
tres segundos. ;Ciantos menus formados por dos platos, uno del primer
grupo y otro del segundo, se pueden confeccionar?

66



4.1 Principios de Adicién y de Multiplicacion

Solucion

Denotemos por 1, 2, 3 y 4 los primeros platos de la cartay por A,By C
los segundos platos.

Construyamos el siguiente diagrama en forma de arbol:

Segundos platos
Primeros platos

|

oée

e e Ry

QIOC

O,

AOOPEER

luego los menis que se pueden formar son
LA IR, I
2A,2B,2C
3A, 3B, 3C
4A,4B,4C

Por tanto hay 12 posibilidades. Este resultado se puede obtener de forma
mas rapida aplicando el Principio de Multiplicacion. En este caso A,

consta de cuatro elementos y A, de tres. El conjunto de pares distintos

(Primer plato, Segundo plato)
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serd, teniendo en cuenta que no hay platos comunes:

IAI XA2|=|A1||A2|=4.3= 12,

RS
4.1.4 Ejemplo

Ciiantos grupos de seis cartas se pueden formar con una baraja de 40
cartas, si cada carta puede ser un elemento cualquiera de la baraja?
Solucién

Es un ejemplo de lo que se denomina muestreo con reposicion. Sea A
el conjunto formado por las 40 cartas. Sacamos una carta y la apuntamos
como primera componente del grupo de seis. Devolvemos la carta a la
baraja y volvemos a sacar otra carta y la apuntamos como segunda
componente y asi sucesivamente, hasta que se han completado las seis
extracciones. De esta forma una misma carta puede aparecer varias
veces en el grupo de seis cartas. Aplicando el Principio de
Multiplicacién, segin fue descrito en su forma préctica, se puede elegir
la primera carta de 40 formas distintas, la segunda de otras 40 formas y
asi sucesivamente; luego el nimero de grupos de seis cartas que se
pueden obtener es

40.40.40.40.40 .40 =4096000000.

SRS ARIRRR
4.1.5 Ejemplo

68

Se dispone de una urna que contiene 40 bolas y se extraen 4 bolas sin
devolver la bola extraida. Calcular el nimero de formas de obtener 4
bolas.

Solucion

Muestreo sin reposicién. Aplicando el Principio de Multiplicacion, en
su forma practica, se tiene que la primera bola se puede elegir entre 40
diferentes; como la bola extraida no se devuelve a la urna, para la
segunda extraccién disponemos de 39 bolas y , por lo tanto, de 38 y 37
para las otras extracciones. Asi el nimero buscado serd:

40.39.38.37=2193360.



4.2 Variaciones, Permutaciones y Combinaciones

R
4.1.6 Ejemplo

(Cuiantos ntmeros naturales n (distintos) existen que satisfagan
5000 < n < 10000 y tengan todas sus cifras diferentes?

Solucién

Puesto que n estd acotado por 5000 y 10000 debe ser un niimero de 4
cifras. Como 5000 < n, la cifra de las unidades de millar sera 5,6, 7, 8 ¢
9. Luego para los millares disponemos de cinco cifras. Una vez elegida
las cifras de las unidades de millar disponemos de 9 cifras para las
centenas (los diez digitos menos el ya elegido par las unidades de
millar). Andlogamente disponemos de 8 cifras para las decenas y de 7
para las unidades. Por lo tanto habra

5.9.8.7=2520

numeros que satisfagan las condiciones del enunciado.

4.2 Variaciones, Permutaciones y Combinaciones

En esta seccién se estudian las distintas colecciones que se pueden
formar, segin una ley dada, con elementos de un conjunto finito. En
particular estableceremos los conceptos de variacion, permutacién y
combinacién y deduciremos las férmulas para calcular sus valores.

Sean A un conjunto finito con n elementos (n > 0) y r un nimero
natural r<n.

Una variacion de orden r de A es una lista ordenada (ay, ay, ..., a,) de
elementos de A distintos dos a dos. Diremos que dos variaciones son
diferentes si algin elemento de una de las dos listas no se encuentraen la
otra, o bien si las dos listas contienen los mismos elementos en distinto

orden.
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+ Designaremos el nimero de variaciones de orden r del conjunto de n
elementos A por V(n, r). En ocasiones se utiliza la frase: V(n, r) es el
ntimero de variaciones de n elementos tomados de ren .

TSI
4.2.1 Ejemplo
Sea A = {a, b, c}. Las posibles palabras de dos letras que se pueden
formar con los elementos de A, sin que se repita ninguna de las letras,
son las variaciones de orden 2 del conjunto A, y éstas son precisamente

ab, ba, ac, ca, bc, cb,
luego su niimero es V(3,2) = 6.

« Si(ay,ap,..,a)esuna variacién de orden r de A, entonces podemos
asociarle la aplicacion inyectiva

definida por o(i) = a;, p:ira 1 <i<r. Ademds a cada aplicacion inyectiva
i1V 2 L, 1 A,

le podemos asociar la variacion (o(1), 6(2), ..., 6(1)).

Por lo tanto es equivalente el definir una variacion de orden r como
una lista ordenada (aj, ay, ..., ;) de elementos de A distintos, o bien
mediante una aplicacion inyectiva o : £1.2 ..ol =3 AL

R S
4.2.2 Ejemplo
Sea A = {a, b, ¢, d}. Cada una de las parejas de elementos ab, ad, ac,
de es una variacién de orden dos de A, y las ternas abc, abd, bad son
variaciones de orden tres de A. Dichas variaciones se pueden representar
mediante aplicaciones inyectivas de la siguiente forma:
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N | /...; \ TN 7
b2 ‘ s | b
i e 9. "M e t
: woss AL
4 e
\ _____/"I '\.___,./f e ___/' L5 S
(ab) : (ad) :
o(l)=a,02)=b o(l)=a,0(2)=d
[ 1——ma | S R vd
9 —— b 2 /.‘(/'/ b i
| (0] c | g c ‘
‘ | # d ) ‘IL d | etc.
(abc): (bad):

o(l)=a,0(2)=b,0(3)=c

o(l)=b, o(2)=a, 6(3)=d
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S TR
4.2.3 Ejemplo

5!1=5.4.3.2.1=5.4!=5.24=120.

R
4.2.4 Ejemplo

72

Probar que el nimero de biyecciones distintas de A = {ay, aj, ..., a,}
enB={b,by,....b,} esnl.
Solucion

Para construir una biyeccioén f : A — B se debe indicar la imagen de
cada a; € A. Consideremos el primer elemento aj; se puede entonces

tomar como imagen, f(a,), cualquiera de los n elementos de B. Una vez
fijado f(a,) se dispone de n - 1 elementos distintos en B para la imagen
de a,. Continuando el proceso tendremos dos elementos para la imagen
de a,_; y uno sélo para la de a, . Por el Principio de Multiplicacion el
ndmero total de biyecciones entre A y B serd:

n.(n-1).(n-2).....2.1=n!

P
4.2.5 Ejemplo

Se deja como ejercicio el probar, utilizando un razonamiento analogo
al del ejemplo anterior, que el nimero de aplicaciones inyectivas de A =
{aj,ay,....,a;}enB={by,by,..., by}, conr<n,es
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n.(n-1)....(n-r+1)=

(n—r1)!

Como consecuencia del ejemplo anterior y de la descripcion de las
variaciones en términos de aplicaciones inyectivas se tiene:

TR
4.2.6 Ejemplo

(a) ;Cuantas palabras diferentes de seis letras distintas pueden
formarse con los elementos del conjunto A = {a, b, c,d,e, f, g,i,1,m}?

(b) ; Cdantas de esas palabras contienen la letra b?
Solucion
(a) Como consecuencia del resultado anterior se tiene

V(10,6)=10!/4!=10.9.8.7.6.5=151200.

(b) Supongamos una palabra que contenga la letra b. Esta letra puede
ocupar una de las seis posiciones dentro de la palabra. Una vez fijada su
posicién tenemos que colocar cinco letras diferentes tomadas del
conjunto A - {b}, es decir, de un conjunto de 9 letras. Por el Principio de
Multiplicacion se tiene:

6.V(9,5)=6.(91/41)=6.9.8.7.6.5=90720.
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L
4.2.7 Ejemplo

74

Se forman con las cifras 1, 2, 3,4, 5 y 7 niimeros con cinco de ellas no
repetidas.

(a) ; Cdantos niimeros se pueden formar?

(b) {Ctantos de ellos son multiplos de 4 y ciiantos son miiltiplos de 27
Solucion
(a) La cantidad de nimeros que se pueden formar con cinco cifras (de las

dadas) es igual al nimero de variaciones de 6 elementos tomados de
cinco en cinco:

6!

V(6,5)=

(b) De los niimeros que se pueden formar, con las cifras dadas, s6lo son
divisibles por cuatro aquellos que acaban en 12, 24, 32, 52 y 72.
Consideremos un nimero de cinco cifras, formado con las seis dadas,
que acabe en 12; para completar dicho nimero debemos ocupar sus tres
primeras posiciones con cifras distintas tomadas del conjunto {3, 4, 5,
7)=1{1,2,3,4,5,7} - {1, 2}. Entonces se podran formar con las cifras
(1,2, 3,4, 5,7}, V(4, 3) nimeros que terminan en 12. Efectuando un
proceso andlogo al anterior para los ndmeros con las otras
terminaciones, encontramos en total 5. V(4, 3) = 120 nameros.

Un niimero es miltiplo de 2 si es divisible por 2, es decir, en nuestro
caso, si termina en 2 6 4. Para formar los nimeros pedidos, tanto en un
caso como en el otro, hay que tener en cuenta que queda fijada la Gltima
cifra del nimero y las cuatro restantes se pueden llenar con algunas de
las otras cinco del conjunto dado, luego se tendrdn 2 . V(5, 4) niimeros
que son multiplos de 2, es decir, 240 nimeros.

Sean A un conjunto finito con n elementos (n > 0) y r un nimero
natural.

Una variacion con repeticion de orden r de A es una lista ordenada
(aj, a, ..., a;) de elementos de A, en donde los elementos pueden
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repetirse. Diremos que dos variaciones con repeticion son diferentes si
algtin elemento de una de las dos listas no se encuentra en la otra, o bien
si las dos listas contienen los mismos elementos en distinto orden.

* Se designar4 el nimero de variaciones con repeticion de orden r del
conjunto A con n elementos por VR(n, r). En ocasiones se utiliza la
expresién: VR(n, r) es el nimero de variaciones con repeticion de n
elementos tomadosderent.

]
4.2.8 Ejemplo

Sea A = {a, b, c}. Las palabras de dos letras que se pueden formar,
tomando dos letras iguales o distintas, del conjunto A son:

aa, bb, cc, ab, ba, ac, ca, bc, cb,

luego su nimero es VR(3,2)=9.

* (bservacion:

Si (aj, ag, ..., a;) es una variacién con repeticion de orden r de A,
entonces podemos asociarle la aplicacion

definida por o(i) = a;, 1 <i<r. Ademds a cada aplicacion
o:11,2,...r} = A,

le podemos asociar la variacién con repeticion de orden r,
(o(1),0(2), ..., 6(r)).

Por tanto es equivalente el definir una variacién con repeticion de
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orden r como una lista ordenada (a, a,, ..., a,) de elementos de A, o
como una aplicaciéno: {1,2,...,r} = A.

SR
4.2.9 Ejemplo

Aplicando el Principio de Multiplicacién, probar que si A y B son dos
conjuntos con r y n elementos respectivamente, entonces, el nimero de

aplicacionesde AenBesn".

S
4.2.10 Ejemplo

En el juego de las quinielas, ;jcudl es el nimero minimo de columnas
que han de rellenarse para acertar con seguridad los catorce signos?

Solucién

Una columna es un conjunto con 14 huecos. En cada uno de ellos
podemos poner uno de los tres signos 1, X, 2.

Se trata de hallar el nimero de variaciones con repeticién de orden 14
(los 14 huecos) de 3 elementos. Habrd que rellenar

VR(3, 14) =314 = 4782969

columnas.

f ]
4.2.11 Ejemplo

En el subconjunto A del alfabeto formado por las letras {a, b, ¢, d},
(cuantas palabras distintas de diez letras pueden formarse?

Solucion
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Una palabra es un conjunto de diez simbolos siendo cada uno de ellos
una de las letras de A, luego el nimero de palabras serd igual al de las
variaciones con repeticién de cuatro elementos tomados de diez en diez:

VR(4, 10) =4!0=1048576.

Sea A un conjunto finito formado por n elementos {ay, a, ..., a,}. Una
permutacién de A es una lista ordenada formada por los n elementos de
A. Dos permutaciones de A difieren en la colocaci6n de al menos uno de
los elementos.

e De la definicién anterior se deduce que las permutaciones de n
elementos coinciden con las variaciones de orden maximo que se
pueden formar con estos elementos, es decir, con las variaciones de n
elementos tomados de nen n.

« Sea A = {ay, ay, ..., a,}, obsérvese que a cada permutacion de los
elementos de A, {ag() ag@) - am} se le puede asociar una
biyeccién de A en A definida por 6(a;) = ayj) , y, reciprocamente, a cada
biyeccién o de A en A se le puede asociar la ordenacion {o(ay), o(ay),
..., 6(ay)}; asf las permutaciones de A se pueden considerar como
biyecciones de A en A (u ordenaciones de los elementos de A).

Si A = {ay, a, a3}, todas las permutaciones de A, o biyecciones de A
en A, son

dajajas, apajds, dzad|dy,
ajazag, ajaza, dzday
en total 6.
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4.2.13 Ejemplo

¢ De ctiiantas maneras se pueden distribuir siete personas en una fila de
siete sillas?
Solucién

Las diferentes maneras de colocarlos se corresponden con las posibles
permutaciones de siete personas y éstas son:

P(7)=T71=7.6.5.4.3.2.1=5040.

o S
4.2.14 Ejemplo

78

(Cuantas permutaciones del conjunto de las letras a, b, c, d, e,
satisfacen la condicién que se indica en cada caso:

(a) Laletrab estd en segunda posicion.

(b) La letra a estd en primera posicién y la d en la cuarta.

(c) Laletra a estd en primera posicion o lad en la cuarta.
Solucién
(a) Al quedar fija la letra “b” se pueden permutar las otras cuatro. El
nimero de permutaciones serd, por tanto P(4) =4! =24,

(b) En este caso tenemos fijas dos letras. Se permutan las otras tres y
entonces el nimero buscado es P(3)=3!=6.

(c) Supongamos que la letra “a” esta en primera posicién y las otras
cuatro en cualquiera de las posiciones restantes. Por el apartado (a)
tenemos 24 permutaciones que satisfacen estas condiciones. Si fijamos
la “d” en cuarta posicion, repitiendo el razonamiento, tenemos otras 24
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permutaciones. Ahora bien, entre las 24 primeras estdn incluidas las
permutaciones que tienen una “d” en cuarta posicion, y entre las 24

LU L)

segundas estdn incluidas las que tienen una letra “a” en primera
posicién. Por tanto, las permutaciones que tienen simultineamente una
“a” en la primera posicién y una “d” en la cuarta se han contado dos
veces, y este niimero se ha calculado en b). Luego el resultado sera 24 +
24 -6=42.

« Al efectuar una variacién de orden r de un conjunto A se considera
que el orden de eleccion de los elementos es importante. Por ejemplo los
ndmeros de teléfono 3 57 21 36 y 3 57 12 36 son diferentes. Sin embargo
existen situaciones reales en las cuales el orden de eleccion es
irrelevante. Por ejemplo, al repartir cartas para formar una mano de
poker el resultado es independiente del orden en que las cinco cartas
hayan llegado a un jugador. Calcular el nimero de manos de poker
diferentes que pueden obtenerse con una baraja de 52 cartas es
equivalente a calcular ctantos subconjuntos distintos de cinco
elementos tiene un conjunto de 52 elementos. Este problema nos lleva a
la definicién de combinacién que presentamos a continuacion.

Sean A un conjunto finito con n elementos (n > 0) y r un namero
natural r < n. Una combinacion de orden r de A es una lista (a, ay, ..., a,)
de elementos de A distintos dos a dos. Diremos que dos combinaciones
son diferentes si algtin elemento de una lista no se encuentra en la ofra.

» Se designara el nimero de combinaciones de orden r de A por C(n, r),
n

o también por [ J(esta ultima notacién fue introducida por Euler).

r
; n
Se denominard, en lo que sigue, a | niimero combinatorio . En

ocasiones se utiliza la frase: C(n, r) es el nimero de combinaciones de n
elementos tomadosderenr.
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R
4.2.15 Ejemplo
Sea el conjunto S = {1, 2, 3, 4}. Vamos a escribir todas las

combinaciones de orden tres de los elementos de S, y para cada
combinacién todas las permutaciones de orden tres.

Solucion
El conjunto de las combinaciones de orden tres estard formado por

S;={1,2,3},S,={1,2,4},S3=1{1,3,4} y S4=1{2.3,4}.

Las permutaciones del S| ={1, 2,3} son

£1:2, 3% 61: 3, 2842:1:88:12,8, 1148, 1.24,43, 2,4 ),

y andlogamente para Sy, S3y Sy.
Yaque V(4,3)=4!/1!=24,C(4,3)=4,yP(3) =6, observamos que

V(4,3)=C(4,3).P(3).

» El ejemplo anterior nos sugiere la existencia de una relacion entre el
nimero de variaciones V(n, r) y el niimero de combinaciones C(n, r).
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+ Se deja como ejercicio para el lector probar, utilizando el Principio
de Multiplicacion, el resultado anterior.

4.2.16 Ejemplo
Determinese el nimero de manos de poker distintas (cinco cartas) que
pueden formarse con una baraja de 52 naipes.;Ctiantas manos contienen
exactamente tres ases?
Solucion
El nimero de manos de poker distintas es el mismo que el nimero de
combinaciones de orden 5 que se pueden formar con un conjunto de 52
elementos. Es decir,

|
C(52,5)= 5% - 2598960.

Obtenemos ahora el nimero de manos que contienen exactamente tres
ases. En primer lugar observamos que, como hay cuatro ases en la
baraja, podemos elegir tres de ellos de C(4, 3) formas diferentes. Las
otras dos cartas serdn necesariamente del subconjunto de cuarenta y
ocho cartas que no son ases. Por el Principio de Multiplicacién se tiene

! |
T CHE Y A

3711 21461 =4.24 .47=4512.

4.2.17 Ejemplo
En un muestreo realizado por cierto partido politico, antes de unas
elecciones, 25 personas responden de la siguiente manera: 12 responden
si, 8 responden no y 5 estdn indecisos. ;De ctantas formas se puede
obtener este resultado?
Solucion
Se colocan en 25 casillas las respuestas de la encuesta. Existen
C(25,12) maneras de colocar los sies en las casillas, quedando 13
casillas en cada caso sin rellenar. Por lo tanto hay C(13, 8) modos de
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colocar en esas casillas los 8 noes y C(5, 5) maneras de colocar los
indecisos. Luego por el Principio de Multiplicacion hay

C(25,12).C(13,8).C(5,5)=6692786100

formas de obtener dicho resultado.

SRR
4.2.18 Ejemplo

Consideremos una caja que contiene siete bolas: tres rojas, dos azules
y dos blancas. Se selecciona de forma aleatoria un subconjunto de tres
bolas. ;Cudntos de tales subconjuntos contienen al menos dos bolas
rojas?
Solucion

Si un subconjunto de tres bolas debe contener al menos dos bolas
rojas, es evidente que dicho subconjunto contiene dos o tres bolas rojas.
Hay C(3, 2) formas de obtener dos bolas rojas de un conjunto de tres y
C(4,1) maneras de elegir una bola que no es roja de un conjunto de 4. Por
el Principio de Multiplicacién hay C(3, 2) . C(4, 1) = 12 formas de
obtener un conjunto de tres bolas con dos rojas. Puesto que el nimero de
combinaciones de orden tres con tres rojas es C(3, 3) = 1, el Principio de
Adicién nos afirma que hay C(3,2).C(4, 1) +C(3,3)=12+1=13
subconjuntos de tres elementos con al menos dos rojas.

Sea A = {ay, ay, ..., ax} un conjunto finito con k elementos (k > 0).

Una permutacion con repeticion de m elementos de A, es una lista en la
que el elemento a, se repite m; veces, el elemento ay, m; veces, hasta el

aj que se repite my veces, siendo m; + mjp + ... + my = m (me N). Dos
listas son distintas si difieren en el orden de sus elementos.

4.2.19 Ejemplo
Sea A = {aj, ay, a3, a4}. Formemos las listas de longitud 5 (m = 5),
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donde aparecen repetidos tres veces a; (m; = 3) y dos veces ap (my = 2).
Es decir, vamos a formar las permutaciones con repeticion de los cinco
elementos, aj,ay,ay, az, ay!

ajajajapay ajapajapa;
ajajapayap apajajaap
ajajapayay dpdga a4
ajazaja 4 A aapa
ajazaja)ap apayagaya

por tanto el nimero de permutaciones con repeticion de esos cinco
elementos es 10.

T =
SEe il

S
i

RN
4.2.20 Ejemplo

Una seiial consiste en diez banderas colgadas de una cinta vertical de
las que cinco son verdes, tres blancas y dos negras, siendo
indistinguibles las banderas del mismo color. ;Cudntas sefiales
diferentes se pueden hacer?

Solucion

El nimero de sefiales diferentes se corresponderd con el nimero de
permutaciones de diez elementos de los que uno se repite cinco veces,
otro tres y por tltimo otro dos veces; luego se tendran
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3,4,2 10!
PG =iggyey 2520

sefiales diferentes.

e R
4.2.21 Ejemplo
Si una partida de bridge es una particién ordenada de 52 cartas en
cuatro grupos de 13 cartas cada uno, ;de ctantas formas distintas pueden
estar colocadas las cartas al iniciarse una partida de bridge?
Solucion
Lo que tenemos que determinar es el nimero de permutaciones de 52
elementos donde cuatro de ellos se repiten trece veces, es decir, se tienen

13,13,13,13 52! 521 8
P(52) = = =5'3645. 10
13113!113!13! (13!)4
manos distintas.

Sean A un conjunto finito con n elementos (n > 0) y r un nimero
natural. Una combinacion con repeticién de orden r de A es una lista (a,,
a,, ..., a;) de elementos de A, en donde los elementos pueden repetirse.

Diremos que dos combinaciones con repeticion son diferentes si algin
elemento de una de las dos listas no se encuentra en la otra.

« Se designara el nimero de combinaciones con repeticion de orden r
del conjunto A, formado por n elementos, por CR(n, r). En ocasiones se
utilizard la frase: CR(n, r) es el nimero de combinaciones con repeticion
de n elementos tomados derenr.
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e e
4.2.22 Ejemplo
Sea A = {1, 2, 3, 4}. Vamos a formar todas las combinaciones con
repeticion de orden 3 de dicho conjunto:
123 124 234 134
113 223 331 441
112 224 332 442
114 221 333 443
111 222 334 444
en total 20 combinaciones distintas.

Sean f y g dos aplicaciones de un conjunto A en otro B. La relacion
f(x) = g(x) se llama ecuacion, y se llama solucion de dicha ecuacioén a
cada elemento a de A tal que f(a) = g(a). Cuando se ha encontrado el
conjunto de todas las soluciones se dice que se ha resuelto la ecuacion

anterior.

T
4.2.23 Ejemplo
Determinar el nimero de combinaciones con repeticion de orden 3,
del conjunto A ={1,2,3,4}.
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86

Solucién
Aplicando la formula anterior, se tiene

4431 6
CR(4,3)= ( 3 ] = (3j = 20 .

SRR
4.2.24 Ejemplo

(Cudntos nimeros enteros comprendidos entre 1000 y 9999 satisfacen
que la suma de sus digitos es exactamente 9?

Solucién

Si se consideran n casillas en donde se pueden introducir nimeros
enteros comprendidos entre 0 y 9, ambos incluidos, entonces la cantidad
de numeros enteros no negativos, tales que la suma de sus digitos es
exactamente r, es igual al nimero de soluciones enteras no negativas de
la ecuacion

X|+Xo+ .. Xy =T,

es decir,

n+r—1
Cin+r-1,n= ( r :

En nuestro casor=9,n=4, y portanto C(4+9-1,9)=C(12,9) =220, a
este nimero hay que restarle el nimero de soluciones enteras no
negativas de la ecuacién

X|+X2+X3=9,

C(3+9-1,9)=C(11,9)=55.Esto es debido a que en el primer caso se
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han incluido los nimeros que empiezan por 0 y cuyas cifras siguientes
suman 9. Luego tendremos finalmente que hay

C4+9-1,9)-C(3+9-1,9)=220-55=165

nimeros.

4.3 ropieades de los numeros combinatorios

En la seccién anterior se han introducido los nimeros combinatorios
junto con la notaciéon de Euler para los mismos. Pues bien, como
consecuencia de esta definicién se pueden deducir una serie de
propiedades bisicas de dichos nimeros que aparecen frecuentemente en
las aplicaciones del cdlculo combinatorio.

n
Como hemos visto el simbolo [r] nos da el niimero de subconjuntos

con r elementos de un conjunto de n elementos. Este hecho nos lleva a
los siguientes resultados:

(a)

En efecto; sea S un conjunto con n elementos. Para cada subconjunto
T de S con r elementos, el complementario S - T posee n - r elementos.
Por tanto el nimero de subconjuntos de S con r elementos es igual al
nimero de subconjuntos de S con n - r elementos.

87



4 Combinatoria

88

e

L
ol i

L

.
S

Sean S un conjunto de n elementos y “a” un elemento fijo de S. Hay
dos tipos de subconjuntos de S con r elementos: los que contienen al
elemento “a” y los que no lo contienen. De los que contienen dicho
elemento hay tantos como subconjuntos de r - 1 elementos posee el
conjunto S - {a}; de los que no lo contienen hay tantos como

subconjuntos de r elementos posee el conjunto S - {a}, es decir, del
=i n—1
primer tipo hay | . _ | ) y del segundo -

n
[n) = 1 paratodo n 2 1, el resultado (b) anterior

n
Dado que LOJ -
proporciona un método para el cdlculo de los sucesivos nimeros
combinatorios sin emplear més operaciones que la suma. Para ello se
disponen los sucesivos niimeros combinatorios en forma de tridngulo:

0
0
1 1
0 1
2 2 2
0 1 2
3 3 3 3
0 1 2 3
|
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Se observa en primer lugar que los nimeros combinatorios de los

n n
extremos de cada fila son de la forma [0] 0 [n] , luego son

n
iguales a 1. Ademds cada nimero [r] tiene encima uno de la forma

n—1 n—1
otro de la forma ) uede, por tanto, obtenerse
r—1 y r yP

sumando éstos. Aplicando estas dos reglas se obtiene el tridngulo
nimerico:

jemplo

n n
Probar directamente que (k) = (n e k] para0 <k <n.

Solucion

R
k)~ ki(n-kK)!  (n—-k)'k! \n-k
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4 Combinatoria

o
4.3.2 Ejemplo

La transmisién electrénica de informacién estd usualmente codificada
en cadenas de “ceros” y “unos”. Cada digito de la cadena se llama bit. Se
llama peso de una cadena al nimero de “unos” de la misma. Las
interferencias y los problemas fisicos de la red de transmision
introducen errores en los mensajes. La deteccion y correccion de estos
errores es una parte importante de la teoria de codificacién. Como
ejemplo consideremos un c6digo cuyas palabras son cadenas de 16 bits
y cuyo peso es divisible por 4. ; Cudntas palabras distintas puede haber?

Solucion

16
Sea k el peso de una cadena. El nimero de palabras de peso k serd [ K ] :

Como k es divisible por 4, tenemos que k puede ser 0, 4, 8, 12 6 16. Asi
pues, el nimero total es

(1) (1) (1) (1) (o)

oo (8 () -1 (4] - (1
omo por el ejemplo anterior, o) =48] = y 4 )= \12)

se tiene que el nimero de palabras buscadas es

16 16
(8]+2([4)+1) = 16512.

« De forma usual aparecen en la prictica de las matemdticas
expresiones del tipo:

(x+y)"

donde n es un niimero entero positivo, por ejemplo,



4.3 Propiedades de los numeros combinatorios

(x—t—y)2 =x2+2xy+y2
(x+y)3 =x3‘+3x2y+?ﬂ{yz+y3
(x+y)4 =x4+4x3y+6)::2yz+4xy3+y4
(x+y) 5 =x74 5x4y+ 10x3y2+ 10x2y3+5xy4+y5

(x+y) 6 =x%% 6x5y + 15)(4y2 + 20x3y3 + 15)(2y4 + 6xy5 + y6
si se afiaden las expresiones triviales
x+0¥=1 y (x+y! =x+y,

se puede formar con los coeficientes la siguiente tabla triangular

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
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4 Combinatoria

binatorios ya introducidos.

de que los coeficientes de los
Como consecuencia de todo esto podemos conjeturar el siguiente

-

triangulo de Pascal ya introducido. Esta
semejanza nos conduce a la suposicion

desarrollos anteriores son los ndmeros com

que coincide con parte del

resultado, cuya demostracién da lugar al conocido Teorema del

Binomio (Newton):
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4.3.3 Ejemplo

Calcular (x +y)°.

Solucién

Aplicando el Teorema del Binomio se tiene:

.

+

y

)
3 )X
5!

5

4
*aGc-aY T

3!

5

x>+ 5x4y + 10);3)12 + 10){25;'3+5xy':I +y.
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4.3 Propiedades de los nimeros combinatorios

R
4.3.4 Ejemplo
Calcular el coeficiente del termino x3y6 obtenido en el desarrollo de
(x+ y)9.
Solucion

Del teorema del binomio se tiene, haciendo j = 6, de forma que 9 - j =
3, el valor

84

[9]_ Of 09 B F i B
62 gIaE At 32

]
4.3.5 Ejemplo

Calcular (2x - 3y)4.
Solucion

4 4
e2x-3n*= 20*+ [l)(2x)3 (—3y) + [2) (2x) % (-3y) 2+
4
@ux) (-3y)° + (-3y)*=

4 4! 3 4! 2 2
(2x) "+ n@E-n! (2x)” (=3y) + 204 -2)! (2x)" (=3y) "+
4! 3 4_
31 (4-3)! (2x) (“3y) "+ (F3y) =

(2x)% = 12y (2%) 3 + 6 (2x) 2 (=3y) 2 + 8x (=3y) > + (3y) *=
16x* — 96Xy + 216x%y> — 216xy° + 81y"



4 Combinatoria

Notas Historicas

Puede considerarse que la combinatoria, como disciplina cientifica,
tiene su inicio en los trabajos de Leibniz y J. Bernouilli. El primero de
ellos hacia el afio 1666 dio la primera construccion sistemdtica de esta
parte de las Matemiticas en el libro “Razonamiento sobre el arte
combinatorio”. Mds tarde (alrededor de 1700) Leibniz perfeccion6 el
simbolismo combinatorio. J. Bernouilli en la obra “Arte de la
suposicion” (1713) construy6 la combinatoria como la herramienta
basica de aquella época para resolver problemas de probabilidades.
Posteriormente los métodos combinatorios quedaron como medio de
resolucién de problemas en diferentes ramas de las Matematicas. El
Anilisis Combinatorio alcanzé un nuevo desarrollo a mediados del siglo
XX debido al gran nimero de aplicaciones en las cuales se podia utilizar
como método de resolucién de problemas.

.. jercicios

1.- Dado el conjunto de mimeros {0, 1,2, 3,4, 5.6,7,89):

a) ; Cudntos nimeros de cuatro cifras distintas que no contengan al cero
se pueden escribir?

b) ; Cudntos nimeros de cinco cifras hay?

¢) ; Cuéntos niimeros de ocho cifras son divisibles por cinco?

d) ;Cudntos nimeros de seis cifras distintas son menores que 6500007

2.- Tres matrimonios van juntos al cine y los sitian en una determinada
fila de butacas (todos juntos) y al salir del cine deciden ir a cenar y les
colocan en una mesa para seis comensales que es redonda. Se pide
determinar:

a) ¢ De cudntas formas distintas se han podido sentar en el cine?.

b) ;De cudntas formas distintas se han podido sentar en la cena?.

¢) ;De cuéntas formas distintas se pueden sentar en el cine de manera
que las mujeres estén juntas 7.



4.4 Ejercicios

d) ;De cudntas formas distintas se pueden sentar en la cena de manera
que no haya dos personas del mismo sexo juntas?.

3.- En una escapada del Tour de Francia hay tres corredores del equipo
A, dos del equipo B, uno del equipo C, uno del equipo D y dos del
equipo E. Se pide:

a) ;De cudntas formas distintas pueden llegar estos corredores a la meta?
b) ¢De cudntas formas distintas pueden clasificarse los equipos de esta
escapada?

¢) (De cudntas formas distintas pueden clasificarse los equipos de forma
que no gane el equipo con mas componentes?

4.- Sobre un papel cuadriculado se dibuja un rectingulo de 4 por 6
cuadritos (alto por ancho). Si gmendo las lineas de los cuadritos se dibuja
un camino que une los vértices opuestos de una misma diagonal.
. Cudntos caminos distintos se pueden dibujar de forma que cada vez que
se dibuja un trazo se estd mas cerca del final?.

5.- Desarrollar las siguientes potencias usando el Teorema del Binomio:
a) (2x +3)°.
b) (x - 2y)°
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- | Probabilidad

La teoria de probabilidades trata de formular en el lenguaje
matematico, y resolver, los problemas que surgen a la hora de predecir
valores de los pardmetros o variables que describen experimentos sobre
fenémenos de caracter aleatorio o no determinista. Esto es asi porque a
pesar de su caracter imprevisible, a nivel individual, cuando el
experimento se realiza muchas veces se puede llegar a establecer leyes
de comportamiento y por lo tanto predecir o calcular valores para las
variables que intervienen. Por ejemplo no sabemos lo que saldré al
lanzar un dado una vez, pero sabemos que si lo lanzamos 120000 veces
cada nimero saldrd, aproximadamente 20000 veces.

.. obabilidad de sucesos

Al efectuar un experimento aleatorio (experimento que se puede
repetir cuantas veces se quiera y cuyo resultado es impredecible) hay
que prestar atencién a ciertas caracteristicas del mismo, haciéndose
abstracciéon de las demds. Por ejemplo al lanzar una moneda, se
considera el resultado: cara o cruz, y no se tienen en cuenta tamano,
forma de lanzarla, etc. Este hecho nos lleva a definir un conjunto que
refleje esta forma de actuar.
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5 Probabilidad

Se llama espacio muestral (lo designaremos por E) asociado a un
experimento aleatorio, al conjunto de todas los resultados posibles del
experimento.

AR
5.1.1 Ejemplo

98

El espacio muestral asociado al lanzamiento de una moneda serd E =
{C, +). El asociado al lanzamiento de un dado: E = {1, 2, 3,4, 5, 6}. Si
lanzamos dos dados distintos el espacio muestral es:

E={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),...,(6,6)},
que posee 36 elementos.

« A cada elemento de E se le denominara resultado o muestra ( o
suceso elemental) y a los subconjuntos de E sucesos . Sea A un suceso
de E, y supongamos que el experimento se lleva a cabo y que el
resultado es x € E, este resultado puede o no pertenecer a A; si
pertenece, se dice que el suceso A ha ocurrido; en caso contrario se dice
que el suceso A no ha ocurrido, es decir x € E - A, lo que equivale a
decir que ha ocurrido el suceso contrario o complementario A’ =E - A.
El suceso A es seguro o cierto si A = E, puesto que como es evidente,
todo resultado del experimento pertenece a A. Un suceso A es imposible
si A = @ (conjunto vacio), porque en este caso ninguno de los resultados
obtenidos pertenece a A. Sabemos que si E es un conjunto formado por n
elementos, el conjunto de las partes de E, es decir, el conjunto de los
subconjuntos de E, (E), posee 2" elementos (sucesos). £ (E) es
cerrado respecto a las operaciones de unién, interseccién y diferencia de
subconjuntos de E, es decir, estas operaciones dan subconjuntos de E:
AUB, AN B y A -B pertenecen a §(E), cualesquiera que sean A,
Be g (E).

Dos sucesos A y B se llaman incompatibles si ANB = Q.



5.1 Probabilidad de sucesos

R
5.1.2 Ejemplo
En el experimento de lanzamiento de un dado se ha visto que el
espacio muestral tiene la forma E = {1, 2, 3,4, 5, 6}. En este caso ¢ (E),
conjunto de sucesos, consta de 26 = 64 elementos. El suceso contrario (o
complementario) al {1, 3} es {2, 4, 5, 6}, puesto que {1, 2, 3, 4,5,6} -
(1,3} ={2,4,5,6)}. Los sucesos {1, 3,4}y {2, 6} son incompatibles
-pues {1,3,4} N {2,6}=0.

R
5.1.3 Ejemplo
Se lanza una moneda dos veces. (a) Describir el espacio muestral
asociado al experimento. (b) Dar los sucesos que ocurren cuando se da el
suceso elemental {C +}. (c) (Cudl es el suceso contrario del suceso
{salen dos caras}?.

Solucién
(a) E = {CC, C+, +C, ++}. El nimero de elementos de 2 (E), conjunto

de sucesos, sera 24 = 16:

9 (E)={Q, {CC}, {C+}, {+C}, {++]}, {CC,C+}, { CC, +C}, {CC,
++}, {C+,+C}, {C+, ++ }, {+C, ++}, {CC,C+, +C}, {CC, C+, ++},
(CC,+C, ++}, {C+,+C, ++},E= {CC, C+, +C, ++} }.

(b)

{CC, C+}, {C+,+C}, {C+,++ }, {CC,C+,+C}, {CC, C+, ++}, {C+,
+C, ++}, {CC, C+,4C, ++}.

(¢c) El suceso contrario a {CC} serd

E-{CC}={C+, +C, ++}.
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i % Notas Historicas

El nacimiento de la teoria de probabilidades estd asociado
histéricamente al andlisis de problemas relacionados con juegos de azar.
Una disputa entre jugadores en 1654 llevé a Blaise Pascal y Pierre de
Fermat a la creacion del cdlculo de probabilidades. La correspondencia
entre estos dos matemdticos, relativa a dicho problema, transcendi6
hasta Christian Huygens, maestro de Leibniz, que public6 el primer
libro sobre probabilidades. Merecen ser destacados los desarrollos que
sobre este tema realizaron en ese periodo Jakob Bernouilli (1654-1705)
y Abraham de Moivre (1667-1754). En 1812, Laplace (1749-1827)
establecié la teoria analitica del cdlculo de probabilidades que A.
Kolmogorov (1933) llevé a su formulacién actual. Hoy en dia la teoria
de probabilidades es parte de una disciplina matemdtica mds general,
que es la teorfa de la medida.

Al igual que ha ocurrido con otras muchas ramas de la matemitica, el
desarrollo del calculo de probabilidades ha sido estimulado por la
variedad de aplicaciones en las que se ha usado. A su vez, cada avance
en la teoria ha ampliado su campo de influencia. De hecho, la estadistica
matemadtica es una rama importante de las aplicaciones del célculo de
probabilidades.

» Sean A y B sucesos contenidos en el espacio muestral E, y “a” el
resultado de un experimento aleatorio asociado a E, entonces se tiene las
siguientes equivalencias:

acs AUB Por lo menos uno de los sucesos A o B
ocurren

ae AnB Ambos sucesos Ay B ocurren

ae A’ B’ | Ni AniB ocurren

ae AnB’' | Aocurre, B no

BoA Si A ocurre, tambien B




5.1 Probabilidad de sucesos

ANnB=O | Ay B se excluyen mutuamente

AUB Suceso A o suceso B

ANnB Suceso A y suceso B

» La teoria de probabilidades se ocupa de medir hasta qué punto se
puede esperar que ocurra un suceso. A dicha medida se la designa por
probabilidad .

R
5.1.4 Ejemplo

Que a un suceso, asociado a cierto espacio muestral, se le asigne una
probabilidad de 0'7, significa que de cada 10 veces que se realiza un
experimento, con dicho espacio muestral, 7 veces ocurre dicho suceso.

» Matemadticamente se asigna al concepto de probabilidad una funcién
definida sobre el conjunto de los sucesos y con valores en la recta real (o
numérica). Por tanto, si E es un espacio muestral de cierto experimento y
§ (E) es el conjunto de sucesos asociados a E, entonces,

Una funcién probabilidad es una aplicacion
P: p(E)—>R

que verifica las siguientes condiciones;

1) P(A) 20, cualquiera que sea el suceso A,

HYPE)=1,

3)SiANB=3,P(AuB)=P(A) + P(B) (la probabilidad de la unién de
dos sucesos incompatibles es la suma de las probabilidades)

« El nimero P(A), asociado a A€E, es la probabilidad de que al
efectuar un experimento (o prueba) el resultado sea un elemento de A, o

101



5 Probabilidad

102

lo que es lo mismo, es la probabilidad de que el suceso A ocurra al
efectuar la prueba. Como consecuencia de los apartados 1), 2) y 3) de la
definicion anterior, se tiene:

1) P(A) + P(A") = | (la probabilidad de un suceso mads la de su contrario
es uno)

2)P(A)< 1.

3)P(2)=0

4HP(AuUB)=P(A)+P(B)-P(ANnB),

siendo A y B dos sucesos cualesquiera.

5) Si E es un espacio muestral formado por los elementos{ay, a, ..., a,},
y Aeselsuceso A = {aj, ay, ..., ax }, k< n, entonces

P(A)=P(a;) +P(ap) + ... +P(ay),

la probabilidad de un suceso es igual a la suma de las probabilidades de
los sucesos elementales que lo componen.

6) Si E = {ay, ay, ..., a,} y P(a;) = P(ap) = ... = P(a,), se tiene que la
probabilidad del suceso A = {ay, ay, ..., ag} es

|Al

P(A) = ]

(Ley de Laplace).

Este tltimo resultado nos dice que si en un experimento aleatorio todos
los sucesos elementales tienen la misma probabilidad, entonces, la
probabilidad de un suceso A formado por k sucesos elementales es

PA)= S,

donde n=IEl. Si bien esta expresién es muy sencilla, a veces contar el
niimero de casos favorables, k, asi como el nimero de elementos del
conjunto E es muy dificil.



5.1 Probabilidad de sucesos

RN
5.1.5 Ejemplos
1) Si lanzamos un dado, bien construido, la probabilidad de que salga
cualquiera de los nimeros, 1 al 6, es la misma, por lo tanto la
probabilidad del suceso “sale un 4” es
P(4) = (n° de casos favorables)/(n° casos posibles) = é
2) La probabilidad de extraer espadas en una baraja espanola es 1/4,
puesto que una de cada cuatro cartas es de espadas.
3) La probabilidad de acertar una quiniela (obtener 14 resultados

correctos) rellendndola al azar, es, teniendo en cuenta el resultado
obtenido en el ejemplo 4. 3. 10,

l

1
(n° de casos favorables)/(n°® de casos posibles) = — = —————ro
314 4782969

5.1.6 Ejemplo
Una comision de un parlamento formada por 8 mujeres y 6 hombres
quiere formar un comité de investigacién con S personas. Si la
formacién de dicho comité se hace al azar, jcual es la probabilidad de

que el comité contenga 5 mujeres?.

Solucion

P(5 mujeres) = (n° de casos favorables)/(n° casos posibles) =

(n° de combinaciones para dicho suceso)/(n° total de combinaciones) =
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« Hay veces en que no se conoce la probabilidad asociada a los sucesos
elementales de un espacio muestral, o bien ésta no es la misma para cada
uno de ellos. En el primer caso la forma de asignar una probabilidad a
los sucesos elementales consiste en repetir el experimento y observar la
frecuencia de los diferentes resultados.

B
5.1.7 Ejemplo
Si un dado no estd bien constituido, y por lo tanto no se le puede
asignar la misma probabilidad a cada uno de sus sucesos elementales, se
lanza 100 veces y se apuntan las veces que han salido 1, 2, 3,4, 5y 6; si
dichos resultados son por ejemplo:

1 2 3 4 5 6 total
12 18 9 25 20 16 100

entonces, las frecuencias relativas asociadas a cada suceso son:

1 f(1) | 12/100 | 0'12
£(2) | 18/100 | 0'18
£(3) | 9/100 | 0'09
f.(4) | 25/100 | 025
f.(5) | 20/100 | 02

f(6) | 16/100 | 0'16

| | s W]

« Evidentemente siempre al sumar todas las frecuencias relativas tiene
que dar la unidad. Se puede establecer experimentalmente que cuando el
nimero de lanzamientos aumenta, la frecuencia relativa de los
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5.2 Probabilidad condicionada

diferentes resultados se estabiliza en torno a ciertos valores fijos que se
pueden considerar como su probabilidad. Dicho resultado se conoce
como ley de los grandes niimeros y lo podriamos enunciar asi:

.

Al realizar un experimento aleatorio repetidamente (en iguales
condiciones fisicas) la frecuencia relativa del suceso A, para dicho
experimento, es

f.(A) = (n° de veces que ha ocurrido A)/(n® de veces que se ha realizado

£, (A)
el experimento) =

designdndose, cuando n crece ilimitadamente, por probabilidad:

Probabilidad condicionada

El concepto de probabilidad condicionada surge cuando se intenta
resolver problemas como los siguientes:

« Se lanza un dado y se sabe que el resultado es un nimero par. ;Cual
es la probabilidad de que este niimero sea divisible por 37

» Una caja contiene 10 bolas blancas y 8 bolas negras, se extrac una

bola al azar y, sin devolverla a la caja, se extrae otra. ;Cual es la
probabilidad de que las bolas extraidas sean blancas?
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Este tipo de problemas se pueden semi-formalizar como sigue: Sean
A y B dos sucesos de un espacio muestral E; si ocurre B, jcudl es la
probabilidad de que ocurra A?. Evidentemente, responder a esta
pregunta no es lo mismo que responder a la cuestion: ;Cudl es la
probabilidad del suceso A N B? En el primer caso cuando A = B, la
respuesta serfa 1, y ésta puede no ser la respuesta a la segunda cuestion.
La forma de resolver estos problemas se verd a continuacion.

: i ‘f% Notas Historicas

El origen histérico de la nocién de probabilidad condicionada se
remonta a los escritos de Huygens y Jakob Bernouilli a finales del s.
XVII, llegando a una formulacién semejante a la actual con De Moivre
(1667-1754). Con dichos estudios, la nocién de probabilidad
condicionada significé un complemento importante al cdlculo de
probabilidades y permitié simplificar de forma substancial problemas
donde el cilculo directo era muy complicado.

R
5.2.1 Ejemplo
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Se lanza un dado y se sabe que el resultado es un nimero par. ;Cual es
la probabilidad de que este nimero sea divisible por 3?

Solucion

El espacio muestral asociado al “dado” en dicho ejemploes E = {1, 2,
3.4, 5, 6}. Puesto que el dado estd bien construido podemos asignar a
cada suceso elemental la probabilidad 1/6. El suceso A divisible por 3 es
el subconjunto de E, A = {3, 6} y el suceso par, B, es {2, 4, 6}.
Queremos ahora obtener la probabilidad de un suceso elemental que estd
en A, sabiendo que se encuentra también en B. Puesto que solo estamos
interesados en que ocurran los sucesos “salir un nimero par”, podemos

restringir nuestro espacio muestral al espacio E*={2,4,6)}.Sitodos los

sucesos elementales en E- se consideran igualmente probables, el
suceso {6}, que es el que nos interesa, tendrd probabilidad 1/3.

« El procedimiento anterior de cambiar el espacio muestral de E a E’ y
reasignar probabilidades a este nuevo espacio, nos ha permitido resolver
el problema. Este modo de proceder se puede enunciar de forma general



5.2 Probabilidad condicionada

asi: sea E el espacio muestral asociado a un experimento aleatorio, sean
Ay B dos sucesos y P la funcién de probabilidad asignada a los sucesos
de g (E),conP(B)#0.

La probabilidad condicionada de que el suceso A ocurra, en el
supuesto de que ha ocurrido B, se representard mediante P(A / B) (es
decir, la probabilidad de A, dado B) y se define por la férmula:

P(ANB)

P(A/B) = “P®B)

« Lo que esta tdltima expresion formaliza es el hecho de haber
cambiado el espacio muestral E por E" = B, en el que previamente se
redefine la funcién probabilidad a P*, de forma que P'(B) =1, y puesto
que nos interesan los sucesos elementales de A que pertenecen al nuevo
espacio muestral B, el problema se reduce a calcular la probabilidad de
A N B mediante P*.Esa P*(A ~ B) alo que se hallamado P(A/B)enla
férmula anterior.

522 Ejemplo

Una caja contiene 10 bolas blancas y 8 bolas negras, se extrae una
bola al azar y, sin devolverla a la caja, se extrae otra. (Cuaal es la
probabilidad de que las bolas extraidas sean blancas?

Solucion

Vamos a ver dos formas de resolver este ejercicio. En la primera
emplearemos métodos combinatorios junto con la definién de
probabilidad condicionada, y en la segunda se empleardn ademds de los
métodos combinatorios, la definicién ordinaria de probabilidad.

1) El espacio muestral del experimento “sacar dos bolas de un
conjunto de 18" consta de V(18, 2) = 306 elementos. El suceso B =
{sacar una bola blanca en la primera extraccion y una bola cualquiera en

107



5 Probabilidad

108

la segunda} estard formado por 170 elementos de los cuales
V(10,1)V(8,1) = 80 serian elementos del suceso {sacar bola blanca,
sacar bola negra} y V(10, 2) = 90 serian elementos del suceso “sacar dos
bolas blancas”. Sea A el suceso “sacar una segunda bola blanca después
de haber sacado una primera bola blanca”. Designamos el nuevo espacio

muestral E* = B, que constard de 170 elementos. Supongamos que todos
* . .
los sucesos elementales en E° son igualmente probables en relacién a

P, entonces la probabilidad asociada a cada uno de ellos sera 1/170. La
probabilidad que buscamos es P(A N B), es decir, la probabilidad de
que, después de extraer una primera bola blanca, la segunda también sea
blanca. Por la férmula de la probabilidad condicionada resulta que:

P(A nB)=P(B)P(A/B).

170
306 7
B>A vy el nimero de elementos del suceso A hemos visto que es 90,
luego

Sabemos que P(B) = P(A/B)=P(ANB)= 19% , ya que

17090 © 59 5
| Ol o ok S e S T iy
ANB)= 06170 = 917 ~ 17

Se podria también haber considerado como B el suceso “bola blanca en
la primera extraccion”, A el suceso “bola blanca en la segunda

el JB0 5 59
extraccion”,enestecaso P (B) = T P(A/B) = ﬁy
529 5
P(AnB) = P(B)P(A/B) = 517 = 17

2) Teniendo en cuenta 5. 2. 6, se podria hacer un razonamiento anialogo
para este caso. La probabilidad de sacar dos bolas blancas serd igual al
niimero de casos favorables dividido por el nimero de casos posibles.
Pero hemos visto en 1) que el nimero de sucesos elementales, en el
espacio muestral E, del suceso “bola blanca, bola blanca” es V(10, 2) =
90 y que E consta de 306 elementos, luego la probabilidad del suceso
“bola blanca, bola blanca™ sera



5.2 Probabilidad condicionada

Vi) L 80, 33
V(18,2) ~ 306 17°

5.2.3 Ejemplo
Se tiran dos dados. ;Cual es la probabilidad de que la suma sea 8 si
sabemos que la suma es un niimero par?
Solucion
El espacio muestral, tirar dos dados, es

E={(1,1),(1,2),(1,3),..,(2,1),(2,2),...(6,5),(6,6)},

formado por 36 elementos.

El suceso, B, {suma de los dos dados es par}, estd formado por 18
elementos

6),(3,1),(3,3).(3,5),(4.2),
(6,2),(6,4),(6,6)}.

oy

Bi={(1.1.(1,3),(1,9).(2.2
(4.4),(4,6),(5, 1),

n

,(2,4), (2,
,3),5,5),

El suceso, A, {suma de los dos dados es 8}, estd formado por
A={(2,6),(6,2),(3,5),(5,3), (4D}

Puesto que B > A, A N B = A; luego por la férmula de la probabilidad
condicional se tiene:

5
P(ANB) 36 5
e i p
6
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Se sacan dos cartas de una baraja de 40 . 1) Calcular la probabilidad
(no condicionada) de que la segunda carta sea un as. 2) Calcular la
probabilidad condicional de que la segunda carta sea un as cuando la
primera fue un as.

Solucion

Sea A el suceso que consiste en sacar un as para la segunda carta y B
el suceso consistente en sacar un as para la primera -carta.
Evidentemente,

A=(ANnB)U(An(E-B)),

donde E es el espacio muestral para dicho experimento. Puesto que los
sucesos A N B y A n (E - B) son incompatibles, se tiene (por la tercera
condicion de la definicion de funcién probabilidad):

P(A)=P(ANnB)+P(An(E-B)).

1) “Sacar dos cartas de una baraja de cuarenta teniendo en cuenta el
orden”, se puede realizar, aplicando el principio de multiplicacién, de
40 . 39 formas, es decir, de tantas formas como nimero de variaciones
de 40 elementos tomados de dos en dos, V(40, 2) = 1560. De ellas, hay 4
. 3 casos favorables para el suceso A N B y 36 . 4 casos favorables para
el suceso A N (E - B), entonces

.3 364
40-39740-39 10

P(A) =

2) Si la primera carta es un as, entonces s6lo quedan 39 cartas de las
cuales tres son ases, luego,

P(A/B)=

Gl =

3
39



5.2 Probabilidad condicionada

« Como se ha visto en los dos tltimos ejemplos la forma de encontrar
probabilidades condicionadas a partir de la definicién habitual de
probabilidad es la siguiente: supongamos que tenemos Ay, Ay, ..y Ay,
sucesos elementales igualmente probables y que el nimero de casos
favorables para el suceso A es m, para B, s, y para A N B,r,(r<s<n,
r<m< n), entonces, si el suceso B ocurre, esto significa que uno de los
sucesos A; que es favorable a B ha ocurrido. Dada esta condicion, siry
s6lo r sucesos A; favorables a A N B son favorables a A, se tiene

r
L n _P(AnB)
P(A:"B)—-g = E £ P (B) ,P(B)#0
n
y andlogamente
Ay = PP payso
( )= —PW ,P(A) #0.

Es decir,
P(AnB) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B).

« Un concepto importante asociado al de probabilidad condicionada es
el de independencia de sucesos :

Dos sucesos A y B se llaman independientes si, y s6lo si,
P(ANnB)=P(A).P(B).

Es evidente que si A y B son independientes, entonces
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P(A) -P(B)

P(A/B)= P (B)

= P(A),siP(B) #0.

Es decir, el hecho de que B haya ocurrido, no influye en la probabilidad
de que ocurra A.

RS
5.2.5 Ejemplo

Una carta se extrae de una baraja espafiola de 40 cartas. Cada carta
tiene la misma probabilidad de salir. Probar que los sucesos sacar un asy
“sacar una espada” son independientes.

Solucién

El espacio muestral, E, asociado a este experimento consta de 40
elementos, o sucesos elementales, con probabilidad 1/40. El suceso, A,

sacar un as, tiene la probabilidad P(A) = % = % , el suceso, B, sacar
una espada, tiene la probabilidad P(B) = E = —1— El suceso A n B, es
P 40 4

decir, sacar el as de espadas tiene la probabilidad 1/40, que satisface la
definicion anterior , por tanto A y B son independientes.

]
5.2.6 Ejemplo

Se lanzan independientemente dos dados de modo que cada
combinacién sea de igual probabilidad. Sea A el suceso “la suma de los
digitos obtenidos es 8” y B “los dos digitos son distintos”. ;Son estos
dos sucesos independientes?

Solucion

El espacio muestral E estard formado por el conjunto de pares (a, b)
cona,be{l,2, 3,4,5,6}. Esdecir, E consta de 36 elementos (0 sucesos
elementales) y puesto que son igualmente probables les asignamos la
probabilidad 1/36 a cada uno. Puesto que el suceso A es el conjunto de
pares, (a, b), tales que a + b = 8, por enumeracién, podemos ver



5.3 Ejercicios

facilmente, que hay 5 sucesos elementales que verifican esta condicién:
(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2).

El suceso B estd formado por parejas (a, b) tales que a # b y de éstas hay
6 .5 = 30 (por el Principio de Multiplicaci6n). Por tanto, B consta de 30
clementos. De estos elementos de B, 4 pertenecen a A, luego A N B
posee 4 elementos, por tanto

P(AnB) = 34_6 ,P(A)=§6 y P(B)= g—g,entonces,

P(A n B) # P(A) . P(B). Por lo tanto, los sucesos A y B no son
independientes.

Ejercicios

1.- Determinar el espacio muestral de los siguientes experimentos y
estudiar la probabilidad de cada suceso elemental.

(a) Lanzar un dado y una moneda.
(b) Lanzar dos monedas una de cinco pesetas y otra de 100.
(c) Lanzar dos monedas de 100 pesetas.

2.- Se elige un nimero de cuatro cifras entre todos los posibles
Determinar la probabilidad de los siguientes sucesos.

(a) Obtener un nimero en donde no se repite ningun digito.
(b) Obtener un nimero divisible por cinco.
(¢) Obtener un nimero divisible por veinte.

3.- De una baraja espafiola se extraen cinco cartas. (Cudl es la
probabilidad de que cuatro de ellas no sean del mismo palo?

4.- ;Cuil es la probabilidad de que al elegir un nimero de tres cifras este
sea multiplo de dos o de cinco?
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5.- Una urna contiene seis bolas blancas y tres bolas rojas. Se extraen

tres bolas, una a una, y no se devuelven a la urna. Hallar la probabilidad
de:

(a) Que la primera bola extraida sea blanca.
(b) Extraer al menos una bola roja.
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Estadistica descriptiva

La estadistica es una parte de la matemdtica aplicada y tiene como
funcién ordenar, analizar y decidir sobre la estructura matematica
asociada a masas de datos nimericos, obtenidos de la observacion de
fenémenos (fisicos, econémicos, psicolégicos, sociol6gicos, etc. ).

La tarea de describir y procesar de modo adecuado la masa de datos
niimericos, provenientes de observaciones y experimentos, constituye el
objetivo de la estadistica descriptiva, que es la rama de la estadistica que
vamos a ver en este tema.

La estadistica descriptiva trata de determinar ciertos pardmetros
estadisticos, parimetros que nos dan informaci6n sobre los rasgos de un
elemento tipo del colectivo (o poblacién) estudiado, asi como otros
parametros que miden la desviacion respecto de este elemento tipo.

0s

6.1 Parémet et

Una poblacién estadistica es un conjunto de individuos, objetos, etc.,
sobre los que recaen observaciones de un nimero finito de
caracteristicas.

Llamaremos variable estadistica al conjunto de valores que adopta
una cualidad o propiedad de los elementos de la poblacién estudiada.

Se entenderd por muestra una coleccién finita de elementos de la
poblacién estadistica.

Sea E una muestra de tamaiio n, extraida de una poblacién estadistica,
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6 Estadistica descriptiva

de la que vamos a estudiar una propiedad representada por la variable
(de valores discretos) X = {Xy, X3, ..., X,y }. Se llama frecuencia absoluta

n; de x; al nimero de veces que aparece repetido dicho valor en los
elementos de la muestra.

6-1.1 Propiedades del simbolo sumatorio

El simbolo sumatorio I se introduce para poder escribir sumas de
forma abreviada. Por ejemplo,

15224 40

se puede representar utilizando el simbolo X, de la forma:

n
¥
=]
“

Dicho simbolo se lee: suma de k? desde 1 hasta n. En lo que sigue se
utilizard el convenio: los nimeros que aparecen encima y debajo del
simbolo X indican el recorrido de los valores de k, y a k se le llamara
indice de sumacion. Es evidente que el valor de la suma, y su
representacion simboélica, no depende de la letra o nombre utilizado para
la variable indice; por ejemplo, podriamos haber utilizado las letras i, m,
J, etc., y los simbolos

representarian la misma suma.
En general se designa la suma, de la lista de nuimeros
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6.1 Parametros estadisticos

n

reales {X{,Xg,....Xy}, por 3. X; ,luego:
=1

3

in = X1+X2+X3.
i= 1

Otras formas de utilizar el simbolo sumatorio son las siguientes:

z I T o S

5
¥ ol TR (R0 e FIL LR

m=1

Comprobar que las siguientes igualdades son correctas:

K 225 .

r=1 j=0
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6 Estadistica descriptiva

L . 1 H 11
Las propiedades mds importantes del simbolo sumatorio son:

1)
n - 8
Y (xety) = D Kt D Vi
k=1 k=1 k=1
2)
n n
ECXk=CZxk.
k=1 k=1
3)

. 1 *
Se pued’el} deducir, co_mo consecuencia de la definicién de frecuencia
absoluta, ficilmente las siguientes relaciones:

zni=n, Oénién,

donde n es el tamano de la muestra, m €s el nimero de valores de la
variable discreta X = {X1, X2, s Xy} y myes el namero de veces que
aparece Xj repetido en los elementos de la muestra.

Se define la frecuencia relativa f; de X; como el cociente entre la
frecuencia absoluta y el tamaifio de la muestra:

o jm Ll con N g - BRLEL
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6.1 Parametros estadisticos

* Generalmente el resultado de la medida de las propiedades de una
muestra se representa en forma de tablas del tipo:

Propiedades | Frecuencias | Frecuencias
a estudiar absolutas relativas

Xj n; £

. 1 n 1 f]

X2 ny f

Xm Ny i

plo

La medida de los pesos, x, efectuada en una muestra formada por 57
hombres de 50 afos, de cierta poblacién, se puede presentar mediante la

tabla :

Pesos x; Frecuencias | Frecuencias
absolutas n; | relativas f

61 8 8/57

61,2 10 10/57
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6 Estadistica descriptiva

65 2 | 2/57
70,2 S 5/57
75.9 13 13/57
T3 3 3/57
80 1 1/57
82,4 15 15/57
total = < 1

« Se designan con el nombre de pardmetros estadisticos a los nimeros
(o valores) que describen de forma concisa el comportamiento y las
caracteristicas generales de una variable estadistica. Los mds utilizados
son los siguientes:

120

1) La moda. Es el valor que se presenta con mayor frecuencia en un
conjunto de datos.

2) La mediana. Es el valor central de los datos cuando éstos se
ordenan de menor a mayor.

Sea X = {X{, X9, ..., Xpp } una variable estadistica.

3) La media aritmética, <x>, o media, es la medida mds corriente a la
hora de describir el promedio de un conjunto de datos y viene dada por

m
pIRS
1
Sy oo AL,

Si los datos vienen agrupados en relacién a su frecuencia se tiene la
siguiente férmula alternativa



6.1 Parametros estadisticos

m
Z %
|
I

4) Desviacién media, DM. Es la media aritmética de las desviaciones
absolutas de cada valor respecto a la media:

‘xi—<x>‘
PR = Ay b
m

™M =

5) La varianza, o2. Es la media de los cuadrados de las desviaciones:

(xi—<x>)2
I

IIIMg

m

Las siguientes formulas alternativas pueden ser mds convenientes en
algunos casos

y si se utilizan frecuencias absolutas n;, se tiene la formula
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6 Estadistica descriptiva

m
b3 ni(xi—<x>)2
o2 il

n

6) La desviacion tipica, ©. Se define como la raiz cuadrada de la
varianza:

['m
’ Y (x;—<x>)’

G= ﬂJi=I ;
m

expresion que tiene las siguientes formas alternativas, en términos de las
frecuencias absolutas,

m m
2 2
Y, (xj—<x>)"n > xim

G:“lel _=v_.=1_ﬂ<x>z
n n

6.1.3 Ejemplo
Se tienen las siguientes estaturas (en cms) de un conjunto de alumnos
de matematicas especiales:

164, 168, 173,173,175, 176,179, 181.

Vamos a determinar los valores de los diferentes pardmetros, para ello
previamente construimos una tabla:
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X; Xiz Ix; - <x>l
164 26896 9'6

168 28224 5'6

173 29929 0'6

173 29929 0'6

175 30625 1'4

176 30976 2'4

179 32041 5'4

181 32761 74

X =1389 X =241381 [X=33

Moda (valor més frecuente): 173.

Mediana: 1—'}'3%”2 = 174 (se calcula el promedio de los datos
centrales debido a que el niimero de datos es par).
Media aritmética :

s 164+ 168 + 173+ 173+ 175+ 176 + 179 + 181

3 =173'6.

Desviacién media: DM = % .

Desviacion tipica:
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6 Estadistica descriptiva

= sz Bl _ (17376)2=e.
8
Varianza: 6> = 36.

« La media es el valor promedio y se puede considerar como el “centro
de gravedad” del conjunto de datos tratados. La desviacion tipica nos
mide la dispersién ( o distancia) de valores de los datos en relacion a la
media.

6.1.4 Ejemplo
dag:;l:cular la media y la desviacién tipica de los siguientes conjuntos de
A) Evolucion de los precios del cafe en 6 meses:
156, 168, 175, 183, 195, 207.
B) Precios del litro de leche en cinco tiendas diferentes:
36,39,43,45,47.

C) Precios del litro de leche en esas mismas tiendas un mes después:

35,36, 38,40,41.

Solucion: A)
Xj f'ii'2
156 24336
168 28224
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175 30625
183 33489
195 38025
207 42849
¥=1084 | Z=197548
= 50,
6
m
> x
s 1977548
o= =l _«x>? J — (180°6)2=175.
m
B)

X; xi2

36 1296
39 1521
43 1849
45 2025

125



6 Estadistica descriptiva

47 2209
X=210 ~ = 8900
<X>= @ =42
5
m
> X
i
i 2 _ /8900 2
o= = e (42)° = 4.
(&)
Xj Xiz
35 1225
36 1296
38 1444
40 1600
4] 1681
=190 Y =7246
<X>= Bg =35
5
m

_Ji=t .2 [1246 P
o= = x> = 5 (38)“ =2"28.

* La desviacidn tipica sirve también para medir la homogeneidad de
los datos. Evidentemente en el caso C), del ejemplo anterior, la
homogeneidad es mayor que en el caso B). Si en dicho ejemplo se
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intenta comparar la dispersion del conjunto de datos en A) respecto de
B) o C), parece en principio que es mayor, pero esta apreciacion puede
ser errénea, puesto que en A) la media también es mayor.

Para poder comparar estadisticamente dos poblaciones ( o dos
muestras) diferentes se suele utilizar el coeficiente de variacion, que se
define como sigue:

o
<xX>

+ Dicho coeficiente nos da la variacién relativa de una poblacion ( o
muestra) y por tanto mide la homogeneidad (menor coeficiente, mas
homogénea) de dicha poblacién de forma mds objetiva.

R
6.1.5 Ejemplo
Aplicando dicha férmula al ejemplo anterior, se tiene:

(CV)p)=0'097, (CV)gy=0'095, (CV)c)=0'060.

De donde se observa que la homogeneidad de los conjuntos A) y B) es
practicamente la misma, siendo mayor la del caso C).

6.1.6 Ejemplo
Determinar la media aritmética y la desviacion tipica de los datos
presentados en la tabla:
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6 Estadistica descriptiva

X; n; n;X; xiz nixiz
61 8 488 3721 297680
612 10 612 3745'4 37454'0
65 2 130 4225 8450
702 5 351 4928 24640
75'9 13 986'7 5760'8 74890'4
77'3 3 231'9 5975'3 17925'9
80 1 80 6400 6400
82'4 15 1236 6789'8 101847
=573 | £=57 | Z=41156 |Z=415453 | £=3013753
"
<x>= E“ e LM
57 ’
m
> xizni
6= =——- >25J30;§63 - (72'2)2:8‘61.

Se ha realizado un examen de matemadticas especiales a un grupo de
alumnos. El examen constaba de dos pruebas, denominadas A y B; a
partir de la informaci6n, obtenida después de su calificacion, se han
hecho los siguientes cdlculos:
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6.1 Parametros estadisticos

<XKA> = 16'3,0A= 3

<xg>=8, og=1'40.

* * % . .
Dos alumnos, x y x , que han realizado dichos examenes, han
obtenido las puntuaciones:

* Fk

X X

152 17
B 11 13

;Cial de los alumnos supera en puntuacién global al otro?
Solucién

Primero se van a tipificar las calificaciones obtenidas por cada uno de
ellos.

En estadistica la forma de tipificar los datos de una muestra o
poblacién es la siguiente: se sustituye cada dato x; por el cociente

(x; = (x))
= — .
(0]

Como consecuencia la nueva distribucion tiene media O y desviacién
tipica 1. Lo cual permite hacer comparaciones mas facilmente.

En nuestro caso
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6 Estadistica descriptiva

* k%
i Z
A | 152-16'3 17-16"3
" =036 — =023
3 3
B
=8 . 8,
T =214 S =357

Luego la media del alumno (*) es

« =036+2'14
o A e =(0'89,

y lade (**)es

e, 0’23 + 3’57 _
__27 -

<z >= 1'9.

Evidentemente (<z**>) > (<z*>).

6. jercicios

1.- Un alumno ha realizado veinte ejercicios a lo largo de un curso, que
fueron calificados con:

5639 4. 1.2, 732,19, 3, 0,-6, 1:9/8:3.6
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6.2 Ejercicios

a) Construir una tabla de frecuencias absolutas y decir cudl es la moda
de las calificaciones y cudl la mediana.

b) ;Cudl es la proporcién de ejercicios suspendidos?
c¢) Determinar la nota media (aritmética) de dichas calificaciones.

2.- Consultadas numerosas personas sobre la altura de una torre se
obtuvieron las siguientes respuestas:

10m, 15m, 20m, 25m, 30m, 35m, 40m, 45m, 50m;
con los siguientes porcentajes:
2%, 5%, 8%, 16%,35%,20%, 71%,2%'y 5%

respectivamente. Determinar la altura media, la desviacién media, la
varianzay la desviacion tipica.

3.- Un profesor pregunta a sus alumnos cudnto tiempo les ha ocupado
entender el anterior ejercicio, y éste anota las siguientes respuestas

60

Ln

0| 15202530 | 35|40 | 45| 50| 5

Ln

minutos

n°alumnos | 30 | 46 85 66 30 14 10 10 5 5 3 1

Determinar la media de tiempo empleado para entender el problema, la
desviacién media, la varianza y la desviacién tipica. ;Cudnto tiempo es
razonable que se dedique para hacer un problema de éstos en un examen?

4.- La altura de un edificio de 30m de altura es estimada por un grupo de
personas.

a) Consultadas 24 personas respondieron:

3 personas - 20m, 6 personas - 25m, 10 personas - 30m, 3 personas - 40m
y 2 personas - 45m.

b) Consultadas 98 personas respondieron:

4 personas -10m, 2 personas - 15m, 6 personas - 20m, 10 personas -
25m, 50 personas - 30m, 13 personas - 35m, 9 personas - 40m, 3
personas - 45my 1 persona - S0m.
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6 Estadistica descriptiva

Determinar la media y la desviacion tipica para las dos poblaciones
(los dos grupos de respuestas) y compararlas para decidir cuél de los dos
grupos dio una respuesta mas homogénea (utilizar el coeficiente de
variacion).
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Sistemas de
ecuaciones lineales
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En este tema se estudian los sistemas de ecuaciones lineales y en
particular algunos métodos de resolucion de los mismos. Este estudio se
completard en el tema 9 con el Teorema de Rouché-Frobenius y la Regla
de Cramer.

7.1 Ecuaciones lineales.

Una ecuacion lineal con n incégnitas es una igualdad de la forma:
a;x;tayx,+...+a x =b
donde ay, a,,..., a,, son n nimeros reales conocidos, que se denominan

coeficientes de la ecuacién, b es otro nimero real conocido que se llama
término independientey X1, Xy, ..., X, son las incégnitas de la ecuacion.

» Notese que en una ecuacién lineal sus incégnitas tienen todas grado
1, es decir no estdn elevadas a ninguna potencia, ni aparecen
multiplicadas unas por otras.

R R
7.1.1 Ejemplo
5x+42 =0 es una ecuacion lineal (con una incognita).
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7x+2y = 24 es una ecuacién lineal (con 2 incognitas).

2x-6y+5yz = 0 no es una ecuacion lineal (pues la incégnita y aparece
multiplicada por la incognita z).

7.1.2 Ejemplo

Dados n nimeros reales cy, c3,..., ¢y, € dice que:
){]=Cl, X2= Cz, ceey Xp=Cpy

es una solucion de la ecuacion lineal:

a;X;{+ax,+...+ax =0b,
si al sustituir las incégnitas X, Xs,..., X, por los niimeros cy, ¢,..., C, S€
obtiene una identidad, es decir si:

ajc;+a,c,+...+2a.Cc = b.
Resolver una ecuacion lineal consiste en hallar todas las soluciones de la
misma.

a) El nimero 2 es una solucién de la ecuacion 7x -5=9,yaque 7.2- 5
= 14 - 5=9. Nétese que x = 2 es la tinica solucién de la ecuacion y que
para encontrarla basta con despejar la variable x:

7x-5=9-97x=9+5—>x = ? = 2.

b)Una solucién de la ecuacion x - 2y + 5z=3 es x =3,y =0,z =0 pues
3-20+5.0=3,perox =0,y =1,z =1 también es solucién de dicha
ecuacion ya que 0 - 2.1 + 5.1 = 3. Como vemos, esta segunda ecuacién
tiene mds de una solucion.

 Lasecuaciones lineales tienen la siguiente propiedad:

Six|=c¢y,X9=C9, ..., X;=C,, es una solucién de la ecuacion:
ajX;+a X+ ta X, = b,
entonces X;= Cy, Xp= C€3,..., X,= C, €s también una solucion de la
ecuacion:
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ra;X; +ra X, +... +ra x, = rb ,

donde r es un nimero real distinto de cero.

7.2 Siste e ecuaioes lineales

Si en vez de considerar una sola ecuacion lineal consideramos varias,
obtenemos lo que se denomina un sistema de ecuaciones lineales.

Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas a todo
conjunto de ecuaciones lineales de la forma siguiente:

aX;+a X, + W - W bl

451X, +322x?_+...+a2nxn =b2

a (X t+ta X, +...+a X =b

Los ndmeros reales ajq, ajg, .., dyp, son conocidos y reciben el
nombre de coeficientes del sistema. Los nimeros reales 70 o, T , T

también son conocidos y se les denomina términos independientes. Por
dltimo Xy, X, ..., X, reciben el nombre de incdgnitas.

En adelante y cuando no haya posibilidad de error, omitiremos la
palabra lineal y diremos “sistema de ecuaciones” en vez de “sistema de
ecuaciones lineales”. Por otra parte cuando el niimero de incégnitas no
es elevado, éstas se suelen denotar por X, y, z, t, ... en vez de por Xy, Xp,

X3, ..., cOmMO ya hicimos en los ejemplos de la seccion anterior.
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7.2.1 Ejemplo

5x+2y-5z=1
-x+3y+z=4
2x—y—2=0
es un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas.
7x+2y—35z=1
2x —y—12=0

es un sistema de 2 ecuaciones con 3 incognitas.

Se dice que n niimeros reales ¢y, ¢, ..., ¢, (también se escribe x;= ¢y,
X9=Cy,..., Xp=Cy) SON una solucion del sistema:

a”x]+a|2x2+...+a]nxn=b]

Ay Xy FayXy + o+ 8y X =b2

(1)

amlxl + 4n2%2 G amnxn = bm

cuando son solucién de todas y cada una de las m ecuaciones que lo
forman.

Es decir, ¢{, 3, ..., €, €S una solucién del sistema (1) cuando al
sustituir x|, X, ..., X, por ¢y, €, ..., ¢, respectivamente, se verifican las
siguientes identidades:

apCy+aCyt .. tacp = b,

@y C +y5C)+ ... +azncn=b2

a 1€ +a,C . Fta =b
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7.3 Sistemas equivalentes.

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es compatible cuando
admite al menos una solucién e incompatible cuando no tiene ninguna
solucién. Un sistema compatible puede ser compatible determinado o
compatible indeterminado, segin que tenga una tnica solucion o mas de
una solucién. En este segundo caso (es decir, cuando el sistema es
compatible indeterminado) siempre existen infinitas soluciones.

El proceso de hallar la solucién o las soluciones de un sistema de
ecuaciones se denomina resolver dicho sistema, mientras que estudiar si
es compatible, incompatible, compatible deteminado o compatible
indeterminado, se llama discutir el sistema.

7.3 Sistemas eunles.

Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando
tienen las mismas soluciones, es decir, cuando toda solucion del primero
de ellos es también solucién del segundo, y toda solucién del segundo es
también solucién del primero.

» Ya vimos en la seccion 7.1 que si multiplicamos los coeficientes y el
término independiente de una ecuacién lineal por un mismo nimero
distinto de cero, la nueva ecuacién que resulta tiene las mismas
soluciones que la ecuacién de partida. Por consiguiente, si en un sistema
de ecuaciones lineales se multiplican los coeficientes y el término
independiente de una cualquiera de sus ecuaciones por un Mmismo
ndmero distinto de cero, se obtiene un nuevo sistema que es equivalente
al primero.
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7.3.1 Ejemplo
3x—-y+z-u=l
2Xx—Z + u=-2 (D
-X+y-—2z=3

multiplicamos la segunda ecuacion por -2:

3x—y+z—-u=l
—4x +2z—2u=4 (2)
-x+y—-2z=3
multiplicamos la primera ecuacién por 5:
15x = 5y + 5z — 5u=5
—4x +2z —2u=4 (3)
-X+y—-2z=3

Los sistemas (1), (2) y (3) son equivalentes.

e« Si en un sistema de ecuaciones cambiamos el orden de sus
ecuaciones, el sistema que se obtiene es equivalente al de partida.

R
7.3.2 Ejemplo
3x—y+z—-u=l
2x—z +u=-2 (1)
-x+y—-22z=3
2x-z+u=-2
3x—y+z-u=l (2)
-Xx+y—22z=3

2x—z +u=-2
-x+y-—2z=3 } 3)

3x-y+z-u=l
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7.3 Sistemas equivalentes.

Los sistemas (1), (2) y (3) son equivalentes.

 Sien un sistema de ecuaciones cambiamos el orden de sus incégnitas
el sistema que se obtiene es equivalente al de partida:

s PASTRISSS
7.3.3 Ejemplo

(1)

2Xx—z + u=-2

3x-y+z-u=l }
-Xx+y-—2z=3

(2)

2Xx—z +u=-2

3x +z-y—u=l }
-x—-2z+y=3

u—z + 2x=-2 3)

—u+z-y+3x=1 }
—2z+y—-x=3

Los sistemas (1), (2) y (3) son equivalentes.

« Por altimo, si en un sistema de ecuaciones sustituimos una ecuacion
por la ecuacion que resulta al multiplicar aquélla por un niimero real
distinto de cero y sumarle otras ecuaciones del sistema multiplicadas
por niimeros reales cualesquiera, entonces el sistema que se obtiene es
equivalente al de partida.

7.3.4 Ejemplo

Consideremos el siguiente sistema:
2x—-y+z=1
x—sy+z=T (1
-x+2y-3z=-1
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7 Sistemas de ecuaciones lineales

Sustituyamos la primera ecuacion del sistema por la ecuacion que se

obtiene sumando a la primera ecuacién la tercera multiplicada por 2:
(1% ecuacion): 2x -y +z=1
(3%ecuacidn) . 2: -2x +4y - 62=-2
Sumando:
0x+3y-5z=-1,
que es igual a la ecuacion:
3y - 5z =-1 (nueva primera ecuacion).
Sustituyendo en el sistema (1), obtenemos el sistema:

3y —5z=-1
x—%y+z=7 2)
- Xx+2y-3z=-1

Los sistemas (1) y (2) son equivalentes.

Sustituyamos ahora, por ejemplo, la segunda ecuacion del sistema (2)
por la ecuacién que resulta de multiplicar por -2 (distinto de cero) dicha
(segunda) ecuacién y de sumarle la primera multiplicada por 3 y la
tercera multiplicada por -4:

(12 ecuacién) . 3: 9y -15z=-3
(2% ecuacion) . (-2): -2x+y-2z=-14
(3%ecuacion) . (-4): 4x -8y +12z=4
Sumando se obtiene la ecuacion:
2x +2y-5z=-13.

Sustituyendo ahora la segunda ecuacién de (2) por esta nueva
ecuacion obtenemos el sistema:

3y —5z=-1
2x +2y —52z=-13 (3)
—Xx+2y—-3z=-1
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7.4 Resolucion de sistemas.

que es equivalente al sistema (2).

e
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Exponemos a continuacién el método de sustitucion y el método de
Gauss para la resolucion de sistemas de ecuaciones.

» El método de sustitucion consiste en despejar primero una incognita
en una ecuacion cualquiera del sistema y sustituir después en las demas
ecuaciones dicha incégnita por el valor obtenido al despejar.

7.4.1 Ejemplo
Resolveremos el siguiente sistema usando el método de sustitucion:

2x -y +z=2
X+2y—z=1
-3x+y—-3z=-3

Despejando, por ejemplo, la incégnita y en la primera ecuacion
obtenemos:

y=2x+2-2 (1)
Sustituyendo y por ese valor en las ecuaciones segunda y tercera,
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resulta el siguiente sistema:

x+2(2x+z-2) —z=l }
—3x42x+z-2-32z=37

operando:
5x +2z=5 }
—-X=2z=-1
Despejando por ejemplo x en la segunda ecuacién obtenemos:
x=1-2z (2)

y sustituyendo en la primera, resulta
5(1-22)+2=5—>5-102+2=5—->-92=0—2z=0.
Sustituyendo ahora en (2) resulta
x=1-2.0=1,
y sustituyendo x y zen (1) por sus valores x= 1,z =0, se tiene:
y=2+0-2=0.
Luego la solucién del sistemaesx=1,y=0,z= 0.

Como el sistema tiene una tnica solucién se trata de un sistema

compatible determinado, segiin las definiciones del apartado 7.2.

+ Resolver un sistema de n ecuaciones con n incégnitas por el método
de Gauss consiste en obtener mediante las transformaciones que
aparecen en el apartado 7.3, otro sistema equivalente a €l que tenga una

expresion de la forma:

Cp1XyHC Xt .. +CnXp =d1

ConXg+ .o +Cy X = cl2

Can¥n = dn

(siendo ¢1#0,cy#0, ..., Cy n1%0, ¢y n# 0) y resolver este dltimo.

Nétese que resolver el sistema obtenido por sustitucién es muy
sencillo ya que x, se despeja inmediatamente de la n-ésima ecuacion:
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A continuacién sustituyendo en la ecuacién (n-1)-ésima podemos
despejar X, _i:
d

n
n—1In
Chn

x —
n—1 ’
Ch—1n-1

p1TC

y asi sucesivamente.
Consideremos un sistema (genérico) de n ecuaciones con n incognitas:
ap X tapXyt+..ta X, = bl

a51X4 +ay Xyt .. Fay X = b2
ap X +a Xy ... ta X = bn

« Para aplicar el método de Gauss se siguen los siguientes pasos:

- Paso 1: Si a;; # 0 pasamos al siguiente paso; en caso contrario
cambiamos de orden las ecuaciones o las incognitas para conseguirlo.
- Paso 2: Se multiplican los coeficientes y el término independiente de la
; ol 1
primera ecuacion por —:
41
ap Xy tapXy+..tax, = b, -
a a b
12 1 1
X +—Xy+..+—%X = — (Bl
i O an an

- Paso 3: Se sustituye la segunda ecuaci6n por la ecuacién que resulta de
restar a la segunda ecuaci6n la ecuacion (E1) multiplicada por el
coeficiente ay 1, es decir por el coeficiente de x; en tal ecuacion:

851X T axXy + ... +8,. %, = b2 —>

(az]xl +a)Xy+ ... tay X = bz)”
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7.4.2 Ejemplo

y operando se obtiene la siguiente nueva ecuacién:

S L A1n B by o
2y, aZIa_[_l Xpt ...+ aZn_aZIa_H Xy = 2“3213—11 (E2).

- Paso 4: Se realiza la misma operacién que con la ecuacién segunda con
la tercera, cuarta, ..., n-ésima. Es decir se sustituye cada i-ésima
ecuacion, con i > 1, por la ecuacién que resulta de restar a la i-ésima
ecuacion la ecuacién (E1) multiplicada por el coeficiente a;1. Asi se

obtiene la ecuacion (Ei):

a a b
12 In | .
(aiz_ai 1 a—“ sz i AR o (ain—ai 1 a—“]xn = b' — ai 1 a (El)

- Paso 5: Después de los pasos anteriores se obtiene un nuevo sistema de
n ecuaciones con n incdgnitas, pero la inc6gnita x; s6lo aparece en la

primera ecuacion, asi las n-1 iltimas ecuaciones se pueden considear
como un sistema de n-1 ecuaciones con n-1 incégnitas. Apliquese de
nuevo todo el proceso, desde el paso 1, al sistema formado por las n-1
dltimas ecuaciones. De este modo se eliminar otra incégnita de otras
n-2 ecuaciones y repitiendo de nuevo varias veces el proceso se
alcanzara finalmente un sistema de la forma:
CipXptCpXp+ .+ x, =d,;

I,1=
c22x2+ et Cy X = d2

Resuélvase por el método de Gauss el siguiente sistema:
2x -y - 3z=1
~X+2y—2=5
3x+y+z=I
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Como el coeficiente de x en la primera ecuacién es diferente de cero
no necesitamos realizar el primer paso. Realizamos el segundo, es decir,

e . ¥ 1
multiplicamos la primera ecuacion por ok

x-.!.y-%z:l

2 2 2
-x+2y—-2z=5
3x+y+z=1

Ahora el siguiente paso consiste en restar a la segunda ecuacion la
primera multiplicada por (-1), coeficiente de x en la segunda ecuacion.
Es decir, en este caso tenemos que sumar a la segunda ecuacion la
primera:

3x+y+z=1

Restamos a la tercera ecuacién la primera multiplicada por 3
(coeficiente de x en la tercera ecuacion):

2 2 2
3. 5 11
RARE. ey
5 11 1
LA i)

Obsérvese como en las dos (ltimas ecuaciones no aparece ya la
incGgnita x. Para simplificar los cdlculos podemos ahora multiplicar por
dos las dos tltimas ecuaciones, resultando:

il A A
9y T g
3y -5z=11

Sy+11z=-1
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7 Sistemas de ecuaciones lineales

A continuacion aplicaremos el proceso a las dos dltimas ecuaciones.
En primer lugar dividimos por 3 la segunda ecuacién:

L

£ 2palt
ATRaT 3
Sy+1lz=-1
Seguidamente restamos a la tercera ecuacion la segunda multiplicada
por 5:

c gy

A TpR=s

. NS Uil |
1733

58,58

TGl |

De la tercera ecuacién tenemos que z = -1. Sustituyendo z por -1 en la

segunda ecuacién tenemos:

y-3 (=g 5y =4~ sy=2
Por dltimo, sustituyendo y por 2 y z por -1 en la primera ecuacién
resulta:
B PR L 1 R
2 2 2
Luego la solucion del sistemaes x=0,y=2,z=-1

7.5 Matrices asociadas a un sistema.

Como hemos visto en el ejemplo 7.4.2 de la seccién anterior, al
aplicar el método de Gauss para resolver un sistema lo que realmente
interesa y se modifica son los coeficientes y los términos
independientes. En aras de una mayor rapidez y comodidad,
introduciremos una notacién (matriz de los coeficientes y matriz
ampliada) que permitird aplicar directamente el método de Gauss de
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forma mas econdémica sobre todo cuando el nimero de ecuaciones e
incégnitas sea elevado.

Dado un sistema de m ecuaciones con n incognitas
ap X tapX,totax, = b,
8y Xy Ay Xy + . +£12nxn=t>2

x =Db

R

arnlxl * ""mzxz ot amn

se denomina matriz de coeficientes de dicho sistema al conjunto de sus
coeficientes dispuestos en forma de tabla de la manera siguiente:

(‘111 5 b R T
oy, Byg oov oy
,_uml A2 - amn_

si a la matriz de los coeficientes le afiadimos los términos
independientes se obtiene la llamada matriz ampliada :

B ’ , 7l
aj; ap - Ay, by

ayp gy - Ay Dyf

Lam] 4m2 =+ 4mn bm.

Los coeficientes y término independiente de la ecuacion i-ésima
situados en la matriz ampliada forman la fila i-ésima de dicha matriz.
Los coeficientes que multiplican a la incognita j-€sima forman la
columna j-ésima.

Para resolver un sistema por el método de Gauss bastard realizar el
proceso descrito en la seccién anterior sobre la matriz ampliada del
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7 Sistemas de ecuaciones lineales

sistema. Vedamoslo con un ejemplo:

7.5.1 Eje
Dado el sistema:

2x+y-—z-2u=l

X—y-3z+u=-12
X—y—z—u=-6
X+y+z+u=10

la matriz de los coeficientes de tal sistema es:

2 1 -1-2
1-1-31
g =1 =i’
) (L
la matriz ampliada es:
21 =1=-2 1
1-1-31 -12
i<1<1-1 =6

I -1 1 10

a continuacién resolveremos el sistema modificando simplemente esta

matriz:
[2 1 =12 1 j=f=8 4 =12 118 1 =12
B S R B L R N S R B e el S T R B S
I Sl =1 26 g 1=l =1 =6} = |I=1=1=1.46]

| S i S L ¢ T R I I 31 410

las operaciones que hemos realizado son:

(1) hemos intercambiado de lugar los coeficientes y términos
independientes correspondientes a la primera y la segunda ecuacion.

(2) hemos sumado a la segunda fila la primera multiplicada por -2.
Continuando el proceso de resolucion de Gauss obtenemos:
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1-1-3 1 -12 1-1-3 1 —12 1-1-3 1 —12
03 5425|103 5-425|(2)|03 5 -4 25
f—1-1-1-6| (00 2=2 6| (00 2-26]
111 10 1 1= -1 19 02 4 0 22
Los pasos que hemos efectuado son:

(1) restamos la primera fila a la tercera fila,

(2) restamos la primera fila a la cuarta fila.

1~1-3 1 ~12 S, (O [ fnt w5 T =12
03 5—-425|(1H|03 5-425|((2)01 2 0 11

00 2-—26|—=>002-26|-/1002-226

9249 22 g1 29511 03 5-425

Donde hemos realizado los cambios siguientes:
(1) dividimos por 2 la cuarta fila,

(2) intercambiamos la segunda con la cuarta fila.

-1-3 -12 1-1-3 1 -12

1 1 1-1-3 1 -12
0120 11|()jo1 20 11](2)[01 2 0 11
00 2-26|—->002-26|->001-13

03 5-425 00 -1-4-8 00 -1-4-8

(1) hemos restado a la cuarta fila la segunda multiplicada por 3,
(2) hemos dividido por 2 la tercera fila.

113 1 42} {131 =12
012011%012011
050 _d.m1.~3 00 1-1 3/
00—1—4—8J 00 O—S—SJ
donde simplemente hemos sumado a la cuarta fila la tercera.
El sistema correspondiente a la dltima matriz ampliada es:
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7 Sistemas de ecuaciones lineales

X—y-—-3z+u=-12
y+2z=11
z-u=3
-5u=-5

Despejando u en la cuarta ecuacion resulta u = 1. Sustituyendo en la
tercera y despejando z tenemos z = 3 + 1 = 4. De la segunda ecuacion,
sustituyendo z por 4 obtenemos y = 11 - 8 = 3. Por dltimo, sustituyendo y
por 3,z por 4y u por 1 en la primera ecuacién obtenemos:

x=-12+3+ 12-1=2.

Luego la solucion del sistemaes x=2,y=3,z=4,u= I:,

» Notese que al aplicar el método de Gauss sobre la matriz ampliada se
debe tener la precaucién de conocer la incégnita a que corresponden los
coeficientes de cada columna, sobre todo al cambiar de lugar columnas.
Tal cuidado se puede conseguir escribiendo bajo cada columna el
nombre de la incégnita a que corresponde.

E i % Notas Historicas

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fue un matematico, fisico y
astrénomo alemdn que por sus numerosas e importantes aportaciones
puede ser considerado el mayor de los matemdticos de todos los
tiempos. Entre sus muchas contribuciones esté el teorema que asegura
que toda ecuacién polinémica de grado n tiene n raices.

7.6 Ejercicios

1.- Determinar cudles de los siguientes sistemas de ecuaciones
lineales son compatibles y cudles son incompatibles:
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7.6 Ejercicios

X+ 2y—2z=0 X+y=1 ;+_E +__2Zi;
a) TSR 3 . . b) 2x—y=7 (.0) ¥ _3 _f;_
v i e —x+2y=T7 P

2.- Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

o 3x+2y+2z=4
a) )2(){_-:)1:; },b) X—y+3z=2 }
s 2x +y —z=1

3.- Resolver por el método de Gauss el siguiente sistema:

5x—S5y—-62z=5
5x+3y-2z=10 }
3x+2y+T7z2=2

4.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

Xx+2y+3z+u=9
X + 3y + 2u=7
2X—2z+3u=2

3x+2y—-z+u=l1l

5.- De una caja que contiene piezas de los tipos A y B, se desea
determinar su peso y el peso de cada una de las piezas. Para ello se sabe
que:

a) Dos cajas y una pieza A pesan 19 Kg.

b) Una pieza A y una caja de la cual se han extraido dos piezas B
pesan 6 Kg.

c) Tres cajas, una pieza A y tres piezas B pesan 34 Kg.
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Matrices y
determinantes

Como se ha visto en el tema anterior, al resolver sistemas de
ecuaciones por el método de Gauss, el utilizar la matriz ampliada
simplifica considerablemente los trdmites de resolucién. Esta
simplificacion es tanto mds notable cuanto mayor es el nimero de
incognitas que intervienen en el sistema. Esto lleva a introducir y
estudiar las matrices en si mismas, puesto que serdn una herramienta de
gran utilidad en capitulos posteriores.

.1 Matri ces

Se denomina matriz de m filas y n columnas a todo conjunto de m.n
nimeros reales distribuidos en m filas y n columnas de la forma
siguiente:

A g ety

il.ZI 1122 ilzn -

4m1 qm2 - dnmj
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En adelante a la matriz anterior la representaremos por (a;;), donde
i=1,2,...,my j=1,2,...,n Los nlimeros aj; se denominan elementos
de la matriz.

Una matriz de m filas y n columnas, se dice que es:

« Una matriz cuadrada cuando tiene el mismo nimero de filas que de
columnas, es decir, cuando m=n.

« Una matriz rectangular cuando el nimero de filas es distinto al
nimero de columnas, es decir , cuando m#n.

« Unamatriz filacuando el nimero de filases 1, estoes, cuando m=1.

« Una matriz columna cuando el nimero de columnas es 1, o sea, si
Nl

Las matrices cuadradas destacan por su importancia dentro del
conjunto de las matrices. Podemos clasificarlas en distintos tipos. Sea
A = (aj;) una matriz cuadradade n filasy n columnas.

A es una matriz simétrica cuando a;; = a;;, cualesquiera que sean
i=1,2,...0, ¥j=12,....,n

« A es una matriz triangular superior cuando aj = 0, para todo
i=1,2,...,n, y todo j=1,2,...,n, con i>].

0, para todo

« A es una matriz triangular inferior cuando  aj;
i=1,2,...,n, ytodo j=1,2,...,n, con i<j.

« A es una matriz triangular cuando es una matriz triangular superior
o inferior.

e A es una matriz diagonal cuando ajj = Oparatodoi=1,2,...,n, y
todo j=1,2,...,n, con 1#].



8.1 Matrices

* A es una matriz cero cuando todos sus elementos son iguales a cero,
es decir, si a =0, paratodo i=1,2,...,n, y todo j=1,2,...,n.

* A es una matriz unidad cuando es una matriz diagonal y a;; = 1 para
todoi=1,2,...,n.

SiA= (aij) es una matriz de m filasy n columnas, diremos que A es
una matriz mxn.

SiA=(ai}-) es una matriz cuadradade n filasy n columnas, diremos
que A es una matriz cuadrada de orden n. Se denomina diagonal
principal de dicha matriz ala n-upla (a;,asy, ..., a,,).

8.1.1 Ejemplos
Las siguientes matrices

1120
a) |-123|, b) [;ig‘iﬂ,
012 - =
1 -1
) |0 2] d [12345¢/
0 4
g 1-10 32
b {94 "548
e) ; Hlo 4 3 -1-1,
‘i 3 5-14"0
. 2 6 -1 0 -1
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8 Matrices y determinantes

1 000 120 45
2 300 02 6 —-13
g) h) [00-1 4 1|,
-1-2-10
43 21 00 0 =22
000 07
000 5
D loool i m
000
2000
k) 0200,
0020
0002

son, respectivamente:

a) una matriz cuadrada de 3 filas y 3 columnas.

b) una matriz de 2 filas y 5 columnas.

¢) una matriz de 3 filas y 2 columnas.

d) una matriz de 1 fila y 6 columnas.

¢) una matriz de 4 filas y 1 columna.

f) una matriz cuadrada simétrica de orden 5.

g) una matriz triangular inferior.

h) una matriz triangular superior.

i) la matriz cero de orden 3.

j) la matriz unidad de orden 2.

k) una matriz diagonal de orden 4. Nétese, en este caso, queé a;; = 2, para
todoi=1,2, 3,4,y por tanto, no se trata de una matriz unidad.

156



8.2 Operaciones con matrices

Se dice que dos matrices A y B son iguales cuando tienen el mismo
nimero de filas, el mismo ndmero de columnas y los elementos
correspondientes son iguales. Es decir, si A = (aij), coni=1,2,....,my
j=1,2, ...,n; B=(b;,coni=12,..,p yj=12 .., q; entonces
A=Bsiysolosi m=p,n=gq, y a;=by, para i=1,2,...,m,y
gt 2.0

8.2 Oeracions con matrices

Sean A=(a;) y B= (bjj) dos matrices m x n.

Se llama suma de estas dos matrices a la matriz C = (cij), también
m X n, cuyos elementos ¢;; son suma de los correspondientes elementos
t.de ;;% %r B. Es decir cj = aj; + byj, paratodoi=1,2,...,m, y todo
FlE Tl S R

En adelante a lamatriz C la designaremos por A+ B.

1-12 3 1 =1 2.0 2 -243
021 5(+-34-13|=|-36028]|
43 -1-2| |-12 2-3 3§ 1-5
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8 Mairices y determinantes

1 2 1 =3 2 ~1
-13/+(0 -1| = |-1 2.
01 -10 =11

Para enunciar las propiedades de la suma de matrices, consideremos
tres matrices genéricas A, B y C,con m filasy n columnas.
La suma de matrices tiene las siguientes propiedades:
* Asociativa:
A+(B+C)=(A+B)+C.
» Conmutativa:

A+B=B+A.

« Existencia de matriz cero:

Existe una matriz m x n cuyos elementos son todos cero. A esta
matriz la designaremos por Op, (y cuando no haya posibilidad de
confusién, simplemente por 0). Tiene la propiedad

Opn+A=A+0p,=A,

para cualquier matriz, A, m X n.

« Existencia de matriz opuesta:

Para toda matriz A existe una Unica matriz, que se denomina matriz
opuesta de la matriz A, que denotaremos por - A, cuyos elementos son
los opuestos de los de A, es decir, si A= (aj), - A= (- a;), y que satisface

A+(-A)= (-FA)+A=0.
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8.2 Operaciones con matrices

2 jemplo
Si A es la matriz

0 1

2 —-1f,

-4 3
su matriz opuesta es

0 -1

ooy £y I

4 -3

Nétese que A+ (- A)=03,.

Se llama producto de un nimero real A por una matriz A = (aii), ala

matriz, que designaremos por A A, cuyos elementos se obtienen
multiplicando los elementos de A por A. Es decir,

l A= (). d'l)

El producto del nimero real - 3 por la matriz
1 2°'0
-3 -5-4/
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8 Matrices y determinantes

160

es la matriz
_3 1 2 0] . |36 0_
-3-5-4 9 15 12

El producto de un nimero real por una matriz tiene las siguientes
propiedades, donde A y p son nimeros reales y A y B son matrices
m X 1.

A O = O

* AW A=A(A).

e A+WA=AA+pA.
* AMA+B)=AA+AB.
e CA=0,

e 1A=A.

. _Az(-l)AyA=(“l)('A)

A continuacion, definimos el producto de matrices y enunciamos sus
propiedades.

Sean A unamatriz mxn y B unamatriz nxp.



8.2 Operaciones con matrices

Se llama producto de las matrices A y B anteriores a otra matriz m X p,
C = A - B, cuyos elementos son

n
cii = D aybyy = a;byj+apby+ . +ag by,
k=il \

paratodo i=1,2,...,m, y todo j=1,2,...,p.

* Notese que cada elemento c;; de la matriz producto C = A - B, se
obtiene como suma de los productos de los elementos correspondientes
de la fila i-ésima de la matriz A, por los elementos de la columna
j-ésima de la matriz B. Ademds debe tenerse muy en cuenta que para
multiplicar una matriz A por una matriz B, el niimero de columnas de A
debe ser igual al nimero de filas de B.

a) El producto
23
23] |-10
32

no puede efectuarse ya que el nimero de columnas de la primera matriz
no es igual al nimero de filas de la segunda.

b)
2 4
[10-2] |-13 =[20]
02
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8 Matrices y determinantes

c)

TR
8.2.5 Ejemplo
Calculamos A2=A A, donde A es la matriz

101
-120|
011
entonces AZ es
120k 1 01 112
-120/:|1-120| = |-34 -1}
011 011 -13 1

En general, A"=A-..."... - A, para toda matriz cuadrada A y todo
niimero natural n.

Las propiedades del.producto de matrices son las siguientes:
e Asociativa:
(A-B)-C=A-(B-0),
donde A es una matriz mx n, Bunamatriz nxp y C una matriz pxd.
* Diswioutiva:
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26 Ejemplos

8.2 Operaciones con matrices

A-B+C)=A-B+A-C,
donde A es una matriz mx n, y B y C son matrices nx p.
(D+E)-F=D-F+E-F,
donde Dy E sonmatrices mxn y F esunamatriz nXx p.

* Matriz unidad:

Sea A una matriz cuadrada de orden n, y sea I, la matriz cuadrada

unidad de orden n, que recordemos que tiene todos los elementos
iguales a cero, excepto los de la diagonal principal, que son todos iguales
a 1. Entonces

A-I,=I,-A=A.

n

Si en una matriz A, m x n, cambiamos sus filas por sus columnas y
viceversa, obtenemos una nueva matriz, n X m, que llamaremos matriz

traspuestade A y que designaremos por A'.

Sea A= (aij), i=1,2,...,m, j=1,2,...,n;lamatriz traspuesta de A,

A',es la matriz (by),i=1,2,...,n, j=1,2,...,m;cuyos elementos son

bjj = aj;.

a) La traspuesta de la matriz
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8 Matrices y determinantes

-1-2
A=|0 0}
3 2
es la matriz
202
b) Si
A=[123
entonces
1
Al = |2
3

Las propiedades de la matriz traspuesta son las siguientes, donde A 'y
B son matrices mxn,y C esuna matriz nx p:

(AYHt=A.

(A+B)'=A'+B"

(AA)'=AA", paratodo nimero real A.

(A-O)t=Ct- Al

(I)!=1,, paratodo nimero natural n.
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8.2 Operaciones con matrices

e SiD esuna matriz cuadrada simétrica, entonces D'=D.

| pIo |
Calctilese lamatriz D talque D-2(A-B+C)' =1, siendo

10 10-2
A=12 1) B=Béﬂ, C=l12-1]
-20 032

Solucion
Aplicamos las propiedades vistas anteriormente. Como

D-2(A-B+Q)'=15,
resulta que
D=1;+2(A-B+C)'=13+2((A-B)'+C".

Para calcular (A - B)! podemos seguir dos caminos: o bien efectuar el

producto y luego hallar la traspuesta, o bien efectuar el producto B' Al
Lo haremos por el primer método.

10‘[210:‘_ 2 10

2 1 =13 2 1},
s —Ha
cuya traspucsta es
23 -4
12 =2l
010
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8 Matrices y determinantes

Por consiguiente 2 ((A-B)'+ CY eslamatriz

6 8 -8
2 8 2]
-40 4
Por tanto
100 6 8 -8 7 8 -8
D=loi1o/+]|282|=]29 2
001 40 4 —-40 5

8.3 Derinants '

En esta seccién procederemos por pasos. En primer lugar definiremos
el determinante de una matriz cuadrada de orden 2. Después se estudiara
el caso de una matriz cuadrada de orden 3 y, finalmente, se estudiard el
determinante de una matriz cuadrada de orden n.

Consideremos una matriz cuadrada de orden 2:

a,, a
&< Pt
491 49

El niimero a;; ay; - 417 ay1, e llama determinante de la matriz A,y
se designa por |Al
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8.3 Determinantes

SRR
8.3.1 Ejemplos
Calculemos el determinante de las matrices

S L ]

Solucion

Al =|2-1|{=2.1-(-1)-3 =35,
3.1

-2.

=
I
b
(]
I
f—
EN
I
(&}
w
I

IC| =‘ 1—1‘ =1-(=1)=(=1)-0=-1.
0-1

Consideremos ahora una matriz cuadrada de orden 3:

a1 212 213
A = lay; Ay Ayl
d31 A3y A33

Llamamos determinante de la matriz de orden 3, A, al nimero
IAl = ajapa33 - aj 1223332 - 41281433 + 81282343

+aj3a914d32 - A13dppd3).
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8 Matrices y determinantes

88>
g .=
175}
SO w
28 g
g5 03
St
o
28 .
-
g8
> 23
2E
q.ww
282
S o
[P
E:
MUU
o B &
L= F)
S
o5
]
v _ 3
=
ot e
20 .
e | 5 nU
S8E
K
=]
nao.
[=I e
S =
i Bl a
[
< L3
3 S E
]

scribirlos en la forma

€

- a3 a32).

aji(ax ass

Ahora bien, el ndmero aj, asz - a3 a3z es el determinante de la

matriz cuadrada de orden 2:

22 423
a3y 433

[a

Anélogamente, podemos sacar factor comiin ajy en los términos 3°y

4°, y a3 enlos términos 5°y 6°,y escribir

-ajy (agy a33 - a23331)
a3 (ay1a3) - axasy)-

Por tanto, podemos escribir finalmente

E S

T

T

i

HE

ks
e
e
T B Es
i

i
i
SEEsvsRaan
e
e

i

e

a:ﬁ@&@&%;i}g&ﬁ«*h

8.3.2 Ejemplo

Calciilese el determinante de la matriz A:
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8.3 Determinantes

12-1
023
-21-1
Solucion
Al=123]-2103]4+(¢-1)| 02]=-5-12-4=-21
1-1 -2 -1 -21

Volvamos de nuevo al nimero
ajjagpaszsz -ajjap3asp - ajpagasy +apagzayy +ay3az dsy - 41343y,

que habiamos dado como definicién de determinante de una matriz
cuadrada de orden 3, A. Vamos a ver una regla para calcularlo
directamente que, naturalmente, coincide con el procedimiento anterior.
Representaremos en la siguiente figura los elementos de la matriz por
puntos. Los puntos unidos por rectas del mismo tipo deberdn
multiplicarse. Los productos de la parte izquierda de la figura irdn con
signo ‘+” y los de la derecha con signo *-°.

Volvamos a calcular el determinante del ejemplo 8.3.2, segin esta
regla:
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8 Matrices y determinantes

IAl=1.2.(- ) +0.1.(-1) +2.3.(-2) - (- 2). 2.(-1) - 1.3.1-02.(-1)=-21.

Estudiaremos ahora el determinante de una matriz cuadrada de orden
n. Previamente, necesitaremos unos conceptos auxiliares.

Dada la matriz cuadrada de orden n, A= (aij), llamaremos matriz
complementaria del elemento aj;; a la matriz cuadrada de orden n - 1,
que designaremos por Aj;, que se obtiene al eliminar la fila i-ésima y la
columna j-ésima de A.

ERERHEEERRE
8.3.3 Ejemplo

Dada la matriz A:
1 2-1
023}
-21-1

las matrices complementarias de los elementos ay; Yy a33 Som,
respectivamente las matrices:

Dada la matriz cuadrada de ordenn, A = (aij), se llama menor
complementario del elemento a;;, al determinante de la matriz Aj;, |Ajjl.
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8.3 Determinantes

SRR
8.3.4 Ejemplo
Para la matriz del ejemplo 8.3.3, tenemos que los menores
complementarios de los elementos ap; y a33serdn

Aoyl = 2711 = <1, Aol = 12lay
A = |21 Anl = | 12]

Sea A una matriz cuadrada de orden 3. Haciendo uso de los menores
complementarios de los elementos de la primera fila, podemos volver a
.escribir el determinante de A del siguiente modo:

SR R S SRR S

T ;i& h AL
b &4 & B e i
12 11 gﬁgg\s ?‘é* A 333

r
£§ .

o »»»o&o« Ww» 3
S R b
EE

Volvamos a la definicién inicial del determinante de una matriz A de
orden 3, que es el nimero:

aj|axasy - ay1ay3a3y - aypdazy +apax3a3; +2a13a71a3p - 4134233.

Se observa que cada uno de los elementos de A aparece en dos
términos. Como hicimos antes con los elementos de la primera fila, si
seleccionamos los elementos de una fila o de una columna cualquiera,
podemos sacarlos factor comtin y obtenemos entonces:

171



8 Matrices y determinantes

o

i
S
e

it
i

$§§
o

.

4
i

!

si

bir la regla anterior del

L

&

‘4’ si i+ espar,Yy

Observemos que el signo de aj; 1Al es
i+j es impar. Por tanto, podemos reescri

siguiente modo:

1) ayy 1A 1+ (- D2 ap 1Al + (- D a3 1A

Al =

ma. De un modo

#

-ési

si desarrollamos IAl por los elementos de la fila i

andalogo,

= 1)3+j a3j |A3J

1)%H ag; 1Ag)1 +(

I+ (-

143
(-1) + alj lAl]

IAl=

a.

-€ésim

si desarrollamos |Al por los elementos de la columna j

.5 Ejemplo
Calculemos el siguiente determinante:

3

8
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8.3 Determinantes

Solucién
Desarrollemos por los elementos de la primera columna:

=21
=32

|A|=l‘*32‘—0‘—21 +1 = =Bl ==,

4 -1 4 -1

Volvemos a calcular Al desarrollandolo esta vez por la segunda fila.

|A =0L—2 I

4 -1

11|-2/1-2|=6-12=-6,
1-1 1 4

que, naturalmente nos proporciona el mismo resultado.

+ En la préctica, vemos que conviene desarrollar por la fila o columna
que contenga mds ceros, ya que ahorra cdlculos.

Estamos ya en condiciones de calcular el determinante de una matriz
cuadrada de orden n, en general. El procedimiento es el mismo:
desarrollar por los menores complementarios de los elementos de una
fila o columna cualquiera, con el signo que corresponda. Estos menores
seran de orden n - 1, que desarrollamos a su vez. Se va reduciendo asi el
orden de los menores en cada caso, hasta que llegamos a menores de
orden 3, que sabemos calcular.

El signo que corresponde a cada producto aj; 1Al es (- 1)*), Veamos
un ejemplo de orden 5. ‘

]
8.3.6 Ejemplo
Calculese el determinante:
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8 Matrices y determinantes

w
|
()
9]
1
oy

o o

Al =

T O N
o= b
hrO -
o,
W o= A

-2

Solucion
Observemos que la cuarta columna tiene tres Ceros. Desarrollamos
por esa columna entonces. El determinante |Al serd

) azs 1Azl

IAl= (1) * a4 1A ) +-1D P agg 1Al + (-1
+ (-1 )4+4 a4 |A44| + (-1 )5+4 asy |A54|.

Y sustituyendo por los valores correspondientes, tenemos

3 =25-1 3 =25 =l
Al = — (-2)| 2 1o=8 4 gl 2 4Bk
5 101 0-21 4
-23 4 3 -23 4 3

y ahora calculamos los dos determinantes de orden 4. Como observamos
que la tercera fila de ambos contiene un cero los desarrollamos por esa

tercera fila.
3_12_53‘41 -2 5 -1 3 5 -1 3-25
5101=51—34 ROl e R | R N
g 3 4 3 24 3 =23 ']

y, calculando los determinantes de orden 3, obtenemos:
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8.4 Propiedades de los determinantes

5.82-1.(-147)-1.83=474.

Por otra parte,
SR, % 8 <1 {18l=gafil Ty 0 g
Dot et (T T e (618 Il - AR O
- gl 24 3 23 3 23 4
€s
2.(-147)+1.(-7)-4.83=-633.
Por tanto

IAl=2.474+2 .(-633)=-318.

opiedes delos detrminantes

Enunciamos a continuacién las propiedades de los determinantes.
Como siempre, A = (3ij) serd una matriz cuadrada de orden n.

» El determinante de A y el de su matriz traspuesta son iguales, es decir
IAl = IA.

De esta propiedad resulta inmediatamente que las propiedades que
siguen son igualmente validas si sustituimos en ellas la palabra fila por
la palabra columna.

» Si se multiplican todos los elementos de una fila de A por un
nimero real, A, se obtiene otra matriz B tal que Bl = A |Al. Es decir el
determinante queda multiplicado por A.
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8 Matrices y determinantes

RS
8.4.1 Ejemplo

-141 -3123
210 2=1 0

« Sean A, B y C tres matrices cuadradas de orden n tales que los
elementos de esas tres matrices son iguales para todas las filas excepto
para la fila i-ésima, y para esta fila se satisface que a;; = bj; + ¢jj, para
todoj=1,2,...,n. Entonces Al =Bl +ICI.

e ]
8.4.2 Ejemplo

-+

34| = 10, 34
73

26 -53

34‘ =29+ (-19) = 10.

« Sien la matriz A intercambiamos dos filas cualesquiera entre si, la
matriz B que se obtiene cumple que [Bl=-IAl

De esta propiedad se deduce inmediatamente que si A tiene dos filas
iguales entonces |Al=0.

Combinando esta propiedad con la segunda vista antes se tiene que:

« Sila matriz A tiene dos filas proporcionales entonces I1Al=0.
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8.4 Propiedades de los determinantes

]
8.4.3 Ejemplo

4 =2 = 2|4-2| = 0.
-8 4 4 -2

« Sialos elementos de una fila de A les sumamos los elementos de otra
fila multiplicados por un niimero real A, la matriz que se obtiene, B, tiene
el mismo determinante que A.

El determinante de la matriz A:

21=2
03-1
14 2

es 25. Sea B la matriz obtenida a partir de A sumando a los elementos de
la primera fila los de la tercera multiplicados por -2. Entonces

-7 -6
1 — 25

IBl =

—_— O

;
4 2

Esta propiedad es muy importante para el cdlculo practico de los
determinantes, cuando el orden es mayor que 3, ya que nos permite
sustituir elementos no nulos por ceros, lo que disminuye el nimero de
operaciones. Vedmoslo en un ejemplo concreto, donde la matriz A es la
“del ejemplo 8.3.6.
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8 Matrices y determinantes

178

RS
8.4.5 Ejemplo

Sea la matriz

3 25 .0 -1
2 1-30 4
A=10-21-24]|
51021
-2 3 4 0 3

Sustituyamos la tercera fila por la suma de ella y la cuarta. Tenemos la
nueva matriz B:

8 ~2 § 01
2 1-304
§5<1 1051
5 %021
-2 3 40 3]

y desarrollando por la cuarta columna vemos que ahora hay que calcular
tan sélo un determinante de orden 4 y no dos, como en el ejemplo 8.3.6.
Tenemos ahora, por tanto

3 -0 %
Al =Bl =2 2 1 -34]|=2(C.

St I8

2% 4 3

En la matriz C haremos lo mismo, pero haciendo varios pasos
simultdneamente. A la segunda fila le sumaremos la primera
multiplicada por 4, a la tercera fila le sumaremos la primera multiplicada
por 5y a la cuarta fila le sumaremos la primera multiplicada por 3. El
objetivo es obtener una columna en la que todos los términos salvo el
primero sean 0. Llegamos asi a la matriz D:



8.5 Matriz inversa de una matriz cuadrada

T (o, e

14 =7 17 0
20-1126 0|

7"'°3°19°0

donde IDI=ICI es
14 -7 17
-(=D|20-1126]

7 =3 19

y ya sélo tenemos que calcular un determinante de orden 3, que es - 159.
Por tanto

IAl=2(-159)=-318.

La dltima propiedad de los determinantes que enunciaremos es
relativa al determinante del producto de dos matrices cuadradas del
mismo orden:

» |A-Bi=IAIIBL

a matriz cuadrada

Diremos que la matriz cuadrada A de orden n es inversible, 0 que
tiene inversa, si existe otra matriz cuadrada de orden n, que
designaremos por Al que satisface

A-Al=Al.A=1,
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8 Matrices y determinantes

180

La matriz A™! recibe el nombre de matriz inversa de la matriz A.

Las principales propiedades de la matriz Al son

» Es linica, es decir si existe otra matriz cuadrada de orden n, B, tal
que A-B=B-A=In,entoncesB=A'].

« Si una matriz A tiene inversa, entonces |Al # 0, ya que existe K y

por la propiedad del determinante del producto de dos matrices, vista
anteriormente, se tiene

A-Al=I)=1,
donde
IA-AN=1A11AT,
e igualando obtenemos que
Al AT = 1,

luego IAl # 0.

Resulta que la condicién anterior no sélo es necesaria sino que es
también suficiente para la existencia de la matriz inversa. Resumimos el
resultado:

B

S

i
R

STEREE
SEEIin
i

»oooo«fiﬁﬁ.iﬁ’:*g’gi
.

sg}ségé%gi il

o

Veamos ahora como se obtiene la matriz inversa de una matriz
cuadrada A=(a1-j) de orden n, con |Al # 0.



8.5 Matriz inversa de una matriz cuadrada

En primer lugar obtenemos la matriz traspuesta de A, A,

A continuacién, sustituimos cada elemento de la matriz Al por su
menor complementario, con el signo que le corresponda. La matriz asi
obtenida se llama matriz adjunta de la matriz A.

Por dltimo, se divide cada elemento de la matriz obtenida en el paso
anterior por |Al.

8.5.1 Eje
Calculemos la inversa de la matriz A

0 -1
: S
1

(o) —
-

-1

cuyo determinante, como se comprueba facilmente es 6. La traspuesta
A' es la matriz

0 1+~1
B=|-111
i-1.4

Calculamos ahora los menores complementarios [B;;| de los elementos
de esta matriz, afectdndolos del signo que les corresponda, es decir,

multiplicindolos por (- 1

1B|1i=2, —|B12|:“(-4)=4, |B13‘=-2,
-IByl=-4, IBpl=1, -IBysl=-(-1)=1,
Byl=2, -IBgl=-(-1)=1, Bgl=1

Obtenemos entonces la matriz
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8 Matrices y determinantes

y dividimos cada elemento por |Al= 6. Obtenemos

|
N e
Al = O\l — W N
= o= wf L
|

len—- un|
| TN

Finalmente, comprobemos que la anterior matriz es A™!:

1
|

L9

233 [o-11] [too
e 1 11=(010 =1
11| 13l oot
13 6 6]

. rcicios

1.- Dadas las matrices

SR
13 |

Determinar las siguientes matrices:

U 2y
3 =1
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8.6 Ejercicios

a)2A+3D, b)A-B, c)A%-2D%

& = E{ﬂ_

Determinar las matrices A", con n natural.

2.- Dada la matriz

3.- Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

10-1 2

103
13 351 24 2 1
315 -4

4.- Hallar las matrices inversas de las siguientes matrices:

31 Py ?g-;
A= ; B=121 -1}, C=
7 5.9 % 2-4 1
4-4 0
5.- Dada la matriz
s S, S
A=1-10 -2

-1-11
Determinar algtin ntimero real A tal que satisfaga la ecuacion

A -A141=0.
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Resolucion de

sisten_ias de _
ecuaciones Iln_eales
mediante matrices

En este tema se estudian los métodos de Cramer y Rouché - Frébenius
para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, que son de gran
utilidad y completan los métodos expuestos en el tema 7.

Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas de la
forma siguiente:
ap Xy +apXyt+.. +a Xy = b|
Ay X +apXy+... Ay X,y = bz

am1X1 + am2X2 + ... +aqpXp = by,
podemos considerar su matriz de coeficientes( ver la definicion en 7.5),

a” alz... al

A= 1221 % Gy

aml am2"' mn
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9 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
ces

y las matrices columna

Xy |
x="2| y B=|2|,
%n| m

teniendo en cuenta ahora lo estudiado en el tema 8 acerca del producto y
la igualdad de matrices, se puede dar la siguiente expresion matricial del
sistema anterior :

ayjp e A% 1
ay1 Agpe AgplfXg| _ bz,
an1 3m2- 2| |Xn) _bm_

o abreviadamente, A . X=B.
Una n-tupla (¢, ¢3, ..., C,) s una solucién del sistema anterior cuando
A .C=B,siendo
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9.1 Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

S
9.1.1 Ejemplo

Escribir la expresion matricial del siguiente sistema:
2x -Sy+4z+u=-3
X-2y+z-u=5
x-4y+6z+2u=10.
Solucion
La matriz de coeficientes es:

=B f ]
A= |1-21-1
1-46 2

y las matrices columna de las incégnitas y los términos independientes
son respectivamente:

Por tanto, la expresion matricial del sistema anterior serd A . X = B, es
decir,

IR 2O W e e R
1—21—1Z= 5
1-46 2] 10
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9 Resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
ces

Y
9.1.2 Ejemplo
Escribir la expresion matricial del sistema siguiente:
X+y+z+t=1

-2x+z-t=0
y-2t=2
3x+6y-2z=1
-Xx+y+2z=1.

Solucion
La matriz de coeficientes es

111
201 -1
A= 1010 -2/,
36-20
11 0

y la matriz columna de sus términos independientes tiene la forma:

b—-[\._)c-—n_]l

-
-

por lo que su expresién matricial es:
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9.2 Regla de Cramer

111 1 1
=28 1.=il{3.: .o
0 1.0-217] =12
36—20? 1
112 0] il

.9.2 Reglade Cra

Consideremos un sistema de ecuaciones lineales con igual nimero de
ecuaciones que de incognitas:

a11xq +appXo+... +31an=bI
31X +axXg +... +AuX, =b2

ap1Xq +apXg + ... + appXy = by

Segtin vimos en el apartado anterior, la expresién matricial de este
sistema es

arp A 211X b,
51 Agy... Ayl [Xpl _ |by
a1 a9 Ay ‘xn_ _bn_

Con las notaciones del apartado anterior, la expresion matricial
anterior la escribimos abreviadamente poniendo A . X = B. Como en
este caso la matriz de coeficientes A es una matriz cuadrada de orden n
(siendo n el nimero de ecuaciones y de incégnitas del sistema), si existe

la matriz A™! (inversa de la matriz A), entonces multiplicando por Al
los dos términos de la igualdad A . X= B, se obtiene: AT A X=ALS.
Teniendo en cuenta que Al A= 1,, se tiene 1, . X = AL B luego
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9 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
ces

X=A"!. B (dado que 1, . X = X). Es decir, en caso de existencia de la

matriz inversa de A el sistema es compatible determinado (admite una
dnica solucién, segiin las definiciénes del apartado 7.2) y su solucion es

X = A-l . B. Evidentemente, si ademds b; = 0 para todo i = 1,2, ..., n,

entonces
.l ol |o
Kot A-l 0 _1|0 ,
X 0 0

y latinica soluciénes lax| =Xy =...=Xp = 0.

Por otra parte, de acuerdo con el teorema sobre la existencia de la

matriz inversa de una matriz cuadrada (véase 8.5), resulta que la matriz
Al existe si, y s6lo si, IAl#0,y podemos enunciar el siguiente teorema:

Recordando el cdlculo de la matriz inversa efectuado en el apartado
8.5, resulta que

A Ay A
g | G TR Kgns A
) ol e dbe (12 2% n2| |
|Al |Al] , _
AL Agpe Anp
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9.2 Regla de Cramer

siendo A la matriz adjunta de la matriz A, y

Ay Ay Ayl [y
x=Al.B= ﬁ Ay Agyee Apyl by
Aln A2n"' Ann _bn_
Por tanto,
1

para todo 1 < i < n. De donde, teniendo en cuenta la definicién de
determinante (véase el apartado 8.3 del tema anterior) resulta que

columna i-ésima

all see

Ay -
Aby+Ayby+ A D =

nd =7

3

aji_p byagyg -2y,
ay; 1 by agi - 8y
ani——l bn Elni+l ann
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9 Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
ces

ayp e Aoy Py g o A

851 -v Ap5_1 Dy g4y - Bgp

.

) Al ok : - ; ves @

paratodoi=1,...,n.
Lo anterior se puede enunciar de la manera siguiente:

il
.
R Ea e
o
L §§x .

e T
e
e
S

e

ey
S
S

S

L

i

b

: §
-

e

: : &
: el

e
9.2.1 Ejemplo

Resolver si es posible el siguiente sistema, aplicando la Regla de
Cramer:

2x-y+z=1
x+2y-3z=0
y-2z=3.
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9.2 Regla de Cramer

Solucion
El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es

Como |Al = -3 #0, el sistema anterior tiene una tinica solucién que viene

determinada por

1| 1-11 1 2
X-_—|——| 0 2 _3 = (—g) (—4+9—6+3) :—5,

31 =2
1.(21 1 1 23
Y=(—§) 103 =(—§) (3+18+2) =——=,

03-2
1|21 1 1 16

013

Luego la solucién del sistemaes x = - (2/3),y =-(23/3),z=- (16/3).

9.2.2 Ejemplo
Resolver mediante la Regla de Cramer el siguiente sistema:
X+2y-z+u=-3
-Xx+z-2u=3
y-2z-u=1
2x-y-z=3.
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9 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
ces

Solucion
El determinante de la matriz de coeficientes s

L 2.48.1 2211 o
A=l -1 0 1-2|={02 0-1}-102 0-1}-
S 01 -2-1| 01 =2-1
2-1-10 g-1-101 | 0=8 1 -2
2 0 -1
=l 1 Sgap] =10
=% 1 <3

Donde se han efectuado las siguientes operaciones para llegar al
resultado:

1) sumar a la2*filala 1%
2) sumar a la4* filala 1* multiplicada por (-2).
3) desarrollar por la 1* columna.

Hallemos la solucién (Gnica) del sistema:

et ] Y o 057 =2

VRS il b B BYIEE S R e sokilige-0 =1
B ¢y m=i] 191 1-2-1] Pli1-84
3 -1-10 0 1=2 1 Qi

1 5=7-2 119 ;
19/ 2 0 -1 = 1< LA
1-2 1

Donde se han efectuado las siguientes operaciones para llegar al
resultado :

194




9.2 Regla de Cramer

1)sumarla 1*filaala2*yala4®.
2) sumar a la 1* fila la 3* multiplicada por 3.
3) desarrollar por la 1* columna.

Jugay g 000 -1

":1”19_13 1 -2 =%—131-2=
(o 0 1y | 0 1-3 =1
2 3=10 27351 0

L yeps| 131
5D (D% g || =15 (-19) =-1.
A g ¢

Donde se han efectuado las siguientes operaciones para llegar al
resultado :

1) sumar ala 1* filala 2%
2) desarrollar por la 1* fila.

i B89 0 20-1
pe d| <10 3 ~Btmtbid ggBils
Blo11-1] Blo11-1
I 0-19
1 D= 214
=ﬁ(—1)(—1)3 1 1-1[=750=0.
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9 Resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
ces

Donde se han efectuado las siguientes operaciones para llegar al
resultado :
1) sumar ala 1* filala 2*, y ala4* la 2* multiplicada por 2.

2) desarrollar por la 1* columna.

I3 13 0200
el g 21l -0 3]s
196 1 21| 20 121
2 =t -1 3 g =113
1 -113 i
Ez(—lﬁ 021|=T1519="2
2 13

Donde se han efectuado las siguientes operaciones para llegar al
resultado :

l)sumarla2®filaala 1%

2) desarrollar por la 1* fila.

Luego la solucién del sistemaesx=1,y=-1,2=0 y u= -2.

? i ? Notas Historicas

Gabriel Cramer (1704-1752) fue profesor de Matemiticas en Ginebra
y puede considerarse como uno de los iniciadores del estudio de la
Geometria Analitica. Su método de resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales aparece por primera vez en su libro “Introduccién al
Andlisis de las Curvas Algebraicas”.
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9.3 Rango de una matriz

gy matiz 3

Se llama submatriz de una matriz A a toda matriz que se obtenga
suprimiendo un cierto nimero (que puede ser nulo) de filas y un cierto
nimero (que puede ser nulo) de columnas de la matriz A.

Consideremos la siguiente matriz:

1 2101
A |234-10
11220
0-2104

Las siguientes matrices son algunas de las submatrices de la matriz A:
1) Suprimiendo en A la 1* filay la 4* columna:

—2 3 40
1120
0-214

2) Suprimiendo en A las columnas 1*y 3%
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9 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
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2 U1
3-10
1 20
-2 0 4

3) Suprimiendo en A las filas 2%, 3" y 4"

(12101

Se llama menor de una matriz A = (aij)- i=1, ..., SR cn
determinante de cualquier submatriz cuadrada de la matriz A.

Llamamos orden del determinante de una matriz cuadrada B al orden
de dicha matriz, que, como ya vimos en la definicién dada en 8.1, es el
niimero de filas (que coincide con el de columnas) de la matriz B.

.3. _.'.:-:Z.Z

Si A es la matriz del ejemplo anterior, entonces 3 4| esun menor
-21
_ . 1 21
de orden 2 de dicha matrizy | _, 3 4| €S un menor de orden 3 de la
1°17%2

matriz A.

Se llama rango de una matriz al mayor de los 6rdenes de los menores
no nulos de dicha matriz.
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9.3 Rango de una matriz

* De la definicion anterior resulta que el rango de una matriz es
siempre menor o igual que el menor de los mimeros de sus filas y
columnas. Es decir, rango(A) < minimo(m, n), siendo A = (a;;), i=1,..,

=1, .0,

Damos a continuacion unas reglas practicas para el célculo del rango
de una matriz.

¢ (Consideremos una matriz

[°. El rango de la matriz A concide con el de la matriz que se obtiene
suprimiendo en la matriz A todas la lineas (filas o columnas) cuyos
elementos sean todos iguales a cero.

2°. Consideremos la submatriz A = (a;, ajy, ..., aj,) y supongamos que
a;; #0, entonces rango(A) 2rango(A) = 1.

3°. Afiadamos filas (de la matriz A) a la matriz A hasta encontrar una

matriz
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9 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-

ces

200

que posea un menor no nulo de la forma M il 20 (1<j<n).
a1 4

Entonces, rango(A) = rango(A,) = 2. Si esto no es posible, entonces

rango(A) = 1.

4°. Supongamos que rango(A) 2rango(A;) y quei=2y j=2. Afiadamos

filas a la matriz A, hasta encontrar una matriz

251 R4g-- By

A Ann il A, :
A3= 21722 2n (2<i<n),

. din_

de forma que Aj posea un menor de orden 3 de la forma

a1 Ay _
ay) A Ay #0(2 <j <n). Entonces rango(A) 2 rango(A3) = 3.
&1 92 %5

En caso de que no hubiera sido posible encontrar dicho menor de orden
3, se tendria que rango(A) =rango(A,) = 2.

Supuesto que rango(A) = rango(A3) y que i = 3 y j = 3, se procederia
como en casos anteriores y asi sucesivamente hasta agotar todas las filas
de la matriz A.



9.3 Rango de una matriz

.3 Ejemplo

132 154
Calcularel rangode lamatrizA= |21 -1200) -
011300
Solucion
Como aj; = 1 # 0, entonces rango(A) 21 y como ademads 13 =
21
1 - 6 =-5+#0, resulta que rango(A) = 2. Afiadimos ahora la tercera fila.
13 2 131
Puesto que | 5 | _1 | =0, probamos con la cuarta columna: | 5 | 5| =
011 013

3+2+4+0-0-2-18=-15+0. Por consiguiente, rango(A) = 3.

; i j

2
3
0
Calcular el rangode lamatriz B=|—4 5 4
3
0

Solucion
Como ayy =- 1 resulta que rango(A) 2 rango(A) = 1, siendo

Ap=(0-12 1)
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9 Resolucidén de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
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Ampliamos ahora con la segunda fila: Ay = 1:02 _21 g ﬂ Dado que

‘ 0 -1| =0-2 = -2#0, se tiene que rango(A) = rango(A,) = 2.
-2 2
0-121 0 -12
Ampliamos con la tercera fila: A3= |-2 2 3 1|.Como| 5 5 3
1 0 0-1 1 00
= 1.(-1)4 -1 2 |=_3-4=-7 #0 (desarrollando por los elementos de la
Z 3

tercera fila), resulta que rango(A) 2 rango(As) = 3. Ampliando A3 con la
cuarta fila, se obtiene una nueva matriz con determinante

b 194

f=2:.2.3 | , que desarrollado por los elementos de la 3* filada:
o g

‘—4 541

4121 o 0 ~12
LT g g [+ DD 29 31"
541 454

=(-3+8+10-15+4-4)+(-20+ 12+ 16 - 8) =0. Si ampliamos A3
con la quinta fila se obtiene una nueva matriz con determinante:
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9.3 Rango de una matriz

_02‘;;; =121 0 12
L oo-1] 2311712237
b iy 2.30| =123

=(6+4-6+3)+(-8+3+4-6)=0. Por dltimo, ampliando A3 con la
sexta fila se obtiene una nueva matriz con determinante:

_02_2121 =% 1 0 -12

=] 2:3 115 =2 2:3}=
L 00l ~10-2| | 1-10
T &

=(6-2+3+8)+(4-3-4)=12+#0,y, por tanto, rango(A) = 4, ya que
de lo anterior resulta rango(A) =4, y ademas,

rango(A) < minimo{nimero de filas de A, nimero de columnas de A} =
: minimo {7,4} =4.

jemplo
Calcular el rango de la matriz

12-170 10
11-1100
A=|13 3.2 20
121 018
22-2.2- 00

Solucion
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ces

Como los elementos de la tltima columna son todos nulos resulta que

121 01
11-110

el rango de la matriz A coincide con el de lamatrizB= |13 3 -1 2|

{3 1 1
22020

Calculemos por tanto el rango de la matriz B. Rango(B) < minimo{35, 5}
= 5. Ademds, como a;; = 1 # 0, se tiene que rango(B) = 1. Ampliamos

con la segunda fila. Como

44
Ampliamos con la tercera fila. Puesto que

12 1 120
gy 111=0
133 13 -1
12 1 120
t1-1] =9 1=
12 1 120
12 1 120
[ 1=1]=0 111{ 59
22 -2 222

resulta que rango(A) = rango(B) =2.

204

12 ’ = —1#0, resulta que rango(B) = 2.

121
10
P&

121
110 =9
121

121
110/ =0
220




Frobenius

4 Teorema de Rouché-

9.

é-Frobenius

9.4 Teorema de Rouch

éneo cuando

s independientes son todos nulos. En caso contrario se dice
€neo.

»

#

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es homog
sus término

que el sistema es no homog
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9 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante matri-
ces

]
9.4.2 Ejemplo
Discutir y resolver, en su caso, el siguiente sistema
2x-S5y+4z+u=-3
Xx-2y+z-u=5
x -4y +6z+2u=10.
Solucion
Las matrices de coeficientes y ampliada son respectivamente:

2 -5% 1 22841 =
A=11-21-1 y B=|1-21-15
1-46 2 1-46 2 10

Nétese que, en todo sistema, la matriz de coeficientes es una
submatriz de la matriz ampliada y , por tanto, rango(A) < rango(B). En
este caso ademds, rango(A) <rango(B) < minimo{3, 5} =3.

Comoay;=2#0,

‘2—5~=-4+5 = 1#0,

1-2
Y
2-54
A =—-24-16-5+8+8+30 = 1#0,
1-21
1-46

resulta que 3 = rango(A) < rango(B) < 3 y, por tanto, rango(A) =
rango(B) = 3 y el sistema es compatible. Como ademis el nimero (n) de
incognitas del sistema es 4, se tiene rango(A) = rango(B) =3 <4y, por
consiguiente, el sistema es compatible indeterminado.

Resolvamos ahora el sistema. Como los coeficientes que componen el

206



9.4 Teorema de Rouché-Frobenius

menor no nulo de orden 3 que sirvié para determinar el cardcter del
sistema, corresponden a las incégnitas x, y, z, se considera el sistema

2x-5y+4z=-3-u

X-2y+z=5+u

x-4y+6z2=10-2u,
en el que las incégnitas son Xx, y, z. Resolviendo este sistema mediante la
regla de Cramer, resulta:

—-3—-u-54

54u -21

10—-2u—-46

X = I = 124 + 16u,
2-3-u4 2-5-3-u
1 5+u 1 1-2 5+u
110-2u6 1-410-2u
y=———— =754+9u, z = = 314 3u

1 1

Por tanto, el conjunto de soluciones del sistema (inicial) es

{(124 +16u,75+9u,31 +3u,u): ue R}.

VR R
9.4.3 Ejemplo
Discutir, segun los valores de a, el sistema:
X+y+z+t=1
-2x+z-t=0
y-2t=2
ax+2ay-2z=1
-Xx+y+2z=1.
Solucion
La matriz de los coeficientes de este sistema es:
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] G |
20 1 -1
A= 10 1 0 -2
a2a-20
-11 2 0O
i
Porser| 1 1| =20 y 201 = -3 #0, resulta que
g 010
rango(A) = 3. Ademads, como
| 5 PN | TR (O |
-201-1| =0 y -20 1-1| =-8a-10,
0 10-2 01 0 -2
—1.12 0 a 2a-2 0

se tiene que si a= - (5/4), entonces el valor del ultimo determinante es
cero y, por consiguiente rango(A) = 3. Por el contrario si a # - (5/4) €l
determinante anterior es distinto de cero y, por tanto rango(A) =4.

La matriz ampliada del sistema que estamos estudiando es:

111 1°11 .30 1
-201-10 20 1-10
B=|0 1 0 -22 Como 8-4 .0-272 =0,
a 2a-2 01 a2a-201
=11 &8 1 —f 1.3 ¥-d

para cualquier valor de a (nétese que la quinta fila es suma de las dos
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9.5 Sistemas homogéneos

primeras), resulta que si a # - (5/4) entonces el rango(A) = rango(B) =4
y el sistema es compatible determinado, ya que el sistema posee 4

o ek Lo |
_ _ -2 0 10 51
incognitas. Sia =- (5/4), entonces,porser | o | 0 2| = 4 20,
-5 =5
e
T ¥ :

se tiene que 3 = rango(A) # rango(B) = 4 , luego el sistema en este caso
es incompatible.

9.5 Sistemas homogéneos

Como ya se ha definido en 9.4, un sistema de ecuaciones lineales se
dice que es homogéneo, cuando sus términos independientes son todos

iguales cero.

+ Evidentemente, todo sistema homogéneo admite la solucion

que se denomina solucion trivial.

Por otra parte, de la Regla de Cramer resulta que si un sistema
homogéneo, con igual nimero de ecuaciones que de incognitas, es tal
que su matriz de coeficientes tiene determinante distinto de cero,
entonces dicho sistema no admite ninguna solucién distinta de la trivial.

El siguiente resultado permite discutir los sistemas homogéneos, en
general:
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« De lo anterior resulta que todo sistema homogéneo, que posee alguna
solucién distinta de la trivial, es compatible indeterminado.

R R
9.5.1 Ejemplo
Discutir y resolver, en su caso, el siguiente sistema:
x+3y-v=0
y+z+2u=0
-x-z+3v=0
2y +u+v=0.
Solucion
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9.5 Sistemas homogéneos

1300-1
La matriz de los coeficientes es: A = 01120
-10-10 3
0.2.0.1 1
130
Puestoque | 1 3| = 120, 011 |=-4=0,
w1 -1 0 -1
1300 i 30 =i
0112 -9 0110]|=o,
=1.0=LQ ~10-1 3
201 020 1

se tiene que rango(A) = 3 y, por tanto, el sistema tiene solucion distinta
de la trivial, ya que su nimero de incégnitas es 5. Luego este sistema es
compatible indeterminado. Como rango(A) =3 (segtin hemos visto) y

130
011]%0
~F=]

se tiene que el sistema que estamos estudiando es equivalente al que
resulta de suprimir la cuarta ecuacién, que serd el siguiente:

x+3y-v=0

y+z+2u=0

-X-z+3v=0.

Considerando como incégnitas X, y, z (por ser precisamente los
coeficientes correspondientes a ellas los que componen el menor no
nulo que permitié determinar el rango de la matriz A), tenemos el
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sistema
x+3y=v
y+z=-2u
-x-z=-3v.

Resolviendo este sistema mediante la aplicacién de la Regla de
Cramer, resulta que:

v 30
—2ul 1

-3v0-1 1
X= ——67272— = §(3u+5v),

13 v
0 1-2u
—-10-3v

1
Z——-—_?4.—"——§(3U—'V).

Por consiguiente, el conjunto de soluciones del sistema (inicial) es:

3u+5v —u—-v —-3u+v
u,v € R}.
{[ 5 5 T g ,u,v,} ¥
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9.5 Sistemas homogéneos

Hallar a y b para que el siguiente sistema admita solucion distinta de

la trivial:
2x-ay+bz=0
x-ay+z=0
2y +3z=0
3x-y+2z=0.
Solucion

Como se trata de un sistema homogéneo, su matriz de los coeficientes

2-ab
= g) _za ; debe ser tal que rango(A) < 3 (= nimero de incégnitas).
3~12
Dado que | 2 3| = 7#0, se tiene que rango(A) = 2 y , por
=12

consiguiente, el sistema tendra soluci6n distinta de la trivial para todos
aquellos valores de a y b para los que se anulen todos los posibles
menores de orden 3, que en este caso son:

Il —al 2-ab
q 3 = 1-9a y 02 3 = 14 —9a—6b.
3-12 3-12

Consideramos ahora el sistema formado por las ecuaciones que se
obtienen al igualar a cero los menores de orden 3 anteriores:

1-9a=0
14-9a-6b=0.

; £, & L4 1 .
Despejando “a” en la primera ecuacion resulta que a = 9 Sustituyendo

(T

a” por su valor en la segunda ecuacién y despejando “b”, se
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obtiene: 14 -1 - 6b = 0 y, por tanto, b = E Luego el sistema tiene

13
c

6
solucién distinta de la trivial cuandoa=— y b=

\D|

9.6 Ejerio

1.- Determinar el rango de las siguientes matrices:

! wdh 4 4 Bsd]

115 {41 1 1
A=1124,B=|11-411
133 11 1-41
BeEeR

2.- Resolver por la regla de Cramer los siguientes sistemas de
ecuaciones lineales:

X+2y+3z+u=10

2x—-y+z=3
’ x+3y+2u=7
a) x+3y—2z=0 b)
2x=z+3u=1
4x -3y+z=1

3x+2y—-z+u=09.

3.- Estudiar y resolver si es posible el siguiente sistema:
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9.6 Ejercicios

x+y=35

X+z=6

y+z=17
x+y+2z=13

2x+y+z=11.

4.- ; Tiene solucién no trivial el siguiente sistema homogéneo?

x—-y—-z=0
3x+2y—-8z=0
2x+y—-5z=0.

5.- Estudiar y discutir el siguiente sistema para los distintos valores de
ae R.

x+y—-2z=3
3x+4y—-2=35
X+y—az=3

ax+2y+(a+2)z=a2—2
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10.1 Puntos y rectas

Elementos de
geometria

La Geometria es una parte de las matematicas que surge del estudio de
las figuras como poligonos, circunferencias, curvas, tetraedros,
poliedros, esferas, superficies, etc. Tal estudio estd motivado por
problemas préicticos de agricultura, arquitectura o ingenieria o
cuestiones mds tedricas de cosmologia, matemdticas o filosofia.
Comenzaremos nuestro estudio de la Geometria con algunas nociones
sencillas con las que estamos seguros que todo lector estd mds o menos
familiarizado.

Hay ciertos términos cuyo significado consideramos obvio: punto,
recta, plano. El plano es una superficie lisa (por ejemplo la superficie de
un papel) que se extiende infinitamente en todas las direcciones. En este
tema trabajaremos con figuras del plano. En la figura 1 hemos
representado varios puntos en el plano, cada punto se representa por una
letra maytscula: P, A, B, V, X.
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o P

eB ®

Figura 1

En la figura 2 hemos representado lineas rectas o rectas simplemente
que denotamos con las letras mintsculas: r, s, m.

Figura 2

Existe una relacion entre los puntos y las rectas del plano, es decir, un
punto puede estar 0 no estar sobre una recta. Esta relacién se suele
designar con muchos términos diferentes: un punto pertenece a una
recta, P € r, una recta pasa por un punto. En la figura 3 el punto A estd
sobre la recta r, la recta s pasa por el punto T, el punto A no estd en la
recta s, el punto X es exterior alarectar.

Figura 3
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10.1 Puntos y rectas

Si un punto pertenece a dos rectas distintas se dice que tales rectas se
cortan en dicho punto. Las rectas 1 y s de la figura 3 se cortan en el punto
X.

Algunas propiedades como la siguiente se denominan postulados o
axiomas geométricos: -

Dados dos puntos distintos P y Q del plano, existe una tinica recta que
contiene a ambos (figura 4).

Figura 4

Dos rectas iguales o bien distintas pero sin ningtn punto de corte se
denominan paralelas (figura 5).

1 S/Figura 5 \:t

Una consecuencia directa del postulado anterior y de la definicién de
rectas paralelas es que dos rectas o bien son paralelas o bien se cortan en
un punto.

El siguiente postulado es de gran importancia en geometria:

Sean r una recta y P un punto. Existe una tinica recta que pasa por Py
es paralela ar (figura 6).
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Figura 6

Notas Historicas

Ya los egipcios usaron la geometria para controlar las crecidas del rio
Nilo pero fueron los griegos quienes desarrollaron una verdadera teoria
de la geometria. En primer lugar los conceptos de geometria estudiados
por los griegos eran conceptos abstractos: los puntos, las rectas no
vivian ya en un espacio fisico sino que se trataba de modelos que
podrian ser aplicados en muchas situaciones précticas distintas o formar
parte de una teoria filos6fica. Asi Platon dice “los objetos del
conocimiento geométrico son eternos”. En segundo lugar los griegos
utilizaron razonamientos logicos para obtener nuevas propiedades a
partir de otras ya conocidas. La obra cumbre de la geometria griega es
“Los elementos” de Euclides (300 antes de Cristo). En “Los elementos™
se introduce el método axiomdtico en matemdticas, es decir se parte de
ciertas propiedades incuestionables llamadas postulados o axiomas y a
partir de ellos se demuestran los demds teoremas o resultados. “Los
elementos” es segin algunos autores el libro més leido después de la
Biblia y sin duda alguna es un ejemplo de obra del razonamiento
humano.

El segundo postulado que hemos introducido ha mantenido ocupados
durante muchos aiios a gran nimero de matematicos y es equivalente a
uno de los postulados de Euclides. El estudio de dicho postulado ha dado
origen a la creacién por J. Bolyai y N. Lovachevski (siglo XIX) de la
geometrfa hiperbélica que después ha desempefiado un papel central en
el estudio de teorias cosmologicas.




10.2 Medida de longitudes de segmentos y angulos

10.2 Medida de |

Dos puntos del plano P y Q del plano determinan un segmento que se
designa por PQ (ver figura 1) o bien por una letra mindscula, por
ejemplo: a. Los puntos Py Q se denominan extremos del segmento. Si se
establece un orden entre los extremos de un segmento, es decir uno de
los extremos se dice que es el origen y el otro el fin, se denomina
segmento dirigido.

Figura 1

Sea r la recta que contiene a P y Q. Los puntos de la recta r pueden
estar fuera del segmento PQ, como el punto A de la figura 2 o bien
pueden ser puntos del segmento como el punto B de dicha figura.

P S:
B I

Figura 2

Asi un punto de r se dice que es un punto del segmento PQ si se
encuentra “entre” los extremos Py Q.

« Cualquier persona y en multiples ocasiones ha tenido que medir
longitudes: de muebles, de telas, de terrenos. Usando diversos
instrumentos de medida y fraccionando si es necesario la unidad de
medida es posible asignar un nimero a cada segmento. Tal nimero se
denomina medida o longitud del segmento, Dado que nuestros
segmentos serdn dibujados en hojas de papel tomaremos como unidad el
centimetro (centésima parte del metro). El instrumento de medida de

221



10 Elementos de geometria

longitudes mds adaptado a nuestro trabajo es la regla graduada cuyo uso
estd ilustrado en la figura 3.Dados dos puntos P y Q del plano, se llama
distancia entre Py Q a la medida o longitud del segmento PQ.

Figura 3

La definicién matematica precisa de medida es poco natural sin hacer
alusién a coordenadas. Cuando estudiemos geometria analitica
introduciremos la férmula para la distancia entre dos puntos, expresada
en coordenadas, que ofrecerd una visién mds matematica de la medida
de longitudes.

La medida o longitud del segmento PQ o a se designara tambié€n por
PQ o a; sin embargo son cosas diferentes: el segmento es un objeto
geométrico y su longitud es un ntimero.

« Un punto O sobre una recta r divide la recta en dos partes y cada una
de dichas partes se denomina semirrecta (ver figura 4(a)). En la figura
4(b) hemos representado una tnica semirrecta, el punto P se denomina
extremo de la semirrecta.

semirrecta 1

semirrecta 2 P

(a) (b)
Figura 4
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Dos semirrectas con el mismo extremo O determinan dos regiones del
plano, cada una de dichas regiones se denomina dngulo (figura 5(a)).
Los dngulos se designan usando letras griegas, asi los dngulos de la
figura 5(a) se designardn oty .

(a) (b)
Figura 5

El extremo de las semirrectas que determinan un dngulo se denomina
vértice del dngulo. En la figura 5(b) hemos representado un tnico
angulo.

Para medir dngulos dibujados sobre un papel se utiliza un instrumento
llamado transportador de dngulos (figura 6). En la figura 6 se ilustra
como medir dngulos usando el transportador.

45°

o,

Figura 6

El sistema de medida de dngulos en grados se denomina sistema
sexagesimal. En el sistema sexagesimal los grados de un dngulo vienen
dados por niimeros enteros. Para obtener aproximaciones de la medida

223



10 Elementos de geometria

de cualquier dngulo cada grado se divide en 60 minutos y cada minuto
en 60 segundos (algunas calculadoras sin embargo fraccionan los grados
con decimales).

Al igual que para los segmentos se denotard con la misma letra al
dngulo y a su medida aunque representen cosas distintas.

El dngulo B de la figura mide 135°, o simplemente =135°.

iy~

Figura 7

Hay dngulos cuya medida les hace especiales: el dngulo recto que
mide 90° (figura 8(a)), el dngulo /lano, de 180° (figura 8(b)), y el dngulo
completo que mide 360° (figura 8(c)). Se dice que un dngulo es agudo si
su medida es menor que 90° y obtuso si mide mds de 90° (figura 8 (d) y

(e)).

(a) (b)
(c)
(d)
(d) Figura 8

El sistema sexagesimal no es el sistema de medida de dngulos mads
usado en matemadticas. Definiremos ahora otro sistema de medida que es
sin duda mds importante. Previamente necesitamos algunos conceptos
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geométricos. Una circunferencia es el conjunto de puntos del plano que
distan de otro punto O, llamado centro de la circunferencia, una cantidad
constante r llamada radio de la circunferencia. Dado un dngulo o
consideramos una circunferencia de radio 1 y con centro el vértice del
4ngulo, entonces la medida del 4ngulo serd la longitud del arco de
circunferencia comprendido en dicho dngulo (ver figura 9). El problema
est4 ahora en medir tal angulo (en principio estarfa en dar sentido a la
medida de un arco) (ver figura 9). Sabiendo (por cultura general) que la
longitud de una circunferencia de radio r es 2mr y como hemos tomado
r=1 tendremos que la medida del dngulo completo es 2m. Las unidades
de medida de este sistema se denominan radianes, es decir, el dngulo
completo mide 27 radianes. Como cuatro dngulos rectos equivalen a un
dngulo completo, un dngulo recto mide g; = g radianes y un dngulo
llano mide m radianes. En general un dngulo de g grados mide

g _ LTS 4 : . it
360 27 g 180 radianes y un angulo qlfe mida o radianes medira

en grados o - li—o . Un radidn es entonces igual a %) grados.

Figura 9

+ Expresaremos las medidas de los dngulos indistintamente en grados
y en radianes.

D ——— Tmm— e —

10.2.2 Ejemplos
T

T
a) Un dngulo de 45° mide 45 - %6~ 3 radianes.
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T T
b) Un dngulo que mide 3 radianes mide 3 % = 60°.

* Para concluir esta seccién enunciaremos algunas propiedades
importantes que relacionan dngulos y posiciones de rectas.

Supongamos que tenemos tres rectas como muestra la figura 10, de
modo que s y t son paralelas. Entonces: los dngulos o y o' son iguales.
Reciprocamente, si 0i=0t' entonces las rectas s y t son paralelas.

I .
o A

S t
Figura 10

g ]

Dadas dos rectas r y s que se cortan en un punto P se dice que son
perpendiculares si los dngulos determinados por r y s con vértice P son
rectos (figura 11).
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Dado un punto P en una recta r existe una tnica recta perpendicular a r
que pase por P. Como consecuencia del postulado final de la seccion
anterior (10.1) y de la propiedad ilustrada en la figura 10 se tiene que
dado un punto exterior a una recta existe una Unica perpendicular a la
recta que pase por dicho punto (ver figura 12).

Q

Figura 12

e ¥
% i % Notas Historicas

Segtin los historiadores fueron los caldeos quienes dividieron la
circunferencia en trecientas sesenta partes, funddndose en el hecho de
que la revolucién del sol se verifica en unos trescientos sesenta dias. Tal
divisién fue transmitida por los griegos y se conserva hoy en dia en los
grados del sistema sexagesimal.

10.3 Trlal ro semeintes y teorema de Tales.

Como ya dijimos en la introduccién, la geometria es la rama de las
matemadticas que estudia las figuras del plano o del espacio. Los
tridngulos son las figuras mds importantes de la geometria del plano
pues muchos prcblemas relativos a figuras mas complejas se pueden
reducir, dividiendo la figura en cuestion en tridngulos (triangulando), a
problemas o mediciones en tridngulos.

En primer lugar recordemos qué es un tridngulo. Sean A, B y C tres
puntos en el plano no alineados, es decir que no estdn contenidos en la
misma linea recta los tres (figura 1). Se define tridngulo como la figura
formada por los tres segmentos AB, BC y CA (figura 1). Los segmentos
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c=AB, a=BC y b=CA se denominan lados del tridngulo y los puntos A,
By C vértices del tridngulo. El tridngulo se denotard por los nombres de
los tres vértices: A, B, C. Los dngulos cuyos vértices son los vértices del
tridngulo y cuyas semirrectas contienen a los lados del tridngulo se
denominan dngulos del tridngulo. Dado un lado, el dngulo del tridngulo

cuyo vértice no es ninguno de los extremos del lado se

dice que es el

dngulo opuesto al lado. Del mismo modo se define lado opuesto a un
dngulo del tridngulo. El dngulo o es el opuesto al lado a y el lado b es el

opuesto al dngulo f.

Figura 1

Intuitivamente dos tridngulos son iguales si construidos de un
material sélido rigido, por ejemplo de hierro, es posible desplazar y
superponer uno encima del otro de manera que coincidan los tres

vértices. Asi el tridgngulo ABC no es igual al A'B'C' de la fi

gura 2.

2 &

g e

A B A' Br
Figura 2

Si dos tridngulos son iguales entonces las medidas de los lados y

dngulos del tridngulo también lo son.

Obsérvese en la figura 3 que el tridngulo ABC es igual al tridngulo
A'B'C'. Sin embargo no se puede hacer coincidir Acon A', BconB'y C
con C' sin deformar, perosi B con A, CconB'y A con C'.
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A B C‘ Al
Figura 3

Si dos tridngulos tienen por lados a, b, c y a', b', ¢' respectivamente y se
verificaa= a',b=b'y c =c'entonces tales tridngulos son iguales. Asi el
problema de igualdad de tridngulos se puede reducir a un problema de
igualdad de nimeros por medio de la medida de lados.

Sin embargo dos tridngulos con los mismos dngulos no tienen por qué
seriguales. La figura 4 nos muestra un ejemplo de tal situacion.

g

Figura 4

Se dice que dos tridngulos cuyos éngulos son o, B, vy o, B, ¥
respectivamente son semejantes sio=0o/, p=p'y y=7.

Un teorema importante de geometria plana y que sin duda conocera el
lector asegura que la suma de las medidas de los dngulos de un tridngulo
es 7. Si los dngulos se miden en grados sexagesimales: la suma de los
dngulos de un tridngulo es 180°. En el ejercicio 2 se ofrece una

justificacion de este resultado.
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R BRI
10.3.1 Ejemplo
T T
Un tridngulo tiene un dngulo ot que mide 7Y el otro b que mide '
Entonces podemos concluir que el tercer dngulo del tridngulo mide
X &R
(s (§ % g) =g

Para saber si dos tridngulos son semejantes entonces basta con que
dos dngulos sean iguales pues el tercero lo serd automaticamente.

El siguiente resultado de geometria es uno de los mds antiguos y nos
relacionan las longitudes de los lados de dos tridngulos semejantes.

10-3.2 Teorema de Tales.

10.3.3 Ejemplo
Supongamos que tenemos los tridngulos ABC y AB'C' de la figura 5.
Como las rectas que contienen a BC y B'C' son paralelas, por las
observaciones finales de la seccién anterior p = 'y Y=, con lo cual
ABC y AB'C' son semejantes.
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Figura 5

Sabiendo que AB =2 cm, AC =2 cmy AB'=5 cm podemos aplicar el
Teorema de Tales y deducir que:

AR 2 . AT
AB’ ~ 5 AC'  AC”
luego AC'=5cm.

Ahora ofrecemos un ejemplo mds practico de aplicacion del teorema de
Tales:'

B SRR
10.3.4 Ejemplo

Dado que el sol se encuentra suficientemente alejado de la tierra
podemos considerar que los rayos solares son paralelos. Asi si
consideramos dos objetos y sus sombras, como en la figura 6, los
dngulos o y P tienen la misma medida. Por tanto los tridngulos PQR y
P'Q'R' son semejantes. Si la sombra del edificio es 20 veces mayor que la
sombra del individuo y la altura del individuo es 1'70 metros, podremos
calcular usando el Teorema de Tales la altura del edificio:

Altura _ QR

70 - QR ~ 20
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Asi: Altura del edificio= 20 - 1’70 = 34 metros.

P

R

Figura 6

i % Notas Historicas

Tales de Mileto es el matemdtico griego mds antiguo de nombre
conocido. Se sabe que fue mercader y que por los afios 580 a. de J.C.
estuvo en Egipto entrando en contacto con los sacerdotes. Estos se
quedaron impresionados cuando Tales calcul6 la altura de la Gran
Piramide comparando la longitud de su sombra con la sombra de una
pértiga de altura conocida, de forma andloga a como se explica en el
ejemplo anterior el cdlculo de alturas por comparacion de sombras.

10.4 El Teorema de Pitagoras

Es, sin duda alguna, el teorema mds famoso entre aquéllos de la
matemadtica elemental y su importancia tanto en matemdticas como en
sus aplicaciones es capital.

Antes de enunciarlo hemos de definir un tipo especial de tridngulos
que son los tridngulos para los que el teorema de Pitdgoras tiene validez.
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Un tridngulo se dice que es rectdngulo si uno de sus dngulos es recto
(véase la figura 1). El lado opuesto al dngulo recto se denomina
hipotenusa y los otros dos, catetos.

El teorema de Pitdgoras asegura:

hipotenusa
cateto

T
2
cateto

Figura 1

T—
e
Gt

Supongamos que un tridngulo rectdngulo tiene por hipotenusa el
segmento a y por catetos b y ¢ (ver figura 2), entonces el Teorema de
Pitdgoras se puede enunciar con la férmula siguiente:

bl g
2
C

Figura 2
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El Teorema de Pitidgoras sirve para calcular la medida de la
hipotenusa de un tridngulo rectdngulo conocidos los catetos, y para
calcular la longitud de un cateto conocidos la hipotenusa y otro cateto.
Asi para el tridngulo de la figura 2:

En la seccién anterior deciamos que si dos tridngulos tenfan las
medidas de los lados iguales entonces tales tridngulos eran iguales. En
virtud del Teorema de Pitigoras tendremos que si dos tridngulos-
rectangulos tienen dos catetos iguales (o la hipotenusa y un cateto
iguales) entonces tales tridngulos son iguales.

e
10.4.1 Ejemplo

Supongamos que en un tridngulo rectdngulo la hipotenusa mide 5 cm
y un cateto mide 4 cm; entonces el otro cateto medira:

NP L4t = 516 =5 = 3 em.

* Obsérvese que existen tridngulos que pueden tener uno o mas lados
que sean numeros irracionales, por ejemplo, la hipotenusa de un
tridngulo rectangulo cuyos catetos miden 1 cm, tiene longitud /2 cm. Si
se trata de medir con regla graduada la hipotenusa de tal tridngulo sé6lo
se obtendrd una burda aproximacién. Este es uno de los motivos de
insatisfaccion que desde el punto de vista matemdtico tiene la
introduccién de medida de longitudes que hemos utilizado en este tema.

234




10.5 Ejercicios

? i % Notas Historicas

Pitdgoras vivié entre el 550 y el 500 antes de J.C. y fundé una
hermandad de tipo religioso que tendia a la purificacién de sus adeptos
por medio de las matemdticas como ciencia y de la misica como arte.
Segtin Préculo (410-485 después de J.C.) Pitdgoras sacrificé un buey en
honor del descubrimiento del Teorema de esta seccién. Sin embargo
parece que el Teorema de Pitdgoras ya era conocido por los babilonios
(I milenio antes de J.C.) y quizds por geémetras hindds posteriores o
coetaneos de los babilonios.

10.5 Ejercicios

1.- (a) Un dngulo oo mide 5° jcudnto mide o en radianes?.

T
(b) Un dngulo B mide 10 radianes ;cudnto mide B en grados?.

2.- Construya un tridngulo de papel ABC con la medida de los dngulos
que desee. Pruebe que la suma de los dngulos de tal tridngulo es 7
realizando los siguientes pliegues:

1. Pliegue por una recta paralela al lado BC de modo que el vértice A
se situe sobre el lado BC.

2. Pliegue por rectas perpendiculares a BC de modo que los vértices B
y C se situen donde se encuentra A después del primer pliegue.
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3.- La sombra de un edificio mide 10 metros y la sombra de su primer |
piso 2 metros. Sabiendo que la altura del primer piso es 3 metros, !
calculese la altura de la torre.

4.- Para obtener la longitud del segmento AB de la figura (salvando un
pequeiio lago) se han efectuado las siguientes medidas: CA ;= 2 metros,

AiBy = 2'5 metros y CA = 110 metros, con la precaucién de que las
rectas que contienen a AB y A B sean paralelas. ;Cual es la longitud de
AB?.

C

S.- Un tridngulo rectangulo tiene dos catetos con la misma longitud y
la hipotenusa mide 2 metros. ; Cudnto miden los catetos?.
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Trigonometria

Trigonometria etimolGgicamente quiere decir medida de tridngulos.
Vamos a estudiar cémo obtener las longitudes de los lados de un
tridngulo rectangulo.

11.1 Razon nométricas de angulos agudos.

En el tema anterior se comenzé el estudio de los tridngulos
rectangulos. En particular se obtuvo que para determinar la igualdad de
los triangulos rectdngulos basta comparar la longitud de dos de sus
lados. Obsérvese que si dos tridngulos rectdngulos tienen un angulo
agudo con la misma medida, dado que la suma de los dngulos de un
triangulo es 7, dichos tridngulos son semejantes y podremos usar el
Teorema de Tales (seccién 10.3). Asi, sean ABC y A'B'C' dos tridngulos
rectdngulos cuyos lados y dngulos son a, b, ¢, o, B,yya', b, ¢, o, B,y
respectivamente (figura 1).
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11.1.1 Ejemplo

B B'
B'P
B N
o A &
3 C
A Figura 1
-

T
Supongamos que O = O = 5 que P = P', entonces
s
fo Rz =p= E—E—B' =y. Por el Teorema de Tales
a

c . . : ; .
i Por tanto si a=a' o bien b=b' o bien ¢ =¢' se tendrd que

a=a',b=b'yc=c' conloque los tridngulos serdn iguales. Es decir, es
suficiente comprobar que dos tridngulos rectdngulos tienen un lado y un
dngulo agudo iguales (que sean correspondientes, por ejemplo un
dngulo y el cateto opuesto en ambos tridngulos) para concluir que tales
tridngulos son iguales.

Supongamos que en el tridngulo ABC el cateto ¢ mide 40 metros y el

m
dngulo B mide 3y deseamos conocer la medida de la hipotenusa. Para

no tener que construir un tridgngulo con un lado de 40 metros podemos
utilizar el teorema de Tales y construir un tridngulo semejante a ABC

més manejable, por ejemplo A'B'C'. Sabiendo que :— = bE tendremos
que E—i:% y como en A'B'C' podemos medir con facilidad,
supongamos que hemos determinado la razén % = %, con lo cual



11.1 Razones trigonométricas de angulos agudos.

ar = = B0 metros.

er—-|%

Asi pues, en virtud del Teorema de Tales, las razones entre las
medidas de los lados de un tridngulo rectdngulo s6lo dependen de uno de
los dngulos agudos del tridngulo, por lo que tales razones se
denominardn razones trigonométricas del dngulo. A continuacion
daremos la definicién precisa de las razones trigonométricas:

Sea ABC el tridngulo rectdngulo de la figura 2, a,b,c sus lados y o.,B,y
sus dngulos.

C
i
b a
o
; B
A C
Figura 2

Se denomina seno del dngulo ¥ y se denota por sen ¥y al numero
resultante de la division de la longitud del cateto c, cateto opuesto al
dngulo, por la longitud de la hipotenusa a, es decir

v Cc
seny= —.
a

Se denomina coseno del dngulo Yy y se denota por cos Y al nimero
resultante de la division de la longitud del cateto b, cateto que no es
cpuesto al angulo, por la longitud de la hipotenusa a, es decir

b
cosy= =
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i

Se denomina fangente del dngulo Yy se denota por tg ¥ al nimero
resultante de la divisién de la longitud del cateto ¢ (opuesto al dngulo)
por la longitud del cateto b (no opuesto), es decir

C
tgy=¢-

Se denomina cotangente del dngulo Yy se denota por cotg yal numero
inverso de la tangente de 7, es decir

b 1
Cotg"{: E = t_g_‘\{‘

Las dos razones trigonométricas, secante Y cosecante, que
definiremos a continuacion se utilizan con menos frecuencia que las
anteriores:

Se denomina secante del dngulo vy se denota por sec Y al nimero
inverso del coseno de vy, es decir

a |
sec ’»{=B =

cosy

Se denomina cosecante del dangulo Yy se denota por cosec Y al
ndmero inverso del seno de 7, es decir

a
cosecy=- = —
c seny
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11.1 Razones trigonométricas de angulos agudos.

+ Obsérvese que en un tridngulo rectingulo los angulos que no son
T ; .
rectos deben ser menores que 5188 decir, son agudos. Asi pues hemos

definido las razones trigonométricas de dngulos agudos. En el tema
siguiente se definirdn las razones de dngulos cualesquiera.

11.1.2 Ejemplo
Para el dngulo 3 de la figura 2 las razones trigonométricas son:

sen P = E,cosB= E,th: E,cotg[}: %

Toda calculadora cientifica o técnica posee ciertas funciones que
permiten obtener automdticamente las razones trigonométricas de
dngulos expresados en grados o en radianes. Aunque en ocasiones
depende del modelo de calculadora, normalmente las teclas que calculan
las razones trigonométricas son sin, cos y tan.

Asi utilizando una calculadora se pueden obtener las medidas de los
lados de un tridngulo rectdngulo si se conocen la medida de un ingulo y
un lado.

11.1.3 Ejemplo

Se sabe que el tridngulo rectingulo ABC de la figura 2 tiene
hipotenusa a = 7 cm y dngulo B = 35°. Para calcular b y ¢ bastard saber

que sen 35° =sen B = g, luego b = 7. sen 35°. Usando la calculadora

obtenemos que sen 35° es aproximadamente 0'5735, luego b serd
aproximadamente 4 centimetros. Para calcular ¢ se puede aplicar el

e 0 o C
Teorema de Pitdgoras o bien la formula del coseno de B: cos B = +

(=

luego ¢ = 7.cos 35° que nos da aproximadamente una longitud de 5'7 cm.
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11 Trigonometria

11.2 Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo
agudo.

Sea ABC el tridngulo de la figura 2 de la seccion anterior. Por el

Teorema de Pitdgoras a2 = b2 + c% Dividiendo por a% tenemos
2 2
b

] = (5) +(§) y COmMO cos Y= ,seny:%,scveriﬁca:

d

Con esta férmula podemos averiguar el coseno de un dngulo agudo
conociendo su seno y viceversa.

11.2.1 Ejemplo
El seno de un dngulo B es 0,7; entonces su coseno verifica 1 = (0,7)2 +
COSZB, por tanto cos = /1 — (0,7)2 = Jo’sl.

Una consecuencia importante de la férmula 00527+ scn27= lesqueel
seno y el coseno de un dngulo nunca pueden ser nimeros mayores que

Hno.
Por otra parte de la definicién de tangente tenemos:
c
C a seny =
i i — PRI TR Y7 T e
EY=p T b cosy
a
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11.2 Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo
agudo.

y del mismo modo:

Con las férmulas anteriores se pueden calcular todas las razones
trigonométricas de un dngulo a partir de una de ellas.

jempl
Para el dngulo B del ejemplo anterior sabemos que su coseno es /051

J0’51

0,7 por tanto tgp = " teh = =
susenoes u, anto 3 e = — = =

’

Supongamos que la tangente de un dngulo yes 0,5, entonces:

L Eeay
s cosy’
por la férmula COSZY+ sen27= 1 se tiene:
0’S = seny :
N1— senzy
de donde elevando al cuadrado:
2
sen
025 = Lo
1 —sen™y

luego:
’ ’ oo 2
0’25 -0"25sen”y = senY,

5 025 1
ki & Char

y como el seno de un dngulo agudo es un nimero positivo:
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11 Trigonometria

fiy o8
seny = —= = —.

J5

Para calcular el coseno tenemos:

45
5

Aol 1 _ seny .

ELGaT cosy  cosy’
con lo cual:
2.5
cosy = —
Finalmente:

COtg"{= t—‘Y: % :2.

2

T

Dos dngulos se dicen complementarios si su suma es 5

En el tridngulo ABC de la figura 2 de la seccién 11.1 los dngulos By 7y
son complementarios. Por tanto de la definicién de dada en la seccion

11.1 de las razones trigonométricas tenemos (ver ejemplo 11.1.2 de la
seccion 11.1):

L8
cosy = — SenB = gcn(i ._.'Y}

plo plg

18
seny = — = cosf} = cos(i—y)

T
&= ¢ = cotgh = cotg (G-
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s

2
— 4+ COS
4
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11.3.2 Eje
Un tridngulo es equildtero si las longitudes de sus tres lados son

iguales:

Uniendo seis tridngulos equildteros por un vértice se obtiene la
siguiente figura (hexagono regular):

Como la construccion de la figura se puede repetir con cada vértice de
un tridngulo equildtero, se concluye que cada dngulo de un tridngulo

; 1 T
equildtero mide 2n—- = .
2 6 3
. # - - TE
Podemos ahora calcular las razones trigonométricas del dngulo 3

dividiendo en dos mitades iguales un tridngulo equildtero ABC:
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11.3 Algunos calculos sencillos de razones trigonomeétricas.

A
B C
M
1 1 T BM 1
Como BM = §BC = EAB’ tenemos cos§ Sy & 5 Usando la
primera férmula de la seccién 11.2 tenemos:
13 XL
Fer= a +sen 3
de donde:
5t f 2 NE)
Seng = Z = 7
Por dltimo:
n~~ f3
S€EN— —_—
3 2 =
cos§ 5

Usando las férmulas de esta seccion para dngulos complementarios

podemos calcular las razones trigonométricas de z

B (B |
scng = Cos 5 6) = cos5 = 5
Tt 0+ mocisnes gl 8
cos.E = sen(i—g) = LOb-?—] =
T T | )
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11 Trigonometria

1.4 D Ias razoe r

.

Dado un nimero comprendido entre cero y uno existe un dngulo
S s . |8
agudo cuyo seno es tal nimero. Es decir, si xe (0,1) existe ae (0, E) tal

que sen o= x; al dngulo o se le denota arcsen x (se lee "arco seno de x").

=

i
Del mismo modo si xe (0,1) existe oe (0, i) tal que cos o = x; y al

dngulo o se le denota arccos X. Para xe (0,00) se define arctgx = oL como
n ™ ”,
el dngulo o€ (0.5) tal que tgo. = x y de forma totalmente andloga se

define arccotg X.

Las maquinas calculadoras cientificas o técnicas suelen poseer
también funciones para calcular arcsen X, arccos x, arctg X y arccotg x.

Mediante arcsen X, arcos X, arctg x y arccotg x se pueden calcular los
dngulos de un tridngulo rectdngulo donde se conocen las longitudes de
los lados.

SRR
11.4.1 Ejemplo

En un trigngulo rectdngulo ABC sabemos que los catetos b y ¢ miden
respectivamente 7 y 2 centimetros, y se calculardn las medidas de Byy

en radianes. Para ello basta saber que tgf = g = % y por tanto =

arctg% que usando calculadora nos da aproximadamente § = 129 y
T
= --pB=0"28.
Y=5-p=0728
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11.5 Algunas aplicaciones de la trigonometria

11.5 Algunas aplicaciones de la trigonometria

En agrimensura, geodesia y topografia se realizan mediciones de
terrenos. Normalemente es mds sencillo medir dngulos que distancias y
se cometen menos errores dado que los aparatos de medicion de dngulos
(teodolitos) poseen gran precisién hoy en dia. Asi se tiende a utilizar una
dnica medida de longitud (en ocasiones una pértiga que forma parte del
equipo del teodolito) y con ayuda de mediciones de dngulos y
trigonometria <= cons._uen las medidas deseadas.

En navegacién también se utiliza trigonometria para determinar la
posicién de un barco conociendo los dngulos que forman las visuales a
los faros en las costas.

11.5.1 Ejemplo

Se sabe que la altura de una torre de tendido eléctrico es de 30 metros
y con ayuda de un teodolito hemos medido el dngulo o que forma la
visual al vértice superior de la torre con el suelo, resultando que o = 029
radianes (véase la figura). Deseamos calcular la distancia a la torre.

o

distancia a la torre=d

30

= im = |(ymetros.

Tenemos tg (0°29) = ’id(}, luego
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11 Trigonometria

11.6 Férmulas para el seno y el coseno de la suma y diferencia de
angulos.

Las siguientes fomulas son importantes y se usaran en temas
posteriores:

SRR
11.6.1 Ejemplo

) n £
Supongamos que necesitamos calcular cos — . Aplicando una de las

: 12
férmulas anteriores tenemos:
con—cos(ﬂ:ﬂ—c?t n+sn i
sE — 3 71) = osgcosZ engsenz.
T
En la seccién 11.3 se calcularon las razones trigonométricas de 5 ¥
T | _
3 conloque:
SE = 1@.{.&@ = £(1+,\/§)
' R B T T TR '
Daremos ahora una justificacion geométrica de una de las férmulas de

esta seccion.
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11.6 Férmulas para el seno y el coseno de la suma y diferencia
de angulos.

Sean oty B como muestra la figura.
P

Estableceremos la relacién entre cos(a+f) = % y las razones
trigonométricas de oy . Para simplificar supondremos que OP mide 1,
asi cos(0+f) = OA. Por otra parte OA = OC - AC.

Las rectas que contienen a PA y BC son paralelas de donde AC = EB.
Por tanto:

cos(o+p) =OC-EB, (2)

El 4ngulo € es recto, con lo cual:

senf} = g—]?, = PB.

T n L
Por otra parte el dngulo Y = 5 <Gy como g iy o tiene que o

= @. Asi
EB
seno = senp = oo
Luego EB = PB sen a.=sen ot sen f. (3)
Por otra parte:
OB=cos Py
OC = OB cos o.= cos owcos B (4)

Sustituyendo (3) y (4) en (2) obtendremos la férmula:
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11 Trigonometria

11.7 Ejercicio

252

cos (o0 +B) = cosacosP —senoasenf.

? i % Notas Historicas

Segiin los arqueélogos ya en Babilonia se realizaron los primeros
desarrollos sobre trigonometria. Asi se ha encontrado una tablilla de
escritura cuneiforme (datada entre 1900 y 1600 antes de J. C.)
conteniendo algunas razones trigonométricas de dngulos comprendidos
entre 45° y 59°. Mis tarde los griegos usaron la trigonometria para
resolver muchos problemas como disefio de calendarios, prediccion del
movimiento de los astros, navegacién y por supuesto en geometria.
Hiparco de Rodas (180-125 antes de J.C.) se considera el fundador de la
trigonometria. La razén trigonométrica que defini6 es la cuerda de un
dngulo, crd o, que estd relacionada con la razén seno por la férmula:

do=2 =
crda=2sen .

La férmula anterior explica el origen del término seno. El término
original era en sdnscrito “ardhajya” y precisamente significaba “media
cuerda”. Los matemadticos drabes lo acortaron en “jyb” cuyo significado
en drabe es golfo. La traduccion latina de golfo es “sinus” que originé
seno.

S

1.- En un tridngulo rectdngulo un édngulo B mide 15° y el cateto
opuesto mide 3 cm. ;Cudnto miden el otro cateto y la hipotenusa?.

z S .
2.- Sea ot un dangulo tal que coso = 3 Héllense sen o, tgoy cotgo (sin
usar calculadora). Usando calculadora obtenga aproximadamente el
valor de ot en radianes.

3.- Halle la distancia del barco al faro de la figura conociendo la altura
del faro y la medida del angulo de tal figura.



11.7 Ejercicios

OO

10m

4.- Calcilese la altura de la montaiia de la figura con los datos que

aparecen.

409

45°

-
50m

5.- Calcilense (sin usar calculadora) las razones trigonométricas de

5w
12
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Introduccion a la
geometria analitica

En los temas anteriores hemos estudiado algunos objetos geométricos
y hemos encontrado ciertas propiedades y relaciones entre ellos. La
geometria analitica como veremos reduce el estudio de puntos, rectas,
curvas y figuras geométricas al de nimeros, ecuaciones o expresiones
numéricas, lo que hace posible la utilizacién del dlgebra en la geometria.
El descubrimiento del método de la geometria analitica cambia la faz de
las matemdticas, es el germen de progresos vitales ulteriores (como el
andlisis matemdtico) y no es otra cosa que el resultado de una
aproximaci6n entre dos ciencias (geometria y dlgebra) concebidas hasta
entonces de manera aislada.

12.1 Coorena.

Consideremos un par de rectas perpendiculares como muestra la
figura 1. Tal par de rectas se dird que son unos ejes de coordenadas. Al
punto de interseccién de los dos ejes, O, se le llamard origen de
coordenadas, al eje horizontal, eje de abcisas o eje Ox y al eje vertical
eje de ordenadas o eje Oy.
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Oy ordenadas

T

\5

0. Ox abcisas

Figura 1

Dado un punto P en el plano, sabemos por el tema 10 que existe una
inica recta ry perpendicular al eje de abcisas que pasa por P (ver figura

2) y una (Gnica recta ro perpendicular al eje de ordenadas que pasa por P
(figura 2). Llamaremos P, al punto de interseccién de ry con Ox y P; al
punto de interseccién de ry con Oy. Midamos ahora, con una unidad de
medida, el segmento OP;. Si P, estd a la derecha de O llamaremos a tal
medida abcisa del punto P, si Py estd a la izquierda de O la medida de
OP; con signo menos es la abcisa de P, y si Py estd sobre Oy P tiene por

abcisa 0, la abcisa de P se designara por x. A continuacién medimos el
segmento OP,. Si P, estd por encima de O llamaremos a tal medida

ordenada de P, si P, estd por debajo de O la medida de OP; con signo
menos es la ordenada de P y si P, pertenece a Ox, P tiene por ordenada 0,
la ordenada de P se designard por y. El par (X, y) eR? se denomina
coordenadas del punto P. De este modo se construye una aplicacion del
conjunto de puntos del plano en R2. Para ver que es una aplicacion
biyectiva basta construir la aplicacién inversa. Asi dado (x,y) € R? hay
que construir un punto P con coordenadas (X, y). En primer lugar se
construye P; de modo que OP; tenga longitud |x| y P; se halle a la

derecha de O si x tiene signo positivo y a su izquierda si tiene signo
negativo. Del mismo modo se construye P, de modo que OP, tenga

longitud |y| y P; esté situado mads arriba de O si la ordenada es positiva

y debajo si es negativa. Finalmente se trazan dos perpendiculares a los
ejes coordenados que pasen por P; y P,. El punto de interseccion de tales

perpendiculares es P pues tiene por coordenadas (X, y).



12.1 Coordenadas.

Oy
1'2 P
P, £
Ox
Py
Figura 2

« Es muy importante observar como las coordenadas nos permiten
pasar de objetos puramente geométricos a conjuntos numeéricos de R*
donde la potencia de los métodos algebraicos nos facilitard mucho

nuestro estudio.

jemplos
(a) ; Qué coordenadas poseen los puntos Q, Ry T de la figura 37

Figura 3

Las coordenadas de Q son (-3, 2), las de R son (% ,-1)ylasdeT (0,-1).
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(b) Constriiyase el punto P de coordenadas (-6, -1):

» A continuacién introduciremos una terminologia que es util para
designar ciertas situaciones especiales de puntos en el plano:

Se dice que un punto estd en el primer cuadrante si tiene coordenadas
positivas. Si tal punto tiene abcisa negativa y ordenada positiva entoces
se dice que estd en el segundo cuadrante. Decimos que estd en el tercer
cuadrante si la abcisa y la ordenada son negativas y en el cuarto si la
abcisa es positiva y la ordenada es negativa. En la siguiente figura estan
marcados con distintos entramados las regiones del plano dadas por
cada uno de los cuadrantes.

2° cuadrante | @ 1° cuadrante

| 3° cuadrante 4° cuadrante W
DO /7




12.2 Razones trigonométricas de dngulos cualesquiera.

De forma mas esquemadtica:
(x,y) € 1°cuadrante: x 20,y 20.
(x,y) € 2°cuadrante: x <0,y 20.
(x,y) € 3°cuadrante: x <0,y <0.
(X,y) € 4°cuadrante: x 20,y <0.

? i % Notas Historicas

Las coordenadas cartesianas toman su nombre de Descartes
(Cartesius), el filésofo de la duda metédica, que se considera el
descubridor de las coordenadas e iniciador de la geometria analitica. El
desarrollo del dlgebra durante los siglos XVI y XVII inspir6 a Descartes
la idea de combinarla con la Geometria. El verdadero mérito de
Descartes no consiste en el uso de las coordenadas - que ya fueron
utilizadas por el geémetra griego Apolonio - sino en adivinar que su
empleo sistemdtico darfa a la Geometria un método de gran potencia y
gran universalidad pues no era necesario descubrir un método especial
para cada figura. El método cartesiano resolvia los problemas sin mds
que someter a su accion la figura, obtener ecuaciones de ella y efectuar
ciertas operaciones algebraicas, lo que trajo como consecuencia el
progreso de la geometria y también del dlgebra, pues se captd el
significado geométrico de ciertas operaciones y dio lugar a nuevos
desarrollos.

12.2 ricas de angulos cualesquiera.

La primera aplicacién de las coordenadas cartesianas serd para
nosotros la justificacién de la definicion de las razones trigonométricas
de dngulos cualesquiera.

Consideremos unos ejes coordenados y una circunferencia C con

centro el origen de coordenadas y radio la unidad. Sea P un punto de la
circunferencia C con coordenadas positivas (es decir en el primer
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12 Introduccion a la geometria analitica

cuadrante) y sea P el punto de la circunferencia con coordenadas (1, 0)

(véase la figura 1). Sea o el dngulo de la figura 1. Entonces usando el
triangulo OP Py el OPP, tenemos:

OF’1 = OPcoso,
T
OP, = OPCOS(E—OE) = OPsena.

Como OP tiene longitud 1, entonces
OP, = cosa. y OP, = sena

Figura 1

Es decir, la abcisa de P es el coseno de o y la ordenada de P es el seno
de o

Es (til como se verd en temas posteriores definir las razones
trigonométricas de dngulos cualesquiera.

Sea P un punto culaquiera de la circunferencia C con coordenadas
(X, y) y sea a.el dngulo PyOP, (ver figura 2), entonces definimos:
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12.2 Razones trigonométricas de angulos cualesquiera.

P
N
@] Py
Figura 2
-seno de o es la ordenada de P:
seno = y.
- coseno de otes la abcisade P:
cosol = X.
Finalmente:
seno y cosol X
tgo = —— = =, cotgll = ——— = —.
cosoL X senol y

» Como casos particulares de la definicion tenemos:

T
-para 5,en este caso Pes (0,1):

h[

sen— = 1, cos= = 0,

m
2 2
T
tg 5 DO estd definido pues no se puede dividir por cero,
otgr = 0
co gz' = U.

- para mt, ahora P es (-1,0):
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12 Introduccién a la geometria analitica

senmt = 0,cosm = —1,tgn = 0, cotgn no estd definido.
3n
- para T,Pes(D;l):
58 i DL ST e il pote 0
sen—- = —1,cos>- =0, g noestd definido, cotg - = 0.

A partir de la propia definicién de las razones trigonométricas
obtenemos las siguientes férmulas (ver figura 3):
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12.2 Razones trigonométricas de dngulos cualesquiera.

de la figura 4:

ETETERS e
g
B

4T

ok
i

i

Fhgii

i

i

y de la figura 5:

P
Eiriagageil

Utilizando las férmulas anteriores se puede reducir el cilculo de las
razones trigonométricas de un dngulo cualquiera al célculo de las

razones de un dngulo agudo.
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12 Introduccidn a la geometria analitica

12.2.1 Ejemplo

Hallaremos las razones trigonométricas de angulos que miden T

St Tn
il 5
Para calcular las razones trigonométricas de —;-E utilizaremos las
; 3t w
férmulas que relacionan las de o.con -t puesrr.*? =3
3n T ﬁ
ey =sefiy = 5
cos‘lﬂ: = —cos1E = —E
4 4 2"
3n I
tg—4~ = —tgﬁ—1 = -1,
R S
coth = e -],
Lg-Z
, : M
Para calcular las razones trigonométricas de a utilizaremos las
, Sn
férmulas que relacionan las (:leOtcon';‘1:+(:(]:|ues:rt+Z =
Sn i ﬁ
iy St e e
Snt | ﬁ
COS— = —COS— = =R
Sn T
th = tg4 = 1,
St
wtg—4— =1
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12.3 Ejercicios.

Por dltimo para calcular las razones trigonométricas de %
- utilizaremos las férmulas que relacionan las de o con 2m—0t pues
T _ In
o e
n T ﬁ
sen—- = —seny = ——-,
n | ﬁ
cag—7 Fidg = o
i T
th = —tgz = —l,
m
coth = -1.

Todas las féormulas establecidas en el tema anterior para angulos
agudos son vdlidas también para dngulos cualesquiera y las tres tiltimas
férmulas de esta seccion se pueden deducir también de las de la seccién
11.6.

* De laidentidad 1 = sen®a. + cos?a, se deduce que el seno y el coseno
de un dngulo cualquiera estan comprendidos entre 1 y -1.

jercicios.

1.- Utilizando unos ejes coordenados en una hoja de papel dibuje los
puntos de coordenadas: A (3, 1), B (-5,2),C(-2,-1),D(0,0),E (2,-1),F
{7, 5)

S 2 .

2.-Halle las coordenadas de los puntos P, Q y R de la figura siguiente.
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12 Introduccion a la geometria analitica

3.- El punto P de la figura siguiente tiene coordenadas (3, -1) y el
punto Q tiene abcisa 5, ;cudl es la ordenada de Q?

4.- Héllense las razones trigonométricas del dngulo o0 = % .

T
5.- Obtenga las razones trigonométricas del dngulo ot 5, donde

0< <Tl:
o<z
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Vectores del plano

Consideremos dos magnitudes fisicas como la temperatura y la
velocidad instantdnea de un cuerpo. La primera podemos medirla dando
simplemente un nimero en una escala conveniente, y asi decimos que
una temperatura es de -13° Centigrados o de 75° Farenheit. Sin embargo
para describir una velocidad necesitamos no sélo una cantidad,
124 Km/h, sino también debemos indicar la direccién y el sentido del
cuerpo en movimiento.

Las magnitudes del primer tipo se llaman escalares y las del segundo
vectoriales. En este tema se introducen los vectores del plano, que son
un sencillo caso particular de vectores, y en el tema 15 se estudiaran los
vectores del espacio tridimensional. Se verd también c6mo se precisan
matemadticamente las nociones de direccién y sentido que aparecieron en
el ejemplo anterior.

13.1 Definiciones

Sean A y B dos puntos diferentes del plano. Llamaremos vector fijo
AB al segmento de origen A y extremo B. Segiin esta definicion, el
vector fijo AB es distinto al vector fijo BA. Observemos que los dos
segmentos tienen la misma longitud pero sus sentidos son opuestos. El
vector fijo AB se representa graficamente mediante una flechade AaB.
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13 Vectores del plano

Sean A' y B' otros dos puntos del plano distintos a los anteriores y
consideremos el vector fijo A'B'. Diremos que los vectores fijos AB y
A'B' son equivalentes si los puntos medios de los segmentos AB'y A'B
coinciden, como muestra la siguiente figura:

En el primer caso AB y A'B' son equivalentes y en el segundo no. De
la figura anterior deducimos que es necesario que ambos vectores fijos
sean paralelos y de igual longitud. Pero esto no basta como muestra la
siguiente figura:
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13.1 Definiciones

Aunque esta definicion de equivalencia funciona bien para los
vectores del plano, vamos a utilizar otra en términos de las coordenadas
de los puntos A, B, A' y B', que tiene la ventaja de que puede
generalizarse a otros tipos de vectores.

Sean A, B, A' y B' cuatro puntos del plano de coordenadas (a;, ay),
(by, by), (a'f, a'y) y (b'y, b'p), respectivamente.

Diremos que el vector fijo AB es equivalente al vector fijo A'B'si y
solo si (b] -day, bz- dz) = (b'l o &‘], b‘z = 8'2).

Se comprueba facilmente que con esta definicion se satisfacen las
siguientes propiedades:

* Todo vector fijo AB es equivalente a si mismo.
* Si ABesequivalente a A'B' entonces A'B' es equivalente a AB.

« Si AB es equivalente a A'B' y A'B' es equivalente a A"B", entonces
AB es equivalente a A"B".
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13 Vectores del plano

El conjunto de todos los vectores fijos equivalentes a uno dado AB
recibe el nombre de vector libre.

Cada uno de los vectores fijos pertenecientes a ese conjunto se llama
representante del vector libre.

Sea el vector fijo AB de la siguiente figura

Consideremos el punto P de coordenadas (b; - a;, by - a5) y el punto
0(0, 0), origen de coordenadas. Es ficil comprobar que el vector fijo OP
es equivalente al vector fijo AB. Utilizaremos OP como representante
del vector libre formado por todos los vectores fijos equivalentes a AB.
A partir de ahora designaremos los vectores libres por letras v, w, ...

Es claro que para cada punto del plano, P, de coordenadas (a, b) existe
un vector libre v = (a, b). En la siguiente figura representamos los
vectores libresv=(2, 1)y w=(-2,2).
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13.1 Definiciones

Q
ST
\
\
\ ') P
| w I
\ A4 i
\ i
\ i
-2 9) 2

Se tiene que dos vectores libres v y w son iguales si y sélo si sus
coordenadas son iguales, es decir, v=(a, b)y w=(c, d), son iguales si y
solosi a=c y b=d.

Sean A(2, 4) y B(5,3) dos puntos del plano, entonces el vector fijo
AB es un representante del vector libre

v=(5-2,3-4)=(3,-1).

Dado el vector libre v = (ﬁ, -1) y el punto A(-3, 4) vamos a hallar el
punto B tal que el vector fijo AB sea representante del vector v.

Solucién
Sea B(a, b) el punto buscado. Sabemos que

v=(a-(-3),b-4)=(a+3,b-4),
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13 Vectores del plano
debe ser igual a (3, -1). Igualando las respectivas coordenadas
obtenemos a=./3 -3 y b=3.Portanto, el punto B es (ﬁ -3,3).

Puesto que las coordenadas de un punto y las de un vector se escriben
del mismo modo, hay que tener cuidado en no confundir el punto P con
el vector OP.

13.1.3
Sean los vectores v =(5,3) y w= (A + 3 1, - A + ). ;Qué valores
debentener A y 1 paraque v=w?
Solucion
Por la condicién de igualdad de dos vectores se tiene que

5=A+3p,
3=-A+U,

y resolviendo este sistema obtenemos los valores A=—1y p=2.

El vector libre de coordenadas (0, 0) se llamaréd vector nulo y se
representara por 0.

Sea el vector v de coordenadas (a, b). Podemos calcular la longitud de
v mediante el Teorema de Pitdgoras. La longitud de v se representa por
Ivly se llama mddulo de v.

El médulo del vector v es el nimero

-

)
[v] = Ja“+b°,

donde se toma la raiz positiva.
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13.1 Definiciones

» Obsérvese que Ivles una magnitud escalar.

R
13.1.4 Ejemplo
Hallese el médulo de los siguientes vectores:

vi=(5,12), v3=(42,3), v3=(4,0) y v4=(0,-3).
Solucion

v)| = 457 +12% = 169 = 13,
2
v, = J(J2) +3%=.2+9= /11,
V5| =442 +0=./16 = 4,
V4] = J0+ (-3)%= /9 =3.
Los dos ultimos casos del ejemplo anterior muestran que si una de las

coordenadas es nula, el médulo del vector es simplemente el valor
absoluto de la otra coordenada.

Dado un vector v llamaremos vector opuesto de v al vector w que
tiene el mismo médulo, la misma direccién y sentido opuesto al de v.

Expresdndolo en coordenadas, si v = (a, b) entonces las coordenadas
de w son (- a, - b), como muestra la figura siguiente:
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13 Vectores del plano

1
=

Sean tres puntos diferentes del plano A, B y C. Consideremos los
vectores fijos AB y BC. El vector suma de ambos seri el vector AC,
como muestra la figura
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13.2 Operaciones con vectores

Sean los vectores libres v = (a, b) y w = (c, d). Su suma serd el vector
v+w = (a + ¢, b + d). Grificamente el vector v + w es una de las
diagonales del paralelogramo formado por los vectores v y W y dos
lados paralelos a ellos y de la misma longitud. En la siguiente figura
vemos la relacion geométricaentre v, W y V+W.

Esta forma de calcular la suma de dos vectores se conoce por regla del
paralelogramo.

3.2.1 Ejempl
Sean los vectores vy =(3,2), v=(5,6)y v3= (-5, 4). Entonces
vi+vy=(8,8) y v; +v3=(-2,6).

Es muy ficil comprobar que v+ w = w + v. Para hallar la diferencia
de dos vectores v = (a, b) y w = (c, d) efectuamos la suma de v con el
opuesto de w, que sabemos que es - w = (-c, -d). Por tanto

v-w=v+(-w)=(a,b)+(-¢c,-d)=(a-c,b-d).

Graficamente, el vector fijo cuyo origen es el extremo de w y su extremo
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13 Vectores del plano

el extremo de v es un representante de v - w, como se muestra en la
figura siguiente:

Se comprueba facilmente que v - w y w - v son vectores opuestos.
Otras propiedades que satisface la suma de vectores son

* (Vi+Vy)+Vv3=V|+(vy+Vv3), paracualesquiera vy,vy y V3.
* v+0=0+v=y, para todo vector v.

e v+(-v)=(-v)+v=0, para todo vector v.

Sean el vector v = (a, b) y el nimero natural n. Definimos el producto
de n por vcomo la suma de n copias del vector v:

n.v=v+v+...+v=(a,b)+(a,b)+...+(a,b)=(na,nb).

Podemos generalizar esta definicién extendiéndola al producto de un
niimero real A por un vector v del siguiente modo:
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13.2 Operaciones con vectores

El producto de un niimero real por un vector es otro vector cuyas
coordenadas son las del primero multiplicadas por ese nimero.

Av=A(a,b)=(Aa,Ab), A€ R.

jemplo
Dado el vector v = (3, -2), efectuemos el producto de v por los
siguientes nimeros reales: 2, n,-ﬁ y 1/4.
Solucién
2(3,-2)=(6,-4),
n(3,-2)=(3n,-2m),

- J2(3,-2)=(3 42,2 2),

1/4(3,-2)=(3/4,- 1/2).

Si representamos graficamente todos los vectores del ejemplo
anterior, observaremos que, en cada caso, v y Av tienen la misma
direccion, el sentido de ambos es el mismo o el opuesto segiin que A sea
positivo o negativo, respectivamente, y el médulo de A vV es mayor o
menor que el de v segin que IAl sea mayor o menor que 1.

El producto de un escalar por un vector satisface las siguientes
propiedades, como es ficil comprobar, donde A y WL son nimeros
reales:

o A(V+EW)=AV+AW.
o (A+U)V=AVHUY.

« Av)=(Apv.
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13 Vectores del plano

13.3 roduco escalar '

Definimos a continuacién un producto de vectores. Obsérvese el
articulo indeterminado. Es debido a que se puede definir diferentes
productos de vectores, como se vera mds adelante. En este tema se
introduce el producto escalar, llamado asi porque el resultado del
producto de dos vectores no es un nuevo vector sino un nimero real, es
decir, un escalar.

Dados los vectores v =(a,b) y w=(c,d)se define el producto escalar
de v y w comoelnimeroreal a.c +b.d. En simbolos,

vew=(a,b)*(c,d)=a.c+b.d.

.3.1 Ejemplo
Sean los vectores vy =(2,4), vy =(-3, 5)y v3=(0, 3). Calculemos los
productos escalares de cada dos de ellos.
vievy=2.(-3)+4.5=14,
viev3=2.0+4.3=12,
vyoev3=(-3).0+5.3= 15.

Puesto que el producto de nimeros reales satisface la propiedad
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13.3 Producto escalar

conmutativa, es inmediatoque V*W=w*V.

Estudiamos ahora el significado geométrico del producto escalar de
dos vectores del plano. Consideremos la siguiente figura

c a
Sabemos porel tema 11 que
cosa = & = :
S0 = = e,
vl [2 + b2
y, andlogamente
cosfP = Sl
2 +d°
b
send = .
4 b
d
senf = L
2 +d°

El dnguloentre v y wes P — o. De las férmulas de la Seccién 11.6
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13 Vectores del plano

tenemos que
cos (B — o) = cosP cosa + senf senc,
y sustituyendo por las expresiones anteriores tenemos
c a d b
: + : ;
ch +d? Jaz +b? ch +d? Jaz b

El numerador de esta expresion es precisamente el producto escalar
v * w. Por tanto,

cos (B—a) =

Yew
cos(p—-a) = ———,
(-0 = Jrotw

y de aqui,
vew=Ivl.lwl.cos (B—o).

Podemos enunciar entonces:

En la figura anterior los dos vectores estdn situados en el primer
cuadrante, y el dngulo que forman es agudo, pero la interpretacion es la
misma aunque estén situados en diferentes cuadrantes, como podemos
ver en el siguiente ejemplo.

Sean v=(6,2 ﬁ) y w=(- ﬁ 1). Su producto escalar es

vew=6.(- f3)+(2/3).1=-4 3,
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13.3 Producto escalar

y, por tanto, el coseno del dngulo que forman v y wes

(93 _ (9B
Jag.J+ 83 2

y de aqui obtenemos que o= 120°.

Se sugiere, como ejercicio, representar grdficamente los vectores
dados en el ejemplo.

cosol =

De lo anterior se deduce inmediatamente que v *V = Ivi> para todo
vector V.

Dos vectores no nulos que forman un éngulo de 90° son
perpendiculares u ortogonales.

Ya que entonces el coseno del dngulo o que forman es 0 y por tanto
o =90°.

13.3.3 Ejemplo
Sean vy =(3,-2),v,=(-4,-6),v3=(3,4) y v4=(2, b). Se tiene que
V| y Vo son ortogonales ya que vj * vo =0. Los vectores v| y v3no
son ortogonales puesto que v; * v3 = 1 #0. El vector v4 serd ortogonal al
vector vy para un cierto valor de b:

Vi*v4=6-2b=0,

es decir, para b = 3. Para cualquier otro valor de b, los dos vectores no
son ortogonales.

Veamos ahora otras dos propiedades del producto escalar. Sean u, v
y W tres vectores cualesquieray A un ndimero real. Es facil comprobar
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13 Vectores del plano

que
e A.v)ew=A.(Vvew).

e us(v+w)=uev+ucw.

Diremos que dos vectores son colineales cuando estan situados sobre
la misma recta. Anteriormente vimos que v y A.v son colineales. El
reciproco también es cierto.

e

IR

Segiin que A sea positivo o negativo los dos vectores tendrdn el
mismo sentido (y formardn un dngulo de 0°) o sentidos opuestos (y
formardn un dngulo de 180°).

[ e
13.4 Combinacion lineal de vectores

282

Recordemos que dado un vector v y un escalar A # 1, el vector Av
es, en general, distinto del vector v y que dados dos vectores no nulos,
V y W,susuma v+ wes otro vector distintode v y w.

Sean ahora v = (a, b) y w = (c, d) dos vectores y A y pdos
nimeros reales. El vector

Av+pw=A(a,b)+pn(c,d)=(Aa+pc,Ab+pud),
es otro vector distinto, en general, de v yde w.

Diremos que un vector u = (X, y) es combinacion lineal de v y de
w, 0 también, que u depende linealmente de v y de w si existen dos
nimeros reales A y | tales que



13.4 Combinacion lineal de vectores

U=AV +UW.

El vector (5, 2) es combinacion lineal de los vectores (1,- 1)y (3, -2)
ya que

(5,2)=A(1,-D+pn3B,-2)=(A+3p,-1-2p),
es decir,
A+3pn=S5,
-A-2p=2.

Y resolviendo el sistema obtenemos A=-16, p=7.

Diremos que dos vectores v y W son linealmente independientes si
al expresar el vector 0 como combinacién lineal de v yde w,esdecir

O=Av+uw,

se obtiene que A y [l son necesariamente nulos.

Los vectores (1, - 1) y (3, - 2) son linealmente independientes ya que
de la igualdad

A(L-D+RG3,-2)=(A+31,-A-21)=(0,0),
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13 Vectores del plano

284

obtenemos el sistema

A+3u=0,
-A-2u=0,
cuya tinica soluciénes A= =0.

Dos vectores colineales no pueden ser linealmente independientes ya
que, como hemos visto antes, son de la forma v = (a, b), w = (AL a, A b)
con A # 0,y por tanto existen dos nimeros reales no simultdneamente
nulos, porejemplo -A y 1, tales que

-AVv+1lw=0.

Observemos que dado cualquier vector v = (a, b) podemos
expresarlo de modo inmediato como combinacién lineal de los vectores

e;=(1,00ye;=(0,1),yaque
a(1,0)+b(0,1)=(a,b),

ademads, es féicil comprobar que los vectores e, y e, son linealmente
independientes.

Dados dos vectores linealmente independientes, v y w, cualquier
otro vector u del plano puede expresarse como combinacion lineal de
ellos, como comprobamos en un ejemplo concreto.

R
13.4.3 Ejemplo

Sean v = (3, 2) y w = (1, - 4). Puesto que sus coordenadas no son
proporcionales sabemos que son linealmente independientes. Sea
u = (a, b) un vector cualquiera. Imponemos que

u=(a,b)=A3,2)+u(l,-4)=CA+u, 2A-4p),

lo que proporciona el sistema



13.4 Combinacion lineal de vectores

3A+u=a,
2A-4pu=b,

cuya solucién es

14 ° 7

x=4a+b U 2a-3b

Por ejemplo, el vector particular u=(5, 3) se expresard como
u=(23/14) v + (1/14) w,

como puede comprobarse facilmente.

Del resultado anterior se deduce inmediatamente que en el plano no
puede haber tres vectores linealmente independientes.

13.4.4 Ejemplo

Sean u, v, y w los vectores del ejemplo anterior. Vamos a

comprobar que existen tres nimeros reales A, Ay y A3, no todos nulos
tales que

O=Au+A v+ 23w,

por ejemplo, podemos tomar A; = 1, A, =-23/14 y A3 =-1/14 yse
tiene entonces

u-23/14 v-1/14 w=(23/14 v +1/14 w)-23/14 v - 1/14 w=0.

Un conjunto S de vectores del plano tales que cualquier otro vector del
plano se puede expresar como combinacién lineal de los vectores de S,

285



13 Vectores del plano

se llama sistema generador. Un sistema generador en el cual los
vectores son linealmente independientes se llama base.

De los ejemplos anteriores se deduce que en el plano dos vectores
linealmente independientes cualesquiera forman una base y que toda
base ha de tener dos vectores. En el tema 15 se generalizardn estas
definiciones.

En particular, la base mds sencilla del plano es la vista anteriormente
formada por los vectores e; = (1, 0) y e, = (0, 1), llamada base

canonica.

Se llama vector unitario a cualquier vector de médulo igual a 1.

Dado cualquier vector no nulo v = (a, b) podemos obtener facilmente
un vector unitario con la misma direccion y sentido que v del siguiente
modo:

1 | a b
e ﬂ'v = it (asb) = ( ] ]9
" a? +b° \/az+b2 Jaz-*-b2

y es inmediato comprobar que el médulode w es 1.

w

i
13.4.5 Ejemplo
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Obténgase una base {v, w} en el plano con las siguientes condiciones:
los dos vectores forman un dngulo de 45°, uno de ellos es unitario y el
otro tiene modulo 3.

Solucion

Puesto que tenemos amplia libertad de eleccién para el primer vector,
tomemos v = e; = (1,0), que es unitario. Sea w=(a, b). Por la férmula

del producto escalar tenemos

vew=IvlIwlcos45°



13.4 Combinacion lineal de vectores

que es equivalente a

(1,0)s(a,b)=a=1.3. 272,

de donde obtenemos la primera coordenada de w. Por otra parte, de la
condicién Iwl=3 podemos escribir

2
342
3 = Ja?+b* = I(“Tf) +b% = {%H:F,
y operando obtenemos finalmente

b =43

|5

Por tanto, tenemos dos elecciones para w:

w= (3“/;,32@

),
42 il
w = (3_2"',—3?)

En las aplicaciones geométricas las bases mds usadas son las
formadas por vectores ortogonales y unitarios, llamadas bases
ortonormales. Veamos un ejemplo en el plano. Recordemos
previamente que los ejes coordenados dividen al plano en cuatro
regiones, llamadas cuadrantes, numerados segtin la figura siguiente:
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13 Vectores del plano

288

2 1

3 4°

Constriyase una base ortonormal {v, w} con las siguientes
condiciones: v estd situado en el tercer cuadrante y sobre la recta que
contiene al vector u=(2,3)y w estd situado en el segundo cuadrante.

Solucién

Un vector unitario situado en la misma recta que el vector u sera , por
ejemplo:

ek

1

2 3
= 2,3 = e W
s T @Y = ()

pero este vector esta situado sobre el primer cuadrante. Su opuesto - u'
estard en el tercer cuadrante. Por tanto, tomamos v=-u'.

Sea w = (a, b), sabemos que la condicién para que v y W sean
ortogonales es que su producto escalar sea cero. Asi pues

(a,b) — ﬂ = 0’

J13

vew = (

__2 ___1) .
J13° 13

y de aqui obtenemos que



13.4 Combinacion lineal de vectores

b=-2/3 a,

luego
w=(a,-2/3a).

Por la condicién de que w sea unitario podemos escribir

2
e = JaZid®
lw =1= ja~+ 9"
es decir
1322 =9,

9 3
a=t |- =%+—.

13 J1-3

Por tanto

Como w debe estar situado en el segundo cuadrante, la primera
coordenada de w debe ser negativa y la segunda positiva. Asi pues

3 2
Y = ),

"= U3 s

y la base buscada estd formada por los vectores
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13 Vectores del plano

.5 Eercicios

1.- Calcilese b para que los vectores V= (ﬁ , 1)y w=(1, b) formen
un dngulo de 45°, medidode v a w.

2.- Dados los vectores v = (4, 1)y w=(2, 3), calciilese la longitud de
la proyeccién x de w sobre v, comoindica lafigura

3.- Demuéstrese que para cualquier par de vectores no nulos vy
w los vectores v y u son ortogonales, donde

Yyew

u=w-—
2
|v]

4.- Sea el paralelogramo ABCD. Mediante el producto escalar de
vectores demuéstrese que

a) ABCD es un rombo si y sélo si sus diagonales AC y BD son
perpendiculares.

b) La suma de los cuadrados de los lados del paralelogramo es igual a
la suma de los cuadrados de las diagonales.
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13.5 Ejercicios

5.- Dados los vectores v=(1,3) y w=(- 6, b), héllese a partir de
ellos una base ortonormal {v', w'}, es decir, V' y w' deben ser vectores
unitarios, ortogonales y estar situados en la misma recta que vy W,
respectivamente. Exprésense los vectores (1,0) y (0,1) como una
combinacién lineal de los vectores v'y W'
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Los numeros
complejos

Consideremos la ecuacion x2+9=0. Si intentamos resolverla

obtenemos x2 = - 9. Ahora bien, el cuadrado de todo nimero real es un
niimero real no negativo. Por tanto, no existe ningdn nimero real que sea
solucién de esa ecuacién, lo cual exige introducir otros numeros,
llamados complejos, que permitan resolver ecuaciones como la dada. Se
veri también a lo largo de este tema que los nimeros reales son un caso
particular de los niimeros complejos.

Observemos que el nimero -9 puede expresarse como 9 (- 1) 'y, en
general, cualquier nimero real negativo - a puede expresarse COmMO
a (- 1). En laecuacién anterior podriamos escribir

x2=-9=9(-1),

o bien
x = £/9(=1) = £3./-1.

Bastarfa, por tanto, saber qué significado tiene J—l para poder
resolver ecuaciones como la del ejemplo. Definimos entonces un nuevo

niimero, que se designa por la letra i, mediante la condicién i2=-1,0
bien i=+ J—1.
Asi pues, las raices cuadradas del nimero real negativo -a serén
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14 Los numeros complejos

tJma=2Ja(-1) =% Jaj-1 =+ fai.

Llamaremos niimero complejo a todo nimero de la forma a + bi
donde a y b son nimeros reales. El conjunto de todos los nimeros
complejos se designa por C.

R
14.1.1 Ejemplo

294

Los nimeros 3 + 4i, - 7 + 2i, J3 - 51 y ® + 2i son nimeros
complejos.

« Obsérvese que los nimeros de las formas a y bi son también
nimeros complejos, yaque a=a+ 0i y bi =0 + bi. Los primeros son
los niimeros reales obviamente, por lo que R es un subconjunto de C.
Los de la forma bi se llaman imaginarios puros.

Dado el nimero complejo z=a+ bi llamaremos a los nlimeros reales
a y b, parte real y parte imaginaria de z, respectivamente, y se
designaran por Re(z) e Im(z). Asi pues
Re(z) = a,

Im(z)=b.




14.1 Definiciones. Numeros complejos en forma binémica

» Hay que evitar confundir un niimero imaginario puro, por ejemplo el
5i, con la parte imaginaria de un niimero complejo, que es siempre un
nimero real. En el caso del nimero 5i su parte real es 0 y su parte
imaginariaes 5.

Podemos representar graficamente los nimeros complejos en el plano
del siguiente modo: el nimero complejo z=a+ bi vendra representado
por el punto de coordenadas (a, b), como muestra la siguiente figura

eje imaginario
z=a+bi
b

““““““ B
\
\
\
\
. .
\ eje real
a

En el tema anterior se estudiaron los vectores del plano. La proxima
figura nos permite ver la relacién existente entre estos vectores y los
nliimeros complejos

Z=a+bi

v=(a,b)
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14 Los numeros complejos
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Ilamaremos mddulo del nimero complejo z =a + bi al médulo del
vector v =(a,b), es decir

l2l = Ja?b_z.

donde tomamos la raiz positiva.

» Esobvioque Izl >0 para todo z e C,excepto cuando z=0+ 01=0;
y en este caso 1zI=0.

Se llama opuesto del nimero complejo z=a+ bi al nimero complejo
- a - bi, que designaremos por - Z.

Se llama conjugado del nimero complejo z=a+bi al nimero
complejo a - bi, que designaremos por z .

« Obsérvese que el conjugado del nimero z tiene la misma parte real
que z y la parte imaginaria de signo opuesto alade z.

En la préxima figura podemos ver la relacién geométrica que existe
entre los nimeros complejos z,-2z, Z y - Z.



14.2 Operaciones con numeros complejos en forma binémica

= Z
b
ot s i k7 *
\ 1
\ '
\ !
\ 1
\ 1
-a .
' 1
\ 1
e e e ®
-b —
_Z Z

La forma de escribir un nimero complejo z como a + bi se llama
forma binomica. También se escribe a veces z = a + ib. Utilizaremos las
dos notaciones indistintamente.

Mids adelante veremos otra forma de expresar un nimero complejo,
distinta a la forma binémica.

14.2 Operaciones con nimeros complejos en forma binémica

Dados dos nimeros complejos z = a + bi, w = ¢ + di, definimos la
suma z + w como el nuevo nimero complejo (a+c)+i(b+d).

Como consecuencia de las propiedades de los nimeros reales se
demuestra facilmente que la suma de nimeros complejos satisface las
propiedades siguientes:

* Asociativa;

21+ (2p+23)=(2)+29)+23, para z;,29,23€ C.
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+ Existencia de elemento neutro:

Existe el nimero complejo 0 = 0 + 0i, tal que para todo nimero
complejo z setieneque z+0=0+z=2z.

» Existencia de elementos opuestos:

Para cada nimero complejo z existe otro niimero complejo, - z, tal que
z+(-2)=(-z)+z=0.

* Conmutativa:
Z+W=wW+7Z, para z,we C.
Estudiamos ahora el producto en C. En primer lugar veremos el

producto de un nimero real por un nimero complejo. Sean A € R y
ze C,con z=a+bi.

El producto del nimero real A por el niimero complejo z=a + bies el
niimero complejo A a + Abi, es decir

Az=A(a+bi)=Aa+Abi.

Dados dos nimeros complejos z=a+bi y w = c + di, para efectuar
el producto zw seguiremos los siguientes pasos:

* Aplicamos la propiedad distributiva.

2

+ Sustituimos i“ por -1 enel término que lo contenga.



14.2 Operaciones con numeros complejos en forma binémica

* Agrupamos los términos que no contengan 1, lo que nos proporciona
la parte real del producto, y agrupamos los términos que contengan i, lo
que nos dard la parte imaginaria del producto.

Veamos estos pasos en los siguientes ejemplos.

]
14.2.1 Ejemplos

a) (3-2i) (4+30)=3.4+3.3i-24i-6.i°= 12+9i-8i + 6= 18 +i.
b) (- 2 + 4i) (2i) =- 4i - 8 =- 8 - 4.
c) (3+4i)(3-4i)=3.3-3.4i+4.3i-16.i2=25.

A la vista de los anteriores ejemplos podemos escribir en general

Ei producto de los nimeros complejos z=a+bi y w=c+diesel
nimero complejo (ac - bd) + (ad + bc) i.

* Obsérvese el caso c) de 14.2.1: el producto de ese niimero complejo
por su conjugado es un nimero real. Este resultado es cierto en general,

yaque
z 2z =(a+bi)(a-bi)=a’-abi+abi-b*i’=a’+b%e R.

Ademds, se observaque zz = Iz12. Utilizaremos mds adelante este
resultado que nos permitird calcular el cociente de dos nimeros
complejos.

A partir de las propiedades de los niimeros reales, se puede demostrar
facilmente las siguientes propiedades del producto de los niimeros
complejos:

* Asociativa:
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21(2923) = (21 29) 23, para zy,25,z3€ C.

* Existencia de elemento unidad:

Existe un nimero complejo, el 1=1 +0i, tal que para todo nimero
complejo z setieneque lz=z1=z.

« Existencia de inversos:

Para todo nimero complejo z # 0 existe otro nimero complejo, que

designamos por 2’1, tal que z z'=z"12=1.Puede comprobarse que
<t 2
z = —.
2
1zl
* Conmutativa:
IW=WZ, z,we C.

Ademds se satisface la propiedad distributiva del producto respecto a
la suma de nimeros complejos:

W(zZ1+2))=WzZ +W2Zy, w,zy,z23€ C.

Vamos a estudiar ahora el cociente de dos nimeros complejos. En
primer lugar vamos a ver un ejemplo con dos niimeros concretos. Sean,
por ejemplo, los nimeros complejos 3 +2i y 4 - 3i. Seria deseable que
su cociente sea otro numero complejo, que designaremos por x + yi. Por
la definicién del producto de niimeros complejos tenemos

3+2i=(4-31) (x+yi)=4x+3y)+4y-3x)1,

e igualando las partes reales e imaginarias del primer y el dltimo
miembro de la igualdad obtenemos el sistema



14.2 Operaciones con numeros complejos en forma binomica

3 =4x + 3y,
2=-3x+4y,
que resuelto nos proporciona x =6/25 e y=17/25. Asi pues

3421 3+Ei
3-31 25" 25"

Se observa que el proceso exige resolver un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas que, a veces, puede ser largo y molesto. Veamos un
método mis directo. Observemos que el denominador de las partes real e
imaginaria del cociente-es 25. Este nimero es el cuadrado del médulo

del denominador, 4 - 3i. Hemos visto anteriormente que z z = 1zI%. Por
tanto, si en el cociente inicial multiplicamos el numerador y el
denominador por el conjugado del denominador, 4 + 3i, tenemos

3+2i _ (3+2i) (4+31) _ 12+9i+8i-6 _ 6 17,
4-3i  (4-31) (4+31) 25 ~ 25 08"

Asf se obtiene el cociente de manera mucho mds rapida que por el
procedimiento anterior. Podemos generalizar lo que hemos hecho en
este ejemplo particular.

Dados los niimeros complejos z y w, con w # 0, el cociente de
ambos es el niimero complejo

Lo oW

s
|wl

Estudiamos a continuacién las potencias de exponente natural de un
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14 Los numeros complejos

nimero complejo. Sea z = a + bi. Para calcular z", con n natural,
utilizaremos la férmula del binomio de Newton, vista en el tema 4, pero
antes estudiemos las sucesivas potencias de 1.

Se observa que las sucesivas potencias de i se repiten después de
cuatro pasos, proporcionando tan sélo cuatro valores distintos, ,-1,-1
y 1. Como i* = 1, se tiene que (i‘d')k = 1, cualquiera que sea el nimero
natural k. Para calcular i" bastard expresar el exponente como
n = 4k +r, donde k es unentero no negativoy elresto r es 0, I, 263.
Por tanto,

in e i4k+l'= i4k ) S 1 il’ = ir,

y este niimero serd i,-1,-i 6 1,seginque r sea 1,2,3 6 0.

RS
14.2.2 Ejemplo

a)i325 = 48141 i1 g

b) i2|9=i4.54+3 =i3 =-i
¢)§1000 2 j4.250+0 _;0_ 1

Estamos ya en condiciones de calcular las potencias de cualquier
niimero complejo. Se aplicard la férmula del binomio de Newton y
después se agruparédn todos los términos que no contienen i, lo que dara
la parte real de la potencia, y se agruparan los términos que contienen i,
lo que dard la parte imaginaria de la potencia.

TS TR
14.2.3 Ejemplo
Calculemos (1 +2i)°.

302



14.2 Operaciones con nimeros complejos en forma binémica

Solucién
(1+2i)5=1+5.1% 2i +10.13.20)2 + 10.12.2i)> + 5.1.2i)* + (2i)°
=1+4+10i-40-80i+80+32i
=41-38i.

Estudiamos ahora las raices cuadradas de los nimeros complejos. En
primer lugar veremos un ejemplo particular.

Dado el niimero complejo z =5 + 12i, el niimero complejo w =X +yi
serd unaraiz cuadradade z si w2 = z, es decir si

(x + yi)2 =(x%- yz) + 2Xyi,

es igual a 5 + 12i. Igualando las partes real e imaginaria de ambos
niimeros obtenemos el sistema no lineal

2xy=12.

Para resolverlo despejamos la incégnita y en la segunda ecuacién y
sustituimos su valor en la primera:

"
e
2 36 _
R 3
X
que es equivalente a
x*-36=5 xz,
o bien
x*-5x2-36=0.
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2

Para resolver esta ecuacién hacemos t = x“ con lo que obtenemos una

ecuacion de segundo grado en la incognita ¢
t*-5t-36=0,

que resuelta nos proporciona t=9 y t=-4. Portanto

x = +./9 = +3,

x=iﬁ.

El segundo resultado no tiene sentido ya que x debe ser real. Asi pues
x = 3,6 x =-3. Sustituyendo en la expresion de y los valores de x se
tiene que y =26y =-2. Por tanto las dos raices cuadradas buscadas son

W]=3+2i,

Wy =-3-2i.

Como se aprecia, el procedimiento es laborioso y la resolucion del
sistema no lineal puede ser muy engorrosa en general. Ademds este
procedimiento resulta impracticable para calcular raices cibicas,
cuartas, etc. Mds adelante veremos otro procedimiento que permite
calcular facilmente el producto, la divisién, la potenciacion y el calculo
de raices de niimeros complejos. Previamente se estudiard otra forma de
expresar los nimeros complejos, llamada forma trigonométrica, para lo
cual convendré repasar los conceptos y férmulas estudiados en el tema
11.



14.3 Forma trigonométrica de un numero complejo

14.3 Forma trigonométria un nimero cplejo

Sea z un nimero complejo distinto de 0. Hemos visto en la seccion
14.1 que z puede expresarse en forma binémica, z=a+ bi, donde a y
b son niimeros reales e i es la raiz cuadrada de - 1. Vamos a expresar
ahora el nimero z en funcién de su médulo Izl, que designaremos por
r,y del angulo o que forma el vector (a, b) con el semieje positivo real,
seglin se muestra en la siguiente figura

z=a+bi
o) A —

|

|

r |

I

|

\

o |

|

a

Recordemos que
a=rcoso,
y

b=rsenca.

Podemos escribir entonces
z=a+bi=rcoso+irseno=r(cosot+1isena).

Esta forma de expresar un nimero complejo se llama forma
trigonométrica. El dngulo o recibe el nombre de argumento de z, y se
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expresa usualmente por arg(z). Obsérvese que el dngulo o no estd
determinado univocamente, ya que puede variar en un multiplo de 360°
6 21 radianes. Tomaremos 0. dentro del intervalo comprendido entre O
y 2m, o bien entre 0°y 360° , cuando expresemos el angulo en grados.

En resumen
o€ [0,2m),
o bien
o e [0°,360°).
Notemos también que
tgor = 2,
a
y, por tanto
o= arctgl—) .
a

En particular, los nimeros complejos de médulo 1 tienen la forma
cos oL+ 1sen OL.

Escribase el niimero complejo z=-1+ /3 i en forma trigonométrica.

Solucion

El médulo de zes r=2y suargumentoes o.=120° 6 oe=300°. Como
7 esta situado en el segundo cuadrante tenemos que o = 120°. Luego
podemos escribir

z=2(cos 120° +isen 120°).
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Escribase el niimero complejo z = ,,/5 (cos 225° + i sen 225°) en
forma binémica.

Solucién
-Basta sustituir el coseno y el seno de 225° por sus respectivos
valores:

z=3(-212-i 212)=- J612-i J612.

* Observemos que si z es el nimero r(cos oL +1sen o) entonces
z =r(cos oL -1sen Q).

Las operaciones de producto, divisién, potenciacion y extraccion de
raices de nimeros complejos resultan muy sencillas cuando los nimeros
se expresan en forma trigonométrica.

Sean z=r(coso.+isenc) y w=s(cos P +isen ). El producto zw
serd

zw=rs(cos a+isena)(cos Pp+isenf)=
=rs((cos a.cos B - sen o.sen B) +i (cos o sen B+ sen a.cos B)),

y por las férmulas vistas en el tema 11 tenemos que el primer paréntesis
es cos(ou+ ) yelsegundoes sen(o+ ). Asi pues podemos escribir
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e
b
EEEEEEEEE

« Al efectuar el producto el argumento resultante puede ser mayor que
21 6 360°, en ese caso hay que restarle el correspondiente miiltiplo de
estas cantidades hasta que el resto esté en el intervalo de definicion visto

anteriormente.

14.4.1 Ejemplo
Efectiese el producto de los niimeros complejos:
z=3(cos 170° +isen 170°) y w =2 (cos 240° +i sen 240°).

Solucion
zw = 3.2 (cos(170° +240°) +i sen(170° + 240°))
=6 (cos410° +isen 410°) =6 (cos 50° +i sen 50°).

Para estudiar el cociente empezamos escribiendo w™ en forma
trigonométrica:
A w s (cosP —1i senf) 1 _
wl= 5 = b 3 P = — (cosP—i senf).
|l s A

Ahora escribimos el cociente de z y w como el producto de z por
el inverso de w:

i r A :
= zw | = ;(cosoc+1 senct) (cosp—1i senf),

€N
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ycomo cos B=cos(-B)y senf=-sen (- B) podemos escribir

= zw | = g(cosa-i-i sena) (cos (—B) +i sen(—PB)),

£|N

es decir

= g(cos(a—B) +isen(a—P)).

14.4.2 Ejemplo
Efectiese el cociente de los nimeros complejos:
z=2(cos47°+isen47°) y w=3(cos 51°+isen51°).

Solucién

A o Ll G e s
-&—5(005(47 ~51°) +isen (47°-351°) )=

% (cos (—4°) +isen (—4°)).

Para expresar ese angulo dentro del intervalo [0°, 360°) le sumamos
360°, es decir, - 4° + 360°, por lo que el resultado final es el nimero
complejo:

2/3 (cos 356° +1isen 356°).

Elevar un ndmero complejo a un exponente natural es ahora
extremadamente sencillo:
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14 Los nimeros complejos

7" = (r (cos ot +1i sen o))" =" (cos noL +1 sen naL).

e Como en el caso del producto, si no. es mayor que 2t 6 360°,
debemos operar para que quede dentro del intervalo admitido.

14.4.3 Ejemplo
Sea z=2(cos 75°+1isen 75°). Calculemos 2.

25 =25 (cos 375° +i sen 375°) = 32 (cos 15° +i sen 15°).

Estudiamos a continuacién la extraccién de raices de un numero
complejo en forma trigonométrica. Sea el nimero z=r(cos 0. +1isen o).

El niimero w = s (cos P +i sen B) serd una raiz enésimade z si w"=z.
De aqui

w" =s" (cos np +i sen nf}) =r (cos oL+ isen ot) = Z.

Igualando los médulos de ambos nimeros tenemos

y por tanto

Igualando los argumentos y teniendo en cuenta que el seno y el coseno
de un dngulo cualquiera © son iguales, respectivamente, al seno y al
coseno de 0+ 2km, donde k es un entero cualquiera, tenemos

np = o+ 2km,

o bien
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o+ 2km

B = ;

n

donde P se toma en el intervalo [0, 2m). Para el cdlculo basta
considerar los n valoresde k, k=0,1,...,n-1.

jempl
Calculemos las raices quintas de z=-32.

Solucion

5/=32 = 5/32 (cos 180° +i sen180°) =

180° + 360°k 180° + 360°k
fi/ﬁ(COS——Si +i sen—s——),

para k=0, 1, 2,3y 4. Luego las cinco raices quintas son
z) =2 (cos 36° +isen 36°),
zy =2 (cos 108° +isen 108°),
z3=2 (cos 180° +isen 180°),
z4=2 (cos 252° +isen 252°),
z5 =2 (cos 324° +isen 324°).
Observemos que los argumentos de dos raices consecutivas del
ejemplo anterior difieren en 72°, es decir 2m/5. En general, los
argumentos de dos raices enésimas consecutivas de un nimero complejo

diferirdn en 27/n. Como todas las raices tienen el mismo médulo, s, al
representar graficamente las raices enésimas de un nimero complejo,
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éstas caerdn en los vértices de un poligono regular de n lados, inscrito
en una circunferencia de radio s. Un caso particularmente interesante lo
constituyen las raices enésimas de la unidad, que estudiamos en un
ejemplo concreto.

14.4.5 Ejemplo
Calcilense las raices novenas del nimero complejo z=1=1+0i.

Solucion

El 1 en forma trigonométrica es 1 (cos 0° + i sen 0°).Como dos raices
novenas consecutivas diferirin en 360°/9 =40°, tenemos

zy=cos0°+isen0°=1,

zp =cos40° +isen 40°,

z3=cos 80° +1isen 80°,
z4=cos 120° +isen 120°,
z5=cos 160° +isen 160°,
zg = c0s 200° + i sen 200°,
27 =cos 240° +i sen 240°,
zg =cos 280° + i sen 280°,
zg = cos 320° +isen 320°,

que aparecen representadas en la siguiente figura:
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14.5 Ejercicios

Z3
Z4

2

Z5

Z)

Zg

Z7
Zg

14.5 Ejercicios
1.- Calciilese

(4+431) (-1+1)

v) 3-i

2.- Hillense las partes reales e imaginarias de los siguientes nimeros
complejos:
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a) - 1/22%.
z+2
z~2’
donde z=a+bi,siendo z#0,z#2.

b)

3.- Demuéstrense las igualdades:
a) z+w = Z+W.

b) zw = zw.

4.- Escribanse los nimeros complejos -2+2i y 1- J3 i en forma
trigonométrica.

5.. Escribanse en forma binémica los ndmeros 4 (cos 60° +1 sen 60°)
y 2(cos 135° +isen 135°).

6.- Calciilese z% donde z =2 (1 +1i ﬁ), escribiendo primero el
niimero en forma trigonométrica.

7.. Calcilense las raices cibicas de la unidad. Designémoslas por
zo=1,2; y zp. Demuéstrese que z; y zp son conjugadas y que son

2

las soluciones de la ecuaciéon z“+z+1=0.



Vectores del espacio

En el tema 13 se estudiaron los vectores del plano. En este tema se
estudian los vectores del espacio tridimensional. Veremos que las
definiciones y propiedades vistas para los vectores del plano se
generalizan facilmente para los vectores del espacio.

15.1 Definiciones

Sean A y B dos puntos del espacio tridimensional (en lo que sigue,
simplemente espacio). Al igual que en el plano llamaremos vector fijo
AB al segmento orientado de origen A y extremo B. Consideraremos
dos vectores fijos AB y A'B' equivalentes si son paralelos y tienen la
misma longitud y el mismo sentido. Es decir, si A, B, A'y B' son los
puntos de coordenadas (aj, aj, az), (by, by, b3), (a', a’, a'3) y
(b'y, by, b'3), respectivamente, entonces AB y A'B' son equivalentes si y
s6lo si

(by-aj,by-ay,by-az)=(b'y-a';,by-a",b'3-a’3).

Llamaremos vector libre v, siendo AB y A'B' dos de sus
representantes, a la expresion

v=(b;-a,by-a,b3-a3).
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15 Vectores del espacio

15.1.1 Ejemplo
En la figura se representan los vectores vy = (1,2,-1),v5=(0,3, 1)y
Y3= (2, 0, 0)
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1. :
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I Vi
X

Observemos que v, estd situado en el plano “del papel”, o plano YZ,
ya que su primera coordenada es 0. El vector v3 estd situado sobre el
semieje positivo OX, que es perpendicular al plano “del papel”, ya que
su segunda y su tercera coordenadas son nulas.

Las definiciones de vector cero, 0, vector opuesto a uno dado, - v,
médulo de un vector, Ivl, y las operaciones de suma de vectores del
espacio, el producto de un nimero real por un vector y el producto
escalar de dos vectores, son totalmente analogas a las estudiadas en el
tema 13 para los vectores del plano 'y satisfacen las mismas propiedades
que aquéllas. Resumimos todas estas definiciones para los vectores del
espacio.

316



15.1 Definiciones

« El vector ceroes el vector 0=(0,0,0).

 Elvector opuestoa v=(a,b,c)esel vector -v= (-a,-b,-c).

. Elpsdilode v=lah,c) e Iv] = J+brct

e Dados los vectores v=(a,b,c)y w=(m,n,p)entonces
v+w=(a+m,b+n,c+p).

« Dados el vector v =(a, b, c) yel nimero real A, el producto Av es
el vector (Aa, Ab, Ac).

« Dadosv=(a,b,c)yw=(m,n,p),el producto escalar de v por wes
vew=am+b.n+c.p,

que es un nimero real.

Podemos considerar los vectores del plano como un caso particular de
los vectores del espacio sin mds que afiadir a cada vector del plano,
v = (a, b), una tercera coordenada nula, la correspondiente al eje OZ, es
decir v=(a, b, 0).

Recordemos que un conjunto de vectores son linealmente
independientes si al expresar el vector 0 como una combinaci6n lineal
de ellos, los coeficientes de la combinacién lineal son necesariamente
nulos. Sean v=(a,b,c) y w=(m,n, p), escribamos

0=Av + uw, (*)

0, equivalentemente,
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15 Vectores del espacio

(0,0,0)=A(a, b,c) +u(m,n, p)=(Aa+pum, Ab+ pn, Ac + pp),
y, por tanto,
Aa+um=0,
Ab+un=0,
Ac+pup=0.
Supongamos que v y w no son linealmente independientes. Por

tanto, (*) admite soluciones distintas de la solucién A =0, i = 0. De las
igualdades anteriores obtenemos, suponiendo pt # 0:

A
m = —7—La, s —}b, p=—C¢,

m m

y, como en el caso del plano, dos vectores no nulos son linealmente
dependientes si y sélo si sus coordenadas son proporcionales.

15.1.2 Ejemplo
Los vectores vi = (1,4, 1), v, =1(0,3,2) y v3 = (1, 7, -1) son
linealmente independientes, ya que

0=(0,0,0)=11V1+)L2V2+?L3V3
=0L|,47Ll,k] )+(0,3M,2M)+(k3,7)~3,-?&.3)
=(K1+7L3,47x,1+37\.2+?7L3,7t1+2k2-7u3),

lo que nos proporciona el sistema
?Ll + A.3 =0,

4%14‘3)&2-{'7%3:0,
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15.1 Definiciones

11+2M-M=0.

De la primera ecuacién obtenemos A; = - A4. Sustituyendo en la
segunda se tiene que 3 A, + 3 A3 =0, y de aqui, A, = - A3. Por dltimo, la
tercera ecuacién proporciona -4 A3 =0, es decir, A3 = 0, y de aqui, todos
los coeficientes son nulos.

fooie e
15.1.3 Ejemplo

Los vectores vi = (1,0, -1), v, = (0, 2,2) y v3 = (3, 2, -1) no son
linealmente independientes ya que , como es fcil comprobar,

v3=3V|+Vy,

y por tanto si expresamos el vector 0 como combinacién lineal de los
tres vectores dados, existen nimeros reales no todos nulos, por ejemplo
AM=3, =1y Ay=-1,talesque

1 ¥y M3 q

0=3v|+vy-v3.

En el tema 13 vimos que todo vector del plano puede expresarse como
combinacién lineal de dos vectores linealmente independientes.
Anilogamente, cualquier vector del espacio puede expresarse como
combinacién lineal de tres vectores linealmente independientes.
Generalizando el ejemplo 15.1.3 podemos ver que este resultado es
equivalente a que no pueden existir cuatro o mas vectores del espacio
que sean linealmente independientes.

Consideremos los vectores e; = (1, 0, 0), e; = (0, 1,0) y e3=(0, 0,1).
Es inmediato probar que son linealmente independientes. Todo vector
del espacio, v = (a, b, ¢), puede expresarse como combinacion lineal de
ellos de forma inmediata:

v=(a,b,c)=a(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,1)=ae; +bey+ces,
y, por tanto los vectores e;, e, y e3 forman una base, ya que son
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15 Vectores del espacio

linealmente independientes y, como acabamos de ver, constituyen un
sistema generador. Como en el caso del plano, esta base se llama base
canonica.

Definimos ahora el producto vectorial de dos vectores del espacio,
v=(a,b,c) y w=(m,n,p), que designaremos por v X w. El resultado

sera otro vector
b cl a c a b
n ) m p m el

* A primera vista la definicién parece un tanto arbitraria y dificil de
recordar, pero es mds facil si escribimos el determinante siguiente:

y lo desarrollamos por los menores de la primera fila, obteniendo asi la
expresion anterior.

S
15.2.1 Ejemplo

El producto vectorial de dos vectores linealmente dependientes es el
vector 0. Para comprobarlo sean los vectores linealmente dependientes
v=(a,b,c) y w=(Aa,Ab,Ac). Aplicando la definicién anterior
tenemos
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15.2 Producto vectorial

=(bAc-cAb)e;-(alc-cAa)e;+(alb-bAa)e3=(0,0,0).

15.2.2 Ejemplo |
Dados los vectores v = (1, 2, -1) y w= (- 3, 1, 4), calctlense los
productos vectoriales vXw y wXv.

Solucién
el ez 83
R
el e2 e3

WXV =| 3 1 gl = (—9)e1+e2+(—7)e3 = (=9, 1,-7).

El resultado de este ejemplo es cierto en general, es decir
VXW=-WXYV,

ya que es consecuencia de una de las propiedades de los determinantes
vistas en el tema 8.

o]
15.2.3 Ejemplo

Sea el vector u=vxw, donde v yw son los vectores del ejemplo
anterior, vamos a calcular los productos escalares u*v y uew.
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15 Vectores del espacio

uev=(9,-1,7+(1,2,-1)=9-2-7=0,
uew=(9,-1,7)(-3,1,4)=-27-1+28=0.
El resultado del ejemplo 15.2.3 no es una casualidad. El producto

vectorial u = v X w es un nuevo vector perpendicular a los vectores
dados v y w, como puede comprobarse en general.

« Como consecuencia se tiene que el producto escalar de u = vXWw
por cualquier combinaci6n lineal de v y wes 0, yaque

us(Av+uw)=A (u*v)+u(u*w)=0+0=0.

Sean los vectores v = (ﬁ, 1,0) y w=(0, 4, 0). Si se representan
estos vectores en el plano XY se aprecia que forman un dngulo de 60°.
Calculamos u=v X w:

e, e, e,
VXW = ﬁ 1 0 =0e]—0e2+4ﬁe3= (0,0,4«6)-
0 4 0

Calculamos ahora los médulos de los tres vectores:
ul=4 /3,
Ivl=2,
Iwl=4.

Observemos que
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15.2 Producto vectorial

J3

lal = MIWIT,

pero J3/2 esel seno de 60°, es decir el seno del 4ngulo que forman v
y w medido de v a w. Ademds vemos que el producto vectorial u
estd situado sobre el eje OZ, y por tanto es perpendicular a los vectores
dados.

Los resultados de este ejemplo se pueden demostrar en general y nos
permiten interpretar geométricamente el producto vectorial.
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15 Vectores del espacio

U=VXW

¢ ¢ U=VXW

=

La interpretacién geométrica del médulo de u es la siguiente.
Consideremos la préxima figura, donde las rectas que pasan por QyR
ypor PyR son paralelas a los vectores v y W, respectivamente,

El 4rea del tridngulo OPQ es (1/2) |OP| h. Ahora bien, IOPl = Ivl y
h = Iwl sen o.. El 4rea del paralelogramo OPRQ es el doble del drea del
triangulo OPQ, es decir Ivl Iwl sen o, pero hemos visto que este nidmero

es lvxwl
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15.3 Otras propiedades del producto vectorial

Ejemplo
Dados los puntos del espacio A(3,2,1), B(0,1,-2) y C4,- 1, 3),

calculese el drea del tridngulo ABC.

Solucién

Los vectores libres representados por los vectores fijos AB y AC
son, respectivamente v=(-3,-1,-3) y w=(l,- 3, 2). El producto
vectorial v X w es

15.2.5

€ €&
VXW =| 3 | 3 =—lle1+3e2+10e3= (-11, 3, 10),
1 =3 2

y, por tanto

lvxw = .J121+9+ 100 = /230,

por lo que el drea del tridngulo ABC es

15.3 ras prop del ucto vectorial

Sean u, v y w vectores del espacio y A un ndmero real. Se
satisfacen las siguientes propiedades:

e AVXW = VXAW = A(VXW).
e uX (Vv+w) = uxXv+uxw.
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15 Vectores del espacio
o lvxwi2=Iv2Iw?-(vew)?.

La primera de estas propiedades es consecuencia inmediata de las
propiedades de los determinantes. Las otras dos las comprobamos a
continuacién en ejemplos concretos.

Sean u=(1,-1,2), v=(4,0,3) y w=(-3,1,0).

81.€1,€

11 3
£1€2 %3
uxv=|, _3,|* —3e, +5e,+4e; = (=3,5,4),
4 0 3
€ ¢
uxw=|, ;,|= —2e, —6e,—2e; = (-2,-6,-2),
-3 10

y el primero es la suma de los otros dos.

15.3.2 Ejemplo
Sean v=(-1,0,2) y w=(3,1,0),
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15.3 Otras propiedades del producto vectorial

€189 %3
-10 2
310

VXW = =—2e1+6ez—e3: (-2,6,-1),

lvxwiP=4+36+1=41,
v2=1+4=5,
w2=9+1=10,
vew=-1.3+40.1+2.0=-3,
(vew)*=9,
y, claramente

lv x wiZ = Ivi? lwl? - (ve w)z.

15.3.3 Ejemplo

Dados los vectores u=vxw,v y w,donde v y w son los vectores
del ejemplo anterior, vamos a ver que esos tres vectores son linealmente
independientes y que cualquier vector, (a,b,c), del espacio puede
expresarse como combinacién lineal de ellos.

En primer lugar, comprobamos que son linealmente independientes:
(0,0,0)=ll u+7L2v+7L3w
=0 (-2,6,- D) +2,(-1,0,2) + 23 (3, 1,0)
=(-2A1-Ap+3 A3, 6A;+A3,-A +21y),

lo que nos proporciona el sistema:
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15 Vectores del espacio

-2K]-AQ+37L3=0,
6?L1+7L3=0,
-)Ll+2l/2=0.

De la segunda ecuacién obtenemos A3 = - 6 A, y de la tercera
Ay = A /2. Sustituyendo en la primera se tiene

M

—2X, - 3

187&! = 0,

es decir, A =0,ydeaqui, ) =A3=0.
Por tanto, los tres vectores son linealmente independientes. Sea

(a, b, ¢) un vector cualquiera del espacio. Imponiendo la condicién:
(a,b,c)=A;(-2,6,- D)+ Ay (-1,0,2) + A5 (3,1,0),
y desarrollando el segundo miembro e igualando, obtenemos el sistema:
-2 -M+303=a,
62 +A3=b,
-Ap+2M=c.
Se comprueba ficilmente que el determinante de la matriz de los
coeficientes de los A, Ay y A3, es distinto de 0. Por tanto, €l rango de
esa matriz es 3 y el sistema es compatible y determinado. Operando,

obtenemos finalmente:

2 _ _2a—-6b+c _a-3b-20c A = 12a+ 5b+6¢

1 ™~ g - 4] . 3 41
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15.4 Estructura de espacio vectorial

de espacio vectorial

1 structura

Las propiedades estudiadas de los vectores del plano y del espacio no
son exclusivas de éstos. Existen otros conjuntos de entes matematicos
que satisfacen muchas de las propiedades vistas. Sea V un conjunto de
elementos en el que estdn definidas dos operaciones: una de ellas es la
suma de dos elementos de V, que es otro elemento de V; y la otra
operacion es el producto de un nimero real por un elemento de V.
Diremos que V es un espacio vectorial real si esas dos operaciones
satisfacen las siguientes propiedades:

* Asociativa de la surha:
Vi+(va+v3)=(vy+vy) + V3, Vi, V2, V3€ V.

» Existencia de elemento neutro:

Existe un elemento, que designaremos por 0, tal que para todo ve V,
se tieneque v+0=0+v=yv.

« Existencia de elementos opuestos:

Para cada elemento v € V existe otro elemento, que designaremos
por - v y llamaremos opuesto a v, talque v+ (-v)=(-V)+Vv= 0. El
opuesto al elemento neutro es €l mismo.

« Conmutativa de la suma:
v+w=w+vV, V,we V.
» Asociativa del producto de escalares:
Auv)y=A.pv, ApeR, veV,

« Distributiva del producto respecto de la suma de vectores:
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330

AV+W)=AV+AW, AeR, v,we V.
+ Distributiva del producto respecto de la suma de escalares:
A+ v=Av+pv, ApeR, veV.

» Paratodo vector ve Vsetieneque 1v=v.

El lector puede comprobar como ejercicio que el conjunto de las
matrices con m filas y n columnas con coeficientes reales, estudiado
en el tema 8, con las operaciones de suma de matrices y producto de un
niimero real por una matriz, es un espacio vectorial real.

Otro ejemplo de espacio vectorial real lo proporciona el conjunto C
de los niimeros complejos, estudiado en el tema 14, con las operaciones
de suma de nimeros complejos y producto de un nimero real por un
nimero complejo.

En la definicién anterior de espacio vectorial hemos dicho que, en
estas condiciones, el conjunto V es un espacio vectorial real , ya que
hemos definido el producto de niimeros reales por elementos de V.
Existen otros espacios vectoriales en los que el conjunto de escalares no
es R, sino otros conjuntos numéricos, por ejemplo, el conjunto C de los
nimeros complejos. En este libro no veremos ningin ejemplo de
espacio vectorial no real.

Podemos generalizar las definiciones estudiadas sobre combinacién
lineal de vectores a cualquier espacio vectorial V.

Dados vy, vy, ..., V, vectores de V, diremos que estos vectores son

linealmente independientes si al expresar el vector 0 como combinacién
lineal de ellos

0=l|\’|+12\’2+...+).n\-'n, KI,KQ,...,}\.“E R,



15.5 Ejercicios

la Gnica solucién que se obtienees Aj =Ay=...=A,;=0.

-

Un conjunto S de vectores de V es un sistema generador de V si todo
vector de V puede expresarse como combinacion lineal de los vectores
de S. Si, ademads, los vectores de S son linealmente independientes, el
conjunto S recibe el nombre de base del espacio vectorial V.

Un espacio vectorial tiene, en general, infinitas bases. Todas las
bases, si son finitas, tienen el mismo nimero de elementos, y a este
namero se le llama dimension del espacio V. Del estudio de los vectores
del plano y del espacio se deduce que la dimensién del plano es 2 y la
dimension del espacio es 3. ;Cudles serian las dimensiones de los dos
espacios vectoriales reales citados como ejemplos anteriormente: el de
las matrices de m filasy n columnas y el de los nimeros complejos?

15.5 Ejercicios

1.- Dados los vectores v=(1,0,-1) y w= (-2, 1, 0), hillese un
vector u que sea perpendicular a ambos y unitario.

2.- Dados los puntos A(3, 1, 0), B(0, 1, 3) y C(3, 0, 1), calculese el
area del tridngulo ABC.

3.- Sean los vectores u=(-2,1,3),v=(0,4,-1) y w=(6,b, - 10).
Calcilese b paraque w seacombinacionlinealde u y v

4.- Sean los vectores u y v del problema anterior, héllese el coseno
del angulo entre ambos vectores.

5.- Constriyase una base ortonormal {u, v, w} tal que u esté situado
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15 Vectores del espacio

en la misma recta que el vector (1,2,0)y w seade laforma (a, 0,¢).




Geometria analitica del
plano

La esencia de la Geometria Analitica consiste en asociar a los objetos
geométricos, de manera natural, ciertas ecuaciones o sistemas de
ecuaciones de modo que las propiedades geométricas de las figuras se
puedan expresar o formular mediante propiedades algebraicas de las
ecuaciones correspondientes.

Por ejemplo, en el caso de la Geometria Analitica Plana, a cada recta
del plano (en el cual se ha fijado un sistema de coordenadas cartesianas)
le podemos asociar una ecuacion lineal de la forma

ax+by+c=0, con a,b,ceR talesque (a,b)#(0,0).

Ademads, cada ecuacion lineal como la anterior determina
univocamente una recta del plano. El hecho de que dos rectas del plano
se corten en un punto se puede expresar por una condicion de
compatibilidad de un sistema de dos ecuaciones lineales que determinan
a estas rectas.

La Geometria Analitica tiene numerosas aplicaciones a otras
Ciencias, como la Mecdnica y la Fisica. Ademds, estd estrechamente
relacionada con el Algebra y con el Andlisis Matematico, lo que ha
influido muy fructiferamente sobre el desarrollo de estas disciplinas
matematicas.

En este tema presentamos los fundamentos de la Geometria Analitica
del Plano, centrandonos principalmente en el estudio de los puntos y las
rectas del mismo.
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16 Geometria analitica del plano

16.1 Los

334

Representaremos mediante E, el conjunto de todos los puntos del
plano, y a sus elementos, como es habitual, los denotaremos por letras
mayusculas tales como P,Q,R, A,B,C, ..., etc. Por tanto,

E, = {P, P es un punto del plano}.

Por otra parte, V, denotard el conjunto de todos los vectores libres del
plano:

V, = {v, vesun vector libre del plano}.

« Como sabemos, los conjuntos E5 y V, estdn relacionados entre si.
En efecto, a cada par ordenado (P, Q) de puntos de E; le corresponde
un vector v de V5, precisamente el vector libre cuyo representante es
el vector fijo PQ, con origen en el punto P y extremo en Q.
Representaremos este vector libre v mediante vpq.

Veamos ahora algunas propiedades inmediatas:

« Dadosun punto P e E, yunvector ve V;,existe unpunto Qe E,
tal que

vV = VpQ.
Ademds este punto Q es tinico.
* Elvector vpg=0,siysolamentesi P=Q.

* VpQ+VQR=VPR: cualesquiera que sean los puntos P,QyR € E,.

Decimos que hemos fijado un sistema de coordenadas cartesianas en
el plano cuando hemos elegido un punto O € E; y una base ortonormal



16.2 Rectas en el plano

{e}, ey} en V5. En este caso, para cada punto P, el vector vop se puede
escribir de manera tnica como combinacién lineal:

vop=Xe;+yep, con(x,y)e€ R

El par ordenado (X, y) recibe el nombre de coordenadas cartesianas
del punto P (en funcién del sistema de coordenadas fijado).

Sabemos por el tema 12 c6mo se representa graficamente el punto P
de coordenadas (x, y). En forma abreviada escribiremos P(x,y),si Pesel
punto de coordenadas (x, y). En este caso, X se llama abscisa del punto P
e yse llama ordenada del punto P. El punto O se llama origen de
coordenadas.

16.1.1 Ejemplo
Las coordenadas del origen O son (0, 0) ya que

v00=0=0e| +002.

Si v =x e +Y ey, escribiremos abreviadamente,

v=(X,y).

Recordemos que si A(ay,ap)y B(by, by) entonces

VAB=(b1 -al,bz—az).

16.2 Rectas en el plano

Una recta r en el plano queda determinada cuando se conocen un
punto A € E, y un vector no nulo v € V,. En este caso, larecta r esel

conjunto de todos los puntos Pe E; que satisfacen la relacion
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16 Geometria analitica del plano

vap = tv, paraalgin te R.
Simbdlicamente, se escribe

={Pe Ey,vpap=tv,te R},

y se entiende que para cada valor de t € R obtenemos un punto de la
recta r, el punto P tal que vap=tv. En esta situacion se dice que t es
un pardmetro. Observemos que t puede tomar todos los valores reales.
Cuando t recorre el conjunto de los nimeros reales, P describe toda la
recta r. En la siguiente figura se representa larecta r determinada por el
punto A y el vector no nulo v.

16.2.1 Ejemplo
La direccién de la recta r determinada por el punto A(3, 1) y el
vector v=(-1,2) esel conjunto de vectores:

D(r)={t(-1,2),te R} ={(-t,2t),te R}.
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16.3 Ecuaciones de una recta en el plan

Sea r la recta determinada por el punto A(ay, a) y el vector no nulo
v= (vi,vp). Si P(x,y) entonces la condicion vpp =tV s puede

expresar en la forma
(x-ap,y-ap) =(tvy,tvy),
es decir
Xx-a;=tvy,
y-ag=tvj.

O bien en la forma equivalente
X=a;+tvy,
y=ap;+tvs.

Diremos que las ecuaciones anteriores son unas ecuaciones
paramétricas de larecta r.

16.3.1 Ejemplo
Larecta r determinada por el punto A(3, 1)y el vector v =(-1,2)
admite las ecuaciones paramétricas:
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16 Geometria analitica del plano

« Observemos que podemos eliminar el pardmetro t en las ecuaciones
paramétricas del ejemplo anterior. En efecto, despejamos t en cada una
de las dos ecuaciones:
t=3-x,
t=1/2(y-1),

e igualamos ambas expresiones. Operando, obtenemos la ecuacion

2x+y-7=0.

 En general, si tenemos larecta r de ecuaciones paramétricas:
X-a,= t Vis
y-ap=tvy,

entonces una condicién necesaria y suficiente para que el punto P(X,y)
esté situado en la recta r es que los vectores (vi, v2) # (0, 0) y

(x -ap, y -ap) sean proporcionales, lo que equivale a la condicion

x—a] Vl

y—a, Vy

= (),

es decir,
va(x-ap)-vi(y -a7)=0.

Por tanto, P(X,y) € I siy solo si
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16.3 Ecuaciones de una recta en el plano

VpX-vyy-vg =0, siendo vp=vya;-vyay.
Decimos entonces que
ax+by+c=0, con a=vy, b=-v, c=-vp=-(vpa;-vjay),

es una ecuacion implicita o cartesiana de la recta r. Observemos que en
ella (a, b)#(0,0), puesto que (vy,vy)#(0,0).

Si ax+by+c=0esunaecuaciénimplicitade r entonces

r={P(x,y)€ E5,ax+by+c=0}.

j
Sea r larecta del ejemplo anterior, de ecuaciones paramétricas:
x=3-t,
y=1+2t,

entonces 2 x +y -7 =0 es una ecuacion implicita de r. Observemos que
si sustituimos x=3-t e y=1+2t, enlaecuaciéon 2x+y-7=0,
obtenemos 6-2t+ 1+2t-7=0,esdecir, obtenemos la identidad 0=0
paratodo te R.

16.3.3 Ejemplo

Sea r la recta determinada por A(5,4) y el vector v=(I,-1).
Podemos obtener una ecuacién implicitade r como sigue:

=3l i-= 0,
y—4 -1

que es equivalente a
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-Xx+5-y+4=0,
o bien
-x-y+9=0.
Otras posibles ecuaciones implicitas para esta recta son, por ejemplo

x+y-9=0, -2x-2y+18=0, nx+my-9n=0.

Sea x -2y +4 =0 unaecuacién implicita de una recta r del plano.
Un punto P de larecta r es una solucién (x,y) de dicha ecuacion. Por
ejemplo, los puntos A(- 4, 0), B(0,2) y C(2,3) son puntos de la recta

I Para obtener unas ecuaciones paramétricas de r es suficiente
despejar la variable x en laecuacién implicita de r:

x=-4+2y,
y hacer y =t. Entonces obtenemos

x=-4+2t,

y=t.

Dados dos puntos del plano A(ay, ap) y B(by, b,), si A#B,el vector
vap = (b) -aj, by - ap) esdistinto del vector 0. Por tanto, tiene sentido la
recta r determinada por el punto A y el vector vag. Por lo
anteriormente expuesto en esta Seccién, una ecuacion implicita de rsera

X—a, bl—aI

| ¥—ag by =5y

= 0.




16.4 Posiciones relativas de dos rectas en el plano

Es inmediato comprobar que la recta r pasa por los puntos A 'y B (y
es, por tanto, la iinica recta que pasa por dichos puntos).

Obtendremos una ecuacion implicita de la recta r que pasa por los
puntos A(1, 0) y B(3,1). Para ello, consideremos el vector vag = (2, 1).

Entonces, desarrollando el determinante en la igualdad

x=12| =,
y 1

obtenemos x-1-2y=0,esdecir
x-2y-1=0,

que es una ecuacion implicita de larecta r buscada.

16.4 Posice relativas de dos rectas en el plano

Dadas dos rectas r y s del plano, claramente tenemos

P
Al
I
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Es inmediato que si r y s son dos rectas paralelas y tienen un punto
en comin A € r N s, entonces r y s coinciden. Dicho en otras
palabras, si rll s entonces (r=s) 6 (rns=9).

Supongamos que r es una recta cuya direccion estd determinada por
el vector no nulo v = (v, v,). Entonces r admitird una ecuacion

implicita de la forma v, x - v; y + ¢ =0, donde c € R, y toda recta s

paralela a r (y por tanto, con la misma direccién que r) admitird una
ecuacién implicita de la forma vy x-vyy+d=0,conde R.

Hallemos la ecuacién implicita de la recta s que pasa por ei punto
A(2,1)yesparalelaalarecta r deecuacién 2x+3y-1=0.

La ecuacion buscada serd de laforma 2x+3y+k=0,con keR, que
debemos determinar.

Como A€ s,entonces 2.2+ 3.1+k=0,luego k=-7. Por tanto, la
ecuacion buscada es

s: 2x+3y-7=0.

» Obsérvese que hemos escrito s : 2 x + 3y - 7 =0, para indicar la
“recta s cuya ecuacion es”. En este tema y en el siguiente usaremos esa
notacion para indicar un objeto geométrico (recta, plano, etc.) que tiene
por ecuacién la ecuacion que siga.

Supongamos ahora que nos dan las ecuaciones implicitas de dos
rectas r, s del plano, y deseamos conocer la posicion relativa de ambas
rectas en el plano.

Si

r:ax+by+c=0,



16.4 Posiciones relativas de dos rectas en el plano

s:a'x+b'y+c'=0,

aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius, obtenemos

abec
aIl:)lcll

es igual a 1, también el rango de la matriz

[a bl

a' bj

a) Si el rango de la matriz

es 1, porque (a,b)#(0,0)y(a',b")#(0,0),y el sistema
ax+by+c=0,
ax+b'y+c'=0,

es compatible indeterminado. Por tanto, r=s. En este caso las dos rectas
coinciden.

b) Si el rango de la matriz

es unoy el rango de la matriz
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es 2, entonces r N s = . En este caso, las rectas r y s son paralelas y
distintas.

¢) Si el rango de la matriz

ab
a'b'

es 2, entonces r y s se cortan en un Unico punto Q. En este caso, se
dice que lasrectas r y s son secantes.

En la figura siguiente se representan dos rectas secantes

e En el caso c) las coordenadas del punto Q pueden encontrarse
resolviendo el sistema

ax+by+c=0,
a'x+by+c' =0.
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16.4 Posiciones relativas de dos rectas en el plano

16.4.2 Ejemplo
Lasrectas r:2x-3y+1=0, s:4x-6y+3=0, son paralelas y
distintas, ya que

rango 231 29
4-63

16.4.3 Ejemplo

Lasrectas r:2x+3y-5=0, s:6x+9y-15=0, coinciden yaque

rango 23 51 =
69 —15

16.4.4 Ejempl
Lasrectas r:x-2y+4=0, s:x-y+ 1=0, son secantes, ya que

1 -2
rango =2,
. L —J
Resolviendo el sistema:
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x—2y+4=0,
x—-y+1=0,

obtenemos el punto de interseccién Q(2, 3).

5 Problemas metrlcosenelplano

Comenzaremos obteniendo la distancia de dos puntos en el plano.
Dados dos puntos A(aj, a;) y B(by, by) del plano, sabemos que

d(A, B)= IVABI'

Utilizando el Teorema de Pitdgoras, se vio en el tema 13 que

|Vag| = ﬁbl_al)z-'- (bz‘az)z-

Por consiguiente, la distancia entre los puntos A y B viene dada por

d(A,B) = J(b,—a)%+ (by—a,).

16.5.1 Ejemplo
Si A(-1,1) vy B(3,4), entonces

d(A,B) = f%+1)+(4—1) J25 = 5.

Dadas dos rectas r y s, definiremos lo que se entiende por dngulo
entre ambas.
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El dngulo entre r y ses el menor de los dngulos formados por un
vector no nulo ue€ D(r) yun vector nonulo ve D(s).

En la siguiente figura representamos el dngulo o formado por dos
rectas

Supongamos que o es el dngulo formado por las rectas r y s, y que
ue D) y ve D(s),con u=(u,up) # 0,00y v=_(vy, Vo) # (0, 0).
Entonces, el valor absoluto del producto escalar u*v es

luevl=lullvlicos a,
y también
uevl=lu; vi+uyvyl,

luego

!u|v1+u2v2‘

cosol =

s T
l.ll+ll2 V1+V2
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16.5.2 Ejemplo
Para hallar el dngulo que forman las rectas

r:2x+y-1=0,
s:x-2y+4=0,
tomamos los vectores

u=(-1,2)e D(r),

v=(2,1)e D(s).

Como u*v=(-1).2+2.1=0,entonces cos o.=0, es decir los dos
vectores son ortogonales. Por tanto, las dos rectas r y s son
perpendiculares.

En general, dadas las rectas r, s, tenemos que

Dadaunarecta r:ax+by+c=0,sabemos que u=(-b,a)esun
vector no nulo en la direccién de r. Consideremos el vector n = (a, b).
Este vector tiene las dos propiedades siguientes:

« n#0.

« usn=(-b).a+a.b=0,esdecir, nesortogonal al vector u.
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Se dice que el vector n es un vector normal de r, o un vector
caracteristico de r,y n es pues, un vector en la direccién de cualquier
recta perpendicular a r.

16.5.3 Ejemplo
Dados el punto A(2,3) ylarecta r de ecuaciones paramétricas x =t,
y = -5, entonces el vector u=(1,-5) es un vector en la direccién de r
y n=(5,1) es ortogonal a u. Por tanto, una ecuacién implicita de la
recta s que pasaporel punto A yesperpendiculara r es

1(x-2)-5(y-3)=0,

es decir

x-5y+13=0.

Una ecuaci6n implicita de la recta que pasa por el punto A(1, 0) y es
perpendicularalarecta r:3x-2y-1=0,es

2(x-1)+3(y-0)=0,
es decir
2x+3y-2=0.
Dadas lasrectas r:ax+by+c=0, y s:a'x+b'y +c'=0, tenemos
que son perpendiculares si y sélo si el producto escalar de los vectores

(-b,a)y(-b',a")esiguala0,esdecirsiysolosi a a'+bb'=0.

Por consiguiente las rectas r y s son perpendiculares si y s6lo si
nen'=0, siendo m y n' vectores caracteristicos de r y s,
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respectivamente.

SRR
16.5.5 Ejemplo
Lasrectas r:Xx+y-3=0,y s:x-y+1=0,son perpendiculares pues

n*n'=1.1+1.(-1)=0.

o
16.5.6 Ejemplo

El eje X o eje de abscisas es la recta y=0, y el eje Y o eje de
ordenadas es la recta x=0. Como sabemos, ambas rectas son

perpendiculares, puesto que

nen'=0.1+1.0=0.

Cerraremos esta Seccién estudiando la distancia de un punto a una
recta. Dados el punto C ylarecta r

Ladistanciade C a res el niimero real

d(C, r) = minimo {d(C,P), Pe r}.

Es sencillo demostrar que d(C, r) = d(C, Q), siendo Q el punto de
corte de larecta r con larecta que pasapor C y es perpendiculara r.

A continuacién daremos una férmula que nos permitird calcular
directamente la distancia de un punto a una recta a partir de las
coordenadas del punto y de una ecuacién implicita de la recta.
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&fi,ﬁ»%{;;é' i
peieet et

g

fi

En efecto, d(C, r) = d(C, P) = Ivpl, siendo P el punto de interseccion

de r con larecta s que pasa por Cy es perpendiculara r.

Sean A(ay, ap) un punto arbitrariode ry n=(a,b) € D(s). Entonces
Ivca e mnl=lvealinlcos .,

siendo oL < m/2, como puede verse en la siguiente figura

P A

: '_In
2

A .

C

Por tanto, d(C,r)=Ivcpl=Ivealcos a=|vcp *nl/Inl=

‘a(al—ml) +b(32—m2)\ % iam1+bm2— (aal+ba2)‘

4/312+b2 > »ja2+b2
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Ahorabien,como A€ r, aa;+bay+c=0,luego
aaj+bay=-c.
Por consiguiente

‘aml +bm2+c‘

,\#az o

d(C,r) =

La distanciadel punto C(3,-1)alarecta r:2x+5y+1= Oes

[2-3%8:(=1)+1] _ 2

J22 +5° 29

d(C,r) =

16.5.8 Ejemplo
La distancia del origen O(0,0)alarecta r:3x+ 4y-5=0,es

d(0,r) = 2 AW N W ]

J2ea2 3

, la hipérbola y la

16.6 No sobre la iunci, Iei
parabola

Recordemos que la circunferencia de centro C € E; y radio r> 0, es
el conjunto de los puntos Pe E, tales que d(C, P)=r,es decir, tales que
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parabola

d(C,P))*=r>.

Por tanto, si C es el punto de coordenadas (a, b), la circunferencia de
centro C y radio r es el conjunto de los puntos P(x,y) que satisfacen la
ecuacion

(x - a)2+(y L b)2=r2.

En particular, una ecuacién de la circunferencia de centro O, origen
de coordenadas, y radior, es

x2+y2=r.

La circunferencia unidad del plano es la de centro O y radio r =1. Una
ecuacion de la circunferencia unidad es

x2+y2=1.

16.6.1 Ejemplo
Hallaremos una ecuacién de la circunferencia de centro el punto
C(2, - 1) yradio 4.
Solucion
Por lo anterior,

(x-2)%+(y+1)2=16,

es una ecuacién de la circunferencia dada. Desarrollando los cuadrados
y operando, obtenemos la ecuacién equivalente:

x2-4x+y2+2y-11=0.

Existen otros conjuntos o lugares geométricos de puntos que surgen
frecuentemente en la Geometria Plana. Entre ellos, cabe destacar la
elipse, la hipérbola y la parédbola.
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Sean F y F' dos puntos distintos del plano.

Se llama elipse al conjunto de puntos P del plano cuya suma de
distancias a Fy F' es constante, siendo esta constante un nimero
2a > d(F, F'). Los puntos F y F' reciben el nombre de focos de la
elipse.

Sean F(c,0), F'(-¢,0) y a>c>0. Consideremos la elipse

{Pe E,, d(P,F)+d(P,F)=2a},

entonces se demuestra, aunque no lo haremos aqui, que una ecuacion de
la elipse es

e

siendo bZ=a%-c?.

En la figura siguiente se da una representacion grifica de una elipse de
focos F(c,0) y F'(-c,0).

F _}
&
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parabola

16.6.2 Ejemplo
Sean F(4, 0) y F(- 4, 0) los focos de una elipse, y sea a = 5.
Hallemos una ecuacién de esta elipse.
Solucién
Como c = 4, se sigue que b% = aZ- c2 =25 - 16 = 9. Por tanto, una
ecuacion de la elipse es

2
5+

2
Ekey 20
2 9

Sean F y F' dos puntos distintos del plano.

.

Se llama hipérbola al conjunto de puntos P del plano cuya diferencia
de distancias a Fy F es, en valor absoluto, constante, siendo esta
constante un nimero 0 < 2a < d(F, F"). Los puntos F y F' reciben el
nombre de focos de la hipérbola.

Sean F(c,0), F'(-¢,0) y 0<a<c.Consideremos la hipérbola

{Pe E,, ld(P,F)-d(P,F)l=2a},

entonces se demuestra, aunque no lo haremos aqui, que una ecuacion de
la hipérbola es

siendo b2=c%-a 2,
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En la figura siguiente representamos una hipérbola con focos F(c, 0) y
F'(-¢c,0).

F'(-c, 0) F(c, 0)

16.6.3 Ejemplo
Hallemos los focos de la hipérbola de ecuacién

2Y2
X—2—=1

Solucioén

En este caso tenemos que a’=1,b%=4, luego Z=a?+b?=1+4=5,
es decir, c= ﬁ .

Por tanto los focos de la hipérbola dada son los puntos

F(J5,0), F(-5,0).
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parabola

Seanunpunto F yunarecta r deEp,con Fe r.

Se llama pardbola de foco F y directriz r al conjunto de puntos P de
E, tales que sus distancias al punto F y a la rectar son iguales.

Sean F el punto de coordenadas (p/2, 0) y r la recta de ecuacion
x = -p/2. Dada la pardbola de foco F y directriz r

{Pe E,, d(P,F)=d(P,r)},

es facil demostrar que una ecuacion de esta parabola es

En la figura siguiente, representamos una pardbola de foco F(p/2,0)y
directriz r: x=-p/2.

-p/2 F(p/2, 0)
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Se observa que la pardbola de ecuacion y2= 2 px, es simétrica
respecto del eje de abscisas (y = 0). Ademds, el origen de coordenadas es
un punto situado sobre la pardbola.

16.6.4 Ejemplo
Hallemos una ecuacién de la pardbola de foco F(p/2, 0) y directriz
r : X =-p/2, sabiendo que el punto A(2, 4) pertenece a dicha pardbola.

Solucién
Una ecuacién de esa pardbola es y2 =2 p x. Como A(2, 4) pertenece a

la pardbola, se cumple que 42=2 p 2 =4 p. Luego p = 4. Deducimos
que la ecuacién buscada para la pardbola es

y2=8x.

Ademds, el foco de la pardbola es F(2, 0) y la directriz es la recta r de
ecuacion x=-2.

16.7 E|ecicios |

1.- Sea r la recta con ecuaciones paramétricas:

x=1-2t

y=2+t
a) Determinense dos puntos en la recta y un vector de direccion.
b) Hallese una ecuacién implicita de r.

2.- Para cada una de las ecuaciones siguientes, probar que se trata de
la ecuacién de una circunferencia y obtener su centro y su radio:

x2+y2-6x-2y+6=0,
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x2+y2+4x-2y+4=0.

3.. Calctlese la distancia entre el punto P(1,3) y la recta r de ecuacion
-2x+y-5=0.

4.- Dados dos puntos distintos A, B € E,, se llama mediatriz del
segmento de extremos A y B, a la recta que pasa por el punto medio del
segmento AB y es perpendicular a la recta que contiene a €sos puntos.
Se pide:

a) Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento de extremos

A(1,3)yB(5,7).

b) Hallar una ecuacién del conjunto de los puntos P € E, tales que
d(P, A) = d(P, B), siendo A y B los puntos del apartado a). Comparar
con el resultado del apartado a).

5. Si la ecuacién de una recta se puede escribir en la forma
y=mx +b,con m,be R, entonces se dice que m es la pendiente de
dicha recta. :

a) Hallar las pendientes de las rectas siguientes:
3x+2y-8=0,
x=3/5-2/3t, y=1/5+1/3t, te R,
x2+y/5=1,
(x-3)2=(y-4)3.
b) Interpretar graficamente la pendiente de una recta.

¢) Demostrar que dos rectas (que no admiten ecuacién de la forma
x + a=0) son paralelas si y s6lo si sus pendientes coinciden.

d) Hallar una ecuacién de la recta que pasa por el punto A(2,- 1)y
tiene pendiente 3/2.

¢) Obtener la relacién existente entre las pendientes de dos rectas
perpendiculares.
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16 Geometria analitica del plano

f) Utilizando el apartado e), hallar la ecuacién de la recta que pasa por
el punto A(4,-6)y es perpendicular alarecta y=2x+1.
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Geometria analitica del
espacio

TEMA !

En este tema presentamos los fundamentos de la Geometria Analitica
del Espacio. Nos centraremos de modo preferente en el estudio de los
puntos, las rectas y los planos en el espacio (tridimensional).

Como en el caso de la Geometria Analitica del Plano, a cada figura tal
como una recta o un plano del espacio podemos asociarle una ecuacioén o
sistema de ecuaciones lineales. De esta forma, el estudio de las
propiedades geométricas de tales figuras se puede reducir al estudio de
las propiedades algebraicas de sus ecuaciones correspondientes. Dicho
en otras palabras, se trata de preparar el terreno para poder utilizar el
Teorema de Rouché-Frobenius.

17.1 Puntos, rectas y planos en el epaci

Representaremos mediante E; el conjunto de todos los puntos del
espacio.

E; = {P, Pes un punto del espacio}.

Por otra parte, representaremos mediante V3 el conjunto de todos los
vectores libres del espacio.

A cada par ordenado (P, Q) de puntos del espacio le hacemos
corresponder el vector libre vpg, uno de cuyos representantes es el
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vector fijo PQ con origen Py extremo Q.

Como en el caso del plano, se satisfacen las siguientes propiedades:

+ Dados un punto P € E5 y un vector libre v € V3, existe un punto
Q € E; talque

v= VPQ.
Ademds, este punto Q es tnico.

* vpo=0,elvectorcero, siy sélosiP= Q.

* VpQ+VQR=VPR: cualesquiera que sean P,QyR.

Decimos que hemos fijado un sistema de coordenadas cartesianas en
el espacio cuando hemos elegido un punto O € E3 y una base

ortonormal {e[,e,, e3} en V3. Eneste caso, para cada punto P, el vector
vop se puede escribir de manera tinica como combinacién lineal

Vop=X€] +yey +Ze3,

siendo (X, y, z2) € R3, que recibe el nombre de coordenadas cartesianas
del punto P. En forma abreviada escribiremos P(X, y, z), si P es el punto
de coordenadas cartesianas (X, Y, Z).

El punto O se llama origen de coordenadas, y sus coordenadas son
(0, 0, 0), puestoque voo=0=0e;+0e; +0es.

Si v=xe;+ye,+z e, escribiremos abreviadamente v = (X, y, z).
Recordemos que si A(ay,ay,a3) y B(by, by, b3), entonces

VAB=(bl -al,bz—az,b3-a3).



17.1 Puntos, rectas y planos en el espacio

La recta r del espacio determinada por un punto A de E3 y un
vector nonulo ve& V3 es el conjunto de puntos:

r={PGE3,VAP=tV,lE R}

La direccién de la recta r en el espacio es el conjunto de vectores de
Vql

D(r)={tv,teR}.

Si pasamos de un vector no nulo a dos vectores no nulos situados en
direcciones distintas, entonces obtenemos el concepto de plano en Es.

Dados un punto A y dos vectores linealmente independientes,u y v,
el plano 7t de E; determinado por el punto A y los vectores u y v es el
conjunto de puntos:

n={Pe E3, vap=U u+tyv, ty,th e R}

La direcci6n del plano mes el conjunto de vectores:

D(m)={tju+tyv, t,th € R}

En la proxima figura representamos el plano 7 determinado por un
punto A y dos vectoresu y v (linealmente independientes).
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Un punto P es incidente con Tt si P € T, es decir, sivap =t u+1ty v,
con t,thpe R.

Una recta r de E; es incidente con el plano msi r estd contenida en
n,esdecir,si Per = Pem.

Si r es la recta de E5 determinada por el punto B y el vector w € V3,

con w#0,y T es el plano determinado por el punto A y los vectores
u y v (linealmente independientes), entonces r es incidente con T siy
s6lo si B es un punto del plano 7 y el vector w pertenece al conjunto
D(m), es decir, si y s6lo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

VAB=Sju+s,Vv, consp,sy€ R,
w=tju+tyv, cont,the R

Como consecuencia, se desprende la siguiente afirmacion:
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En la figura siguiente representamos una recta r incidente con el
plano .

Diremos que los tres puntos A, By C de E3 estin alineados si existe
unarecta r que los contiene, es decirsi A,B,Ce r.

Sean A, B y C tres puntos no alineados. Consideremos los vectores
V=VAg ¥ W = V(. Es ficil comprobar que v y w son linealmente

independientes. En consecuencia, tiene sentido hablar del plano 7
determinado por el punto A y los vectores v y w. Es inmediato que:

a) Los puntos A, B y C pertenecen al plano 7.
b) Este plano 7 es el tinico plano que contiene a esos tres puntos.

Por las condiciones a) y b), el plano 7t recibe el nombre de plano que
pasa por esos tres puntos.
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17 Geometria analitica del espacio

]
17.1.1 Ejemplo

Sean O el origen, P(1, 0, 1) y Q(2, 1, -1), tres puntos de E3. Entonces

la direccién del plano m que pasa por estos tres puntos podemos
determinarla por los vectores vop = (1,0, 1) y voq =(2, L, - 1). Por
tanto

D(m) = {tl Vopt+iy VOQ, ti. e R}= {(t| +2 ty, tz,tl-tz), ti,h € R}

17.2 Ecuaciones de un plano en el espacio

Sea 7t el plano determinado por el punto A(ay, ap, a3) y los vectores
linealmente independientes u=(uy, uy, u3z) y v=(vy,vp, v3).

-
-

e
iy

e
£y
s

2

.
el

L

Esta condicién puede expresarse también en la forma

X-a =tjup+tpvy,
y-ap=tljup+1ty vy,

Z-a3=1 uz + 1ty va,
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17.2 Ecuaciones de un plano en el espacio

o en la forma equivalente:
X=aj+tup+tp vy,
y=ag+tjuy+isvy,
Zz=az+tjuz+ipvs.

Se dice que las ecuaciones anteriores son unas ecuaciones
paramétricas del plano . En este caso, los pardametros son t; y .

Obsérvese que para cada par (t, tp) € R? obtenemos un punto del plano
TT.

17.2.1 Ejemplo

Unas ecuaciones paramétricas del plano m que pasa por el punto
A(3,2,1) y tiene la direccién determinada por los vectores
u=(1,-1,1) y v=(0,4,-1)son

X=3+t!,
y=2-t1+4t2,
Z=1+tl-12.

Otra forma equivalente de expresar la condiciéon de que el punto
P(x, v, z) es incidente con el plano T es la siguiente:

Es decir, si y s6lo si
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Sea n = (ny, ny, n3) el producto vectorial uxv. Como vimos en el
tema 15:

o [ e R R ]
ol TN U
Entonces, Pe 1 siy s6losi
ny (x-a;)+ny(y-ap) +n3(z-az)=0,
como se obtiene desarrollando el determinante (*) por la primera fila.

Ademds, como los vectores u y v son linealmente independientes,
el vector n#0.

Se dice que el vector n= u X v es un vector caracteristico del plano
nt. Este vector es, como sabemos, ortogonal a u y a v, y por tanto, es
ortogonal a cada vector t; u+ty v enladireccion de 7.

Podemos expresar el plano 1 en funcién del punto A y del vector n
como sigue

n={P(X,y,z) € E3,nj (x-aj)+ny(y-ay) +n3(z-az)=0},

0, equivalentemente
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17.2 Ecuaciones de un plano en el espacio

n={Pe€ Ej,nevpp=0},

como muestra la siguiente figura

Laecuacién ny (x-aj)+ny(y - ap) +n3(z-a3) =0 se puede escribir
en la forma

nyx+np y+n3 z+np=0,

con ng = - (ny a; + ny ap + ng as), que recibe el nombre de ecuacion
implicita o cartesiana del plano 7.

17.2.2 Ejemplo
Hallemos una ecuacién implicita del plano determinado por el punto
A(2,1,0) ylos vectores u=(1,1,1) y v=(0,2,-1).
Solucion
El vector

11
Z=1

a 2 A
~10|]02

es un vector caracteristico del plano .
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Por tanto,
m:-3(x-2)+(y-1)+2(z-0)=0,
es decir,

T -3x+y+22+5=0.

17.3 Poiis relativas de dos In enel

Decimos que dos planos T y p son paralelos si tienen la misma
direccion: D(m) = D(p).

Es facil demostrar el siguiente resultado:

Sean dos planos Tt y p en el espacio, n un vector caracteristico de 7, y
n’ un vector caracteristico de p. Entonces 7 y p son paralelos si y s6lo si
n y n' sonlinealmente dependientes.

En consecuencia si Tty p son dos planos paralelos, entonces existe un
vector n = (n}, Ny, N3), que es un vector caracteristicode Ty p.

Por tanto, T y p admiten ecuaciones implicitas de la forma:
T:n X+ny+n3z+ny=0,
p:n x+nyy+n3z+ny=0.

Supongamos que tenemos dos planos 7y p dados por sus ecuaciones
implicitas. Deseamos conocer la posicion relativa que ocupan ambos
planos en el espacio.

Sean
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17.3 Posiciones relativas de dos planos en el espacio

n:ax+by+cz+d=0, p:a'x+by+c'z+d=0,

y sean las siguientes matrices:

A___[abc, B=abcd.
a'b' c a'b'c'd

Aplicando el Teorema de Rouché-Frobenius, se pueden presentar las
siguientes posibilidades:

a) El rango de B es 1. Entonces el rango de A también es 1, porque
(a, b, c)#(0,0,0) y(a', b, c')#(0,0,0)y por tanto el sistema

ax+by+cz+d=0, ax+by+c'z+d =0, (*)

es compatible indeterminado. En este caso, T = p, es decir, los dos
planos coinciden.

b) El rango de A es 1 y el rango de B es 2. Entonces los planos y p
son paralelos, ya que el sistema (*) es incompatible. En este caso,
decimos que los planos 7y p son paralelos distintos.

¢) El rango de A es 2. Entonces el rango de B también es 2, luego el
sistema (*) es compatible y tiene infinitas soluciones. En este caso
decimos que los planos 7y p son secantes.

Estudiemos la posicion relativa de los planos ®:3x+2y-z-1=0,
p:-6x-4y+22+2=0.

Solucion
Como el rango de la matriz
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17 Geometria analitica del espacio

B 3 2 -1-1 ‘
—-6-4 2 2
es 1, estamos en el caso a) visto anteriormente. Por tanto, los dos planos
coinciden.

17.3.2 Ejemplo

Losplanos m:x+2y-3z=0y p:-3x-6y+9z+1=0,sondos

planos paralelos distintos, puesto que, en este caso, el rango de la matriz
Aes 1 yel delamatriz B es 2.

B ]
17.3.3 Ejemplo
Losplanos m:x-2y+3z=0y p:2x+y-z+4=0,son secantes,
ya que el rango de la matriz A, en este caso, es 2.

Sean T y p dos planos secantes, n un vector caracteristico de 7ty m un
vector caracteristico de p. Entonces, al ser my p no paralelos, sabemos
que los vectores {m, m} son linealmente independientes, luego el
producto vectorial n x m es distinto del vector 0, como vimos en el tema
15. Sabemos también (véase el caso c¢) de la discusién del sistema (*))
que el conjunto TN P tiene infinitos puntos. Sea A € TN p. Entonces,

n={Pe E3,n*vpp=0}, p={Pe Ezmevyp=0}.
Por tanto, Pe TN psiy sélosin® vap=m* vap = 0. Es decir, siy
s6lo si existe un nimero real t tal que vop =t (n X m), puesto que los

vectores de esta forma son precisamente los vectores que son
simultineamente ortogonalesa ny m.
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17.4 Ecuaciones de una recta en el espacio

Hemos demostrado asi la siguiente afirmacion:

La siguiente figura ilustra graficamente esta situacion.

NP

17.4 Ecuaciones de unarecta en el espacio

Sea r larecta del espacio determinada por un punto A(aj, aj, a3) y un

373



17 Geometria analitica del espacio

vector no nulo v=(vy, va, V3).

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de r.

]
17.4.1 Ejemplo
Unas ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por el punto
A(1,2,1)yelvector v=(-1,4,2)son
x=1-t,

y=2+4t,

z=1+2t
Si tenemos dos puntos distintos A(aj, aj, a3) ¥ B(by, by, b3), entonces
el vector vag = (by - aj, by - ap, b3 - a3) # (0, 0, 0). Por consiguiente
tiene sentido hablar de la recta r determinada por el punto A y el vector
v Ap- Unas ecuaciones paramétricas de r son

x=a1+(b1 -al)t,

y=ay+(by-apt,
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17.4 Ecuaciones de una recta en el espacio

z=az+(bg-a3z)t.

Como en el caso de la Geometria Plana, es ficil comprobar que esta
recta r contiene a los puntos A y B. Ademas, r es la tnica recta del
espacio que pasa por los puntos Ay B.

17.4.2 Eem
Dados los puntos A(1, 1, 1) y B(2, - 1, 2), entonces Vog = (1,-2,1),y
unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos A 'y

B son, por consiguiente,

x=1+t,
y=1-2t,
=l %

Supongamos que
n:ax+by+cz+d=0, p:a'x+by+c'z+d=0,

son unas ecuaciones implicitas de dos planos secantes. Entonces TN p es
unarecta r. Ademds, P(x,y,z) € r siy s6lamente si

ax+by+cz+d=0,
a'x+b'y+c'z+d' =0.
Por este motivo, se dice que el sistema anterior son unas ecuaciones

implicitas o cartesianas de larecta r.

Para pasar de las ecuaciones implicitas anteriores, con el rango de la
siguiente matriz
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17 Geometria analitica del espacio

abec
a'b' ¢’

igual a 2, a unas ecuaciones paramétricas de la misma recta, es necesario
resolver el sistema anterior, o bien proceder como en el ejemplo
siguiente:

17.4.3 Ejemplo

Losplanost:x+y+2z-2=0y p:x-y+z=0, son secantes. Por

tanto, sabemos que su interseccién es una recta r. Para obtener un punto

de r hacemos, por ejemplo, z =0 en las ecuaciones de los dos planos.
Entonces tenemos el sistema

X+y=2,
x—y=0,

cuya tnica soluciénes x=1,y= 1. Por tanto, A(1, 1, 0) € r. Ademds, el
vector n = (1, 1, 1) es un vector caracteristicode © y m=(l, - I, Des
un vector caracteristico de p. Calculemos su producto vectorial:

1
1

1 -1

,‘l 1 D: (2,0,-2).

Por consiguiente, unas ecuaciones paramétricas de larecta r son

x=1+2t,
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17.5 Posiciones relativas de una recta y un plano en el espacio

17.5 Posiciones relativas de una recta y no en el espacio

Dados una recta r y un plano 7 en el espacio, decimos que r es
paralelaa m siladireccionde r estd contenida en la direccion de .

Es facil probar el siguiente resultado:

Dados unarecta r= {P € E;, vgp=tw,te€ R} yunplano mw, pueden
darse tres casos distintos:

a) we D(m)y B € n. Entonces r es paralelaa © ycomo Be rnm,
entonces la recta estd contenida en el plano, es decir r es incidente con
.

b) we D(m) y B ¢ m. Entonces r es paralelaa m y como r no estd
contenidaen 7, es no incidente con T.

¢) w & D(m). Entonces r no es paralela a w. En este caso, se dice que la
recta y el plano son secantes.

17.5.1 Ejemplo
Sean larecta r:

yelplano m:2x+y+z-1=0.
Si sustituimos las ecuaciones de r en la ecuacién de m obtenemos la
identidad O = 0, que se cumple para todo t € R. Por tanto la recta es
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17 Geometria analitica del espacio

incidente con el plano.

R RN
17.5.2 Ejemplo
Sean larecta r:

X=3+t,
y=2+2t,
z=1+t,

yelplano w:x-y+z+1=0.

Sustituyendo las ecuaciones de r en la ecuacién de 7 obtenemos 3 = 0.
Esto nos dice que r = . El vector w= (1, 2, 1) € D(r) y el vector
n=(1,-1,1) esun vector caracteristico de . Como

new=1-2+1=0,

se deduce que w € D(m), luego r es paralelaa Ty no incidente con T.

17.5.3 Ejemplo
Sean larecta r:

yelplano m:x+y+2z-3=0.
Si sustituimos las ecuaciones de r en la de wobtenemos 3t-3=0,es

decir, t = 1. Por tanto, la recta y el plano son secantes. Ademds, r N7 es
el punto Q(1, 1, 1).
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17.6 Posiciones relativas de dos rectas en el espacio

En general, se puede demostrar el siguiente resultado:

La siguiente figura ilustra la situacién anterior

a

17.6 Posnc:ones relatlvas dedos rectas en eI espaclo

Dosrectas r y s son paralelassi D(r) =D(s).

Se puede demostrar que

]
T e

¢ ssw Q, ‘5 M
E N «20« “?
e i 6v§.665$$&»
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380

Sean
r={Pe E3,vpp=tv,teR}, s={Pe E;, vgp=tw,teR},

dos rectas del espacio. Entonces ry s son paralelas si y sélo si {v, w}
son linealmente dependientes.

Supongamos ahora que ry s son paralelas. Entonces r=s siy solo si
vap € D(r) = D(s), es decir, si y s6lo si {v, vaog} son linealmente
dependientes.

Supongamos que ry s no son paralelas. Entonces {v, w} son
linealmente independientes. Pueden ocurrir dos casos:

a) Si existe un punto Q € r N s, entonces r y s estdn contenidas en un
plano m,queeselplano {PeEj vop=t;v+1i w,t;,theR}.

En este caso, vag €D() = {t; v+t W, t}, t €R}, por tanto los
vectores {Vap,V, W} sonlinealmente dependientes.

Decimos en este caso que lasrectas r y s son secantes.

b) Si ry s no se cortan, entonces no existe ningin plano T que
contenga a ambas rectas.

En este caso, VA € {t; V+1y W, ty,t) €R}, portanto {vag, v, W} son
linealmente independientes.

Decimos en este caso que las rectas ry s se cruzan, como muestra la
préxima figura.



17.6 Posiciones relativas de dos rectas en el espacio

Diremos que dos rectas son coplanarias si existe un plano que
contiene a ambas.

De la definicién anterior se deduce inmediatamente:
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17 Geometria analitica del espacio

Sean las rectas dadas por las ecuaciones paramétricas:
r: x=1+2¢ y=1, z=1+t,
§: Xx=3+4¢t, y=1, z=242t,
entonces Aeselpunto(1,1,1),B(3,1,2),v=(2,0,1) y w=(4,0,2).

Como w=2v, las dos rectas r y s son paralelas. Ademads,
vap = (2,0, 1) € D(r) = D(s), luego r=s.

Sean las rectas

r: x=t y=t, z=t
$: Xx=243t, y=1+3t, z=1+3t,

entonces Aesel punto(0,0,0), v=(1,1,1),Belpunto(2,1,1)y w es
el vector (3, 3, 3). Observamos que w=3 v, porloque rys son rectas
paralelas. Ademds vag=(2,1,1) €D(r) =D(s), luego r y s son
paralelas no coincidentes.

Sean las rectas:

r: x=2t y=0, z=t,
S: X=3+t, y=14t, z=24t,

entonces A es el punto (0,0,0),v=(2,0,1),Belpunto (3, 1,2)y wel
vector (1, 1, 1). Como v y w son linealmente independientes, ry s no
son paralelas. Ademds vag=(3,1,2) = v + w, luego r y s son
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17.7 Problemas métricos en el espacio

secantes. Precisamente r y s se cortan en el punto Q(2, 0, 1). En
efecto, si en las ecuaciones de s hacemos y =0, obtenemos t=-1, lo
que proporcionax =3-1=2,y=0,z=2-1=1.

SRR
17.6.4 Ejemplo
Sean las rectas:

r: x=3+t, y=2+2t, z=1+t,
$: x=34t, y=5-t, z=2+t,

entonces A es el punto (3,2, 1), v=(1,2,1),Bel punto (3,5,2) y wel
vector (1,- 1, 1). Como v y w son linealmente independientes, ry s no
son paralelas. Ademds vag = (0, 3, 1). Los vectores {vag, v, W} son
linealmente independientes, como se puede comprobar facilmente. Por
consiguiente, lasrectas r y s se cruzan.

17.7 Problemas métricos en el espacio

Comenzaremos obteniendo la distancia de dos puntos en el espacio.

Ya sabemos que la distancia entre dos puntos A y B es el médulo del

vector v p. Por tanto, si A(ay, ay, a3) y B(by, by, b3) son dos puntos del
espacio se tiene que

R
17.7.1 Ejemplo
La distancia entre los puntos A(3,1,2) y B(4,-1,3)es

dEAB) = @@=+ (=1=1)%4(3-2)% = 6.
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17 Geometria analitica del espacio

Dadas dos rectas r y s, el dngulo que forman es el menor de los
dngulos formados por dos vectores no nulos, u'y v, donde u € D(r) y
v € D(s).

Por tanto, si o esel dngulo formado por r y s, tenemos que

.

bl »ew

Fphad e e

T
17.7.2 Ejemplo
Dadas las rectas:

r: x=3+t, y=2, z=6-t,

s: x=1+t, y=t, z=1,

entonces u=(1,0,-1)e D(r), lul = ﬁ, v=(1,1,0)eD(s), Ivl= ﬁ
Claramente, u * v = 1. Por tanto cos o = I¥2. Se deduce que las rectas
forman un dngulo de /3 radianes, o bien, 60°.

e 3 sl
swwsigﬁ

fr s”a"i“iﬁzﬁegggg émﬁm e
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17.7 Problemas métricos en el espacio

17.7.3 Ejemplo
Las rectas:

r: x=l1+t, y=2+t, z=3+t,

son perpendiculares, ya que podemos tomar los vectores de direccion
u=(1,1,1)y v=(2,-1,-1), que son ortogonales:

uev=2-1-1=0.

Unarecta r yunplano 1 son perpendiculares si r es perpendicular
atodarecta s contenidaen el plano 7.

Si tomamos u € D(r), v, w € D(m),con u#0, v y w linealmente
independientes y n#0 un vector caracteristico de 7, entonces

17.7.4 Ejemplo
Sean la rectary el plano 7 de ecuaciones:

r: x=2-t, y=1+4t, z=6t,
T: -x+4y+62z-25=0,

ambos son perpendiculares, ya que en este caso, un vector uen la
direccion de r coincide con un vector caracteristico n= (- 1,4, 6) del
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plano .

Sean 7 y p dos planos en el espacio con vectores caracteristicos
n=(ny, np, n3) y n'=(n', n'y, n'3), respectivamente. Entonces

]
17.7.5 Ejemplo
Los planos

M: X+y+z+1=0,
p: 2x-y-z-3=0,

son perpendiculares, ya que podemos tomar los vectores caracteristicos
n=(1,1,1) y n'=(2,-1,-1),ysetieneque n*n'=2-1-1=0.

Cerraremos esta seccién estudiando la distancia de un punto a un
plano.

Se llama distancia de un punto C a un plano m al minimo de las
distancias de C a los puntos P del plano. Es decir,

d(C, ©) =min{d(C, P),Pen}.

Es facil demostrar que
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17.7 Problemas métricos en el espacio

La férmula siguiente, que no demostraremos, permite calcular
directamente la distancia del punto C al plano m en funcién de las
coordenadas de C y de unaecuacién implicita de m.

SiC eselpunto(cy,cg,€3) y T:nyX+nyy+n3z+ng=0, entonces

m«sx“ .
L
e

s v§‘8‘8°°£» s
L
.

L
i wﬁgwm‘g«ss

R
17.7.6 Ejemplo
La distanciadel origen O al plano m:2x-4y+4z+6=0,es

di0m) = 2 =2 i,

Ja+16+16 6

R
17.7.7 Ejemplo

La distancia del punto C(3, 2, - 1} alplano w:x-3y+2z-5=0,esel
ntimero real

13=6-2<3 _ 10

fi+9+4 4

d{C, %)
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17.8 Ejercicios

388

1.- Se llama esfera de centro A € E3 y radio r > 0, al conjunto de los
puntos P e E; tales que d(A, P)=r. Se pide:

a) Hallar una ecuacién de la esfera de centro A(2, 3, 5) y radio 6.

b) Hallar una ecuacién de la esfera que tiene como didmetro el
segmento que une los puntos P(2,-2,4) y Py(4, 8, - 6). (Un didmetro
de una esfera es un segmento que une dos puntos de la esfera y que,
ademas pasa por el centro).

¢) Hallar una ecuacién de la esfera cuyo centro es el punto B(4, 0, 2) y
que pasa por el punto Q(- 2, 2 5).

d) Hallar una ecuacién de la esfera cuyo centro es el punto C(1, 1, 1) y
que es tangente al plano w:2x-2y+z+5=0.

2.- Sean los puntos P((5,2,2)yP,(8,5,4). Se pide:

a) Hallar una ecuacién del conjunto de puntos P € E3 que estdn a la
misma distancia de P y Py.

b) Hallar una ecuacién del plano que pasa por el punto medio del
segmento que une P con P, y es perpendicular a la recta que pasa por P
y P,. Comparar con el resultado del apartado a).

3.- Se pide:

a) Demostrar que los puntos (- 1, - 3,7), (- 2,-2,9) y (1, 3, 5) son los
vértices de un triangulo rectangule.

b) Demostrar que los puntos (0, 1, - 1), (3,6, 7) y (8, - 2, 4) son los
vértices de un tridngulo equilétero.

¢) Comprobar que (2,0, 5), (4,4, 2) y (8, 12, - 4) estdn situados sobre
una recta.

d) Comprobar que los puntos (2, 1, - 3), (1,-1,0) y (1, 3, 0) no estdn
situados sobre una recta.



17.8 Ejercicios

4.- a) Demostrar que la recta r que pasa por los puntos P(2,3,0)y
P5(2, -9, 5) y larecta s que pasa por los puntos P3(- 8, - 3, - 10) y
P4(- 8,9, - 15) son paralelas.

b) Hallar una ecuacién del plano que pasa por el punto Q(1,-3,2)y
es perpendicular a la recta que pasa por los puntos Qy(0, 0, 3) y
Qs(1,-3,2).

¢) Hallar una ecuacién del plano que pasa por los puntos P'y(2,1,-1) y
P'5(1, 1, 2) y es perpendicular al plano 7:7 x + 4y-4z+30=0.

d) Hallar una ecuacién del plano que pasa por el punto Q'/(3,-1,2) y
es perpendicular alos planos Ty :2x-3y+z=4y my:x+2y+3z=5.

5.- Por un vértice de un cubo se trazan una arista, una diagonal de una
cara y una diagonal del cubo. Se pide:

a) Calcular el coseno del dngulo que forma la diagonal del cubo con la
arista.

b) Calcular el coseno del dngulo que forma la diagonal de la cara con
la diagonal del cubo.
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Sucesiones

En este tema se definen los conceptos de sucesion, de sucesion
convergente y de limite de sucesiéon. Como ejemplos importantes se
introducen las progresiones aritméticas y geométricas y la sucesion que
define el niimero real e.

18.1 Cceptde sesién

La idea de sucesién es muy intuitiva y su comprension es posible sin
necesidad de una definicion precisa.

Al decir “sea la sucesion
d|,4dp,4a3, ..., dp, .. i
estamos indicando que en cada lugar “n” de una hilera infinita tenemos
un ndmero a,, pudiéndose repetir el mismo nimero en diferentes
lugares, es decir, puede ocurrira, =a,,n#n'.

Esta idea intuitiva puede expresarse de manera rigurosa diciendo:

Una sucesion es una funcion:
a:N-R
n—a,

de los nimeros naturales en los nimeros reales.
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18 Sucesiones

18.1.1 Ejemplos

392

18.1.2 Ejemp

A continuacién presentamos algunos casos concretos de sucesiones:

a)an=n2
LAG %

1
b) an= E
WL o

2°3 n

c)ap=-n
-1,-2,-3,...,-n,...

2

Diremos que en el caso a) el término general de la sucesién es n“, en el

1 g v
casob)es Shyen c¢) el término general es - n.

Para denotar a una sucesion con término general a, utilizaremos la
notacion {a }.
Asociado al concepto de sucesién aparece el de subsucesion.
Responde también a una idea natural.
En términos intuitivos llamaremos subsucesion de una sucesion dada
dy,d9, .0y Ap,y -
auna sucesion

TR N I
n’ony ny

cuyos elementos estdn en la sucesion original y en el mismo orden pero
donde se han omitido algunos elementos.

También esta idea podria expresarse en forma precisa en términos de
aplicaciones aunque aqui no lo haremos.

[lustraremos el concepto de subsucesién con los siguientes ejemplos:

oS
a) La sucesion



18.1 Concepto de sucesion

1,

\O| —

L4

B

1
n2

es una subsucesion de la sucesion {%} que aparecié en b) de los
ejemplos 18.1.1.
b) La sucesion

-1,-4,-9,...,-n2,...

es una subsucesion de la sucesién {-n} que aparecié en c) de los
ejemplos 18.1.1.

18.1.3 Ejemplos

Presentamos a continuacién dos casos particulares de sucesiones que

aparecen con frecuencia en algunas aplicaciones de las matematicas a
otras ciencias como la economia, la fisica, etc.

a) Progresiones aritméticas: Son aquellas sucesiones {a,} para las
cuales existe un nimero real fijo r tal que:
dng) =Ap*I,
al nimero r se le llama razdn de la progresion aritmética.

Una propiedad muy atil de estas sucesiones es que se tiene una
sencilla expresion para la suma de los n primeros términos:

Sp=a;+ay +... +a,.

En efecto, efectuando en columnas la suma siguiente:
Sp=aj+ay+...+a, 1 +a,,
Sp=ap+ag1+...+ay+ay,

2S,=(a;+apy) +(ap +a, ) +... +(a, | +ay) +(a,+ay),
y observando que:
ay+a, (=aj+r+a,-r=a;+a,,
ag+apg=ar+r+a, -r=ay+a, | = a|+a,

apy) +app = a1 +ay,

n-p
se concluye:
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18 Sucesiones

25, =n(a; +a,),
es decir:
n(a +a)
n 2
b) Progresiones geométricas: son aquellas sucesiones {b,} tales que
existe un nimero real q fijo tal que:
byt =by.q,
al nimero q se le llama razén de la progresién.
Se comprueba también, que la suma
Sn=b] +b2+...+bn,

de los n primeros términos, puede ser expresada en términos de la razén
y del primero y n-ésimo términos mediante la férmula:

b qg—b
LS 1 1
TI_ q-'l E (q;&l)'

S

Dadas dos sucesiones {a,}, {b,} definimos la suma como la sucesién
{a,+by, }, es decir, la suma de las sucesiones

ap, s, crey Bpy e
B ibo, 0ot
es la sucesion
a +b1,a2+b2, ...,an+bn,

Andlogamente se define la diferencia como la sucesién {a, - b,}, es
decir
ay -bl, az-bz, ceeydp - bnv
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18.2 Operaciones con sucesiones

De la misma manera definimos el producto de las sucesiones {a,},
{b,} como la sucesion {a,. by}, es decir:

a,.h],az.bz,_..,an. bn,...

Finalmente se define el cociente de {a,}, {b,} como la sucesién

an 5
{ ¢ }, es decir:

n

R

b, b, by b,
Observamos que para que el cociente esté bien definido es preciso que
la sucesién {b, } no contenga ningiin término igual a cero.

18.2.1 Ejemplos
Aplicamos las definiciones anteriores para obtener la suma,

: : : : 1
diferencia, producto y cociente de las sucesiones {n?}, { = }:

B v - 1
a) {n“}+{=}={n"+-}.
a) (n?)+( =)= {n*+ -}
Es decir sumando las dos sucesiones dadas obtenemos la sucesion:

2 i)

295!?1“-9 n
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18 Sucesiones

18.30Iases de sucesiones

.
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L, 8.29,....00% ...

A continuacién introducimos algunas clases de sucesiones atendiendo
a que posean alguna caracteristica especifica.

Se llaman sucesiones positivas a aquellas sucesiones que verifican
a, 20, paratodo ne N.

Se dird que la sucesion {a,} es estrictamente positiva cuando a, > 0,
para todo ne N.

Andlogamente se dice que una sucesién es negativa si su término
general satisface a <0, para todo neN y se llamard estrictamente

negativa cuando a,, <0, para todo ne N.

R
18.3.1 Ejemplos

a) La sucesion {n2 + 1} es una sucesion estrictamente positiva. En
efecton®+1>0 para cualquier nimero natural n.

b) La sucesion constante {a,=0} es la tinica sucesién que es positiva y
negativa simultineamente.

¢) La sucesion

n
2
es negativa pero no estrictamente negativa.

0,-1,0,-2,0,-3,...,0, —=, ... (n par)

Diremos que una sucesion {a,} es monétona cuando sus términos



18.3 Clases de sucesiones

crecen o decrecen constantemente. De forma mds precisa:

.

Una sucesion {a,} se llama mondtona creciente cuando a . 2a,

para todo ne N. Se dice estrictamente creciente cuando a_ ,  >a_ para
todoneN.

Andlogamente llamaremos sucesiones mondtonas decrecientes a
aquellas que verifican a__  <a_  para todo neN, y hablaremos de
sucesiones estrictamente decrecientes cuando se verifica la desigualdad

estricta a__ | <a_paratodoneN.

Se llaman sucesiones alternadas aquellas en que el signo de a, es
distinto del de a,,, | para todo ne N.

SRR
18.3.2 Ejemplos
a) La sucesion {nz} es monotona estrictamente creciente:

(n+1)2>n?, paratodo ne N.
b) La sucesion
11 1YL 11
R e
es monotona decreciente pero no estrictamente decreciente.
c¢) La sucesi6n constante {a, = c} es moné6tona creciente y decreciente
al mismo tiempo.

d) La sucesién {(-1)"} es alternada.

Por altimo introducimos el concepto de sucesiones acotadas.
Previamente definimos las sucesiones acotadas superior e inferiormente.
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18 Sucesiones

-

18.3.3 Ejemplos

Una sucesién {a,} se dice que es acotada superiormente cuando
existe un nimero M, llamado cota superior de la sucesion, tal que
a, <M paratodon eN.

Andlogamente llamaremos sucesiones acotadas inferiormente a
aquellas sucesiones {a,} que tienen una cota inferior, es decir cuando

existe un niimero mtal que m<a_, paratodon €N.

Finalmente definimos las sucesiones acotadas como aquellas que son
acotadas superiormente e inferiormente al mismo tiempo.

a) La sucesién {3 - n} es una sucesion acotada superiormente y una
cota superior es M =3. Se comprueba también que no es acotada
inferiormente.

b) La sucesion {nz} es una sucesion acotada inferiormente y una cota
inferior es m = 0. Sin embargo no es acotada superiormente pues dado
un niimero M siempre podemos encontrar un nimero natural n tal que

n? > M.
. - l e
¢) La sucesion { % } es una sucesion acotada donde podemos tomar
M=1,m=0.

d) La sucesion {(-1)"n} no es acotada ni superiormente ni
inferiormente.

18.4 Limite de una sucesioén. Sucesiones convergentes.

398

En esta seccién se introduce un concepto fundamental en
Matematicas que responde a la idea intuitiva de que los elementos de
una sucesién se aproximan a un nimero fijo. Presentamos directamente
la definicion rigurosa de este concepto y mediante ejemplos
ilustraremos la idea que subyace.



18.4 Limite de una sucesion. Sucesiones convergentes.

Una sucesion {a,} de nimeros reales tiene por limite a € Ry lo
representamos por

lim a. = a
n— oo

cuando dado £>0 arbitario existe ny € N tal que para todo n=2n,, se

tiene gan - a‘ <E.

Segin la definicién es preciso que dado >0, exista ny tal que para

1
todo n 2 n; se tenga =5 ¢

: 1 ;
Esto claramente se consigue para ng > - en efecto, en este caso si

n2n, tendremos también
1
i)
Es decir un término suficientemente avanzado de la sucesion se
aproxima tanto como queramos al cero.

< <E.

=R

d n
b) 1
) ng)nmn+1

Dado £>0 tenemos que encontrar ny de tal forma que para n 2n, se
tenga

—-l‘<a.
n+1

Puesto que
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18 Sucesiones

n _‘_ 1
n+ 1 -

1
basta tomar ng > o paraque

n
n+1

—l‘<e.

Las sucesiones que poseen limite se llaman sucesiones convergentes.

Las siguientes propiedades que relacionan convergencia de
sucesiones con sucesiones acotadas y monétonas son muy importantes:

 Si una sucesién es mondtona creciente y es acotada superiormente,
siendo una cota superior M, el limite de tal sucesion es menor o igual
que M. Por otra parte si una sucesion es monétona decreciente y es
acotada inferiormente, siendo una cota inferior m, el limite de tal
sucesion es mayor o igual que m.

18.4.2 Ejemplo
La sucesion
0'3,0'33,0'333,0'3333,...
es mondtona creciente y tiene por cota superior, por ejemplo, I.
Entonces la sucesion es convergente y su limite es menor que 1.

Obsérvese que el limite es % :
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18.5 El numero e.

18.5 El numero e.

Una de las aplicaciones mds importantes de las sucesiones es la
construccioén y aproximacion de nimeros. El ndmero e es un nimero
real no racional que se puede definir por medio de una sucesion. Este
nimero tiene gran cantidad de aplicaciones dentro y fuera de las
Matematicas pues aparece naturalmente en procesos de crecimiento.

Comenzaremos por definir una sucesion cuyo término general es:
n

1
(1+-) .

La sucesion anterior es una sucesion acotada superiormente y
mondtona creciente. El limite de la sucesion es un nimero irracional
cuyas primeras cifras decimales son 2' 7182818284 ...

Se define el nimero e como el limite de la sucesion;

II'I

{(1+-) }.

n

Notas Historicas

Leonardo de Pisa (Fibonacci) nacié en Pisa en 1175 y fue un
comerciante cuyos viajes a Oriente le permitieron conocer la
matemadtica drabe. En su obra fundamental Liber Abaci describe el
sistema de numeracion decimal conocido como el sistema
Indo-Arabigo, y es a través de dicha obra como el sistema de
numeracién actual fue introducido en Europa Occidental. Entre sus
trabajos aparece también la llamada sucesién de Fibonacci:

0,1,1,2,3,5,8, ...
en la que cada término es igual a la suma de los dos anteriores, es decir:
ap,=ap.|+a,9, para n>2.
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18 Sucesiones

. jercicio

1.- Determinese cudles de las siguientes sucesiones son positivas:
a){2n+1},

b) {n*+n?+1},

¢){n®-4n+1}.

2.- Sea {a,} una progresi6n aritmética de razén 4 y cuyo primer
término, a;, es 3. Calcilese ay4 y lasumadelos 20 primeros términos.

3.- Determinense las sucesiones acotadas superiormente, las acotadas
inferiormente y las acotadas entre las siguientes:

a) {n®+1},
b) {(-1)"},
¢) {(-1)"n}.

4.- Estadiese la convergencia de la sucesién {(-1)"}. ;Es una sucesién
acotada?. ;Es una sucesion monétona creciente o decreciente?.

5.- Demuéstrese que una sucesién s6lamente puede poseer un limite.
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Calculo de limites de
sucesiones

Este tema est4 dedicado a las técnicas mds elementales para el célculo
de limites de sucesiones.

19.1 Propiedades aritméticas de los limites de sucesiones

Sean {a,}, {b,} dos sucesiones convergentes con limites a, b
respectivamente. Entonces se verifica:

i wss aX» i

i1 ;
ﬁ; =
0 Hoon o o
i B
i
=ilim b=

Ao

19.1.1 Ejemplo
La sucesion:

0'3, 0'33, 0'333,0'3333,

converge a % la sucesion:
0'6, 0'66, 0'666, 0'6666,
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19 Calculo de limites de sucesiones

, asi la sucesion suma de las anteriores:

09, 099, 0999, 09999, ...

converge a §

converea1+g—l
et S

En el caso particular en que la sucesién {b,} es una sucesion
constante, es decir
b,=c,ceR,paratodone N,

se deduce de las propiedades anteriores:

SRR IR

Finalmente, si {b,} es una sucesién convergente que verifica b, #0

paratodoneN y lim bn = b #0, entonces:
n— oo

19.2 Limites infinitos.

En esta seccion se introduce la nocién de convergencia a infinito de
una sucesion. Este concepto responde a la idea de que la sucesion se
hace arbitrariamente grande. De forma precisa:
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19.2.1 Ejemplo

19.2 Limites infinitos.

Una sucesion {a, } tiende a infinito y lo representamos por:

lim a_ =+
n—eoco

cuando para cualquier Me R podemos encontrar np € N tal que si n 2 n
entonces
a 2M.

n

La sucesién {nz} tiende a infinito. En efecto, dado Me R, podemos
encontrar np € N de maneraque ny, 2 M si n 2 n, entonces

n’> n,2M
Escribiremos pues:
lim n? =+oco,
n— oo

Andlogamente decimos que:

Una sucesion {a, } tiende a menos infinito y lo representamos por:

lim a, =-oo
n—co

cuando para cualquier M € R podemos encontrar ny € N tal que si
n 2 n, entonces
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19 Calculo de limites de sucesiones

19.2.2 Ejemplo

a <M.

n

lim (—n+3)=-c0.
n— oo

En efecto, dado M € R, podemos encontrar ny € N de forma que
ny 2-M + 3ysin=2n;entonces

—n+3<-ny+3<— (-M+3) +3 = M.

19.3 rpidades aritméticas de los limites infinitos

406

Enunciamos a continuacion las propiedades aritméticas de los limites
infinitos. Se demuestran utilizando razonamientos similares al caso de
los limites finitos. Se recomienda al lector elaborar una demostracion
detallada de las mismas, pues le serd de utilidad para la mejor
comprension de dichos limites.

Sean {a,}, {b,} dos sucesiones tales que:

lim a_=+eo, lim b = b,
n— oo n — oo

donde b es un niimero real, entonces:

nlinm (a, + b, )=+ee.

La misma conclusién se obtiene cuando en lugar de las hipétesis

anteriores tenemos lim a, =+oo, lim bn = oo,
n—eco n—» oo



19.3 Propiedades aritméticas de los limites infinitos

Andlogamente, si lim a = -co, lim b =b,
n— oo n— o

donde b es un numero real, entonces:

i (a, +by)=-e

Otra vez larelacién anterior es valida sib = -eo,
En cuanto al producto:

Si lima =4, limb_ = b>0,
n—e N n—oa N

entonces:

lim(a, - b,) =+,

La misma conclusién se obtiene cuando b = +oo,

Por el contrario, si  lim a =-+oo, lim bn = b<0,
n— o n— oo

entonces:

i (a,by) ==

La misma conclusién se obtiene cuando b = —os.

Simétricamente,si lim a_=—o, lim b_=b>0,
n— oo n— oo

entonces:

lim_(a, - b) ===

Si lim a_ =-oo, lim b, = b<0,
n—ece n—ece

entonces:

lim_(a, +by) =+
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19 Calculo de limites de sucesiones

Si lim an:ioo, entonces
n— oo

lim i =0.
n—eed,

Si {a, } es una sucesion tal que a, >0, paratodone Ny lim a =0,
n — oo

entonces

’ 1
lim — = +oo,
n—)mﬂn

ysia,<0paratodone Ny nlgnman =0, entonces

p 1
lim — = —eo,
n— mﬁn

Los resultados que acabamos de enunciar se pueden expresar de
forma simbélica. Por ejemplo, el hecho de que si a, — +oo, b,— beR

entonces a,+b, — +oo lo representaremos escribiendo:
+oo + b = +oo,
A continuacion reunimos todos los resultados anteriores utilizando
esta notacion:

N N SRR S
7 2%@»»{»3 ; :
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19.4 Limites indeterminados.

[
19.3.1 Ejemplo

Sean {a,}, {b,}, {c,} con
1 1

i

an=n2,bn=—l+

de tal forma que
lim a_=+4o, lim b =-1, lim ¢_=0.

n — o n—eeo n—»eo
Se tiene:
a) lim (an-bn) = —oo , pues +oo.(-1) = —oo,
n— oo

b) lim (a +c_)=+eo, pues+oo+0=+oo.
n— oo

c) lim (b, -c ) =0,pues (-1)-0=0.

n— oo

Los casos que hemos explicado anteriormente no cubren todos los
casos que nos podemos encontrar cuando sumamos, multiplicamos o
dividimos sucesiones con limites infinitos.

Por ejemplo también nos podrian aparecer expresiones del tipo:

0.(+eo), —,

a las que no podemos asignarles un resultado tinico sino que dependerén
de las sucesiones de partida. A los limites que dan lugar a estas
expresiones les llamamos limites indeterminados.

Para calcular el valor preciso de un limite indeterminado, tendremos
que trabajar con la sucesiébn concreta que tenemos operando
adecuadamente de forma que evitemos la indeterminacion.

A continuacién resumimos algunas de las expresiones indeterminadas
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19 Calculo de limites de sucesiones

mas frecuentes:

i
s
i

L

Mediante ejemplos ilustraremos como se deshacen algunas de estas
indeterminaciones.

19.4.1 Ejemplo.
Sien el clculo del limite

lim (n®-n)
n— oo

se estudian separadamente los limites:

. g o
lim n°, lim n
n — eo n— oo

entonces se llega a una expresion de la forma +oo — (+00), es decir,

corresponde a una indeterminacion.
Sin embargo si procedemos del siguiente modo:

lim (n>-n) = lim (n(n—=1)),
n—ece n—ca

y como:

lim n = lim (n—=1)=+co,
n—ee n— o

obtenemos:

lim (n% = n) = (+00).(+o0) = +oo.
n— oo
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19.4 Limites indeterminados.

ki TR
19.4.2 Ejemplo
Sea el limite:

4 n2+n+1
e,

n—e 2p2_ 1

Al calcular separadamente los limites del numerador y denominador
se llega a la expresion indeterminada:

+ oo
+oo0
Otra forma de proceder es dividir el numerador y el denominador por
n? y obtenemos:
l4=% =
.
lim i el
n— oo 2 1 2
8

n

 La sucesién del ejemplo anterior corresponde a una clase general de
sucesiones que llamaremos racionales. Las sucesiones racionales son
aquellas cuyo término general es de la forma

k, . k-1
an +a,_n +...+3a,

t t—1 i
bn +b,_n $use Y0

donde k, t son nimeros enteros y ay #0, b, #0.

Al calcular separadamente los limites del numerador y denominador
se llega a una expresion indeterminada como ocurria en el ejemplo.

La forma de resolver la indeterminacién en el caso general es la
misma que se utiliz6é en el ejemplo. Se dividird numerador y

411



19 Calculo de limites de sucesiones

denominador por n® donde s = max(k,t). El resultado que se obtiene es

. . . k
Enelcasok >t, el signo serd el mismo que el de —.

* Notas Historicas

Leonard Euler fue un matemadtico que nacié en Basilea en 1707.
Discipulo en su ciudad natal de otro gran matematico, Johann
Bernouilli, pasé gran parte de su vida en la Academia de Ciencias de St.
Petersburgo, donde murié en 1783. Pasé también un periodo de su vida
en la Academia de Ciencias de Berlin.

La obra de Euler causa admiracion tanto por su profundidad como por
su extension, pues comprende mas de 800 trabajos.

La manera en que Euler trabajaba con los procesos infinitos, como
son las sucesiones, dista mucho del punto de vista actual, sin embargo
muchas de sus conclusiones pueden ser aceptadas hoy dia.

Euler es considerado como uno de los mds grandes matemadticos de la
historia. Laplace solia decir a los matematicos mds jovenes: 'leed a
Euler, €l es el maestro de todos nosotros'.

19.5 Ejercicios.

1.- Demostrar que una sucesiéon mondtona creciente no acotada tiende
a +eo, Andlogamente una sucesion mondétona decreciente no acotada
tiende a —oo.
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2.- Calcular los limites siguientes:

a) lim (n—42n+1).
n— oo
b) lim (Jo—Jn-1).

n— oo

3. - Calcular los limites siguientes:

. n°=3n+1
a) lim gt
n—e n“42
4 2
b) lim %ﬂﬂ
B e e

19.5 Ejercicios.
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Funciones

En este tema se estudia el concepto fundamental en Matematicas y en
las Ciencias Aplicadas de funcién. Se definen las operaciones
aritméticas y se analizan las propiedades elementales de las funciones.

oSS R
20.1Concepto de funcion

Generalmente existe una cierta dependencia de cantidades variables
que describen fenémenos fisicos, econémicos, etc., respecto de otras
que aparecen al estudiar dichos tipos de sistemas, por ejemplo:

a) La relacion entre la distancia recorrida por un automoévil y el

tiempo empleado.

b) La relacién entre la anchura de la region del suelo en que el
estampido sénico del Concorde puede oirse directamente y la altitud.

c) Larelacion entre el precio de un producto y el niimero de unidades
vendidas.

En todos estos ejemplos, los valores de una cantidad variable, que
prodriamos designar con y, dependen de los valores de otra variable de
dicho sistema que se puede designar por x. Si la relacién entre dichas
variables es conocida, es decir, se puede determinar de forma clara la
dependencia de y respecto de x, se puede hablar de una relacion
funcional entre x e y, o decir que y es funcién de x. Habitualmente se
escribe tal relacién de dependencia de la forma y=f(x), donde f
representa nuestro conocimiento de esa dependencia.
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De modo formal se puede definir una funcién como sigue:

Una funcién f de un conjunto A (dominio de la funcién) en un
conjunto B (recorrido de la funcién), es una manera (o regla) de asignar
a cada elemento ac A un elemento be B que llamaremos f(a). Para
representar una funcién utilizaremos la notacion:

f:A—>B
a— f(a).

« A lo largo de este curso estaremos especialmente interesados en las
funciones que tienen por dominio y recorrido R, es decir, A=B = R. En
algunos casos se utilizardn dominios o recorridos de funciones que son
s6lo subconjuntos de R.

A las funciones de este tipo las llamaremos funciones reales de
variable real.

» Dada una funcién real f de variable real, al argumento de dicha
funcién, es decir a la variable x que recorre o toma valores en el dominio
de la funcién se la designara como variable independiente. A la variable
y = f(x) que toma valores en el recorrido de dicha funcion se la designara
por variable dependiente.

» Normalmente la dependencia funcional entre dos variables vendra
descrita por una ecuacién entre dichas variables, por ejemplo:



20.2 Grafica de una funcion

y=x2—4,y=:\)‘16—4x2,y= —J% , etc.

] ~x

20.2 Grafica de una funcion

Dada una funcién f : R — R, y = f(x), entonces, para un valor x de la
variable x se puede considerar el par (xq, f(xg)). Este par representa un
punto P en el plano cartesiano (véase la figura)

y =f(x)
v M T . UG NN ) RO - Py = (x f(xq)
PR | eonseirrimenietiteded + Po=(x0, fx0))

X0 X1

Si ahora consideramos el conjunto de todos los puntos obtenidos de
esta manera, obtenemos un subconjunto del plano que llamaremos
grdfica o grafo def.

En la mayoria de las funciones que vamos a considerar la grifica de f
serd una curva.
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Grificade f

S
20.2.1 Ejemplo

Consideremos la funcién f : R = R, y = 3x - 1, la gréfica de esta
funcidn es una recta que pasa por los puntos (0,-1)y (1, 2):

0/ X
Py = (0, -1)

0
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20.3 Operaciones con funciones

* La funcién del ejemplo anterior es un caso particular de la clase de
funciones y = f(x) = ax + b, llamadas funciones lineales. La grifica de
cada una de estas funciones es una linea recta. El nimero “a” se llama
pendiente de la recta y mide la inclinacién respecto del eje OX.

20.2.2 Ejemplo
Sea la funcién y = f(x) = x%.La grifica de esta funcién es una pardbola.

-5 0 5

» Lafuncién anterior es un caso particular de la clase de funciones

y=ax2+bx+c,(a¢0)

llamadas funciones cuadrdticas. La grifica de cada una de estas
funciones es una pardbola.

Dadas dos funciones reales definidas en el mismo conjunto A, RD A :

f:A—R, g:A—->R
x — f(x), X = g(x),

419



20 Funciones

Se define la funcion suma f + g : A — R, como aquélla que toma en
cada punto x€ A el valor:

(f+g)(x) =f(x) + g(x).

Se define la funcion diferencia f - g : A — R mediante:
(f- g)(x)=1(x) - g(x), para todo x€ A.
Se define la funcion producto f.g: A — R, como aquélla que toma en
cada punto x€ A el valor:

| (f. g)(x)=1(x) . g(x).

Se define el cociente f/g: A — Rmediante :

(f) (x) = ﬂ,para todo x € A.
g g (x)

» Observemos que para que el cociente esté bien definido g(x) no debe
anularse nunca, es decir, debe ocurrir g(x) #0, para todo xe A.

Ademds de las operaciones que acabamos de definir se tiene la
composicion de funciones, que se conoce de la teorfa de conjuntos, y que
juega un papel importante en la teorfa de funciones de variable real. Se
puede definir de la siguiente manera:
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20.3 Operaciones con funciones

Sean f, con dominio A, y g funciones tales que el recorrido f(A) dé f se
encuentra en el dominio B de g. Se define la composicion de f con g,
como la funcién g o f, que toma en los puntos del dominio de fel valor

(g o N(x) = g(f(x))

20.3.1 Ejemplo
La funcién h(x) = +Jx + 3 que estd definidaen A = {x € R, x 2 -3},

es decir,h: A > R, x— Jx + 3, es lacomposicién de las funciones:

f:A—=R
X—x+3

g:RT SR x 5 +Jx ,
donde R*={xe R,x>0}.Esdecir,h=gof.
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20 Funciones

Llamaremos funcion identidad 1 a la funciénI: R = R, x — I(x) = x.
Dada una funcién real diremos que tiene una funcién inversa £ cuando

fofl=flf=1

20.3.2 Ejemplo

La funcién inversa de f(x) = x> viene dada por f - 3 .

« Las grificas de las funciones f y f! tienen la sencilla propiedad
geométrica de ser simétricas respecto de la diagonal del primer y tercer
cuadrantes. Este hecho se ilustra en la figura siguiente para la funcién y

=1x).

A, %) = (3, £15),
2 4 6

20.4 Propiedades de las funciones

En esta seccion clasificaremos las funciones atendiendo a algunas
propiedades notables. Asi introduciremos las clases de funciones
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20.4 Propiedades de las funciones

positivas y negativas, crecientes y decrecientes, y pares e impares.

En capitulos posteriores hablaremos de dos clases muy importantes en
el estudio de las funciones reales, que son las funciones continuas y las
funciones derivables.

Se dice que una funcion f : R — R es positiva cuando f(x) = 0 para
todo xe R. Se dice que es estrictamente positiva cuando f(x) > O para
todo xe R.

* La grafica de una funcién positiva queda siempre por encima del eje
OX de abscisas, en el llamado semiplano superior.

* Andlogamente se llaman funciones negativas aquellas funciones f
que verifican f(x) < 0, para cada xe R, y serdn estrictamente negativas
cuando f(x) <0, para cada xe R.

f positiva

pe :

f estrictamente
negativa
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20 Funciones

a) fx)= x2 es una funcion positiva,
b) f(x)=-1- x* es una funcién negativa,
¢) f(x)=3x no es ni positiva ni negativa.
« Una funcién f : R — R se dice que es monétona creciente si cuando el

valor de la variable x crece entonces el valor de la funcién f(x) también
crece. En términos mds precisos

Una funcién real f es mondtona creciente si para X; < X, entonces
f(x,) < f(x,). Se dice que es mondtona estrictamente creciente si cuando
X < X, entonces f( x1) <f(Xp).

« De manera andloga si para x| < X, se verifica f(x) 2 f(x,) hablamos
de una funcién monétona decreciente. Y diremos que f es estrictamente
decreciente cuando de X < X, se deduce f(x; ) >f(x7).

20.4.2 Ejemplo
'%

a) f(x) = x" es estrictamente creciente.

b) f(x)= { I,x=<0 es decreciente
=] . x>0

y sus graficas son

a)
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20.4 Propiedades de las funciones

f(x1) < f(xy)

-2 2
b)
1.2 4
08 + :
06 f decreciente
e’ &
AR <
i I { I
2 -1 0 1 2
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20 Funciones

Diremos que una funcién f : R — R es par cuando f(x) = f(- x), para
todo xe R.

« Larazén de esta terminologia es que las funciones potenciales f(x) =
- x™ (me N) son funciones pares segln nuestra definicion si, y sOlo si, m
es par.

No todas las funciones pares son de esta forma. Similarmente se llaman
funciones impares aquellas funciones f tales que f(x) = - f(- x) para todo
xe R.

20.4.3 Ejemplo
a) La funcién f(x) = | x | es una funci6n par

b) La funcién f(x) = % (xe R - {0}) es una funcién impar.

y sus gréficas son las siguientes: a)

259

f(x) = Ixl es par
2 -4
15T
1 =+
5 +

I } I

X
2 -1 0 1 2

b)

426



20.5 Ejercicios

f(x) = (1/x) es impar

i % Notas Historicas

Agustin Louis Cauchy. Matematico Francés nacido en Paris en 1789.
Profesor en la prestigiosa Escuela Politécnica de Paris, se considera que
fue quien sentd los fundamentos rigurosos del Calculo moderno.

Cauchy y sus contemporédneos fueron quienes comenzaron a dar
claridad a conceptos como el de funcién que hasta el momento habia
sido utilizado sin un sentido totalmente preciso por matemdticos
anteriores como Euler y Lagrange.

Es una figura estelar dentro de las Matematicas, y en particular, dentro
de la Teoria de Funciones, son fundamentales sus contribuciones al
estudio de las funciones de variable compleja.

rEsSsEER RRTSR a
20.5 Ejercicios

1.- Estudiar si las siguientes funciones son monétonas:

a)f(x)=x+1

b) f(x) = x2+1
x+1

c) f(x)= ——
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20 Funciones

2.- Estudiar si son pares o impares las siguientes funciones:
a) f(x) = Ix°!

x2+l

X

b) f(x) =

3.- Demostrar que la Gnica funcién que es par e impar es la funcidén
constante de valor cero.

4.- Demostrar que las funciones mon6tonas estrictas (crecientes o
decrecientes) son inyectivas.
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Polinomios

En este tema se introduce el concepto basico de polinomio, se definen
las operaciones aritméticas entre polinomios y se presenta la
descomposicién de un polinomio en factores simples.

21.1 Concepto de Polinomio

Los polinomios son expresiones en las que aparecen unos numeros
determinados, llamados coeficientes, relacionados con una variable
mediante las operaciones elementales de suma, diferencia y
multiplicacién. Los polinomios dan lugar a las funciones polinémicas,
que son los ejemplos mds sencillos de funciones que se pueden presentar.

La importancia de los polinomios es miltiple tanto en las matematicas
puras como en las aplicadas. En estas tltimas, aparecen a la hora de
aproximar funciones. Estas aproximaciones permiten operar de forma
mads fécil y rdpida, siempre que se estudie previamente el error que se
comete al realizarlas.

Un polinomio, P, con coeficientes reales es una expresion de la forma

o =R n=i :
a x +a, X +...+d|x+ao,

donde ag, ay, ...,a€R.
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« Los ndmeros reales aj, aj, ..., a, se llaman coeficientes del
polinomio. Algunos de estos coeficientes pueden ser iguales a cero. Si
suponemos que a, # 0 diremos que n es el grado del polinomio.

21.1.1 Ejemplo

Es decir, se llama grado de un polinomio al exponente de la potencia
méaxima con coeficiente no nulo, de entre las que aparecen en la
expresion del polinomio. En la definicién anterior tendremos que el
grado es n y escribiremos grad(P) = n, si a, # 0, dicho coeficiente a,

recibe el nombre de coeficiente principal de P.

« Los polinomios se suelen representar por letras tales como P, Q, S, 0
bien si se especifica la variable por P(x), Q(x), S(x).

a) Los niimeros reales se pueden considerar como polinomios de grado
cero. En particular P(x) = 3, representa al polinomio P(x) = 3x0.

b) Los polinomios de primer grado son los de la forma P(x) = a;x + a,
a, # 0,y se llaman también polinomios lineales. Un caso particular es
P(x)=3x-2.

¢) Los polinomios de segundo grado son los de la forma

P(x)= a2x2 +ayx +ag, ap #0,

y se llaman polinomios cuadriticos. Un ejemplo es P(x) = x2+ 1.

Funciones polinémicas. A todo polinomio P(x) se le puede asociar
una funcién que se representard con la misma letra

P:ROR,x—> anx"+an_lx“_'+...+a|x+u0.



21.2 Operaciones con polinomios

Dicha funcién hace corresponder a cada nimero real x( la imagen P(x),

que se obtiene substituyendo en el polinomio la variable x por el nimero
real x.

R s et e i ]
21.2 Operaciones con polinomios

Dados dos polinomios cualesquiera, P(x) y S(x), siempre podremos
escribirlos en la forma

n

= n =]
P(x)= R K R K +...4a,x+a,

n

S)= b x"+b, _x"7'+. . .+b x+by,

pues, en el caso en que no sean del mismo grado, por ejemplo, si
grad(S) =m < n = grad(P),

entonces escribiremos b, =b, 1 =...=by,1=0.

Habiendo escrito dos polinomios P, S en la forma anterior se define la
suma de dichos polinomios, Py S, como el polinomio

n-1

(P + S)(X) = (ap + by)X" + (a1 + by )X +... + (ag + by).

» Anilogamente se define el polinomio diferencia P - S mediante

(P - S)(%) = (ap - by)x™ + (ap_1 - by X" + ... + (a9 - by).
A continuacién se define el producto de polinomios.
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21 Polinomios

Se llama producto o multiplicacién de los polinomios P y S al
polinomio P . S cuyos coeficientes vienen dados por

C= ank +a bk—l + 32bk_2 A 3kbu, 0<k< grad(P) + grdd(S)

« La definicién anterior de producto de dos polinomios podria parecer
a primera vista complicada y no justificada, sin embargo es facil llegar a
tal expresiodn de la siguiente forma natural: si se expresa el producto de
dos monomios, es decir, de polinomios que constan de un solo término,
de la siguiente forma

{apfilbax) = a b,

entonces se llega a la definicion anterior para polinomios cualesquiera
multiplicando todos los términos de P por todos los términos S y
agrupando los productos obtenidos con el mismo exponente.

21.2.1 Ejemplo
Sean P(x)=x-1,S(x)= x%+x + 1, entonces
a) (P+S)(x) =x% +2x
b) (P-S)(x)=-x%-2

Q) (P.S)x)=x(x2+x+1)-(xZ+x+1)=x> +x 2

+X“+X-X -x-1=x-1.

21.3 i oios

Procediendo de una manera andloga a la del caso de los numeros
enteros se puede probar el siguiente resultado:
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21.3 Division Euclidea de Polinomios

i1

by

cacicrig de

gt g
AThieh iy

Los polinomios Q y R son tnicos. En efecto supongamos que Q, Ry
satisfacen también las condiciones del cociente y el resto de la division
de Py S, es decir,

P=SQ; +R;, grad(R;)<grad(S),

entonces de esta relacion junto con la anterior se obtiene por
substraccion

S(Q-Qp)=R;-R.
Sifuese Q- Q #0, setendriaque R; -R #0 y
grad( R, - R) = grad(S) + grad(Q - Qq) = grad(S),
lo cual es imposible, puesto que
grad(R) < grad(S) y grad(Ry)< grad(S).
« No presentaremos una demostracion detallada de la existencia de Q

y R y nos limitaremos a presentar un ejemplo para describir el
procedimiento de obtencion.
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T
21.3.1 Ejemplo

Obtener el cociente y el resto de dividir el polinomio P(x) = 3x3-1 por
Sx)=x>+x+1.
Solucion

2
33 +0x2+0x-1 | X +x+1

-(3x3 +3x% +3x) 3x-3
-3x%-3x- 1
-(-3x2-3x-3)
+2

donde obtenemos Q(x)=3x-3 y R(x)=2.
El primer término del cociente 3x ha sido obtenido dividiendo el
término de grado superior de P(x), es decir, 3x3, entre el término de

grado superior de S(x), x2, asi pues hemos obtenido 3x3/ x* = 3x. Una
vez obtenido el primer término de Q, se multiplica este término por S, es

decir, efectuamos el producto 3x . (x2 + x + 1), y el resultado se subtrae
de P, obteniendo el polinomio

Py(x)=-3x%-3x-1,

que tiene grado menor que P. A continuacién procedemos con P como
hicimos al comienzo con P.

e Un caso particular de divisién de polinomios ocurre cuando el
polinomio S es un polinomio de grado uno de la forma x - a. En este caso
el procedimiento general antes descrito puede escribirse en forma mas
abreviada, de la manera que indicamos a continuacién, que se conoce
como regla de Ruffini, y en la que s6lo aparecen los coeficientes de los
polinomios.



21.3 Division Euclidea de Polinomios

Dado el polinomio anxn e 1x“ el ...+a;X+a, entonces los
coeficientes del cociente, Q, (c,.1, Cy-2s ---» €g) ¥ €l resto R de dividir
dicho polinomio por x - a, se pueden obtener de la siguiente forma:

ap dn-1 ap ... aj ag
# Ch12 Cpoa...Cra coa
Cp-1(=35) Cp2 Cp3...  Cp R

donde cada nimero de la ultima fila se obtiene sumando los niimeros
que se encuentran encima.

Es evidente que si en la expresiéon P = (x - a)Q(x) + R(x) hacemos
x = a, tenemos P(a) = R. Luego para que un polinomio sea divisible por
X - a, basta que dicho polinomio se anule para x = a, ya que entonces el
resto es cero.

21.3.2 Ejem

(a) Dividir el polinomio P(x) =x*+ 2x3 - 3x2 +4x —-29 entre el
polinomio S(x)=x-7.

(b) Dividir el polinomio P(x) = x3+3x2—4 entre el polinomio
S(x) =x+2.

(c) Dado el polinomio P(x) = 4x> - 6x% + 15x + m se pide determinar
m de manera que al dividir dicho polinomio por x + 1 el resto sea igual a
-30.

Solucion
(a)
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1 2 -3 4 -29

3 3 15 36 120
1 5 12 40 91(=R)

El polinomio cociente Q serd aquél cuyos coeficientes vienen dados
por los primeros términos de la fila inferior del esquema

Q) = x>+ 5%% + 12x + 40

(b)
g9 o -4
2 2. 4. 4
1 1 2 0(=R)
QX)=x>+x—2.
(c)
4 6 15 m
4 4 in™ B8

4 -10 25 m-25(=R)

luego resolviendo la ecuacién m - 25 = - 30, se obtiene el valor buscado,
m=-5.
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21.4 Descomposicion en factores de un polinomio

Se dice que un niimero real a es una raiz del polinomio P, cuando el
valor de la funci6n polinémica asociada es cero en a, es decir, si P(a) = 0.

« El conocimiento de las raices de un polinomio es de un gran interés,
pues en particular veremos que permite una descomposicion del
polinomio como producto de polinomios maés sencillos. Ademas
conociendo las raices del polinomio podriamos practicamente
reconstruir el polinomio.

Con el fin de establecer de forma precisa estos hechos introducimos la
nocién de divisibilidad de polinomios.

Decimos que un polinomio P es divisible por otro polinomio S cuando
el resto de la division de P por S es el polinomio nulo, es decir, R=0.

La definicién anterior equivale a decir que P se puede escribir de la
forma P =S . Q, siendo Q un polinomio, el cociente de la division de P

por S
A continuacién probamos el siguiente hecho bésico:

En efecto supongamos que a es una raiz de P, es decir, P(a) = 0.
Dividimos P entre el polinomio S(x) = x - a, entonces podemos escribir

P(x)=(x-a)Q+R,
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donde
grad(R) < grad(x-a) =1,

es decir, R ha de ser un polinomio de grado cero, es decir , una constante.
En particular para x = a se tendrd P(a) = R y puesto que P(a) = 0,
concluimos que P(x) = (x -a)Q.

Reciprocamente si P(x) = (x - a)Q(x), entonces haciendo x = a se
obtendrid P(a) = 0.

A continuacién introducimos la definicién de raiz maltiple de un
polinomio. Responde a la idea de que varias de las raices del polinomio
se encuentran localizadas en un mismo punto X = a.

Una definicién precisa de este hecho se enuncia de la siguiente forma

21.4.1 Ejemplo

Un niimero a€ R es una raiz miltiple de orden m de un polinomio P,
cuando P es divisible por (x-2a)™ ynoloespor (x- a) L,

« Cuando m = 1 hablaremos de raices simples. Cuando m = 2 de raices
dobles, etc.

El polinomio P(x) = x2 - 2x + 1 tiene una raiz doble en x = 1. En efecto
P(x) = (x - 1)%.

« No todos los polinomios tienen alguna raiz en el campo real. Por
ejemplo el polinomio P(x) = x2 + 1, no puede tomar el valor cero para
ningtin valor a€ R, pues siempre es P(a) = 1.

Sin embargo, si nosotros admitimos no solamente raices reales a € R,
como hasta ahora, sino también raices complejas, es decir, nimeros
complejos a € C tales que P(a) = 0, entonces la situacion es diferente.



21.4 Descomposicién en factores de un polinomio

En efecto se tiene el siguiente resultado:

Este teorema, central en Matemiticas, requiere métodos de cardcter
mds avanzado que los que se han visto en este curso para su
demostracién. Asi pues, nos limitaremos a enunciarlo y lo utilizaremos
para la descomposicién en factores de un polinomio.

Antes de proceder a presentar la descomposicion en factores, haremos

una importante observacién sobre las raices complejas de un polinomio
con coeficientes reales.

23*‘3«: wﬁ;
o

En efecto, si
P(x) = (x - )"Q(x),
tomando conjugados, también se tendra
P(x)=(x-a)"Q(x),

y como P(x) = P(x), puesto que estamos suponiendo que P tiene
coeficientes reales, deducimos

P(x)=(x- a)"Q(x),
es decir ., es también una raiz de orden n de P.
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Finalmente presentamos la descomposicién en factores de un

pol

21.4.2 Ejemplo

3
te la descompos

icién

como se puede ver

1

oP(x)=x"-8
i, admi

ade Ruffin

El polinomi

regl

+2x+4)

-8 =(x-2)(x>

X3

P(x)=

#

1ene raices rea

x2+2x +4noti

10 Q(x)

1nomio

Esta es la descomposicién enunciada en nuestro teorema, puesto que el

pol
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21.5 Funciones Racionales

.5ncioes Racionales

Intimamente relacionados con los polinomios y con las funciones
polinémicas estdn las funciones racionales.

Se llaman funciones racionales a las funciones de la forma

P(x)

T™ = 5m

donde P(x), S(x) son funciones polinémicas, con S(x) #0.

En la definicién de funciones racionales P, S pueden ser polinomios
arbitrarios con tal que S # 0. Sin embargo, en el estudio de las funciones
racionales nos vamos a restringir a las funciones racionales propias, es
decir, aquellas para las cuales grad(P) < grad(S). En efecto en caso
contrario, si grad (P) = grad(S), podemos efectuar la division euclidea de
P entre S, de tal forma que podemos escribir P = SQ + R, grad(R) <
grad(S). Utilizando esta relacién, la funcién racional T adopta la forma

T(x) = S(x)Q(x) +R(x) _ Q(x)+R(x) :

S (x) S (x)

Utilizando la descomposicién en factores de un polinomio , se obtiene



21 Polinomios

la descomposicién en fracciones simples de una funci6n racional propia.

No describiremos con precisién tal descomposicion ni daremos una
demostracién de la misma. Ilustraremos, a continuacion, este teorema
con algunos ejemplos.

e
21.5.1 Ejemplo

a) Caso de una funcién racional cuyo denominador tiene sélamente
raices reales simples.

Para descomponer en fracciones simples la funcién racional

3x+1

x2~—l

T(x) =

obtenemos en primer lugar la descomposicién en factores del
denominador

x2-1=(x-Dx+1).

La descomposicion en este caso serd de la forma

T(x)—3x+l— A +A2
S ahog w1 xAl
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21.5 Funciones Racionales

Operando se obtiene

3x+1 _ (A+A)X+A;-A,

%=1 e 1
igualando numeradores,

3x+1

(A +A)x+A —A,,

identificando coeficientes,
Al + A2 =3
A] = AQ = 1,

y resolviendo este sistema resulta A; = 2, A, = 1. Por tanto, la
descomposicion obtenida es

2 1
+

T et ey

b) Caso de una funcién racional cuyo denominador tiene raices reales
multiples.

Para obtener la descomposicion en fracciones simples de la funcion
racional

2x+1

x> = 2x% +x

T(x) =

procedemos como en el caso anterior y descomponemos en factores el
denominador,
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21 Polinomios

x3-2x2 +x=x(x-1).
En este caso la descomposicion buscada seréd de la forma
Ap . Ay A

T(x) =g — = — + S+
x> =2x"+Xx X (x=1)

x—1"
Operando se obtiene

x4l A x=DIHAX+AX (-1

x3—2x2+x x3—2x2+x

(A +A) X+ (Ay—Ay—2A) X +A,

x> — 2x% + X

igualando numeradores e identificando coeficientes

AI+A3=0
A,—Ay—2A, =2
Ag=]

y resolviendo el sistema se obtiene

AI-:I, A2:3, A3:_1,
es decir,
x=1
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21.5 Funciones Racionales

¢) Caso de una funcién racional cuyo denominador contiene raices
complejas.
Sea la funcién racional

2x

x‘—x2+x—1

T(x) =
La descomposicion en factores del denominador es, en este caso,

Coxlex—1= (x=1) (X+1).

En este caso, la descomposicion en fracciones simples serd de forma

A
T(x) = — gx + 11+B;+C.
x> -x“+x-1 %= x“+1
Operando se obtiene
2x A (P +1) + (x=1) (Bx+C)
x3—x2+x—l x3—x2+x—1
(A;+B)x*+ (C—B)x+ (A, - C)
= 32 ’

X=X vkx=]
igualando numeradores e identificando coeficientes, se llega a

+B=0
-B
A: ~E

Al
C

Il

2
0,

—
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21 Polinomios

es decir

? i % Notas Historicas

Muhammed Mise ibn Al-Khwarizmi fue un matemdtico drabe que
vivié en el siglo noveno. Al-Khwarizmi escribi6 varios libros que
tuvieron gran transcendencia posterior. En uno de ellos aparece en su
titulo el término Al-jabr de donde derivé el actual término de Algebra.
Su nombre Al-Khwarizmi también ha dado lugar al término Algoritmo,
de uso habitual en Matemiticas.

21.6 Ejercicios
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1.- Comprobar las siguientes identidades de polinomios:
a) (x+1)? = x*+2x+1

b) (x—1)?
Oxi-1= (x+1) (x=1)

Hxo-1= (x=-1) (Z+x+1)

x2—2x+1

Il

2.- Efectuar las siguientes divisiones entre polinomios
X +x-1
x—=1

a)



xt+x7—x

x2+x+1

b)

3.- Descomponer en factores los polinomios:

a)x4—1
b)x3—3x2+2x

4.- Descomponer en fracciones simples:

1
A R

x2

b)
X 4+3x2+3x+2

21.6 Ejercicios
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Limites de funciones

En este tema se estudia el concepto de limite para funciones reales de
una variable real. De manera intuitiva, una funcién f tiene por limite L
en un punto a cuando f(x) puede aproximarse a L tanto como se quiera
siseelige x suficientemente proximo de a.

Limite de una funcion

En todo lo que sigue consideraremos funciones reales de variable
real, es decir funciones definidas en un subconjunto de R y que toman
valores en R.

f(x)

! s B

L

f(x)

X—>a<—X

Representacion grafica del limite de la
funcién f(x) cuando x tiende hacia a
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Sia y L son nimeros reales y fes una funcin, laexpresion
lim f(x) =L,

X—a
se lee: el limite cuando x tiende hacia a de f(x) es L, o también f{x)
tiende hacia L cuando x tiende hacia a. Esto significa que f(x) puede
hacerse tan préximo a L como queramos siempre que x se elija
suficientemente préximo de a; con mds precision:

- Se dice que una funcién f tiende hacia L, o que tiene por limite L
cuando x tiende haciaa y se escribe

lim f(x) =L,

X—a
cuando paracada £€>0 existeun 8>0 talque |f(x)-Li<e siempre
que 0<Ix-al<d.

« La desigualdad | f(x)- L | <& precisa la proximidad deseada entre
f(x)y L.Las desigualdades 0 <Ix-al <9 fijan la proximidad que ha de
existir entre x y a para que se cumpla | f(x)-LI<e.

y y
~ f(x)
L L‘f
\-/E (8 7
X
gt
a B T
Para cada €>0 existeun 8>0 talque |f(x)-LI<e siempre
que O<lx-al <d

Se dice que una funcién f tiende hacia L, o que tiene por limite L
cuando x tiende hacia a por la izquierda y se escribe




22.1 Limite de una funcion

hm: f(x) =L,
X —a—
cuando para cada € > 0 existe un 6> 0 tal que | f(x) - Li< & siempre que
O<a-x <.
Se dice que una funcién f tiende hacia L, o que tiene por limite L
cuando x tiende hacia a por la derechay se escribe
lim f(x)=L,
X—>a+
cuando para cada € >0 existeun §>0 tal que |f(x)-LI<e siempre
que 0<x-a <39.

De manera intuitiva, x  tiende hacia a por la izquierda
(respectivamente, por la derecha) cuando x se aproxima hacia a
manteniéndose menor (respectivamente, mayor) que a.

* Los limites por la izquierda y por la derecha de f en a se llaman
limites laterales de f en a.Como

gl {a—x si x<a
X—a si x>a

la condiciébn O< Ix - al < & que figura en la definicién de limite
equivale a las dos condiciones

O<a-x<dy O<x-ac<d.
Por consiguiente, se verifica
lim f(x) =L
X—a
siy s6lo si se cumplen
lim f(x) =Ly lim f(x)=L;
X —a+

X—a—
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22 Limites de funciones

con otras palabras,

i

SEEEEE

f(x)

Existen los limites por la derecha (= 4) y por la
izquierda ( = 2), cuando x tiende a 5, pero no
coinciden. Por tanto la funcién no posee limite

enx=35

oo
22.1.1 Ejemplos

a) Sea c un niimero real y sea f la funcién constante definida por
f(x) = c para cada x € R. Entonces, para cualquier niimero a se tiene

lim f(x)=c,

X—a

pues paracada €>0 se cumple |f(x)-cl=Ic-cl=0paratodox eRYy
la condicién de la definicién de limite se satisface con cualquier & > 0
que se elija.

b) La funcién identidad, f(x) = x paracada x € R, verifica

lim f(x)=a
X—a

paratodo a € R. Enefecto, paracadae>Oexisteun &> 0 tal que
If(x)-al=Ix-al<e
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22.2 Calculo de limites

siempre que | x - al<d. (Bastatomar d=¢).

¢) La funcién f definida por

-1 si x<0

f(x)=
1 si x20
no tiene limite cuando x tiende a cero pues

lim f(x)= lim (=1) =-1
x — 0— (x) x—}(}—( )

lim f(x)= i 1=l
x—=0+ x—0+

y el limite de f cuando x tiende a cero no existe porque los limites
lateralesde f en O sondistintos.

d) Sea f la funcién definida por

f(x) = {1 si x<l1

X st x21
Entonces
lim f(x)= lim 1 =1
x—1- x— 1-
¥
lim f(x)= lim x =1
x— 1+ X—1+
y por tanto,

lim f(x)=1.
x—1

22.2 Calculo de limites

El limite de la suma, diferencia o producto de dos funciones es igual a
la suma, diferencia o producto de los limites, respectivamente. El limite
del cociente de dos funciones es igual al cociente de los limites cuando
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22 Limites de funciones

el del denominador es distinto de cero.

Aqui nos limitaremos a enunciar formalmente estas cuatro
propiedades omitiendo las demostraciones. El lector interesado en ellas
puede encontrarlas en cualquier libro de célculo.

Si lim f(x) =Ly lim g(x) =M, entonces
XxX—a X—a

. lim (f+g) (x) =L+M,
X—a

(]

.lim (f—-g) (x) =L-M,

X —a
3. lim (fg) (x) =LM,
X—a
f L
4. h A = —
xlﬂla(g) (x) M cuando M # 0

]
22.2.1 Ejemplos

a) Por induccién resulta que para cualquier nimero natural n se
cumple

lim x" =a"
X—a
en todo punto a. En efecto: Hemos visto ya que esto se cumple para
n = 1. Supongdmoslo cierto para n - 1, es decir, supongamos que
lim x" ' =a™!,
X—a

Entonces, como el limite de un producto es el producto de los limites,
-1

n

. n f n .
lim x"= lim x" " 'x =a™la=a".

X—a X—a

b) Como el limite de una constante es igual a esa constante y el limite de
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22.2 Calculo de limites

un producto es el producto de los limites, se cumple

. n
lim cx” =ca"
X—a
cualesquiera que sean los nimeros reales a y ¢ y para todo nimero
natural n.

Esto nos permite calcular el limite de una funcién polinémica sin mas
que tener en cuenta que el limite de una suma es la suma de los limites:

lim (co+cqX+CyX2+..tcy X =co+cpa+cya’+.+cpa™
X—a
El limite de una funcién racional (cociente de dos funciones
polinémicas) se obtiene aplicando el hecho de que el limite de un
cociente es el cociente de los limites cuando el del denominador es
distinto de cero:

: g a2 n ) & ~5H
30+d]X+d2X +...+anx = a0+ala+azd +...+dna

lim =
X28h +b,x+bXx2+...+b_x™ ba+bja+b,a>+...+b_a™
0t 9 2 o+ D 0t 9 2 e 704

paratodo ac R con by+bja+bya’+..+byam#0.

c) A veces el cdlculo de un limite requiere algunas manipulaciones
algebraicas. Asi por ejemplo, si se trata de calcular

no podemos sustituir x por 2 en el numerador y en el denominador
pues ambos se anulan para x = 2 y nos quedaria una indeterminacion de
laforma 0/0. Sinembargo, para x #2 se cumple

X*=5x+6 _ (x=3) (x=2) _ x-3
gz an - K=~ %=1

y por tanto,
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22.3L

imites infinitos limites en el infinito

En 22.1 hemos definido el significado del simbolismo lim f(x) =L
X—a

cuando a y L son nimeros reales. Las ocho definiciones siguientes
precisan el significado de este simbolismo en los casosenque a o L o
ambos sean infinitos.

I. lim f(x) = -eo cuando para cada r € R existe un § > 0 tal que
X—a
f(x) <rsiempre que0<|x-al<®.

2. lim f(x) = +oo cuando para cada r € R existe un § > 0 tal que
X—a

f(x) > rsiempre que 0<Ix-al<®.

3. lim f(x) =L cuando paracada €>0 existe un s € R tal que
X —-o00

If(x) — LI<esiempre que x < s.

4. lim f(x) =-eocuando paracada r € R existeun s € Rtal que
X —>-00

f(x) < r siempre que X < S.

5. lim f(x) =+eocuando paracada r € R existeun s € Rtal que
X =3 =00

f(x) > r siempre quex < s.

6. lim f(x) =L cuando paracada € >0 existe un s € R tal que
X —+oo

If(x) — L1<€esiempre quex > s.




22.3 Limites infinitos y limites en el infinito

7. lim f(x) =-eocuando paracada r € R existeun s € Rtal que
X —> +oo

f(x) < r siempre que X > S.

8  lim f(x)=+eocuandoparacada r € R existeun s € Rtal que
X — +to

f(x) > r siempre que X > s.

Las propiedades de 22.2 se extienden para limites infinitos y para
limites en el infinito como sigue:
Sean a,L,Me R U | -eo} U {+o0} ysupongamosque lim f(x) =L
X—a
y lim g (x) =M, entonces
X—a

. lim (f+g) (x)=L+M,

X—ra

2. lim (f-g) (x) =L-M,

X—a

3. lim (fg) (x)=LM,
X —>a

4. lim (1) (x) :;\“_A suando M #0

x—a 8
|

« Estas propiedades se verifican siempre que estén definidos los
segundos miembros. Recordemos que no estin definidos ee - oo, 0.c0,
oo /ooy 1/0.

a) Sea f la funcién definida por
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f(x)= i para x #0,

X

Entonces limﬂf (x) =+oo pues paracada r e Rexisteun >0 tal que
x=F

f(x)>r siempre que 0<Ixl<&: Si r <0 para cualquier & > 0 se satisface

esta condicién, y si r> 0 basta tomar 8=1/Jr .

b) lim x=+oo porque paracada re€ R existe se Rtalque x>r
X — +o0
siempre que x > s (basta tomar s =r).
Por induccion resulta

. n
lim x =400
X = 400

y, en consecuencia,

para todo nimero natural n.

c) lim x=-oo porque para cadar € Rexiste s € Rtal que x <r

X —-00
siempre que x <s (basta tomar s =r).
Por induccion resultan
lim x*"=+oo y lim x>t 1=
X —-00 X —>-o0

y, en consecuencia,

para todo niimero natural n.

d) Consideremos una funcién polinémica

n-1

f(x)=cyx"+Cp_ X" +..+CX+Cp



22.3 Limites infinitos y limites en el infinito

Para x #0 se tiene

?

i e
X X

Cc c c
f(X)=Xn (cn_,_ n-1 1 0]

cuando Xx — +oo, el primer factor tiende a +c y el segundo factor
tiende a ¢, luego

, +o0si ¢c_>0
lim f(x) = »

X = +oo -eo si ¢ <0
Cuando x — -eo, el primer factor tiende a +e= si n es pary a-co si nes
impar, y el segundo factor tiende a ¢, luego
lim f(x)=

X — -00

{+m si n espar y ¢, >0 6 si n esimpar y ¢ <0

-co si n esimpar y ¢ >0 6 si n es par y ¢ <0

e) Los limitesen -ecyen +eo deuna funcién racional

n—1
+...+a]x+a0

. .n
ax +a, _ X

f(x) =

m m-—
b x"+b_ _ X +...+b;x+b,

se determinan facilmente dividiendo el numerador y el denominador por
xP siendo p el menor de los niimeros n y m:
i) Para | x | suficientemente grande se tiene

2 2_%
2x“-3 X
B -Tx—~1 gt

xx2

El numerador de esta ultima fraccion tiende a 2 cuando x — -e¢ y cuando
X —+oo. El denominador tiende a -co en el primer casoy a +co en el
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22 Limites de funciones

segundo. Por consiguiente,

2 Z
lim __%i__é__ = 0= lim __25_23—_
o e el | X243y _Tx—1

ii) Para | x | suficientemente grande se tiene

T S

40 +x +3 4 +

Cuando x tiende a -0 0 a +co el numerador de esta ultima fraccion
tiende a 3 y el denominador tiende a 4. Por consiguiente,

. 3x3—-?x2+1 3 . 3x3—?x2+1
lim e lim ==
X=h= 4x” +x+3 X=hA 4% #x43

iii) Para | x | suficientemente grande se tiene

5 1
2X"— —
25t —1 L x°

3x% =3 3

3
2
X
Cuando x tiende a - 0 a +oo el numerador de esta tltima fraccion
tiende a +e<y el denominador tiende a 3. Por consiguiente

T L ZRr—1
Iim b = 400 = lim ) {
X—=-003y% 3 X = +003y5 3

Se observard que en estos tres ejemplos hemos comenzado con las
palabras para | x | suficientemente grande. Esto lo hemos hecho con el
fin de que todas las fracciones estén definidas, es decir, con el fin de que
los denominadores sean distintos de cero.

» Los limites laterales de una funcién en un punto a € R pueden ser
infinitos. A continuaci6n se definen los cuatro casos posibles:
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22.3 Limites infinitos y limites en el infinito

1. lim f(x) = - cuando para cada r € R existe un 8 > 0 tal que
X—a—

f(x) <rsiempre que0<a-x <3d.

2. lim f(x) =4cocuando paracada r € R existe un 8 > 0 tal que
X —a—

f(x) > rsiempre que 0 < a-x<3d.

3. lim f(x)=-c cuando paracada r € R existe un 6 > 0 tal que
X—a+
f(x) <rsiempre que 0 <x-a <d.

4. lim f(x)=+oocuando paracada r € R existe un § > 0 tal que
x—a+
f(x) > r siempre que 0< x-a<d.

Estaclaroque lim f(x) =-c0 siysodlosi
X—a

lim f(x) =-c= Ilim f(x)
X —a-— Xx—a+

yque lim f(x) =+ee siysélosi
X—a

lim f(x) =+4c= lim f(x).
X — a— X—a+

e ]
22.3.2 Ejemplos

a) Sea f lafuncién definida por

f(x)= % para x#0,
Entonces

lim f(x) =-c0y lim f(Xx) =400
x = 0- x>0+
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22 Limites de funciones

y, portanto, noexiste lim f(x) .
x—=0

b) Sea f la funcién definida por

f(x)= _1__2 para x# 1.
(x=1)
Entonces
lim f(x) =+4ee= lim f(x)
x—=1- Xx—1+
y, por tanto,

lim £(x) =+co.
x—1

2.4 iercicios

1.- Estudiar si existen o no los limites cuando x — 0 y cuando x — 1
de la funcién f: R — Rdefinida paracada x € R por

x2—1 si x<0
fx)=4 x—1 si 0<x<1 -
x2+1 si x> 1

2.- Calcular los siguientes limites:
2

3 im XL
:{—)1x =1
2

By i X X240

7

x—=-253 4 352 4 2x

3.- Estudiar si existe o no el limite cuando x — 1 de la funcién
f: R- {1} = R definida paracada x # 1 por
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X

f(x)=
x -1

4.- Calcular los siguientes limites

: 1 3
a) .hmlfx_l—x3_1),

. X+2 x—4
b) hm[2 + 5 ]
x>\ x“—5x+4 3(x*-3x+2)

5.- Calcular los siguientes limites:
3

a) lim
x—+eoy? 4 |

1

2
by dink 2x7+x+1

x_H'“’“?’xz—-x+l

22.4 Ejercicios
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Funciones continuas

De manera intuitiva, una funcién es continua en un intervalo cuando
su grifica en dicho intervalo puede dibujarse sin levantar el ldpiz del
papel. Con mds precision, una funcién f es continua en un punto a
cuando el limite de f en a coincide con el valor de f en el punto a, lo que
nos dice que los valores de f en puntos proximos a a se aproximan a
f(a), y una funcién es continua en un intervalo cuando lo es cada uno de
sus puntos.

3.ncione coiuas i

Dados un nimero real a y una funcién f, no siempre se cumple que
lim f(x) = f(a).

X—a

Puede ocurrir que la funcién f no esté definida en el punto a, en cuyo
caso no existe f(a)y laigualdad anterior no tiene sentido.

También puede ocurrir que no exista lim f(x), en cuyo caso
X—a

tampoco tiene sentido la igualdad.
Finalmente, aunque existan lim f(x) y f(a), puede ocurrir que
X—>a

sean distintos.
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23 Funciones continuas

Se dice que un funcién fes continua en un punto a cuando
lim f(x) =f(a).

X—a

* Con la terminologia épsilon-delta esto significa que para cada € >0
existe un 8> 0 tal que If(x)-f(a)|<e siempreque 0<|x -al< 8. Pero
para x = a también es

If(x) - f(a)l =|f(a)—f(a)l=0<e.

Por consiguiente, podemos suprimir la condicién 0<|x -aly escribir la
definicion de continuidad en la siguiente forma:

Una funcién f es continua en un punto a cuando para cada € >0
existe un 6 >0 tal que If(x)-f(a)|<e siempre que [x-al<3d.

TR
23.1.1 Ejemplos
a) La funcién f definida por

e .
f(x)—; s1x#0

no es continua en 0O porque no estd definida en 0. Sin embargo, es
continua en cualquier otro punto a pues para todo a # 0 se verifica

lim f(x) = lim : = . =f(a).
X—a x—aX a
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23 Funciones continuas
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lim f(x)=lim 1=1=f(®).
X =

x—b

¢) La funcién fdefinida por
2
fx)={ X S x#0
1 si x=0
no es continua en 0 porque
lim f(x) = lim x> =0%1= f(0).
x—0 x—0

Sin embargo, es continua en cualquier otro punto a pues para todo
a # 0 se verifica

lim f(x) = lim x> =a?=1(a).
X—a X—a

d) Segiin vimos en el Ejemplo2 de 22.2.1, las funciones polinémicas
son continuas en todo punto y las funciones racionales son continuas en
todo punto que no anule al denominador.

Se dice que una funcién fes continua por la izquierda en un punto a
cuando

lim f(x) =f(a).
X — a-
Se dice que una funcién f es continua por la derecha en un punto a
cuando
lim f(x) =f(a).

X —»a+

« Esevidente que una funcién f es continua en un punto a siy solosies
continua por la izquierda y por la derechaen el punto a.




23.2 Operaciones con funciones continuas

Se dice que una funcién fes continua en un intervalo abierto (a, b)
cuando es continua en todo punto del intervalo.

Se dice que una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b]
cuando es continua en el intervalo abierto (a, b), continua por la derecha
en a y continua por laizquierdaen b.

23.2 Operaciones con funciones continuas

En efecto: Como f'y g son continuas en a, se verifican
lim f(x)=f(a)y lim g (x)=g(a)
Xx—>a

X—a
y por tanto,
lim (f+g) (x)= lim [f(x) £g(x)]=1f(a) * gla)=(f + g)(a)
X—a ¢ S K

lim (f g) (x)= lim [f(x)g(x)] =f(a) g(a)=(f g)(a),
X—a X—a

luego f+ g, f- gy f g son continuas en a.
Si ademads es g(a) # 0, entonces

lim((é) TN g (é) (a)

x —ag (X) : g (a)
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23 Funciones continuas

y por tanto, f/ ges continuaen a

Para ver esto, sea € > 0. Tenemos que probar que existe un & > 0 tal
que lg(f(x)) - g(f(a))l<e siempre que Ix-a|<3¥.

Como g es continua en f(a), existe un 8, tal que lg(y) - g(f(a))l < &
siempre que ly - f(a)l < §;.

Como fes continua en a, cualquiera que sea el nimero positivo &
existe otro nimero positivo & tal que If(x) - f(a)l < 8; siempre que
Ix - a| <8.

Por consiguiente, Ig(f(x) - g(f(a)l< & siempre que Ix-a|< §,
conforme queriamos demostrar.

T R R R U SRR S R R R
23.3 Funciones continuas en intervalos
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La imagen de un intervalo por una funcién continua es otro intervalo.
De este hecho se deduce que una funcién continua en un intervalo pasa
de un valor a otro tomando todos los valores comprendidos entre esos
dos (teorema de los valores intermedios) y que si una funcién continua
en un intervalo cerrado toma valores de signo contrario en los extremos
de dicho intervalo, se anula al menos en un punto interior al intervalo
(teorema de Bolzano). Finalmente, una funcién continua en un intervalo
cerrado tiene un maximo y un minimo en dicho intervalo (teorema de
Weierstrass).




23.3 Funciones continuas en intervalos

En efecto: pongamos I = [a, b]. Por la proposicion anterior, f(I) es un
intervalo que contiene a f(a) y a f(b), luego contiene también a c, es
decir, existe x € Ital que f(x) =c.

Basta observar que como 0 es un niimero real comprendido entre f(a)
y f(b), por el teorema de los valores intermedios existe al menos un
xe [a, b] tal que f(x) = 0, y como f(a) y f(b) son distintos de cero,
X € (a, b).

Segiin el Teorema de Bolzano la funcién f
se anula en un punto x del intervalo (a, b) J

SRR
23.3.1 Ejemplo

Como aplicacién del teorema de Bolzano vamos a probar que el
polinomio 2x3 + x - 1 tiene una raiz comprendidaentre Oy 1.

La funcién polinémica f(x) = 2x3 + x - 1 es continua en el intervalo
[0, 1] (es continua en todo R) y como f(0) =-1< 0yf(l1)=2>0, porel

teorema de Bolzano, existe al menos un x € (0, 1) tal que f(x)=0quees
lo que queriamos demostrar.
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23 Funciones continuas

s

Grifica de f(x) = 2x> + x - 1 enel
intervalo [0, 1]

Otra propiedad importante de las funciones continuas que
admitiremos es la siguiente:
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23.4 Continuidad de la funcidén inversa
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Se dice que una funcién f definida en un intervalo I es creciente
(respectivamente, decreciente) en I cuando para cada par de puntos X,

X, de Itales que x| <X, secumple f(x;) < f(xp) (resp. f(x1) > f(x7)).

Una funcién mondtona en un intervalo I es una funcién creciente o
decreciente en I.

Es evidente que una funcién monétona en un intervalo I es inyectiva
en I y existe, por tanto su funcién inversa f -1, Si ademds fes continua



23.4 Continuidad de la funcion inversa

en I se puede probar que f(I) es un intervalo. Mds auln, se puede
demostrar que su funcién inversa es también continua en I Nos
limitaremos a enunciar estas propiedades.

TS

R
23.4.1 Ejemplos
a) Sea n un niimero natural impar. La funcién f: R — R definida por
f(x)=x" para x € Res creciente y continua en R. Ademads, como

lim f(x)=-c y Ilim f(x) =+oo,
X — -oo X — +oo
paratodo ke R existen Xx,X;€ Rtalesque f(x))<k< f(xp) y, por
el teorema de los valores intermedios, existe x € R tal que f(x) = k. Por

consiguiente, el dominio de definicién de la funci6n inversa f L es
f(R) = R y dicha funcién inversa serd también creciente y continua en
R. Vamos a determinar esta funcién inversa.

Poniendo y = f(x) = x" se tiene f'(y) =x =/y, luego fl:R>Resla
funcién definida por

f'](x) =n/x paracada x € R.

b) Sea n un ntimero natural par. La funcién f: [0, +e0) = R definida
por f(x) = x" para cada x >0 es creciente y continua en [0, +eo).
Ademas, como f(0)=0y

lim f(x) =+ee
X = +oo

para todo nimero real k > 0 existe un nimero real x; > 0 tal que
f(0) <k <f(x;) vy, por el teorema de los valores intermedios, existe
x > 0 tal que f(x) = k. Por consiguiente, el dominio de definicion de la
funcién inversa ! es f([0, +o)) = [0, +e0) y dicha funci6n inversa es
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23 Funciones continuas

también creciente y continua en [0, +o). Para determinar esta funcién

inversa pondremos y = f(x) = x", con lo que i‘l(y) =x="1fy vy, por
tanto, f L. [0, +o0) — R es la funcién definida por

f1(x) =n/x paracada x>0.

c¢) Para calcular

lim (sz +3x — sz - 2x)

X — +oo

(obsérvese que es una indeterminacién de la forma (+o0) - (400)),
podemos proceder de la siguiente forma: De la identidad

a?-b%=(a-b)(a+b)
se deduce que para a #b se cumple

Z 2

a - —b

A B a+b

y poniendo a= .Jx2+3x y b= Jx? = 2x enestailtima resulta
2 2
+3x - -2
\/x2+3x-~/x2—2x=x al x) = IK =
Jx2+3x+Jx2—2x Jx2+3x+ X2 —2x
5
1—§+ l—g
X X

(en la dltima igualdad hemos dividido por x numerador y denominador,
lo cual es licito pues nos podemos limitar a considerar valores de x
mayores que cero. Ahora bien, haciendo el cambio de variable 1/x =
y, se tiene que X — +eosiy sélosiy — 0+, luego

lim 1—§ = Jim J1-3y=1

X —>+oo X x — 0+
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23.5 Ejercicios

ya que la funcién f(y) =1 - 3y es continua en 0 y la funcién g(t) =Jtes
continuaen t=f(0)= 1. Andlogamente se comprueba que

lim [1- % i.
X —>+oo X
Por consiguiente,
lim (X% +3x—x2-2x)=2.
X —=+eo 2

' jercicios

1.- Hallar el valor de la constante ¢ para que la funcién

Q si x#1
f(x) = x3—l
¢ &1 %=1

seacontinuaen 1.

2.- Estudiar la continuidad de la funcién f de R en R definida por

x2+2x si x<0

X .

f(x) = {5 8 0<sx<2
X six>2
x-—1

3.- Estudiar la continuidad de las funciones f y gde Ren R
definidas por
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23 Funciones continuas

0 si x<0 x+1 si x<1
: » 8= 1,
1 si x>0 Xx“ 81 x=21

f(x)= {

y la de la funcién compuesta gof.

4.- Probar que la funcion f: (0, +e0) — R definida por

X

f(x)=x+1

tiene inversa creciente y continua y determinar dicha funcion inversa.

5.- Utilizar la identidad
a3-b3 =(a-b)@®+ab+b?)
y el hecho de que la funcién "raiz cibica" es continua para calcular

lim (:1/)(3 + 3x2 - 3Jx3 +1).

X — oo
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Funciones derivables

En este tema se estudia el concepto de derivada de una funcién en un
punto y se establecen las primeras reglas de la derivacion.

241 Funcines drwles

Se dice que una funcion f es derivable en un punto a cuando existe
el limite

. f(a+h) —f(a)
lim ;
h—0 h

En este caso, dicho limite se designa por f'(a) y se llama derivada de
f en a.

Por consiguiente, una funcién f es derivable en a siy s6lo si los
limites

f(a+h) —f(a) . f(a+h) —f(a)
, lim
h— 0+ h h— 0- h

existen y son iguales. Estos limites se llaman derivadas laterales (por la
izquierda y por la derecha, respectivamente) de f en a.

Asi pues, la derivada de una funcién f en un punto a es, por
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24 Funciones derivables

definicidn,
f(a+h) —f
R g B2 ~100
h—0 h
cuando este limite exista. A veces se escribe
f(x) —f(a)

fi(a)= lim
X—a X—a

lo cual no supone més que el cambio de notacion x=a+ h (Obsérvese
que cuando h tiendea 0,x tiende hacia a y reciprocamente).

Se dice que una funcién f es derivable en un intervalo abierto (a,b)
cuando es derivable en todo punto de dicho intervalo.

]
24.1.1 Ejemplos

a) Sea f lafuncién definida por f(x) =c para cada x € R, donde ¢
es un nimero real dado. Entonces

f(a+h) —f =
e LA I 5 S i 0=
h—0 h h—0 h h—0

y, por tanto, la funcién f(x)=c es derivable en todo punto y f(a)=0
paratodo a.

b) Sea f la funcién definida por f(x) = x paracada x € R. Entonces

f(a+h) —f(a) ., a+h-a :
1im = Jigy S S =ilim 1= 1
h—0 h h—»0 h h—0

y, por tanto, la funcién f(x) = x es derivable en todo punto y f(a)=1
paratodo a.
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24.1 Funciones derivables

¢) Sea fla funcién definida por f(x) = x? paracada x € R.Entonces

g i3
f(a+h) —f h)” -
i, Aol TH ) AR R (2a+h) =2a
h—0 h h—>0 h h—0

y, por tanto, la funcién  f(x) = x2 es derivable en todo punto y
f(a) =2a paratodo a.

d) La funcién f definida por f(x) = | x | para cada x € R no es
derivable en a=0 puestoque

f(h) —f(0) _ bl _ 1 si h<0
h h 1 si h>0
y por tanto
f(h) —f(0 f(h) —f(0
lim L_Q =-1 y lim M =1,
h— 0+ h h — 0- h
luego no existe
L f() —£(0)
h—0 h

» Sea funa funcién derivable en un punto ay consideremos la grafica
de f, es decir, el conjunto de puntos de R? de la forma (x, f(x)) donde x
recorre el dominio de f. Dos puntos de la gréifica de f determinan un
recta secante a dicha gréfica. La ecuacién de la secante que pasa por el
punto (a, f(a)) y por otro punto arbitrario (a+h,f(a+h)), h# 0, dela
grafica de f es
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24 Funciones derivables

480

f(a+h) - f(a)

f(a)

a a+h

f(a+h) —f(a)

y - f(a)= H

(x-a).

La tangente a la grifica de f en el punto (a, f(a)) es la recta limite de
las rectas secantes que pasan por (a, f(a)) y por otro punto arbitrario
(a+h, f(ath)), h # 0, de la grafica cuando este Gltimo "tiende a
confundirse” con el punto (a, f(a)), es decir, cuando h tiende a 0. Pero
cuando h tiendea O el cociente

f(a+h) —f(a)
h

tiende a f'(a). Asi pues, por definicién, la tangente a la grdfica de f en
(a, f(a)) es la recta

y - f(a) =f(a) (x -a).

Obsérvese que esta tangente solo estd definida cuando f es derivable
en a. Obsérvese también que la tangente en (a, f(a)) es la recta que
pasa por (a, f(a)) y que tiene como vector direccional (1, f'(a)).




24.1 Funciones derivables

En efecto, por ser f derivableen a existe

paye it - Sz 8,

X—a X—a

y como, para X #a, es

f(x) - f(a) = fﬁfigégflxx-@,
se tiene

lim (f(x) ~f(a))=f(2).0=0
luego

lim f(x) =f(a)
X—>a
es decir, fes continuaen a.

* EI resultado reciproco no es cierto en general. Hay funciones
continuas que no son derivables. Un ejemplo nos lo proporciona la
funcién f(x) =1x | que es continua en 0 pero no es derivable en 0.
Incluso existen funciones que son continuas en todo punto y no son
derivables en ninguno.

El resultado anterior nos da un criterio de no derivabilidad. Si una
funcién no es continua en un punto a entonces tampoco es derivable en
a pues, si lo fuese, en virtud de dicho resultado, seria continua en a.

[
24.1.2 Ejemplo

La funcién f definida por

f(0) = {—1 s.i x <0
-1 81 x20
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24 Funciones derivables

no es derivable en 0 puesto que no es continuaen 0.

24.2 Calculo de derivadas

(@) +g(@ |
Vedmoslo, para h #0 se tiene

(f+g) (a+h) - (f+g) (a) _

h

f(a+h) +g(a+h) — (f(a) +g(a)) _
h =

f(a+h) —f(a) g(a+h)—g(a)
+
h h
como fy gson derivablesena,

Inf(a+h)~—f(a) g(a+h) —g(a) B

h—0 h T hﬁglo h g@
luego
iy BN ) () s iy

h—0 h
Andlogamente se prueba que f - g es también derivableena y
(f-g)(a)=F(a)-g'a).

 De este resultado se obtiene inmediatamente por induccién, que si
f, f5, ..., f, son n funciones derivables en a entonces fi+fh+...+fes
también derivableen a y
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24.2 Calculo de derivadas

() + 6+ ...+ £,)'(a) = f,'(a) +£,'(a) + ... + £,'(a).

En efecto, para h #0 se tiene

(fg) (a+h) — (fg) (a)

h
f(a+h)g(a+h) —f(a)g(a) s
. =
f(a+h)g(a+h)-f(a)g(a+h) +f(a)g(a+h)—f(a)g(a) _
P -
f h) — -
(a+ ; 1’(:<a)g(a+h)H(H‘)g(mhg1 g(a)
Ahora bien, f y g son derivablesen a y, por tanto,
f(a+h) —f(a) _ . gla+h)-gla)
i M =f(a) y hlE)nO h = g'(a),

Ademds, g escontinuaen a (por ser derivable), luego

li h)= :
hl—n)lﬁg (a_+ )=8@

Por consiguiente,
o (fg) (a+h) — (fg) (a) = f(a) g(a)+ f(a) 2'(a),
h—0 h

es decir, fges derivableen a y
(fg)(a)="r(a) g(a)+1(a) g'(a).
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24 Funciones derivables

PR
24.2.1 Ejemplos

484

a) Sea n un nimero natural. La funcién f, definida por f,(x)=x"

paracada x € Res derivable en todo puntoy f; (a)=n a™! para todo a.

Para ver esto procederemos por induccién sobre n. Para n=1 es cierto
pues, segiin hemos visto en el ejemplo 2 de 24.1.1 la funcién fi(x) = x

es derivable en todo punto y fj (a) = 1 para todo a. Supongamos que
f.i@=@-1) a" ~ 2. Por el resultado anterior, el producto de dos
funciones derivables es derivable y como f, = f; f;, -, resulta

fi @=1f (@ f, 1@+ @f_ (@)=

1.a" '4a. (n-1a"2=n.a"" L

b) Una funcién polinémica
f(x) =c+Cp X +Cp X2 +...4+ CpX"
es derivable en todo punto. En efecto: fes suma de la funcién constante
(y, por tanto, derivable) fo(x) =cp y de las n funciones fr(x) = ¢x xK
(k =1, 2,.., n) que también son derivables (por ser producto de
funciones derivables). Ademds, para cada a €R setiene f(a)=0y
fi (a)=k ckak -1 (k=1,2,...,n)y, por tanto,

f(a)=cy+2cpa+..+ncpa"" b
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24.2 Calculo de derivadas

f(a+h) f(a)
_8@+h) g _

(é) (a+h) - (é) (a)

h h
f(a+h)g(a) -f(a)g(a+h) _
hg (a+h)g(a) -
f(a+h)g(a) —f(a)g(a) +f(a)g(a) —f(a)g(a+h)
hg(a+h)g(a) <
1 f(a+h) —f(a) g(a+h) —g(a)
g(a+th)g(a) h 8180, 1(8) h
y como
hli_ngog (a+h)=g(a),
. f(a+h) —f(a) _ . g(a+h)-g(a) |
i h =W " h =g@
se tiene
f ’ f
L P@ - @ g -f@)g ()
lim 0 = 3
Rkl (g(a))

conforme queriamos demostrar.

* De este resultado y teniendo en cuenta que las funciones polinémicas
son derivables en todo punto (ejemplo 2 de 24.2.1) se deduce que una
funcién racional es derivable en todo punto que no anule al
denominador.
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24 Funciones derivables

]
24.2.2 Ejemplos

a) La funcién f: R — R definida paracada x € R por

X

x2+1

es derivable en todo punto a por ser una funcién racional y ser
a? + 1 #0. Ademds,

f(x)=

2 - ! -
f‘(a):l‘(a +1) - (a 2.':1)= a“+1

2 2"
(a®+1) (a®+1)
b) La funcién f:R- {1} — Rdefinida paracadaxe€ R- {1} por

x2—5x+6

= el

es derivableentodopunto a#1 y

(2a-5) (a—1) — (a®—5a+6) -1 _ a*-2a—1
(a—-1)>2 (At

f(a)=

» EI siguiente resultado, cuya demostracién omitiremos, se conoce
como regla de la cadena y nos da condiciones suficientes para la
derivabilidad de una funcién compuesta.

486



24.2 Calculo de derivadas

* También admitiremos sin demostracion la regla de la derivacién de

funciones inversas:

.
T
m:%m

R

R
24.2.3 Ejemplos

a) Sea n un nimero natural impar. La funcién f definida por
f(x)=x" paracada xe R

es creciente y continuaen (-0, +o0). Su funcién inversa es

flx)=n/x=x!/n paracada xe R
y segun el resultado anterior, para x #0, se tiene

1 1 1

i
S

o

e

s

fh

0= —— = — = o
1 1 (1/m) =1
J-1/n g

b) Sea n un nimero natural par. La funcién f definida por

f(x)=x" paracada x>0
es creciente y continuaen [0, +o0). Su funcién inversa es

flx)=n/x =x'/" para x >0;

de igual manera que en el ejemplo anterior se deduce que, para x > 0 se

tiene
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24 Funciones derivables

= xm L

¢) Segin hemos visto en el ejemplo 1 de 24.2.1 y en los dos ejemplos
anteriores, si h(x) = x'y r es un nimero entero o el inverso de un

ndmero natural, entonces h'(x) =rx"" 1 para todo x > 0. Esta formula
es también valida cuando r es un niimero racional. En efecto, el nimero
racional r se puede escribir r=m/n, donde m es un niimero entero y
n un nimero natural y hes la funcién compuesta gof donde

g(x)=xMy fx)=x!/"

y por laregla de la cadena,

h(x) = g (f(x). £(x) = m ()™ 1.1 /m) x1 /W1 =

m(x] "'n)m‘l.(l;"n)x(l /n)-1 =(m/n) X(rm"rl)- 1 ‘___rxpll

d) La funcion h definida por

h(x) = x2+ 1 :(x2+ 1)”2 paracada xe R
es la funcién compuesta gof, donde
() =x2+1y gx)=x'"?
y, por laregla de la cadena
h(0) = g (). £(0) = (1/2)(Ax) 27 2x+ 1) =

2x+ 1

21\})(2 +1 :

A2)x2+1)202x+ 1) =

Dada una funcién f, la funcién que a cada x eR en el que f sea
derivable hace corresponder la derivada f(x) de f en X, se llama
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24.3 Derivadas sucesivas

funcion derivada (primera) de f y se designa por f' o por D, La
funcion (f')', es decir, la funcion derivada de f', se llama derivada

segunda de f'y se designa por ' o por 2, Andlogamente, la funcién
(f")', derivada de f", se llama derivada tercera de f y se designa por
f" o por 3,

Por induccién se definen las derivadas sucesivas de una funcién f:

fD = ¢, f0 = (fn-Dy

Con el fin de unificar las notaciones se escribe a veces £ =f,

24.3.1 Ejemplos

a) Las derivadas sucesivas de la funcién f(x) = x3 son

f(x) = 3x2
f'(x) = 6x
f"(x)=6

fMx)=0 para n>3.

b) Sea m un nimero natural y consideremos la funcién

flx)= BRI N e ay™ x4

(x—a)™
Entonces, para x #a,

f(x)=-m(x-a)™",

f'(x)=m (m+ 1) (x-a) ™2,
f"X)=-m(m+1)(m+2) (x-a)'m'a.
De estas férmulas se puede inferir la derivada n-sima de f:
fM(x) = (-1)"m(m + 1)(m+2) ... (m+n-1)(x-a)y ™"

Probaremos esta férmula por induccién: Ya hemos visto que se cumple
paran= 1. Supongdmosla cierta paran - 1, es decir, supongamos que

489



24 Funciones derivables

(- D(x) = (-1)" 'm(m+ )(m +2)..(m +n-2)(x -a) M+,
Entonces también es ciertapara n puesto que, derivando, se obtiene
f(n)(x)z -DH*" lm(m+ D(m+2)...(m+n-2)(-m-n+1)(x-a)™ "=

-D"m(m+ D(m+2)...(m+n-1)(x-a ™",

24.4 Interpretacion de la derivada

Supongamos que una particula se mueve en linea recta y que el
espacio recorrido por ella al cabo de un tiempo x es f(x). La velocidad
media de dicha particula en un intervalo de tiempo es, por definicion, el
espacio recorrido en ese intervalo de tiempo partido por el tiempo
invertido. Asi, la velocidad media entre dos instantes a y a+ h viene
dada por el cociente

f(a+h) —f(a)
b :

La velocidad instantdnea de la particula en el instante a es por
definicion, el limite

. f(a+h) —f(a)
lim
h—0 h

es decir, f(a) (derivada del espacio respecto al tiempo en el punto a).
La derivada segunda f"(a) se llama aceleracion de la particula en el
instante a.

i ? Notas Historicas

A finales del siglo XVI los problemas de movimiento eran el tema
principal de la Fisica. La gran cantidad de observaciones acumuladas
impulsa a la ciencia hacia la investigacion cuantitativa de las formas de
movimiento y las funciones, como imdgenes abstractas de los procesos
de movimiento y dependencia, comienzan a ser objeto de célculo.
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24.5 Ejercicios

Los viejos problemas de determinacién de tangentes, dreas y
voliimenes contribuyeron también en gran medida a impulsar los
procedimientos de célculo.

Con Newton y Leibnitz (siglo XVII) aparecen los conceptos de limite
y derivada. Sin embargo, hasta la segunda mitad del siglo XIX no se
comprendi6 bien el significado de la continuidad (se pensaba que toda
funcién continua debia ser derivable en casi todos los puntos y ni
siquiera habfa acuerdo entre los matemdticos sobre el concepto de
funcién. Gauchy dio las primeras definiciones correctas de limite, de
funcién continua y de derivada y Bolzano hizo el primer estudio
riguroso de las funciones continuas.

R
24.5 Ejercicios

1.- Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcién f: R — R
definida por

x si x<0
f(x)={ x+1 si0<x<1.
x>+1si x>1
2.- Determinar las constantes a y b para que la funcion
f(x)z{ x> six<0
ax+bsix>0

sea derivable en 0.

3.- Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones:

s J Y %
a)fx)=x“+x+1; b)g(x)—x+1,x¢ 1;
ofx)=x"2+x' 3, x>0 d) k(x) = —— ,x>0;

1+.Jx
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24 Funciones derivables

e)px)=x nl|1+X2; Hqkx)= = ,-l<x<1.

n,’l—x:Z

4.- ; En qué punto la tangente a la gréfica de la funcion
f(x)=x2-7x+3
es paralelaalarecta 5x+y-3=07?

5.- El espacio en metros f(x) recorrido por una particula sobre una
recta al cabo de x segundos viene dado por

f(x) = 100 + 5x - 0'001x>.

Hallar la velocidad y la aceleracién de dicha particula en los instantes
x=1yx=10.
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Estudioy

representacion de
funciones

Ya hemos visto la utilidad de las derivadas para el trazado de
tangentes y para el cdlculo de velocidades. En este tema vamos a ver que
también son muy dtiles para el estudio de la variacion de las funciones,
esto es, para analizar cudndo son crecientes o decrecientes, y también
para determinar la concavidad o convexidad de sus graficas.

R RN A T R
25.1 Maximos y minimos

Por el teorema de Weierstrass una funcién continua f en un intervalo
cerrado [a, b] tiene un mdximo y un minimo en [a, b], es decir, existen
puntos cy d de [a, b] tales que

f(c) = f(x) y f(d) < f(x) paratodo x € [a, b].

Estos puntos ¢ y d no tienen por qué ser tnicos. El valor méximo de la
funcién continua f en [a, b] puede alcanzarse en varios puntos de [a, b] y
lo mismo ocurre con el minimo. Por ejemplo, el maximo y el minimo de
una funcién constante f(x) = k en [a, b] son iguales a k y se alcanzan en
cualquier punto de [a, b].

Nos proponemos aqui determinar los valores maximo y minimo de
una funcién continua en un intervalo cerrado, asi como los puntos de
dicho intervalo en los que la funcion toma esos valores. Para ello,
empezaremos con un resultado que deja el problema casi resuelto.
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25 Estudio y representacion de funciones
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ot
£

En efecto, como f es derivable en a existen los limites

o o 3(x) —1ia) . f(x) —f(a)
Bppe—=——— -1 p o i e T

Sy X—a X —ra+ X—a

y son iguales af'(a).
Si ftiene un maximo en a se verifica

f(x) - f(a) <0 paratodoxel

y, por tanto,
f —f(a f —f(a
M 20si x<a y M < 0Osix >a,
X—a X—a
luego
f —~f f ~f
T B o g TR )
X —a- X—a X — a+ X—a
es decir,

f'(a)20 y f'(a)<0
y, por consiguiente,
f'(a)=0.

En el caso de que f tenga un minimo en a se puede proceder de manera



25.1 Maximos y minimos

andloga, o bien se puede aplicar lo demostrado a la funcién -f : Si f tiene
un minimo en a entonces -f tiene un mdximo en a y como -f es derivable
en a ( por serlo f) serd -f'(a) =0 y, por tanto, f '(a) =0.

* Una funcién f puede tener un maximo o un minimo en un punto a sin
que sea f '(a) = 0. Tal ocurre, por ejemplo, con la funcién f(x) = | xl que
en a = 0 tiene un minimo y no es f '(0) =0 puesto que f no es derivable en
0.

0

Grifica de f(x) = Ix|

* Pueder ser f '(a) = 0 sin que f tenga ni maximo ni minimo en a. Un
ejemplo sencillo nos lo proporciona la funcién f(x) = x>. Como
(%) = 3x? se tiene que f '(0) = 0. Sin embargo, f es creciente en todo
intervalo que contenga al punto a =0 y no tiene ni maximo ni minimo en
dicho punto.

0

Grifica de f(x) = x>
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25 Estudio y representacion de funciones

Del resultado anterior se deduce un método para determinar el
méximo y el minimo de una funci6n continua en un intervalo cerrado.

T
L
0 cerrado [a,
i 3369’9288‘88§{ S
LEe o
E ki e s
i aa il g
i
: ientes.
m‘*ﬁlg@ :
L i G i
o
-0 1
.
.
SRR
.

En efecto, sea x un punto de [a, b] en el que f toma su valor maximo (o
minimo). Si x no pertenece a B ni a C entonces x € (a, b) y fes
derivableen x y, por la proposici6n anterior f '(x) =0, luegox € A.

« Segin esta proposicién, para determinar el maximo y el minimo de
una funcién continua f en un intervalo cerrado [a, b] basta determinar
f(a), f(b) y los valores f(x) para los puntos x de (a, b) tales que f'(x) =0y
para los puntos X € (a, b) en los que f no sea derivable. El mayor de todos
ellos serd el maximo de fen [a, b] y el menor serd el minimo.

TR
25.1.1 Ejemplo
Determinar los valores mdximo y minimo de la funcién

f(x) =x>-9x% +24x -1

en el intervalo [0, 3].
La funcién f es derivable en todo punto y

f'(x) = 3x% - 18x + 24
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25.2 Los Teoremas de Rolle y del valor medio

luego f'(x) =0 cuando x =2 y cuando x =4, y como
f(0)=-1,f(2)=19,f(3) =17,

el maximo de fen [0, 3] es 19y se alcanzaen x =2, el minimoes -1y se
alcanza en x = 0. (Obsérvese que hemos descartado el punto x=4 en el
cual f'(x) =0 pero dicho punto no pertenece al intervalo (0, 3)).

TR R
25.2 Los Teoremas de Rolle y del valor medio

G

Tangente
horizontal

€] C2

f(a)=0\ Lﬂ?ﬂ)
f(a) = 0 c Hoy=0 |T D=0

f*(cy)=0

El Teorema de Rolle afirma la existencia de uno o varios puntos
(al menos uno) sobre el intervalo (a, b) enlos cuales estas
graficas presentan tangente horizontal.

La demostracion de este importante teorema es como sigue:
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25 Estudio y representacion de funciones

Como f es continua en [a, b], por el teorema de Weierstrass, f tiene un
mdximo y un minimo en [a, b]. Si el mdximo se alcanza en un punto
c €(a, b), como f es derivable en c, serd f '(c) = 0. Andlogamente, siel
minimo se alcanza en un punto ¢ € (a, b) es f '(c) = 0. En otro caso, el
méximo y el minimo de f se alcanzan en los extremos del intervalo, y
como f(a) = f(b) el maximo y el minimo de f en [a, b] son iguales, luego
f es una funcién constante en [a, b] y, por tanto, f'(c) = O para cualquier
ce(a,b).

e
i ;3

FLLL LTI
% §§si.§!»
; k8
2

i
i
i

i
S

o
.
TR i
pen . Tt

; T . m?%gg@gmgo i
feiie e e L
AEER »g»g

Recta tangente
de pendiente f(c)

(b, f(b))
ea

Recta secante
de pendiente

f(b) - f(a)
b-a

(a, f(a))

Enefecto, sea g la funcion definidaen [a, b] por
g(x) = (b-a) f(x) - [f(b) - f(a) ] x

para cada x de [a, b]. Entonces g es continua en [a, b] por ser diferencia
de funciones continuas. También es derivable en (a, b) por ser diferencia
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25.2 Los Teoremas de Rolle y del valor medio

de funciones derivables. Ademas,
g(a)=bf(a) -af(b) = g(b)

luego g verifica las hipétesis del Teorema de Rolle y, en consecuencia ,
existe un c € (a, b) tal que g'(c) = 0. Pero

g'(c)=(b-a)f'(c) - [f(b) - f(a)]
y como g'(c) =0, resulta
(b-a)f'(c) =f(b)-f(a)

que es justo lo que queriamos demostrar.

Del teorema del valor medio se deducen varios e importantes
resultados:

En efecto, sean a y b dos puntos arbitrarios de I y supongamos que
a <b. El intervalo [a, b] estd contenido en I, luego f es continua en [a, b]
y derivable en (a, b) y, por el teorema del valor medio, existe al menos
un punto c € (a, b) tal que

f(b) —f(a)

Fie) = b-a

ycomo c € I es f'(c) =0y, por tanto, f(b) - f(a) =0, es decir, f(b) = f(a).
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25 Estudio y representacion de funciones
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Esto es consecuencia inmediata del resultado anterior pues la funcion
f-gesderivableenly

(f-g)'x)=f'x)-g'(x)=0

en todo punto x de L.

Supongamos en primer lugar que f '(x) > 0 en todo punto x de L
Probaremos que f(a) < f(b) cualesquiera que sean los puntos ay b de I
tales que a<b.

Por el teorema del valor medio existe un c € (a, b) tal que

. f(b) -f(a)
fi(c) = B
y como f'(c)>0yb-a>0,también f(b) - f(a) > 0, es decir, f(a) < f(b).

En el caso en que sea f '(x) <0 en todo x de I se puede proceder de
manera andloga o bien, se puede aplicar todo lo ya probado a la funcién
-f: Si f'(x) < 0 en todo x de I entonces -f '(x) >0 en todo x de I, luego -fes
creciente en I y, por tanto, f es decreciente en I.

Un teorema muy util en el célculo de limites es el conocido con el
nombre de Regla de I’ Hépital y establece que si dos funciones



25.2 Los Teoremas de Rolle y del valor medio

te del cociente es

igual al limite del cociente de sus derivadas cuando este dltimo existe.
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25.2.1 Ejemplos

a) Sean m y n dos nimeros naturales. El limite
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25 Estudio y representacion de funciones

S

lim ”
x—)lx i1

puede calcularse aplicando la Regla de I’ Hopital:

- . mx™ ! m
lim = lim ===
ol _ 1 - x—r gt n

X

b) Aplicando la Regla de I’ Hopital resulta

c) Algunas veces hay que aplicar dos o mds veces la Regla de I’ Hopital
para calcular un limite, Asi por ejemplo,

lim ——— = lim lim - =

2x° —x+1 T s et e
X>+0342 2y 17 x—9+00X—2 x5 +xb6 6
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25.3 Maximos y minimos relativos

e e ]
25.3 Maximos y minimos relativos

Se dice que una funcién f definida en un subconjunto A de la recta
real R tiene un mdximo relativo (respectivamente un minimo relativo)
en un punto a€A cuando existe un & > 0 tal que f(a) = f(x)
(respectivamente , f(a) < f(x)) paratodox € A N(a-d,a+9).

a b X
e Miximo relativo en a y minimo relativo en b

Como caso particular del resultado 25.1 resulta

« Una funcién f puede tener un maximo o un minimo relativo en un
punto a sin que sea f '(a) = 0. También puede ser que f '(a) =0 sin que f
tenga ni maximo ni minimo relativo en a. Los mismos ejemplos dados
en 25.1 demuestran estas afirmaciones.
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25 Estudio y representacion de funciones
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En efecto, en el primer caso existe un & > O tal que f es creciente en
(a- 9§, a) y decreciente en (a , a + 0), por tanto, f(x) < f(a) en todo punto x
de (a- 8, a+ &) y f tiene un médximo relativo en a. En el segundo, existe
un & > 0 tal que f es decreciente en (a - 8, a) y creciente en (a, a + 6) luego
f(x) = f(a) en todo punto x de (a - J, a + 0) y f tiene un minimo relativo
en a.

]
25.3.1 Ejemplo

504

La derivada de la funcién f(x) = x3-3x es f '®) = 3x2 -3. Esta
derivada se anula para x = -1 y parax = 1. Parax <-1es f'(x) > 0, Para
-l<x<les f'(x)<0.Parax>1es f'(x)> 0. Por consiguiente, f tiecne
un médximo relativo en x =-1 y un minimo relativoen x = 1.

T
ﬁnmzxgﬁ -
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N
@o §§-\ o %
THE i
(@) <0
#

Como f'(a) =0 se tiene

(e = lim————""~ =



25.3 Maximos y minimos relativos

Supongamos que f "(a) >0. Entonces existird un § >0 tal que

f' (x)

X—a

>0 paratodox#ade(a-9,a+9d)

y, por tanto,
f'(x)< Oparax en (a-8,a) yf'(x)>0 para x en(a, a+9)

y por el resultado anterior, f tiene un minimo relativo en a. El otro caso
se trata de forma andloga.

e La aplicacién del criterio de la segunda derivada para la
determinaciéon de médximos y minimos se hace penosa cuando la
derivada segunda es complicada, lo que ocurre con relativa frecuencia.
Ademds si f "(a) = 0, el criterio de la derivada segunda no proporciona
ninguna informaci6n. Puede ocurrir que f tenga en a un méximo relativo,
un minimo relativo o que no tenga ni maximo ni minimo: Las funciones

fx)=x> , fx)=x* , f(x) = x*

verifican f '(0) = f "(0) = 0; la primera no tiene ni mdximo ni minimo en
x =0, la segunda tiene un minimo y la tercera un maximo.

4 )

f(x) = x> f(x) = x* f(x) = -x*
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25 Estudio y representacion de funciones

En estos casos, los mdximos y minimos se determinan estudiando el
signo de la derivada primera.

]
25.3.2 Ejemplo
Sea f(x) = x> -2x* + x> . Entonces

£ x)=5x4-8x3+3x% y f"(x)=20x>-24x%+6x

y f'(x) =0 parax =0, para x =3/5y parax = 1. Como f "(3/5) =
~18/25 < 0, f tiene un maximo relativo en x = 3/5. Como f"(1) =2>0, f
tiene un minimo relativo en x = 1. El criterio de la derivada segunda no
proporciona ninguna informacién en x = 0 pues f "(0) = 0. Como para
x<0es f'(x)>0ypara0<x<3/5esf'(x)>0, f es creciente en ( - oo, 0)
y en (0, 3/5) y, por tanto, no tiene maximo ni minimo en X = 0.

25.4 Concavidad y convexidad

Se dice que una funcién es convexa en un intervalo abierto I cuando,
cualesquiera que sean los puntos a'y b de I 'y para todo t tal que O<t<l
se verifica

f(ta+ (1 -t)b) <tf(a) + (1 - )f(b).

Se dice que f es cdncava en 1 cuando se verifica la desigualdad
opuesta.

+ Obsérvese que fes concava en I siy sélosi -fesconvexa enl.
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25.4 Concavidad y convexidad

Antes de seguir adelante, vamos a dar una interpretacion geométrica de
la convexidad:

Sea f una funcién convexa en un intervalo abierto I y sean a y b dos
puntos de I tales que a <b. Larecta que une los puntos (a, f(a)), (b, f(b))
de la grafica de f es la grafica de la funcion

b) —f
g(x) = f(a) + 2 W (g

Pongamos x = ta + (1-t)b. Cuando t varia entre O y 1, el punto x recorre
el intervalo (a, b), y como

g0 =g+ (1-0b)= £ (a) + ~ 23— (1 _1) (b-a)

=tf(a)+ (1-t) f(b),
la desigualdad de convexidad se puede escribir

f(x) < g(x) paratodox € (a, b)

y esto significa que la grifica de f queda por debajo de la grifica de g en
el intervalo (a, b).

Por consiguiente, si una funcién es convexa en un intervalo abierto I
entonces, cualesquiera que sean los puntos a y b de I, la grafica de f
queda por debajo del segmento rectilineo que une los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)) de la grafica de f. Para una funcién céncava ocurre lo contrario.
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(b,f(b))  (af(a)

(a,f(a)) | (b.£(b))

f convexa f céncava

o &63?

.
§§§§%§ -

i

En efecto, supongamos en primer lugar que f'es creciente en I. Sean ay
b dos puntos cualesquiera de I talesque a<by sea x =ta+ (1 - t)b donde
0 <t < 1. Queremos probar que

f(x) <t f(a) + (1 - t) f(b).
Esto es lo mismo que
tf(x) + (1 - f(x) <t f(a) + (1 - t) f(b).
o bien que,
t(f(x) - f(a)) < (1 - ) (f(b) - f(x)).

Ahora bien, el teorema del valor medio aplicado a f en los intervalos



25.4 Concavidad y convexidad
[a, X] y [x, b] asegura la existencia de puntos ce (a, x) y de(x, b) tales
que

f(x)-f(a)=f'(c)(x-a) y f£(b)-f(x)=f'(d)(b-x).
Pero f'(c)<f'(d) porser f'creciente,ycomo
t(x-a)=(1-1)(b-x),
se tiene
t (f(x) - f(a)) =tf'(c) (x - a) < (1 - OF (d)(b - x) = (1 - )(f(b) - f(x))

que demuestra el resultado.

En el caso de que f ' sea decreciente en I se puede proceder de forma
analoga.

Es consecuencia inmediata del resultado anterior puesto que si f' es
positiva en I entonces f es creciente en I, y si " es negativa en I entonces
f'es decreciente en I.

Los puntos x en los que una funcién continua f pasa de concava a
convexa o viceversa se llaman puntos de inflexion de f.
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25 Estudio y representacion de funciones

Convexa
Coéncava Céncava /
Convexa /
Céncava

Convexa

X X X

Ejemplos de tipos de puntos de inflexién

.5 Asintotas

A veces, la grifica de una funcién cuando se aleja del origen de
coordenadas se aproxima a una recta. Estas rectas que se confunden con

la grfica se llaman asintotas.

La recta X = a es una asintota vertical de f a la izquierda

(respectivamente a la derecha ) de a cuando lim f(x) = *eo
X —a-

(respectivamente lim f(x) = Zeoo).
X —>a+t

R
25.5.1 Ejemplo
La recta x=1 es asintota vertical (por la izquierda y por la derecha) de

la funcion
X
f(x) = x—1
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25.5 Asintotas

puesto que

lim f(x) = —oo y lim f(x) = +oo .
x—1- Xx— 1+

Estos valores nos dan una idea de cémo es la grifica de la funcién f en
los puntos préximos a 1

Larecta y =b es una asintota horizontal de f cuando

lim f(x) =b o 1lim f(x) =b

X —-o0 X —> +o0

R
25.5.2 Ejemplo
Larectay =2 es asintota horizontal de la funcién

511



25 Estudio y representacion de funciones

512

f(x) =

puesto que lin_l f(x) = 2. Para determinar la posicién de la grafica
X oy

respecto de esta asintota se estudia el signo de la diferencia

2x _, _2x-2x=6 _ -6
X+3 B X+3 T x+3

f(x)-2 =

que es positiva para X < -3 y negativa para x > -3. Esto nos dice que la
grifica de f estd por encima de la asintota en el intervalo (- e, -3) y por
debajo de ellaen (-3, +o0).

Obsérvese que esta funcién también tiene la asintota vertical x = -3
pues

lim f(x) =+ y lim f(x) = -oo.
x—-3- X — =3+

La obtencién de estas dos asintotas nos proporciona la informacion
sobre la gréfica de f que se refleja en la figura:

/ Ay




25.5 Asintotas

Larectay=ax +b (cona#0)es asintota oblicua de f cuando

lim [f(x) —ax--b] =0
X —-oo

6 cuando

I
>

lim [f(x) —ax—Db]

X — +oo0

Los coeficientes a y b de la asintota se determinan de la misma forma
en cualquiera de los dos casos. Vedmoslo, por ejemplo, en el caso

lim [f(x) —ax-b] = 0.

X = oo

En este caso,

y como lim L 0, habréd de ser
X = +X

. f(x)
lim =a
X4+ X

y esta férmula nos da el valor de a. Conocido ya el valor de a el cdlculo
de b es inmediato:

lim [f(x) —ax] = b.
X — +oo
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25 Estudio y representacion de funciones

R
25.5.3 Ejemplo

514

Volvamos a considerar la funcién del ejemplo 25.5.1,

X2
f(x)=—x I
Como
f
YRS 10, I— g
Xt X x = +ooX— 1
y
X2 X
lim (f - = lim — = lim —H%
x—)im( Gx)-=X) x—)iw(X—l x) x—l«)in—I

larectay = x + | es asintota oblicua de f.

Para determinar la posicion de la grafica respecto de esta asintota se
estudia el signo de la diferencia

9 2 2_1
) - (x+1)= = (x+1) =2 x(fl )=x11

que es negativa para x < 1 y positiva para x > 1. Por tanto, la gréfica de f
estd por debajo de la asintota en (-o0, 1) y por encimaen (1, +e2).

Antes hemos visto que la recta x = 1 también es asintota de f y la
informacién que hemos obtenido sobre la gréifica de f con las dos
asintotas es la que se refleja en la figura siguiente



25.5 Asintotas

Estudiando el crecimiento y la convexidad de la funcién

2
f (x) = _x_
x—1
completaremos el trazado de su grafica.
Como parax # 1 es
x—2
e
(%~ 1)

se tiene f'(x) = O parax =0y parax =2y f'(x) es positiva y f creciente
en (-e0, 0) y en (2, +o0) y f'(x) es negativa y f es decreciente en (0, 1) yen
(1, 2), luego f tiene un maximo relativo en x=0 y un mir.imo relativo en
x=2. Ademds, f(0) =0y f(2) =4.

Por otra parte, como para x # 1 es
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25 Estudio y representacion de funciones

2

£ (x) = ——,
(x—=1)
se tiene f'(x) < 0 para x < 1 y f'(x) > 0 para x >1, luego f es concava en
(-oo, 1) y convexaen (1,+00).

Con todos estos datos podemos dibujar la grafica de f con bastante
precision.

25.6 Ejercicios

1.- Determinar los valores mdximo y minimo de las funciones
siguientes en los intervalos que se indican:

a) f(x) = x%- 5x +6.en [0, 4].
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25.6 Ejercicios

b) g(x)=x>+3x-7 en[-1, 1].
X

x2+1

¢)h(x)= en [0, 2]

2.- Hallar las dimensiones del rectdngulo de drea maxima inscrito en
una circunferencia de radio 3 cm.

3.- Aplicar el teorema del valor medio para calcular

lim [ (x+1)%2-x*3].
X — 400

4. - Aplicar laregla de I’ Hopital para calcular los siguientes limites:
; X2 —2x+1
a) lim ———.
x=1xY x4l
—1+Jx-1
iy g, SE TRk

x— 1+ xz—l

¢) lim

X
x—>0.#1+x—ail—x.

5. - Dibujar las graficas de las siguientes funciones:

a) f(x) = x2f3 .
b) f(x) = —— .
1+x2

c)f(x)=Jx(x+l).
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Funciones
trigonométricas

Hasta ahora hemos manejado senos, cosenos y tangentes de distintos
angulos y hemos probado algunas identidades trigonométricas. En este
tema vamos a estudiar las funciones seno, coseno y tangente desde el
punto de vista analitico (continuidad, derivabilidad y trazado de sus
graficas), asi como sus funciones inversas arco seno arco coseno, y arco
tangente.

SRR R e
26.1 Funciones periddicas. Las funciones seno y coseno

-

Si p es un nimero real positivo, una funcién se llama funcion
periodica de periodo p cuando

f(x +p) =1(x)

para todo punto x de su dominio de definicién.

Cambiando x por x - p la condicién de periodicidad se escribe

f(x)=f(x-p).

Por induccién resulta que si f es una funcién periodica de periodo p
entonces, cualquiera que sea el nimero natural n y para todo x del
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26 Funciones trigonométricas

dominio de definicién de f se cumplen
f(x+np)=£f(x) y f(x-np)=1(x).
Por consiguiente, f(x + np) = f(x) para todo niimero entero n y para todo

x del dominio de definicién de f. (Obsérvese que implicitamente,se
afirma que si f estd definida en x también lo estd en x + np).

SRR
26.1.1 Ejemplos
1. Para cada x € R sea [x] la parte entera de x, es decir, el mayor
nimero entero que es menor o igual que x :

[x]=k siysélosi ke Z y k <x<k+l.

La funcién f(x) = x - [x] es una funcién periédica de periodo 1 pues
[x+ 1] =[x]+]y portanto,

fx+1)=x+1-[x+1]=x+1-[x]-1=x-[x]=1(x)

paratodo x € R.
La grifica de esta funcion es la de la figura:

4
-2 -1 0 1 2 3
Grdfica de la funcion f{x) = x - [x]
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26.1 Funciones periddicas. Las funciones seno y coseno

Para dibujar esta grifica hemos procedido asi: en el intervalo [0, 1),
[x] =0y f(x)=x; en el intervalo [1,2), [x] =1y f(x) = x-1; en el
intervalo [2, 3), [x] = 2 y f(x) = x - 2; etcétera. En el intervalo [-1, 0),
[x] = -1y f(x) = x + 1; en el intervalo [-2,-1), [x] = -2 y f(X) = x + 2,
etcétera. Y por dltimo hemos dibujado la gréfica " trozo a trozo". Sin
embargo, es mds sencillo y mucho mds corto dibujar la gréfica en el
intervalo [0, 1) y "repetir" el dibujo trasladdndolo a derecha e izquierda
en cada uno de los intervalos [1, 2), [2, 3),etc, [-1, 0), [-2, -1), etc.

2. Para dibujar la grafica de la funcién periédica de periodo 2 definida

paracadax € [-1, 1) por f(x) = xz, la dibujamos en el intervalo [-1, 1) y
después trasladamos el dibujo a derecha e izquierda en los sucesivos
intervalos de longitud 2 igual al periodo: [1, 3), [3, 5), etc., y [-3, -1),
[-5, -3), etc:

LA Al A

Vamos a considerar ahora las funciones seno y coseno, es decir, las
funciones que a cada nimero real x hacen corresponder,
respectivamente, los nimeros sen x y cos x. Sabemos ya que dichas
funciones son periédicas de periodo 27. Bastara pues dibujar las graficas
en un intervalo de longitud 2m , por ejemplo el [0, 2%) y extenderlas
después por periodicidad.

Ya conocemos también los valores exactos de sen x para dieciséis
puntos x del intervalo [0, 2r) . Estos valores nos proporcionan dieciséis
puntos de la gréfica de la funcién f(x) = sen x. Son éstos:
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26 Funciones trigonométricas

00 () (2,-"{2—5) (g,“/;)
G (23—"@ (37",% it
R g e f et “g
(=) (?,—g) (?.—g) el

Representando estos puntos en un sistema de ejes coordenados y
uniéndolos con trazo continuo (enseguida veremos que la funcién seno
es continua ), nos podemos hacer una idea del aspecto de la gréfica de
f(x) = sen x en el intervalo [0, 2). El resto de la grafica se obtiene por
periodicidad:

Grdfica de la funcidn seno

Procediendo de manera andloga con la funcién coseno se obtiene con
una cierta aproximacion la grafica de f(x) = cos x:
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26.2 Continuidad de las funciones seno y coseno

\j-n/-m’Z 0 nWﬂZ
ol 1 :

Grdfica de la funcidén coseno

Una vez tengamos las derivadas de las funciones seno y coseno,
podremos hacer un estudio analitico mds preciso para deducir las
propiedades de crecimiento y de convexidad de estas funciones.

En este apartado vamos a probar que

lim sen x = Q.
x—0

Para ello, consideramos la figura siguiente en la que hemos dibujado la
circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio 1 y un
dngulo BOC de x radianes (0 < x <7/2).
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26 Funciones trigonométricas

524

Evidentemente se cumplen las desigualdades
0 < drea tridngulo OBC < drea sector OBC.
Ahora bien, el drea del tridngulo OBC es

OB-AC _ 1-sen x _ sen X
. o

y para calcular el drea del sector circular OBC procedemos asi: El sector

de 2 radianes ( el circulo entero) tiene por drea nl=m7, luego un sector
de 1 radidn tiene por drea /2w = 1/2 y el sector de x radianes tendrd por
drea x/2. Con esto, las desigualdades anteriores se escriben

sén X X
[ atin

0
STy

y multiplicando por 2 resultan

O<sen x<Xx

y cOmo lim x = 0 ,sededuce lim sen x = 0 .
X = 0+ x—= 0+



26.2 Continuidad de las funciones seno y coseno

El limite cuando x tiende a cero por la izquierda se obtiene ahora
haciendo el cambio de variable x = - y:

lim senx = lim sen(-y) = lim —(seny) =
x— 0+ y — 0+ y — 0+
=— lim seny = 0.
y — 0-

Queda pues demostrado que

lim sen x = Q.
x—=0

Como consecuencia resulta que

lim cosx = 1.
x—0

En efecto, por ser continua la funcion raiz cuadrada se tiene

lim cos x = lim 41 —senzx == s

x—0 x—0

Ahora ya podemos probar la continuidad de las funciones seno y coseno.

e T—— =

ETTITIE e T
Elesbne it ek el te
oy fasai e
i L L
A sfpalanbab
il e e 3«3{?333?‘;3&&23&&;‘3““‘“’ R
L ; eiians

e,

e

b

Tenemos que probar que para todo a € R se cumplen

lim sen X = sen a y lim cos X = cosa ,
X—a X—a

o equivalentemente ( haciendo el cambio x =a+h),

lim sen(a+h) =sena y lim cos(a+h) = cosa
h—0 h—0
Ahora bien, como
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26 Funciones trigonométricas

sen(a+h)=senacosh+cosasenh

cos(a+h)=cosacosh -senasenh,

se tiene

lim sen(a+h) = sena lim cosh+ cosa lim senh =
h—0 h—>0 h—0

= sena-l+cosa-0 = sen a

lim sen(a+h) = cos a lim cos h—sen a lim sen h =
h—0 h—0 h—-0

=cosa-l—-sena-0 = cosa
conforme queriamos demostrar .
26.3 Derivabilidad de las funciones seno y coseno

Ya sabemos que limosen x = 0 . Portanto el limite
R =¥

x—0 S€én X

no se puede calcular directamente ya que presenta una indeterminacion
de la forma 0/0. Para calcularlo, consideremos de nuevo la figura

CIN
L/
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26.3 Derivabilidad de las funciones seno y coseno

De ella se deducen las desigualdades
drea tridngulo OBC < drea sector OBC < drea tridgngulo OBD
y como por semejanza de tridngulos, es

BD _ OB
AC ~ OA’

se tiene que

OB : AC 1-sen x sen x
BD = -~ i
OA cos X cos X

luego el drea del tridngulo OBD es

OB-BD _ 1 senx

1
2 2 cos x

y las desigualdades anteriores nos dan

sen X

sen x 1
2 cosx

Soe
2 2

Multiplicando ahora por 2 y dividiendo por senx ( que es mayor que
cero) resultan

X 1
sen X Cos X

Y por ser

. 1 1
lim
x — 0+ COS X 1
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26 Funciones trigonométricas

también es
xl-i-:»n%HSC: X =4
¥
= = lim 2

lim lim ——— = =
x—0-sen X y—0+sen(-y) y—-0+seny

Por consiguiente

SRR

SRy aEeR b

o
i
|
i
p
o

En efecto, parah#0ytodox € Rse tiene
sen(x+h) —sen X _ senxcosh+cosxsenh —senx _

h & h
cosh-1 senh
= (senx) -T+ (cosx) - b
y como
o ooalel ¥ ek (h/3) _ h. sen”(h/2)
im == =2 lim——— s == im (—.._ o oo s ILSoyia
h—»0 h h—0 h h—0 2 W2/4
- 1 h sen (h/2) 2_0 10

528

L




26.3 Derivabilidad de las funciones seno y coseno

y
senh ; 1 1
Iim SCHM e = = )
h—0 h h—r>nO h 1
senh
resulta

. sen(x+h) —senx
lim
h—0 h

= (senx) -0+ (cosx) - 1 = cosx.

Andlogamente , como
cos (x+h) —cosx  cosxcosh—senxsenh—cosx _

h h

cosh—1 senh
(cosx) - o= (senx) - b

se deduce
cos (x+h) — cosx

= (cosx) -0- (senx) - 1 = —senx.
h—>0 h ( ) ( )

Utilicemos ahora las derivadas para estudiar la forma de la grafica.

Por ser sen'(x) =cos xy cos x> 0en (0, m/2) y en (31/2, 21) y cos x <0
en (12, 3m/2) la funcién sen crece en [0, m/2] desde sen0 = O hasta
sen(1/2) = 1, decrece en [1/2, 3n/2] desde sen(m/2) = 1 hasta sen (37/2) =
-1 y crece en [31/2, 2n] desde sen(3m/2) = —1 hasta sen 2n = 0. En
x = m/2 alcanza pues un maximo y en x = 37/2 un minimo.

Por ser sen"(x) = -sen x es sen"(x) <0 en (0, ) y sen "(x) > 0 en
(m,2m), luego la funcidén sen es céncava en (0, T) y convexa en (T, 21) y
en el punto x = 7t tiene un punto de inflexion.

De manera aniloga se puede estudiar el crecimiento y la convexidad
de la funcién cos enelintervalo [0, 27] .
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26 Funciones trigonométricas

26.4 Las funciones tangente y cotangente

Las funciones fangente y cotangente , que se designan respec-
tivamente por tgy ctg, son las funciones definidas por

senx
tgx =

parax #km+m/2 conke Z
CoSX

~

0SX
ctgx = —— parax#kn conke Z.
senx

Para comprobar esto, basta tener en cuenta que

sen(x + Tr) = senx cos T+ cosxsen 7T = - senx

COS(X + Tt) = COSX COST —Senx Senw = - COSX
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26.4 Las funciones tangente y cotangente

i
o

i

#:
|
=
E

£
:
:
3

i
S

s

Estas importantes férmulas se obtienen mediante la regla de derivacién
del cociente

sen' (X) cosx — cos'(x)senx

tg' (x) = >
cos“x
o cos?x + sen’x A
cos’x cos®x
. cos'(x)senx — cosxsen' (X)
ctg' (x) = 3 =
sen“x
. sen’x — cos2x i |
sen’x sen’x

Dibujaremos la grifica de tg en el intervalo (—m/2, 7/2) y la
extenderemos por periodicidad.

Como

tg'(x) = % >0
cos“x
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26 Funciones trigonométricas

532

la funci6n tangente es creciente en (—7t/2, 7/2).

Por otra parte, cuando x tiende a —n/2 por la derecha senx tiende a -1y

cosx tiende a 0 tomando valores positivos ,luego  lim  tgx = —eoy
X —-n/2+

cuando x tiende a 7/2 por la izquierda, senx tiende a 1 y cosx tiende a 0

tomando valores positivos, luego  lim tgx = +oo .
X —n/2-

-3/2 /-n ‘e /o im2 /n isw2

Grdfica de la funcidn tangente

Andlogamente , la grafica de ctg la dibujaremos en el intervalo (0, )
extendiéndola también por periodicidad.

Como

ctg'(x) = — <0

sén X

la funcién cotangente es decreciente en (0, 7). Ademds,



26.5 Las funciones arco seno, arco coseno, arco tangente

lim ctgx = +ooy lim ctgx = -oo.
x =0+ X = T-

Grdfica de la funcion cotangente

CEIERRRRRBRS R R R
26.5 Las funciones arco seno, arco coseno, arco tangente

La funcion f: [-1/2, w/2]—[-1, 1] definida por f(x) = senx es biyectiva
( por ser creciente es inyectiva, y por ser continua y ser f(-/2) = -1y
f(m/2) = 1, por el teorema de los valores intermedios, f toma cualquier
valor comprendido entre -1 y 1 es, por tanto, suprayectiva). Su funcién
inversaf ! se designa por arcsen y se llama funcion arco seno.

Asi pues, la funcién arcsen estd definida en el intervalo [-1, 1] y toma
valores en el intervalo [-1t/2, /2],Ademds, por ser f(x) = senx continua y

creciente en [-1/2, /2], es l(x) = arc sen X continua y creciente en
[-1,1]. Por ser f(x) = senx derivable y

f'(x)=cosx #0en (-n/2, W/2),
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26 Funciones trigonométricas

esf! (x) = arcsenx derivableen (-1,1) y

1
cos (arcsenx)

arc sen'(x) = (F))=[f ') =

y por ser
[sen(arcsen x)]2+[cos(arcscn x)]2 =1
es
x2 + [ cos (arcsen x)]2 =,

y como arcsen X € (—Tt/2,m/2) es cos(arcsenx) >0y, por tanto,

cos(arcsenx) = ,Jl - xz,

luego

1

.\Hl—xz

arcsen'(x) =

para cada xe (-1,1).

Las gréficas de f(x) = senx y de f l(x) = arcsenx son simétricas
respecto de larectay = x:
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26.5 Las funciones arco seno, arco coseno, arco tangente

o

Grdfica de f(x) = senx Grdfica de f(x) = arc senx

Veamos ahora la grafica de la funcién arccos x.
La funcién g:[0, ] — [-1, 1] definida por g(x) = cos x es biyectiva
(por ser decreciente y continua y ser g(0) = 1 y g(m) = -1). Su funcién

inversa g'l se designa por arc cos y se llama funcién arco coseno.

Asi pues, la funcién arccos estd definida en el intervalo [-1, 1] y toma
valores en [0, m]. Ademds

arccos Xx=y siysélosicosy=x.

Por ser g(x) = cos x continua y decreciente en [0, &t] es g'l(x) =
arccosx continuay decrecienteen [-1, 1]. Por ser g(x) = cos x derivable y

g'(x)=-senx #0en (0, )

es g"l (x) =arccos x derivableen (-1, 1) y
1
—sen (arccosx)

arc cos'(x) = (g")'x) = [gg )] =

y por ser

[ sen(arccosx)]2 + [cos(arc cosx)]2 =il
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26 Funciones trigonométricas

€s

[scn(arccosx)]2 +x2=1

y como arccosx € (0, ) es sen (arccos x) >0y, por tanto,

sen (arccos X)=41 — X

luego

arccos'(x)=—

1
na'l—xz

Las graficas de g(x) = cosx |y de g'l(x) = arccos X son simétricas
respectode larectay = x:

paratodox € (-1, 1).

0 K&n
'l ................... E : T "‘

- | 1

Grdfica de g(x) = cos x Grdfica de g"'(x) = arc cosx

Finalmente representemos la funcion arco tangente.

La funcién h:(—m/2, m/2) — R definida por h(x) = tg x es biyectiva
(por ser creciente y continua y por no estar acotada). Su funcién inversa

h'! se designa por arctg y se llama funcién arco tangente .

Asi pues, la funcién arctg estd definida en todo R y toma valores en
(—m/2, w/2). Ademas,
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26.5 Las funciones arco seno, arco coseno, arco tangente

arctgx=y siysélosi tgy =x.

Por ser h(x) = tgx continua y creciente en (—m/2, 7/2) es h'l(x) = arctg X
continua y creciente en R. Por ser h(x) = tgx derivable y

h'x) = #0en(-n/2, n/2)

COSZX

esh’l(x)= arctgx derivable en todo punto y

1

arctg'(x) = (h™)'(0) = [W'(h ™! (x))] ' = ;
1/ (cos” (arctgx))

y como
l= cosz(arctgx) + senz(arctgx),
es
——21— =1+ [tg(arctgx)]2 = [+x°
cos” (arctgx)
y, por tanto,

arctg'(x) =
1+x

paratodox € R.

Las graficas de h(x) = tgx y de h™!(x) = arctgx son simétricas respecto
delarectay=x:
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26 Funciones trigonométricas

i A
/2
B |
-1/2 0 w2 0
""""""""""" At/ S
h(x) = tgx h'I(x} = arc tgx

Ejecicios

1.- Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(x) = sen>(4x),
b) g(x) = cos(cosx),

¢)h(x)= J; arctgx,
d)u(x)= (l+c052x)2,

e) v(x) = tg (2x),
f) w(x)=arcsenqy 1 + X,

2.- Aplicar laregla de 1’ Hopital para calcular los siguientes limites:
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. X—arcsenx
a) lim —————,
x — 0 X+ arctgx
3

. 1l—cos’x

b) im ————,
x—0 Xsenx

1

c) lim ( —i-)

x—0 senx tgx '’

, X
d) lim (I -x)tg—.
x—1 2

3.- Estudiar la funcién

y dibujar su gréfica.

26.6 Ejercicios

g(x) = senx +cosx

4. - Hallar los valores méximo y minimo de la funcién

en el intervalo [0,1].

l1-x
(X)) = arctg(m

5.- Utilizar las derivadas para probar que para todo x = 1 se cumple la

igualdad

arct x2—1+arcsen(1) -
B X s
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Funciones

logaritmicasy
exponenciales

En este tema terminamos el estudio de las funciones elementales
analizando en primer lugar la funcién logaritmo neperiano, asi llamada
en honor del matematico escocés John Neper (1550-1617).

La funcién logaritmo neperiano tiene derivada positiva en (0, +o)
luego es creciente y tiene por tanto, funcién inversa. Esta funci6n
inversa se llama exponencial natural.

Las demds funciones exponenciales y logaritmicas y la funcion

potencia se definen a partir de la funciones logaritmo neperiano y
exponencial natural y sus propiedades se deducen de las de estas tltimas.

. La funcion Logaitmo Neperiano

En el tema 30 veremos que existe una funcién derivable de (0, o) en
R cuya derivada en cada punto x € (0, +e0) es 1/x y que se anula en
x = 1. Esta funcién se llama logaritmo neperiano y se designa por log.

Asi pues, la funcién logaritmo neperiano es la funcion
log: (0, =2) = R que cumple

log'(x)=1/x paracadax >0 y logl =0.
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

Por tener derivada positiva en (0, +e0) , log es una funcién creciente en

(0,+00) y como logl =0, serd logx >0 parax >1y log x<QOparax<1.

Ademas, como

log"(x) = ——5 <0,
X

log es una funcién céncavaen (0, +o).

542

En efecto, paracaday >0 la funcién F : (0, +o0) = R definida por

F(x)=log(xy) - logx - logy
para cada x >0, es derivable y

. | 1
F (X)=;§y—; =0

para todo x > 0. Por consiguiente, F es una funci6n constante, es decir,
existe un nimeroreal c tal que

log(xy)-logx - logy =c¢
para todo x > 0. En particular, parax =1 serd
logy-log(l)-logy=c

luego c =0y, por tanto,



27.1 La funcion Logaritmo Neperiano

log(xy) - log x-logy=0
para todo x > 0.

Del resultado anterior se deducen otras propiedades de la funcién log:
a) Cualesquiera que sean los niimeros reales positivos x e y se verifica

log(x/y)=logx -logy
X X
Enefecto,logx=log (; y) = log(;) + logy

b)Paratodox>0 y paratodone N se cumple
log x" =nlog x.

Probaremos por induccién sobre n el resultado. Paran =1 la igualdad se
cumple evidentemente. Supongdmosla cierta para n. Entonces también
es cierta paran + 1 puesto que

log x™*! = Jog(x" x) = log x" + logx =nlogx + logx = (n+ 1 )logx

c¢) La funcién log no estd acotada superior ni inferiormente.
Para cada nlimero natural n se verifican

log2"=nlog2 ylog(1/2" =-n log2

y como log 2 > 0, para cualquier k > 0 se tiene

1
n log— < -k cus L
log2">k y 0g2n <-k cuandon > log2

d) Se verifican
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

lim logx = —ecy lim logx = +oo.
x =0+ X —> +oo

Basta tener presente que log es creciente y que no estd acotada
superior ni inferiormente.

La funcién log:(0, +e0) — R es creciente, luego es inyectiva. Ademds
es continua y no estd acotada superior ni inferiormente, luego el conjunto

{logx:x € (0,400) }

es todo R. Con otras palabras, para cada nimero real y existe otro
ntimero real x >0 tal que log x = y, luego log es suprayectiva.

Por consiguiente, la funcién log: (0, +e0)— R es biyectiva.

El estudio hecho en los pdrrafos anteriores permite dibujar con
bastante precision la grafica de la funcion log

yA

y=log x

27.2 La funcién Exponen
Segiin hemos visto la funcién log: (0, +e)— R es biyectiva. Su

funcién inversa log‘lz (0,4) — R se llama funcion exponencial
natural.
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27.2 La funcion Exponencial Natural

-

La funcién exp = log™!, inversa de la funcién logaritmo neperiano, se
llama funcioén exponencial natural.

Segun esto, las expresiones
expx=y, logy=x

son equivalentes. Con otras palabras, un punto (X, y) pertenece a la
grafica de exp si y sélo si (y, x) pertenece a la grifica de log. Esto
significa que las graficas de exp y log son simétricas respecto de la recta
y=X.

El dominio de definicién de exp es todo R. Su recorrido o conjunto
imagen es el intervalo (0, +e). Como la funcién logaritmo es creciente y
continua, su funcién inversa, es decir, la exponencial es creciente y
continua . Ademds por las propiedades del log se tiene que

lim expx = 0y lim expx = +oo.

X —» -oe X — 400
y =expx
yA
1 y=log x
..-/
-
/ x
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

La funcién exponencial es también derivable y su derivada se obtiene
aplicando la regla de derivacién de funciones inversas:

En efecto, pongamos a = exp X y b =exp y. Entonces X = log a,
y=logb,y por tanto
x+y =log a+log b =log (ab)
luego
exp (x+y) = a.b =expx.expy.

El nimero expl es uno de los nimeros mds importantes de la
matematica.

Se designapor e al nimero real exp 1.

Esto equivale a decir que loge = 1.

Del Teorema del valor medio aplicado a log en el intervalo [1, 2] se
deduce que existe un nimero ¢ € (1, 2) tal que

log2—logl 1

2-1 C
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27.2 La funcion Exponencial Natural

es decir ,

1
log2=—
og -

ycomo 1/2< l/c<1,resulta 1/2<log2< 1,y portanto log4=2log2>
>1. Asi pues, log 2 < 1 <log 4, o sea log 2 < log e < log 4 y por
consiguiente

2<e<4,

Se pueden obtener mejores aproximaciones de e . Su valor con seis
cifras decimales es

e=2718281...;
También se puede probar que e es un nimero irracional.
Ademas es facil demostrar que
expr =e'
para todo nimero racional r. En efecto, cualesquiera que sean los
niimeros reales x, y se tiene que
exp(x+y)=expx.expy
y por induccidn resulta que
exp(nx) = (exp x)"
paratodo x € Ry todon € N. Haciendo en esta formula x = 1/n se tiene
e =(exp(1/n))", y por tanto
exp(1/n)=el/™,
Haciendo ahora x = 1/mconm € N se deduce
exp(n/m) = (exp(1/m))" = (/™" =e¥/m
luego
expr=e
para todo racional positivo r, y como
I=expO=exp(r-r)=expr.exp(-r),
se verifica
exp(-r)=1/(expr)=e™
y la férmula es también vdlida para los racionales negativos.
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

Esta notacion serd la que se utilizard habitualmente para la exponencial
natural.

27.3 Otras funciones exponeniales y Iogan’tmias

Seaa> 0. Para cada niimero real x se designa por a* el nimero ¢*1°8%;
=+ 0 ex]oga.
La funcién f:R — (0,+<0) definida por
f(x) = aX = cx]oga

para cada x € R se denomina funcion exponencial de base a

» Obsérvese que se necesita imponer la condicién a > 0 para que exista
log a. Obsérvese también que la exponencial natural es la funcion
exponencial de base e.

Cada propiedad de la funcién exponencial natural se traduce
inmediatamente en una propiedad de la funcién f(x)=a”.

En la siguientefigura se pueden comparar las graficas de las funciones
exponenciales segtin los valores de a.
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27.3 Otras funciones exponenciales y logaritmicas

l<a<e

O<a<l/e

La funcién f(x) = a* es continua por ser f la funcién compuesta g o h
donde

g(x)=e* y h(x)=xloga
y ser g y h continuas. Como g y h son también derivables, f es derivable
y, por la Regla de la Cadena,

f(x)=g'(h(x)). h'(x) =e"™®  loga=e* loga 150 a=2a%.loga

paratodox € R.

De la definicién de la funcién a* y del hecho de que las funciones exp
y log son inversas se deducen otras propiedades importantes de la
funcién exponencial en base a.
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales
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Sia>0 y a#1lafuncién f: R — (0, +0) definida por f(x) = a* es
biyectiva. Su funcién inversa f~ L. (0, +o0) — R se designa por log,(x) y
se denomina funcion logaritmo en base a.

Segiin esto , si y = log,x entonces x = a’ = e¥lo2 @ v tomando
logritmos naturales se deduce

Como f(x) = a* es continua y creciente si a >1 (decreciente sia < 1),
log,x es continua y creciente si a > 1 (decreciente sia < 1) . Ademads

para el caso a >1, log,x tiende a -0 cuando x tiende a cero por la
derecha y tiende a + six tiende a +e=. Enel casoa< 1, log,x tiende a
400 sixtiendea O porladerechay a -eo cuando x tiende a +eo.

La derivada de g(x) = log,x se obtiene inmediatamente teniendo en

cuenta que g(x) = (log x)/(log a):

Ol d
g (x)—mg—a paratodo x > 0.



27.4 Funcion potencia

1< a<e
a=e

-

O<a<l/e

\a: 1/e

l/e<a<]

Grdfica de las funciones logaritmos en distintas bases

27.4 Funcién encia

Dado un niimero real arbitrario a, la funcién f: (0, +=) — R definida
por

f(x) = x.’] = ealogx

para cada x >0 se llama funcion potencia.
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

Esta funcién es la funcién compuesta goh donde
g(x)=e* y h(x)=alogx.

La continuidad y derivabilidad de f(x) = x? resultan de su definicién
como funcién compuesta de dos funciones derivables y mediante una
aplicaci6n sencilla de la Regla de la Cadena resulta

f'x)=ax®l.
Sia= Oentonces f(x) = | para todo x > 0.
Si a> 0 entonces fi(x) >0y fes creciente. Ademads, como el limite de

la funcién alogx enelcero porladerechaes -0 yellimite dea log x
en +oo es +oo setiene que

lim x* =0y lim x* = 4.
x — 0+ X+

Si a < 0 entonces f '(x) < 0y f es decreciente . Ademds como el limite
de la funcién a logx en el cero por la derecha es +eo y el limite de la
funcién alogx en +oo es -oo se tiene que

. a . a
lim x° =4y lim x =0
x =0+ X — 400

La segunda derivada de f(x) es
f'x)=a(a-1)x*2

Por tanto si a<0 6 a>1 la funcién es convexay si 0 <a < 1 la funcion es
concava.
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27.5 Calculo de limites

a>l
a=1
O<axl
] e e R e L O kv
a=0

a<0

-
0 1
Grifica para los distintos valores de a de la funcién f(x) = x ’

27.5 Célculo de limites

Segiin vimos en 22.3 el limite de la suma, producto, y cociente de dos
funciones fy g queda determinado salvo en los casos

00-00,(),00 ,00/c0 y a/0Odondeaesunnimeroreal 6 +o0 & -oo,
Como para f(x) >0es

(f(x))2®) = g2(og(f(x))
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

554

y la funcién exponencial es continua, el limite de f(x)8®) quedard
determinado cuando lo esté el del producto g(x)log f(x) y serd

lim f(x)8*) = exp(lim g(x) logf(x)).

Ahora bien, este limite es indeterminado cuando uno de los factores
tiende a 0 y el otro tiende a oo, y como

log f(x) — e cuando f(x) — o

log f(x) — 0 cuando f(x)—1,

el limite queda indeterminado cuando

f(x)—=0 y g(x)—0,
cuando

f(x)—>e y g(x)—0
y cuando

f(x)>1 y g(x)—oo.
Asi pues, las posibles indeterminaciones de £(x)&™) son

Gkt

En condiciones bastante generales la regla de 1"'Hopital resuelve las

indeterminaciones eo /ooy 0/0.

La indeterminacién 0.co puede reducirse a una de las dos anteriores
poniendo



27.5 Calculo de limites

7 e e R
fg—-ngofg—lf

La inderterminacién oo - o puede tratarse también mediante
trasformaciones algebraicas como, por ejemplo,

f-g=f(l-g).

La indeterminacién a/0 (a # 0) no suele ser dificil de eliminar, siendo
suficiente  estudiar el signo del denominador. Asi, por ejemplo, si g
tiende a O tomando valores positivos 1/g tiende a +oo y entonces f/g
tiende a a.(+e<) con lo qué queda eliminada la indeterminacién.

Las inderterminaciones

o° ,mo,lm

se reducen todas a la del tipo 0. sin mis que tener en cuenta la
definicién

f8=¢c8 logf

En el cdlculo de limites en el infinito 0 en cero a veces resulta muy
ttil hacer el cambio de variable y = 1/x. Con éste cambio,

y =0+ siysélosi x—+oo

y—0- siysolosi x—-oo,

AT
27.5.1 Ejemplos

1 1+
L digs EMYX)
x—=0 X
Basta aplicar la regla de | 'Hopital:
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

1
P o

X —>+ee X
Basta aplicar la regla de |” Hopital:

I
gt 8% qencd o
X —+c0 X X —> 40X

3; lim xlogx = 0.

x— 0+
Haciendo el cambio de variable y = 1/x, cuando x — 0+, y—+co y

0

-1
lim xlogx = lim 1log(l) = lim . g
x =0+ y = 400y y y =40 ¥

en virtud del resultado del ejemplo anterior.

4. lim x* = 1.
x — 0+

Por definicién, x* = exp(xlogx) y como la exponencial es continua

lim x* = exp( lim xlogx) = exp(0) = I.
x— 0+ x— 0+

1/x b

5. lim (1+x)
x—0
Por definicion

(1+X) 1/x — e(l;‘x)log( I+x)
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27.5 Calculo de limites

y como la funcién exponencial es continua,

lim (I+x)]’{x =exp( lim (1/x)log (1+x)) = exp (1) =e.
x—0 x—0

Este dltimo resultado permite calcular ficilmente cualquier limite de
la forma

lim (f(x))&™,
X—>a

donde -0 <a<+eo y f y g son funciones tales que

f(x)# 1 para todox, lim f(x) = 1 y lim g(x) = 4o 6 -0
X—a X—a

para las que exista

lim (f(x) —-1)g(x).
X—a
En efecto, poniendo h(x) = f(x) - 1 se tiene

(f(x))EX) = [(1 + h(x)) /h0x) |hO)g(o)
y como h(x) tiende a cero cuando x tiende hacia a,

1/h

im [(1+h(x))"" @] = jim (1+9)!Y = ¢,
X—a y—)O

Ademas,
h(x)g(x) = (f(x)-1)g(x)
y como la funcién exponencial es continua

lim (f(x))2®) = exp(lim (f(x) = 1)g(x)).
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

R
27.5.2 Ejemplos
X

1. lim (l+l) = exp( lim 1x) = exp(l) =e.
X = +oo X X — +ooX

2
2 X 2
2. lim (x l] =exp[ lim [x 1—l)x2 =
x—+eo\x? 4 ] x> +eo\x% 4 |

! —2X2 ]
=exp[ lim [ 3 D = exp(=2) =¢e ".

X2+ lx"+1

1/(x+1) 2
3. lim (x>+x+1) = exp(lim 21X
x—0 x—0x+1

)

=exp( lim x) = exp(0) = 1.
x—0

4. lim (cosx)mgx =exp( lim (cosx—1)ctgx) =
x — 0+

x — 0+
: (cosx—1)
=exp( lim ————cosx)
x — 0+ senx
y como
. (cosx—1) ' senx O
im ———— = lm - =— =0
x— 0+ senx x — 0+ COSX 1
Y
lim cosx = 1,
x — 0+
se tiene
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27.6 Tabla de derivadas

ctgx

lim (cosx) =exp(0) = 1.

x— 0+

27.6 Tabla de derivadas

En el cuadro que sigue se resumen las reglas de derivacién. En él -
uy v designan dos funciones derivables y a es un nimero real arbitrario

( positivo en el caso a" ). También se supone, en cada caso, que se
cumplen las condiciones para la validez de la re gla correspondiente. Por
ejemplo, para la funcién log u se supone implicitamente que la funcién u
toma valores positivos. Obsérvese también que las derivadas de

cualquier raiz estdn incluidas en laregla u® - au ®ly ", Asi, la funcién

e

) 1
n/u esu!ysuderivadaes ~u" - u'.
n
Funciones Derivadas Funciones Derivadas
ui
a 0 tgu wen. s
cos“u

559



27 Funciones logaritmicas y exponenciales

560

Funciones Derivadas Funciones Derivadas
. -u'
au au ctgu 3
sen u
ur
u+v u'+ v arcsenu
2
l—u
o u'
u-v u'-v arc cos u —
2
J1—u
. : u'
u.v u v+uv arctg u 5
l1+u
u'v—uv' u'
ul/v - ]Qg u —
vz u




27.6 Tabla de derivadas

Funciones Derivadas Funciones Derivadas
: 5 u'
u? au®lu’ log, u —log, e
u
sen u u'cosu e! u'e"
] u (£ ”
cos u -u'senu a u'a loga

Veamos alguna aplicacion de esta tabla.

27.6.1 Ejemplos

1. Para calcular la derivada de f(x) = arctg(senx), utilizamos la regla

arctgu — 5 conu = senx. Entonces u'=cosx y
1+u
: CosX
f'(x) = 5
1 +sen"x

2.Laderivadade

f(X) = eSEl’IX'I'COSX

se calcula utilizando la regla
e —u'.e
con u=senx +cosx. Entoncesu'=cosx -senx y

f'(x) = (cosx -senx).eSeNX+cosx,
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27 Funciones logaritmicas y exponenciales

27.7 Ejercicios

1.- Resolver las siguientes ecuaciones :
a) logjox =3,

b) log,4=2,

¢)3logx -4 log2 =3log3,

d)3*14+3% 4 3% =117,

2. - Resolver los sistemas formados por las siguientes ecuaciones:

a)logx =log(2y) +log 2 , log(xz) = 3logy - log(yz),
b) logox + logigy=3 , x+y=70.

3. - Dibujar las gréficas de las funciones siguientes:
a) f(x) = log(1 +x?),

b) g(x)=(logx)/x , x>0,
¢)h(x)=x%™

4. - Calcular los siguientes limites:
a) lim (logx)log(1-x),
x—1-

2-x)e" —x-—
b) lim (( x)e —x 2],
x—0 x3

2 X

: X" —2x+1

¢) lim (27] :
XF¥ooAx"=4x+2

5.- Hallar el minimo de la funcién f(x) = ¢* - x -1 y deducir que para
todo x € Rse cumple

e* > x+1.
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Primitivas de una
funcion

Se dice que una funcién F es una primitiva de otra funcién f en un
intervalo I cuando Fes derivabley F'= fen L

En este tema se exponen dos de los métodos de calculo de primitivas ,
el de integracion por partes que se basa en la regla de derivacién de un
producto de funciones y el de sustitucién o cambio de variable , que se
basa en laregla de la cadena para la derivacién de funciones compuestas.

28.1 rlitvas d un fc|6. ¥

Dada una funcién f se quiere hallar una funcién F con la condicién de
que F' = f ( en un intervalo fijado I, aunque a veces serd en toda la recta
real). A la funcion F se la denomina primitivadef .

Esta notacién es un poco ambigua pues si una funcidn tiene una
primitiva entonces tiene infinitas primitivas pero afortunadamente se
parecen todas, en efecto, si F y G son primitivas de f entonces
(F-G)'=F-G'=f-f=0,porloque F=G +k donde k es una constante.

Es decir para ser un poco rigurosos si una funcién f tiene una primitiva
F entonces tiene un conjunto infinito de primitivas que serfa

{ F+k: donde k es un niimero},

pero por un abuso de lenguaje se denota por If (x)dx =F+k.
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28 Primitivas de una funcion

Al conjunto de todas las primitivas de una funcién f se le denomina
integral indefinida de f. Usualmente, este conjunto se denota por jf 0

por jf(x) dx .

564

Laigualdad jf (x) dx =F se cumplird cuando F'=f.

El proceso de obtencién de las primitivas de una funcion se le
denomina integracién de la funcién f.

Asf, integrar una funcién f 6 como se dice otras veces, calcular la
integral indefinida de f, es el proceso inverso de la derivacion.

Una funcién elemental es una funcién que puede expresarse en forma
de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o composicion de
funciones polinémicas, trigonométricas, trigonométricas inversas,
logaritmos y exponenciales.

Antes de seguir adelante, hemos de advertir que no siempre es posible

encontrar primitivas que sean expresables mediante funciones

X2

elementales. Asi por ejemplo la funcién f(x) = e~ no tiene
primitivas  expresables mediante funciones elementales. La
demostracion de este hecho es complicada. Como veremos mas adelante
toda funcién continua tiene primitiva pero no tiene porqué ser
expresable en términos de funciones elementales como ocurre en el
ejemplo anterior.

Algunas primitivas son féciles de obtener. La funcién f(x) = sen x
tiene por primitiva F(x) = - cos x pues (-cos x)' = sen x; la integral
indefinida de la funcién f(x) = 1 / x es, salvo constantes, F(x) = log x.

Otras no lo son tanto, si f(x)=1 / (cos x)6 sus primitivas son



28.1 Primitivas de una funcion.

3 5
jf(x)dx =z tgx+2thx+E-gS—-x+k.

Las integrales del primer grupo se denominan integrales inmediatas y
las del segundo serdn el objeto de estudio de los métodos que veremos a
continuacion.

Las férmulas para las siguientes integrales indefinidas se comprueban
sin més que derivar los segundos miembros:

l._[a dx = ax+k

4 (x—a)r+]

+k , sirz-1
+1

dx
3. [— = loglx—al +k

ax
4.jea" dx = %+k siaz0

_bx

5, ja‘”‘ dlia 2 LR g ds0, biEe
bloga

cos (ax) k
6. jscn(ax) dx = —T+k sia#0

sen (ax) .
i jcos(ax) dx = ?+k ,staz0

8.-[-— dx_ ~ = arcsenx +k

afl—xz
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28 Primitivas de una funcion

9. j dx.z = arctgx +Kk
1 +x

10. | GRo BRSOl T Fig
[2
X"+ 1
). jrijfx.,__=log(x+»jx2—l)+k
sz—]

Nota: En las anteriores férmulas si sustituimos la variable x por u(x) y
dx por u'(x)dx el resultado permanece cierto. Esto serd el contenido
bésico del teorema del cambio de variable y es conveniente que el lector
escriba la tabla anterior con esta formulacion. La justificacion de este
cambio no es otro que la Regla de la cadena.

Otra consideracion, de tipo sencillo, es que a partir de las férmulas
bien conocidas

(F+G)=F+G' y(aF)'=aF
se obtienen las siguientes propiedades de las integrales indefinidas:
¢ [t +g(x)dx = [£(x)dx + [g (x)dx.
. j(f(x) —g(x))dx = J’f(x)dx—fg(x)dx.

. Jaf(x)dx &= ajf(x)dx ,para todo a niimero real.

Antes de seguir adelante, hemos de advertir que, desafortunadamente,
no es cierto que

jf(x)g(x)dx = J’f(x)dx-jg(x)dx
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28.2 Integracion por partes.

como puede comprobar el lector derivando los dos miembros de la
igualdad anterior.

28.2 Integracion por partes.

La férmula de derivacién del producto de dos funciones proporciona
un método de integracién que se conoce como integracién por partes. En
efecto,dado que

(fg)'=f.g+f.g’°,
entonces podemos escribir

f.g=(f.g)"-f.g
y tomando integrales en ambos miembros se tiene que

Jfx g () dx = [(£(x) g (x))"dx - [ (x) g (x) dx

y por la definicién de primitiva se tiene

Jfog xdx = g - [ (x) g (x) dx,
que es la Férmula de integracién por partes.

El método de integracion por partes consiste en calcular una integral
J-h (x)dx expresando el integrando h(x) como producto de dos
funciones f(x).g"(x), de forma que la integral que queda para resolver en
la férmula de integracién por partes If‘ (x) g (x) dx sea inmediata o al
menos mas facil de resolver.

En los calculos se suele proceder
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28 Primitivas de una funcion

f(x)=u = f(x)dx = du

g'x)dx=dv= g(x)=v

Con estos simbolos la férmula de integracién por partes resultaria

Iudv = uv-— Ivdu.

o
28.2.1 Ejemplos

568

I Ixscnxdx.

Poniendo

x=u = dx=du
senxdx=dv = -cosx=v
resulta

_[xsenxdx = — XCOSX +Icosxdx

2 jarc senxdx .

Poniendo

X
arcsenx =u = =du

Jl—xz

ldx=dv = x =v
se obtiene

jarcscnxdx =X arcsenx -J

3. Ixzcxdx G

Poniendo

= —Xcosx +senx +k

X f
=x arcsenx + 1 — x2 +k
2



28.2 Integracion por partes.

x2=u= 2xdx =du

e*dx =dv=e*=v
y aplicando la férmula de la integracion por partes, se tiene que

Ix e*dx = xzcx—j2xexdx.

Para calcular esta ultima integral se vuelve a aplicar el método
anterior poniendo

x=u=dx=du
eddx=dv=eX=v
y nos queda

Ixexdx = xex—jcxdx.
Por consiguiente
Ix e*dx = x g 2%t +2¢" 5k,

Obsérvese que en este caso para resolver la integral indefinida ha
habido que aplicar dos veces la férmula de integracién por partes.

4. Paran= 2,3,4,...se cumple

_[ dx X +2n—3 dx
n o .
C+1) 2(n1) (X+1) it 2

En efecto, como
2 2
. A= = o ndx - an, aplicando el método de
(x%+1) (x> +1) (x*+1)
integracion por partes a la ultima integral con
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28 Primitivas de una funcion

xdx

x=u, ——— =dv
2 n
(x*+1)
-1
dx =du, =v
2 n—1
2(n-1) (x"+1)
resulta
x2dx E —X = 1 dx
goupccl N T DL et
(x“+1) 2(n-1) (x"+1) (x“+1)
Por consiguiente,
&, X +2n—3 dx
o -1 2n-2 -1

2+1) 2(n-1) (2+1) x2+1)"

Esta férmula nos permite calcular la integral original sin mds que
aplicarla n-1 veces y tener en cuenta que

J- de =arctgx+C.

x“+1
Asi, paran =3,
dx X 3 dx

3= 53 7 =

x>+ 1) 4(x2+1) (x2+1)
N X +3( X +II dx ] pd
= S+ - 2 /-

T i
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28.2 Integracion por partes.

= e +§ : +§arctgx+C.

2 o 8
a(x®+1)° "X+l

5. jexsenxdx <

Poniendo
e*=u=e*dx=du
senxdx=dv=> -cosx=vV
resulta

jex senxdx =-e*cosx + Jex cosxdx
y volviendo a aplicar el método
e*=u = e*dx=du
cosxdx=dv= senx=v
la dltima integral nos da
Iex cosxdx =e*senx - chsenxdx

Por consiguiente

X X
je senxdx =e*(senx - cosx) - Ic senxdx .

Pasando ahora al primer miembro la tiltima integral se obtiene

2 jexsenxdx =e*(senx - cosx),

y por tanto
X
X (&
je senxdx = i(senx-cosx).

Con esto hemos abtenido una primitiva de e*senx. Afadiéndole una
constante C obtenemos la forma general de todas las primitivas.
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28 Primitivas de una funcion

La Regla de la Cadena nos permite dar otro método de integracion que
se conoce como Método de sustitucién 6 Cambio de variable.

Supongamos que conocemos una primitiva F de una funcién f
entonces se tiene que

[fex))g ()dx = F(g(x)) +C.
En efecto, por hipétesis F'= f y, por la Regla de la Cadena

[F(g(x)) +C] "= F(gx)g'() = f(gx)gx)

Con la terminologia tradicional se dice "haciendo el cambio de
variable"

g(x)=t,g'(x)dx = dt
se pasa de la integral If(g(x))g' (x)dx a la integral
jf(t)dt = F(t) +C,
y deshaciendo el cambio se pasade F(t) +C a F(g(x)) +C.

Este proceso de célculo suele escribirse asi

If(g(x))g'(x)dx = jf(t)dt = F(t) +C

{ g =t,g(x)dx =dt} = Fg(x)+C.

De ahora en adelante dispondremos los cilculos de esta forma.
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28.3 Integracion por cambio de variable.

Y
28.3.1 Ejemplos

dx dt
- Jxlogx R T

log Itl + C = logllog x| + C. Donde hemos

realizado el cambio {logx =t, % = dt }.

5 jcos (arctgx)

5 dx = J'cost dt = sent+ C =sen (arctgx) +C

1+x

mediante el cambio { arctgx=t, = dt }.

I+x2

3. Iscnsx cosxdx = mediante el cambio {senx =t, cosx dx =dt} =

5 ® 1 6
= It dt = E+C = gSen X +C.
xZ
4.! 6dx = mediante el cambio {x3=t , 3x2dx =dt} =
1+x
1p dt 1 1 3
= - |—— = zarctgt+C = zarctgtx” +C.
3'[1+t2 3 3

S.Ix cosx>dx = mediante el cambio (x2=t,2x dx=dt} =

= %Icost dt = %sent+C = %scn(xz) +C.
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28 Primitivas de una funcion

6. Ix l—xzdx =mcdianteclcambio{l—x2= t,-2xdx = dt}=

3/2
P B 3/2
= —ijﬁdt = _i-[t dt =

Y =—%(1—x2) +C.

b =

3
2

Obviamente, cuando se conoce una primitiva de la funcién
f(g(x))g'(x), se procede en sentido contrario al que hemos expuesto en el
apartado anterior.

Si G es una primitiva de la funci6n de la forma (fo g)g', donde g es una
funcién que tiene inversa, entonces

jf(x)dx =G(g ' (x))+C
En efecto, por la Regla de la Cadena se tiene que

[Gg'(x)+Cl' =G ). x).

Pero por hipétesis es G'(x) = f(g(x))g'(x) y poniendo en esta igualdad
g"’(x) en lugar de x resulta

G'(g (%) = flg(g ' )" (x) = f(x). g'(g (x)).

Por otra parte, la derivacién de funciones inversas nos da

b 2
g'(g (x))
Por consiguiente,
(GG () + C1'=00) g/g” () ———— =1,
g'(g (x))

574



28.3 Integracion por cambio de variable.

En las condiciones anteriores podremos calcular la integral J-f (x)dx
"haciendo el cambio de variable"

{(x=g®,dx = g'(t)dt}
con lo que nos queda

jf(x)dx = J’f(g(t))g' (t)ydt = G(t) +C

y como x = g(t) , se tiene que t = g"l(x) y "deshaciendo el cambio" se
llega finalmente a G(g'l(x)) + C.

Como antes los célculos se disponen de forma abreviada as:

j f (x) dx = mediante el cambio { x = g(t), dx = g'( t) dt} =

[flemgmdt=Gm+c=c@E"x)+c

I.J dx = mediante el cambio {x = 2t, dx = 2dt} =
x2+4

2 = l ﬂ— = 1:1rctgt+C =

X
— arctg (=) +C.
444 27¢2 4 2 2

x
2

; = mediante el cambio {x = ﬁ t dx= ﬁdt }=
X" +2

. e e ey 2 =
_jm_jﬁ_log(th/tﬂwc_
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28 Primitivas de una funcion

e )

3._[,\/ 1- x2dx = mediante el cambio { x=sent,dx=costdt} =
=j,J1 - senztcostdt = I(cost)zdt = %I (1+cos (2t))dt=

=(t+ %sen(2t)) +C = %(t+scntcost) +=

=% (arcsenx + x4/ 1 —xz) +C.

4. I = mediante el cambio { x=tgt,dx=(1 + tgzt)dt }=
(1+x )

= jcostdt = sent+ C,ycomo

cost =

1 _ 1
4}l+tg2t J1+x2

se tiene

sent = tgt- cost =

X
Jl+x2 ,

y por tanto,

J dx X

: 7.
(1+x%) J1+x?
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28.4 Ejercicios

% i % Notas Historicas

La estrecha relacién entre los conceptos de derivada e integral fue
descubierta por dos gigantes del pensamiento: Newton (1643-1727) y
Leibnitz (1646-1716). No estd claro si la fundamentacién del Calculo
Infinitesimal fue obtenida de forma independiente, aunque cada vez los
historiadores de la Ciencia se inclinan mds porque asi fue. Tanto
Newton como Leibnitz se atribuian el descubrimiento y hubo enormes
polémicas entre los discipulos de ambos, conocedores de la importancia
del Calculo moderno.

Newton, por influencia de su maestro y amigo Barrow, conocia la
relacion entre el problema de las tangentes (Célculo Diferencial) y la
determinacién de dreas (Célculo Integral). De hecho fue de Barrow de
quien Newton tomé el concepto de fluxién y de magnitudes que varian
respecto del tiempo. En 1671 presenta Newton el libro Methodus
fluxionum et serierum infinitorum (Método de las magnitudes fluentes y
de las series infinitas), pero el Gran Incendio de Londres de 1666 habia
destruido todas las imprentas por lo que el libro no fue editado hasta
1736, con posterioridad a la muerte de Newton, y con su contenido ya
superado. Distingue Newton entre fluentes (variables ) y fluxiones
(derivadas). Evidentemente, al no disponer del concepto de limite
Newton tenia una menor capacidad de cdlculo, lo que no le impidi6 tener
enormes €xitos.

Leibnitz, ademds de los trabajos de fundamentacién, incorpord una
notacion que es la actual y que, sin duda, ha ayudado a la estructuracién
y claridad de la exposicién del Célculo Infinitesimal.

28.4 Ejercicios
1.- Calcular las siguientes integrales por el método de integracién por
partes:

—X
a) Ie cosxdx ,
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28 Primitivas de una funcion

b) Jlog (1 +x2) dx ,
c) Isen (logx)dx ,

d) Jx J5 —2xdx.

- 2.- Calcular las siguientes integrales mediante cambios de variable
apropiados:

a) jx tg(x )dx
b) Icosxlogsen (x)dx

z

X
c) Imdx
e*dx

Jet + 1-

3.- Calcular las siguientes integrales mediante los cambios de variable
que se indican:

d)_[

a) J4dx2~— , X+1=2tgt,
(x+1)°+4

b) x= 14,
Jxﬂjl +x

X

) X
: Ja,fx+1+4f(x+1)3

x+1=t2.
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Calculo de primitivas

En este tema se exponen algunos métodos para el cdlculo de
primitivas de las funciones racionales y de algunas funciones
trigonométricas .

SEhEERAERRE R T e
29.1 Primitivas de las funciones racionales

Ya sabemos que una funcién racional es una funcion de la forma

P
f(x) = % ,Q#0

donde P y Q son funciones polinémicas. Si el grado de P es mayor o
igual que el grado de Q y llamamos p y R al cociente y al resto de la
divisién de P por Q, se tiene

P=p.Q+R,
y por tanto,
P_ R
Q- =0

y el grado de R es menor que el grado de Q.
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29 Calculo de primitivas

Por consiguiente,

‘jf(x)dx ey, jp(x) dx+j

Q() Q(x

La integral de p es inmediata pues si

p(x)=ao+a1x+a2x2+...+anx“,
se tiene
If(x)dx = a,x+a x2-!—21 x_3+ +a xn+l+Cte
e 2 %23 """ " nn+1 '

Con esto, el problema de calcular la integral de f se reduce a calcular la
integral

R (x)

Q)

en la que el grado de R es menor que el grado de Q. Para ello, se
descompone en fracciones simples la fraccién R/Q.

En esta descomposicién aparecen sumandos de las formas

-, con neN, y it - ,conneN,y b%- ¢<0.
(x—a) (x% +2bx +¢)
Luego todo el problema se reduce a calcular las integrales de las

férmulas anteriores.
Las primeras no ofrecen ninguna dificultad pues son de dos tipos :

.l-(xﬁa) dx = log|x —al +Cte
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29.1 Primitivas de las funciones racionales

dx = I+Ctv::,si n 1
(x-—a)" (n—1) (x—a)"~

_[ A -A

Para calcular las segundas se trasforma primero el numerador de forma
que aparezca en €l la derivada de x2 + 2bx +c:

Bx + C = (B/2)(2x +2b) + C - Bb.

Con esto se puede escribir

Bx+C
dx =
2 n
(x> +2bx +¢)
2x+2b
E_[ (G #25) ~dx+ (C~Bb) | dx s
(x* +2bx +¢) (x% +2bx +¢)
Ahora bien,

2x +2b)dx
I ( ) dx = log (x2+2bx+c) + Cte,

(x> + 2bx +¢)
y
2x + 2b) dx N
{#% ) nldx = : _1+Ctesin;él,
(x> + 2bx +¢) (n—1) (x> +2bx +c)

y s6lo nos queda resolver la integral

dx

2 n’
(X" +2bx +c¢)
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29 Calculo de primitivas

En esta se completa en primer lugar el cuadrado de una suma con los
términos x>+ 2bx, sumando y restando b?

x2+2bx +cC= (x+b)2+ c—bz,

y después se hace el cambio de variable

{(x+b=( Jc—b? t ),dx=yc—bdt },

dx _ C—b?'J- dt =
ux+bﬁ+c—b%" (@-b%€+c—b%"
| dt
T n—1 j n’
c-t3)" "2 (@)

y esta integral se reduce integrando por partes segin el ejemplo 4 de
28.2.

Obsérvese que de todo esto se deduce que cualquier funcién racional
puede integrarse mediante funciones racionales, logaritmos y arcos
tangentes.

R EEE
29.1.1 Ejemplos

1 _[ x2 +x+1
5x+6
Efectuando la division se tiene
X +x+1 6x—5
2 v
X" —5x+6 X" =5x+6

y descomponiendo en fracciones simples la dltima fraccion, resulta
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29.1 Primitivas de las funciones racionales

O =37 """ =1 # 13
x-5x+6 Xx~2
Por consiguiente,
2
6.5~ ”” j’dx—?j dx+13j—~1—3dx=
5x+6 o

=x -7 logl x-2I + 13 logl x-31+ C.

dx
2.
j(x—z)z(x+1)3

Descomponiendo en fracciones simples se obtiene
1 1 1 1 1

=—=- + =+
G=Rra+n® L E R R
= 2 p e e
27 27 (x+1)2 9 (x+1)3 :
y por tanto,
dx 1 i .4 1
=—="1 -2 -=—=+=l
‘[(x—2)2(x+1)3 37 B2 Taga 3t Em AL
2 1 1 1
R TSR | ey ey
dx
3. :
i
Descomponiendo en fracciones simples resulta
T O A P
©-1 3.x-1 3 2ix41
y, por tanto,
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29 Calculo de primitivas

1 2
-[XT_d 3.[);—1 3! 2x+ gz

-1 +x+1
Ahora bien,
I : dx = loglx-1|+C.
x—1
Por otra parte,
X+2 ¢ 2x+4 1 2x+1
jz =243 =5 2,0 2]2
+x+1 +x+1 +x+l +x+1
y como
XL gx = log (P +x+1) +C,
X“+x+1
y
I 3 o = X dxl 3 =J' dx2 = mediante el
xX“+x+1 ol 1 3
X X+X+4+4 (X+~—) +Z
: 1s. 43 B B
camb10{x+§——2—t,dx— 2dt} 5 32 3 f'[[z
4 4
2 2 2x+1
= —arctgt+C = —arctg( ) +C,
J3 J3 J3
nos queda
dx 1 1 2 1 2x+1
—— = Zlog|x—1] - zlog (x“+x+1) ——arctg (—=—) +C.
-1 3 0 J3 J3
4, dx :
) 2
(x*+4x+5)
Como
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29.1 Primitivas de las funciones racionales

X2+ 4x + S=x2+ dx+4+1=(x + 2%+ 1,
se tiene

dx dx

5
(x2+4x+5)2 ((x+2)%+1)

y haciendo el cambio {x+2 =t,dx =dt} , resulta

dx dt

Il

((x+2)2+1)2 (t2+1)2

Aplicando la férmula de reduccién del ejemplo 4 de 28.2 con n = 2 se
obtiene

J ot = 2_[ +larctgt+C,

@i’ 2P+ el T2+ 2

y deshaciendo el cambio, concluimos :

X = e +1arctg(x+2)+C.

(x2+4x+5)2 A lxs i+l

xdx

2 2
(x% +4x +5)

Como
= %(2“4) =

se tiene
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29 Calculo de primitivas

2x+4)d
xdx 1 (2x )X—ZI dx

2 2 2 2
(x% +4x +5) (x* +4x +5) (x> +4x +5)

La primera de estas dos integrales es inmediata:

2
(2x +4)dx b, 1 <

2 2
(x> +4x+5) X HAX+S

La segunda la hemos calculado en el ejercicio anterior:

dx X+2

(x2+4x+5)2 ; 2((x+2)2+1)

+ 1arctg (x+2) +C.

Por consiguiente,
xex 5 = —arctg(x+2) - 22X+5 +C.
(x2+4x+5) 2(x“+4x+5)
6. Ix3+2dx.
X" —X

El denominador se descompone de la forma

X —x = x(x=1) (x+1)

X+2 LN b 4
(x+1) (x-Dx  x+1 x-1 x’

Al operar, se obtiene
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29.2 Primitivas de algunas funciones trigonométricas

X+2 _ax(x—=1) +bx(x+1) +c(x+1) (x-1) _
(x+1) (x=1)x x(x=1) (x+1) 3

0 (a+b+c)x2+ (b-a)x—-c
x(x=1) (x+1)

1

de donde se obtiene un sistema de solucién:

1 3
E,b—i yC—-2.
Por tanto,
X+2
jx3—x ZIx+l 2-[x—l

= %log|x+ 1] + %loglx— 1| = 2loglx| +C.

29.2 Prlmltwas de algunas funclones trlgonometrlcas

En lo que sigue vamos a exponer algunos métodos para calcular
integrales en las que aparecen potencias de las funciones sen x y cos x
combinadas en forma de sumas, productos y cocientes.

Todas estas integrales se reducen a integrales de funciones racionales
con el cambio
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29 Calculo de primitivas

X 24t

{tg= =t,x=2arctgt,dx = — }.
2 1+t
Con este cambio,
X X X
QSCH(E) cos (5) 2tg(§) 2t
senx = = =

2 (X 2 (X 20Xy 1+t
cos (2)+sen (2) 1 +tg (2)

2 .X 2 X P -
CoS (5) sen (5) 1-tg (2) 2
COSX = = =

2 X 2,.X A i
cos (2)+sen (2) 1 +1tg (2)

-t

R
29.2.1 Ejemplos

d
l'.[ser):x 4

Con el cambio anterior resulta

2
dx =I[1_“_.,2_]dt= Elt_t= loglt| +C =

senx 2t 1+t2
= log tg(%)i +01
dx
"J2+senx

Con el cambio tg (;) = t,seobtiene
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29.2 Primitivas de algunas funciones trigonométricas

dx 1
= . dt =
1+P
3 3
=J4d-E—=mediantcclc:almbio{t+1 = £u,dl = £du}
1.2 3 2 2 2
(t+§) *g

3
[ = —arctgu+C=

siibetah-
X
' 2t+1 2tg(2)+1}+c

2" 2
2 2
= s
ﬁ retg(—=— J:;’ ) ﬁarctg( B

* En algunos casos se pueden hacer otros cambios que reducen los
célculos:

a) Cuando el integrando es una funcién par en sen x y cos X, es decir
cuando no se altera al cambiar simultdneamente senx por -senx y
cosx por -cosx, es indicado el cambio de variable:
dt
{tgx = t,x = arctgt,dx = A }.
1+t

Con ese cambio,

l —
J1+tg2x J1+t2,

COSX =
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29 Calculo de primitivas

senx = (tgx) (cosx) = :
Jiel

S
29.2.2 Ejemplo

jtg3xdx.
Con el cambio anterior resulta
3
3 t t
tg'xdx = |—=dt = | (t———=)dt =
I Il+t2 1+t
& 1 2 | 2 2
= 5_510g(t +1)+C = E(tg x—log (tg"x+1)) +C .

b) Cuando el integrando es impar en senx , €s decir, cuando cambia de
signo al cambiar senx por -senx, es indicado el cambio de variable

{ cosx =t,-senx dx =dt}.

TR
29.2.3 Ejemplo

J‘ senx

COS4X

Esta integral, mediante el cambio descrito, serd,

dx.

3

jse’f‘dxz—d—:=%+c= I +C,
cos X t 3t 3cos X
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29.2 Primitivas de algunas funciones trigonométricas

c¢) Cuando el integrando es impar en cosx , es decir , cuando cambia
el signo al cambiar cosx por -cosx, es indicado el cambio de variable

{senx =t, cosx dx =dt}.

R
29.2.4 Ejemplo

Icos3xdx.

Haciendo el cambio indicado
I 3 =3 = 12 - 2 L
cos”xdx = I(l—bﬁl‘l X) cosxdx = J-(I—t )dt=

t—%t3+C = senx—%sen3x+C !

* Otras veces resulta mds cémodo utilizar alguna identidad
trigonométrica para calcular la integral en cuestion.

R
29.2.5 Ejemplos

l.jsenzxcoszxdx.

Como

sen’xcos’x = %(2senxcosx)2 = zlscnz(ZX) =
=é(l—cos(4x)),

se tiene que
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29 Célculo de primitivas

jsenzxcoszxdx = é-_[(l — cos (4x) ) dx

1 1 1 1
o (x—zscn(4x)) +C = gx—ﬁscn(ttx) + C.
2.jcos4xdx.
Como

2
2 1+ 2
cos*x = (cos?x) = (—CO—;(—X)-) =

= % [1+42cos (2Xx) + cosZ 2x)] =

I

+

(o ]IS I

cos (2x) +é (1+cos(4x)) =

cos (2x) + %cos (4x),

+

b = I =

se tiene

el el ;o
Icos xdx = 8x+4sen(2x) + 32scn(4x) +C.

29.3 Ejercicios.

1. - Calcular las siguientes integrales:
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xdx
gt fa=
(x“+1)

d
5. ‘[x3jl'

2.- Calcular las siguientes integrales:

2) J' dx
senx + cosx’

dx
. '[cos3x ;

c) Jsen3xcos3xdx,

4
d) Icoszxdx‘
sen“x

29.3 Ejercicios.
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30.1

La integral definida

En este tema se define el concepto de drea mediante un sistema de
axiomas que lo caracterizan y se introduce el concepto de integral de una
funcién, se estudia la relacién existente entre la derivacién y la
integracion y se aplica la integral al cdlculo de dreas de recintos planos.

Definicion axiomatica de area

Muchos objetos matemiticos se definen enunciando un conjunto de
propiedades que los caracterizan. Cada una de dichas propiedades suele
llamarse axioma y se dice que el concepto en cuestién se ha definido
axiomdticamente. De esta forma se define el concepto de drea.

Cuando decimos que un recinto plano R tiene un 4rea a(R) estamos
haciendo corresponder el niimero a(R) al conjunto R de puntos del
plano. Con otras palabras, el drea es una funcién que asigna un nimero
real a cada conjunto de una familia de conjuntos. Estos conjuntos, a los
que se puede asignar un area, se llaman conjuntos medibles.

Uno de los axiomas de drea establece que dos conjuntos congruentes,
es decir, dos conjuntos que pueden hacerse coincidir mediante
movimientos (traslaciones, giros, simetrias), han de tener la misma 4rea.

Otro axioma establece que todo rectdngulo es medible y que su 4rea es
el producto de las longitudes de sus lados. Uniendo rectdngulos se
pueden construir conjuntos medibles, como el de la figura siguiente,
constituidos por una familia de rectdngulos adyacentes con sus bases
sobre el eje de abscisas y que se llaman regiones escalonadas.
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30 La integral definida

Regidn escalonada

El dltimo de los axiomas formaliza el Método de exhaucion,
empleado ya por los matemdticos griegos para calcular el drea de
recintos planos limitados por curvas y que consiste en aproximarlos por
dentro y por fuera mediante regiones escalonadas cada vez mds
ajustadas al recinto en cuestion:

El drea es una funcién definida sobre una familia M  de conjuntos
medibles , con las siguientes propiedades ;

1. Paracada R de M se tiene que a(R)=0.

2.SiRy S pertenecen a M entonces RUS y R NS también pertenecen
a M ,yademas

596



30.1 Definicion axiomatica de area

a(RuUS) =a(R) +a(S) - a(R NS).

3.SiRy S pertenecen a M y S estd contenido en R entonces R —S
también pertenece aM y

a(R—S)=a(R)—a(S).

4. Si R pertenece a M y S es congruente con R entonces S también
perteneceaM y a(R)=a(S).

5. Todo rectangulo R pertenece a M y si sus lados tienen longitudes
ay hentonces a(R) = a.h.

6. Si R es un conjunto que se puede limitar entre dos regiones
escalonadas y existe un tinico niimero real ¢ que cumple

a(S)<c =a(T)

para todo par de regiones escalonadas S y T tales que T > R o S,
entonces R es medible y a(R) =¢.

De estos axiomas se deducen otras propiedades del drea. Asi por
ejemplo, haciendo S = R en el axioma 3 resulta que el conjunto vacio es
medible y que a(J) = 0. Suponiendo ahora en el axioma 2 que R y S son
disjuntos, es decir, que R N S = &, se deduce que, en este caso, a(RUS)
= a(R) + a(S). De los axiomas 3 y 1, en este orden , resultaque siRy S
son medibles y S estd contenido en R entonces a(S) < a(R) ya que
a(R-S)=20.

También pueden deducirse de los axiomas algunas férmulas para las
dreas de figuras sencillas.Veamos, por ejemplo, cémo se prueba la
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férmula para el drea de un tridngulo:

Todo tridngulo rectdngulo R es una interseccién de dos rectangulos y
por los axiomas 5 y 2, todo tridngulo rectdngulo es medible.

Ademis R es congruente con S luego a(R) = a(S) por el axioma 4 y
como el rectdngulo R U S tiene por drea b.h y Ry S son disjuntos, se
tiene

b.h=a(RuS)=2a(R) +a(S)=2a(R)
luego a(R) = b.h/2.

Ahora es ficil deducir la férmula para cualquier tridngulo. En efecto,

todo tridngulo es una unién de dos tridngulos rectangulos

by b,

luego todo tridngulo T es medible y su drea serd la suma de esos dos
tridangulos rectdngulos, es decir,



30.2 La integral de las funciones escalonadas

bh byh  (by+by)h by
R

Los axiomas del drea nos van a permitir calcular también areas de
recintos planos mucho mds complicados en cuanto tengamos a nuestra
disposicién la herramienta necesaria: la integral .

. La integal de las funciones escalonadas

Una funcién escalonada es una funcién constante a trozos. Para
establecer este concepto con mds precision necesitamos definir
previamente la nocién de particion de un intervalo.

Una particién de un intervalo [a, b] es un conjunto finito de puntos
P={a=xp<x;<Xp<..<Xx,=b}.
Los subintervalos abiertos de [a, b] que determina la particion P,
(x> X1)s (X1, X2)seees (Xpo1, Xp)

se denominan subintervalos de la particion P.

Una funcién s:[a, b] = R es escalonada cuando se puede encontrar
una particion P de [a, b] tal que s es constante en cada uno de los
subintervalos abiertos de la particion P.

Obsérvese que no se exige ninguna condicién a los valores que toma s
en los puntos de P.
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Obsérvese también que si s es constante en cada uno de los
subintervalos abiertos de P, y Q es otra particion de [a, b] con Q O P,
entonces s es también constante en cada uno de los subintervalos
abiertos de Q. Llamaremos particién asociada a s a cualquier particion
con esta propiedad.

La funcién s:[1,4] — R definida por
s(x)=2 si 1sx<2, s(2)=1
s(x)=-3 si2<x<3, s(x)=1si 3<x<4
es escalonada en [1, 4]. Una particién asociada a la funcion s(x) es
P={1,2,3,4}
puesto que s(x) toma un valor constante en cada uno de los
subintervalos (1, 2), (2,3)y (3,4) de la particion P.

Es fécil comprobar que la suma s(x) + t(x) y el producto s(x).t(x) de
dos funciones escalonadas s(x) y t(x) en [a, b] es también una funcién
escalonada en [a, b]. En particular, como las funciones constantes son
escalonadas, el producto de una constante por una funcién escalonada
es una funcion escalonada.



30.2 La integral de las funciones escalonadas

Sea s :[a, b] = R una funcién escalonada constante en cada uno de los
subintervalos de la particion

P={a=xp<Xx|<X2<..<X,=b}.

y que toma el valor c; en el subintervalo (xj_;, X;), entonces se llama
integral de la funcion s(x) en [a, b] al niimero real

¢y (xq-Xg) + Ca( Xp - Xq) +....t Cp(Xp- ) ML,

b b
y se representa por js (x) dx,opor Is

a a

La integral e.: [1, 4] de la funcién escalonada s(x) definida en el
ejemplo anterior es

4
js(x)dx =202 -11+ (B~ *1 (4= =0
1

Observacién: Si una funcién escalonada s es no negativa, su integral
es el 4rea de su recinto de ordenadas, que es una regién escalonada.

30.-3 ropiedades d |a intgra_ i
Dadas dos funciones escalonadas s(x), t(x) en [a, b] y k un niimero
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30 La integral definida

real arbitrario se verifican las siguientes propiedades:

b b b
l.j(s+t) = js+jt.
a a a
b b
2 Jks = kjs.
a a

b b
3. Sis <t entonces Is < _[t.
a a

b c b
4.Sia<c <bentonces js = Js+Js.
a a c

0. L integral de fniesacotada. o

Extendamos a funciones més generales, como por ejemplo la funcion
senx, el concepto de integral; desafortunadamente el proceso nos obliga
a que las funciones sean acotadas.

Sea pues f:[a, b] >R una funcién acotada , es decir, una funcién para
la cual existen dos niimeros reales m, M tales que m < f(x) < M para
todo x € [a, b]. Entonces hay funciones escalonadas s(x) y t(x) en [a, b]
que cumplen s (x) < f(x) < t(x) , por ejemplo, las funciones constantes

b b
s(x)=m y t(x) =M, y por la tercera propiedad anterior sera Is < It.
a a
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30.3 La integral de funciones acotadas.

Sea f:[a, b] — R una funcién acotada . Se dice que f es integrable en
[a, b] cuando existe un dnico nimero real I tal que

b b
jsSISIt
a a

para todo par de funciones escalonadas s y t tales que s <f <t. Eneste
caso, dicho nimero real I se llama integral de fen [a, b] y se designa por

b b
j f6[f(x)dx
a a
En esta definicién hemos supuesto que a < b; sib <ase define
b a b
Jf = —jf,ysia:bentonces jf =
b

a a

b
Es importante no confundir los simbolos If y jf , puesto que el

a
primero designa un conjunto de funciones mientras que el segundo es un
nimero real. Para distinguir estos simbolos se denomina integral
indefinida al primero e integral definida al segundo, aunque muchas
veces se utiliza el término genérico integral para designar a ambos
conceptos, siendo el contexto lo que determina si se trata de una u otra.

Una condicién de integrabilidad equivalente a la de la definicion y
mucho mas comoda de manejar en las demostraciones es la siguiente:
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Pero no todas las funciones acotadas son integrables como muestra el

siguiente ejemplo.

R R
30.3.1 Ejemplo

604

La funcién f definida mediante
f(x) =1, six es un nimero racional

y ,
f(x) =0, si x es un nimero irracional,
no es integrable en ningin intervalo [a, b] pues si sy tson funciones
escalonadas en [a, b]y s <f <t ,handecumplirseques <Oy 1 sty
por tanto,

b- b b b

Jt—szjl—jOZ(bﬂ-a)

a a a a
y para € <b-ano se cumple la condicién de integrabilidad Riemann.



30.4 Teoremas Fundamentales del Calculo

De la condicién de integrabilidad Riemann y de las propiedades de la
integral para las funciones escalonadas se deducen las propiedades de la
integral de las funciones integrables.

30.3.2 Propiedades

Si fy gson dos funciones acotadas e integrables en [a, b] y k es un
niimero real, las funciones f + g y kf son también integrables en [a, b] y
se cumplen las siguientes propiedades:

b b b
l.I(f+g) = jf+j‘g

b b
2 _[kf = kjf.
a a
b

! b
3.5if<g entoncesjfs jg ’
a

a

b ¢ b
4.Sia<c<b entonces J'f = If+jf
a a [

30.4 Teoremas Fundamentales

Los dos teoremas fundamentales del Calculo establecen la estrecha
relacién existente entre los conceptos de derivada e integral. Aqui
enunciaremos so6lo el primero de ellos y, como
consecuencia,deduciremos el segundo, que también se conoce como

Regla de Barrow.
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AR
30.4.1 Ejemplo

606

Como la funcién f :(0, +o0) — R definida para cada te (0, +o°) por f(t)
= | / t es continua, también es integrable en cualquier intervalo cerrado
de la forma [a, b] contenido en (0, +e<), y por el Primer Teorema
Fundamental del Célculo, la funcién

F(x) = I%dt
1

es derivable y

2

=

F'(x) =

para todo x € (0, +o0). Ademads
11
F(l) = _[Ydt =0 ,
1

luego F es la funci6n logaritmo neperiano que hemos estudiado en el



30.4 Teoremas Fundamentales del Calculo

tema 27.

e »gwx»w s
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En efecto, por el Primer Teorema Fundamental del Célculo, la funcién
X
F(x) = jf(t) dt
a

es una primitiva de f en [a, b] y como g es otra, existe un nimero real C
tal que F(x) =g(x) + C y por tanto,

b
jf = F(b) = F(b) —F(a) = g(b) —g(a),

yaque F(a)=0.

Una notacién usual para representar la diferencia g(b) - g(a) es
g(x) |: . Con esta notacién, la igualdad del Segundo Teorema
Fundamental del Cilculo se escribe

b
[f=gm2.

a
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30.4.2 Ejemplos

1+1

— cosT + cosO

T[—
0=

—CcosXx|

5 Jsenxdx

y del cambio de variables para integrales

De los Teoremas Fundamentales se deducen las férmulas de

integraciébn por partes

definidas,

La demostracién de este hecho es muy sencilla. En efecto, f(x) g(x)es

'(x) + f'(x)g(x),y porel Segundo Teorema,,

una primitiva de f(x)g

b
[fg'+[fg = [(fg'+fg) = f(X) g ()|

b

b

b
a

a

a

a
que demuestra la férmula.
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30.4 Teoremas Fundamentales del Calculo

30.4.3 Ejemplo

|

chxdx.

0

Haciendo x = u, e*dx = dv, dx =du, e*=v, resulta

| { 1 |

jxexdx = xex‘o—_[exdx = e—e"‘0 =e-(e—1) = 1.
0 0

Ahora vamos a enunciar el Teorema del Cambio de Variable para
integrales definidas.

TR AT A ‘
G i3 e
. L
it o
L m :
imwwgwm ) -
. §§§§;‘* o -
. -
- -
o ;
e .
L . B
: . e
g(b) i
i e &
= 1
g i
= LT
e
g(a) .
Er s % i s FhE x .
oEa Gl

Suele decirse que se pasa del primer miembro al segundo haciendo el
cambio
{ g(x)=t, g'(x)dx =dt}
y , como para las integrales indefinidas, los célculos suelen disponerse
de manera abreviada asi:

b
If(g (x)) g'(x)dx = mediante el cambio{ g(x) =t g'(x)dx =dt} =

g(b)
= j f (1) dt.
g(a)
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oo ]
30.4.4 Ejemplo
2
2
[2xe* dx = mediante (x2=t, 2xdx = dt, si x=0 =>t=0, si x=2 =t=4} =
0
4
4
=Ieldt = e% =et-1.
0

Observacién: Con la mismas hipétesis también se cumple la igualdad

g(b) b
[ feodx = Jfg®)g (1 dt
g(a) a

Aqui pasamos del primer al segundo miembro haciendo el cambio de
variable { x=g(t),dx =g '(t)dt }.

]
30.4.5 Ejemplo

1
Ixz.\(l — x*dx = mediante {x = sent, dx = costdt, x =0 = sent =0 =

0
t=0, x=1 =sent=1 = t=n/2}=
n/2 n/2
= j senthl —-senzt costdt = I senztcosztdt =
0 0

n/2 n/2
-—% j scn2(2t)dl = é I (1 —cos (4t))dt=
0 0
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n/2

li-teenary| =21
S8 g - 16

30.5 La integral como area

Mediante la integral se pueden calcular las dreas de muchos recintos
planos limitados por curvas. Empezaremos estableciendo que el area del
recinto de ordenadas de una funcién integrable no negativa en un
intervalo es igual a la integral de la funcién en dicho intervalo.
Recordemos que el recinto de ordenadas de una funcién no negativa f en
un intervalo [a, b] es el recinto limitado por la grifica de f, el eje de las x
y las rectas verticalesx=ay x=b.

Goeda

ble cn

£
FraE

i

e

.
FEEEE
s

e

i

iy
S

s

Saiia i
.
i

30.5.1 Ejemplo. Areade un circulo de radior
La ecuacién de la circunferencia de centro el origen y radio r es

xryl=r
Despejando la variable y resultan las igualdades y = £ =%,
y = —,\Jrz—xz que son las ecuaciones de las semicircunferencias

situadas en los semiplanos y =0 e y <0, respectivamente.

Por el axioma 4, bastard con multiplicar por cuatro el drea del primer
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30 La integral definida

Por el axioma 4, bastari con multiplicar por cuatro el drea del primer
cuadrante que, segun el enunciado anterior, sera

r
Jnfrz - xzdx,
0

luego el drea del circulo es

r
4-‘-.,{1'2 - xzdx = mediante el cambio { x =r sent, dx =rcostdt, x=0=

0
sent=0 = t=0, x=r1 = sent=1 = t=m2} =
n/2

4r J AT —r’sen 2tcostdt =

n/2 n/2
= 4r° I (cost)zdt = 21 I (14 cos (2t))dt =

0 0

n/2 5

=212 (t+—sen(2t)) = Ir

También podemos calcular el drea limitada por dos curvas,

Tt

i
i
s
w»",
S bt
i

TELL T
e s ««3» 3 Mwma»s;y LTS

éessﬁméiﬁlié@ i : rables en

.
=

piteh e

: {9 S
go»oawm SR

i
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Y
30.5.2 Ejemplos. Area del recinto limitado por las graficas de dos
funciones

1. Tomemos las dos funciones f(x) = x2 y g(x)=x.
Los puntos de corte de las graficas de las dos funciones se calculan
resolviendo la ecuacién x2 = X, cuyasraicessonx= 0y x=1,ysetiene

[ x2 x3 : |
a(S)=£(x*x2)dx = (Gewir) g

2. Consideremos ahora la grifica de la funcion f(x)= X3 -x y el eje de
abscisas y =0.

Como f(x) = (x+1)x(x-1), entonces f(x) se anula en los puntos -1, 0, 1;
es positiva en el intervalo (-1,0), y negativa en el intervalo (0,1). El drea
de S serd , por tanto,

0 1
a(S)= _[ (x3—x)dx+J(x—x3)dx=
| 0
x4 x2 ’ x2 x4 : 1
= STl e Tl Ty

i % Notas Historicas

Duante el siglo XVIII la integracién fué considerada la operacion
inversa de la derivacién, sin duda por la enorme influencia de los
trabajos de Newton, Leibnitz y Euler. Pero cuando Cauchy formalizé en
1821 el concepto de continuidad en el libro Cours d Analyse y en 1823
el concepto de derivada en el libro Legons sur le Calcul infinitésimal,
comprobé que el concepto de drea no exigia la derivabilidad, estando
perfectamente definida en conjuntos con puntos angulosos e incluso con
bordes discontinuos. Como consecuencia, Cauchy decidié volver al
concepto de drea como lo entendian los griegos y que es practicamente
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30 La integral definida

el que se usa en los textos elementales. pero su generalizacion necesitaba
incluir la relacién existente entre la derivada y la primitiva, lo que le
llevé a establecer el Teorema de los Incrementos Finitos o Teorema del
Valor Medio.

El afio 1872 fue un afio excepcional para el Andlisis debido a la
publicacién de los trabajos de cinco excelentes matemadticos: Méray
(1835-1911), Weierstrass (1831-1916), Heine (1821-1881), Cantor
(1845-1918), y Dedekind (1831-1916). en los cuales se ocupaban de las
series infinitas y de la definici6n correcta de nimero real, niicleo central
de la aparicién de objetos matemdticos de dificil comprensién en la
época, como la curva de Bolzano, que era continua en todo punto y no
diferenciable en ninguno.

Riemann, a su vez, habia encontrado una funcién f(x) discontinua en
infinitos puntos de un intervalo pero que era integrable y definia una

X

funcién F (x) = jf (t) dt continua pero sin derivada en los puntos de

a
discontinuidad de f.

A principios del siglo XX se propusieron varias generalizaciones del
concepto de integral, la mds famosa la integral de Lebesgue
(1875-1941), en las que se eliminaba la necesidad de la continuidad en
la misma definicién, lo que supuso un enorme avance en el desarrollo
del Célculo Integral.

R S R R
30.6 Ejercicios
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1.- Calcular las siguientes integrales mediante la férmula de
integracién por partes:
2
a)j!og xdx,
1
n

b)_[xcosxdx,

(4]



30.6 Ejercicios

1
c)jarctgxdx,
0
T
d)jex cosxdx.
0

2.- Calcular las siguientes integrales mediante cambios de variable
apropiados:
2
(logx)*
a)J.

X

dx,

1
n/2

b) J senxcosBde,

0
n/4

c) j thde,
0

|
dx

L}x2+x+ll

3.- Hallar el 4rea de los recintos limitados por las funciones dadas en
los intervalos que se indican:

a) f(x)=x3, g(x) =senx, en [0, 1/2],
b) f(x) =cosx, g(x)=senx,en [0, /4],

c) f(x)= cos?x, g(x)=2,en|[0, 2mx].

d)
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