
4.3. Excitación térmica. Formula de Boltzmann

# Intensidad de una ĺınea depende de (“al menos”en sentido cualitativo):

– Número de átomos del elemento en el estado de ionización corres-

pondiente

– Número de átomos en el estado de excitación que da lugar a la

transición.

• Ley de Boltzmann: distribución (en equilibrio termodinámico) de la

población de átomos entre los distintos estados energéticos (niveles de ex-

citación) para un estado de ionización.

Ni,m

Ni,1
=

gi,m

gi,1
e(−

χi,m
kT ) (4.1)

– Ni,m = número de átomos por unidad de volumen en el grado de ion-

ización i que se encuentran en el nivel de excitación m

– Ni,1 = nivel fundamental

– g = peso estad́ıstico

– χi,m = enerǵıa de excitación E1 − Em

– χi = E1 − E∞ = enerǵıa de ionización del ión

– k = cte. de Boltzmann = 1,38× 10−16 erg/K = 8,6174× 10−5 eV/K
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# Si consideramos el número total de átomos en ese estado de ionización:

Ni,m

Ni
=

gi,m

ui(T )
e(−

χi,m
kT ) (4.2)

– ui(T ) =
∑

gi,me(−
χi,m
kT ) = función de partición (suma de estados).

# Tomando logaritmos (decimales) en la ley de Boltzmann:

log
Ni,m

Ni,1
= log

gi,m

gi,1
− χi,mθ (4.3)

– θ = 5040
T , χi,m (eV )

Figura 4.1: Fracción de atomos en función de la temperatura de excitación

• Ejemplo: NaI en la atmósfera del Sol

# Ĺınea NaI D2, λ = 5890 Å (32P3/2 → 32S1/2). T = 6000 K (∼ T�)

– ∆E =2.10 eV , g(J = 3/2) = 2J + 1 = 4, g(J = 1/2) = 2

– Boltzmann:
N(P3/2)

N(S1/2)
≈ 0,034
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4.4. Ionización. Ley de Saha

# Describe el equilibrio de la reacción:

Atomo ⇐⇒ Ion + e−

.

– La diferencia de enerǵıa entre el estado fundamental y un estado en el

continuo es:

χ0 + Ec ; (Ec = −1

2
mv2)

• Relación entre las poblaciones de los estados fundamentales de un átomo

una vez ionizado y el átomo neutro es (Saha):

N1,1

N0,1
Pe = 2

g1,1

g0,1

(2πme)
3/2(kT )5/2

h3
e−χ0/kT (4.4)

donde Pe = NekT es la presión electrónica (dinas cm−2).

- Alternativamente, en función de la densidad electrónica:

N1,1Ne

N0,1
= 2

g1,1

g0,1

(2πmekT )3/2

h3
e−χ0/kT (4.5)
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• Extendiendo todos los estados de excitación en los iones y para grados

más elevados de ionización (i = grado de ionización ↔ número de veces

ionizado):

Ni+1

Ni
Pe = 2

ui+1

ui

(2πme)
3/2(kT )5/2

h3
e−χi/kT (4.6)

– En función de Ne

Ni+1Ne

Ni
= 2

ui+1

ui

(2πmekT )3/2

h3
e−χi/kT (4.7)

• Tomando logaritmos se llega a la expresión:

log
Ni+1

Ni
= log 2 + log

ui+1

ui
+

5

2
log T − χiθ − log Pe − 0,48 (4.8)

# Ejemplo: Atomo de Na (χ0 = 5,14 eV, χ1 = 47,29 eV ) en condiciones

solares (T = 6000 K, Pe = 10 dinas/cm2).

– Tomamos: u0,1 ≈ g0,1 = 2, u1 ≈ g1,1 = 1 u2 = g2,1 = 4.

– Aplicando Saha:

N1

N0
≈ 4 103

N2

N1
≈ 4 10−31

⇒ Na predominantemente una vez ionizado en la atmósfera de estrellas

tipo solar.
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# Podemos comparar Na e H en condiciones solares:

T = 6000 K ; [Na/H ]� ∼ 10−6

N(Na+) ∼ e−5,14/kT ; N(H+) ∼ e−13,6/kT

⇓

N(Na+)

N(H+)
∼ 107

.

⇒ Ionización de los átomos de Na con respecto al H compensa aproxi-

madamente la deficiencia en la abundancia.

⇒ e− libres en la atmósfera solar provienen prácticamente de los átomos

de baja ionización en la atmósfera solar.

– Estos e− libres (procedentes de metales) determinan la ionización de H

en la ecuación de Saha a través de Pe (Ne).
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Figura 4.2: Ionización y excitación térmica en función de la temperatura para distintos iones. (Pe = 100 dinas/cm2)
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4.5. Cuestiones y ejercicios

1. ¿Podŕıas escribir los valores de l, j y m que caracterizan los subniveles del nivel n = 2 en el átomo de hidrógeno?

Respuesta:

n = 2 : l = 1j = 3
2m = − 3

2 , − 1
2 , 1

2 , 3
2

n = 2 : l = 1j = 1
2m = − 1

2 , 1
2

n = 2 : l = 0j = 1
2m = − 1

2 , 1
2

2. ¿Sabŕıas estimar el orden de magnitud de la fracción de átomos de HI que se encuentran en el nivel n = 2 con
relación al estado fundamental a una temperatura de 10000 K?

Respuesta: La población relativa de dos niveles viene dada por la ley de Boltzmann:

Nn

Nm
=

gn

gm
e−

En−Em
kT

Para n = 2, En − Em = 10,2 eV y gn = 2n2 = 8. Por tanto:

N2 ≈ 5,8 10−6

3. ¿Sabŕıas estimar la población del nivel 32P3/2 de NaI en relación al estado fundamental 31S1/2 para una tem-
peratura de 6000 K?

Respuesta: La diferencia de enerǵıa entre ambos niveles de NaI da lugar a la ĺınea D2 (λ = 5890Å), que
corresponde a 2,10 eV . El peso estad́ıstico (g = 2J + 1) del nivel 32P3/2 es g = 4(J = 3/2); para el nivel 31S1/2

es g = 2(J = 1/2). Para T = 6000 K, se obtiene (aplicando Boltzmann):

N(P3/2)
N(S1/2)

≈ 0,035

4. ¿Cúal es el orden de magnitud de la razón de electrones procedentes de LiI e HI para una temperatura de 5000
K? ¿Cúantos electrones, en orden de magnitud, proceden de HeII?

Respuesta: Según Saha el factor exponencial para Li, H y He+ es:

N(Li+) ∼ e−
5,392

kT

N(H+) ∼ e−
13,6
kT

N(He++) ∼ e−
54,416

kT

Con T = 5 103 K y k = 8,62 10−5 eV deg−1, se obtiene:

N(Li+)
N(Li)

∼ 3,7 10−6

N(H+)
N(H)

∼ 2 10−4

N(He++)
N(He+)

∼ 1,5 10−55

5. Una estrella de tipo G5V tienen una temperatura de 5520 K y una presión electrónica de 20 dinas/cm2. Estimar
la Pe de una estrella gigante del mismo tipo espectral y temperatura T = 4650 K si la ionización del Fe es la
misma en ambas estrellas. ¿Qué puede decirse de la ionización del Sr?.

Datos: χFe = 7,87 eV, log 2u1/u0 = 0,40; χSr = 5,70 eV, log 2u1/u0 = 0,32
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– Con Saha se halla la ionización del Fe en la estrella enana:

log(N1/N0)Fe = −5040
5520

× 7,87 + 2,5 log 5520− 0,48 + 0,40− log20 = 0,79

- Para la gigante la ionización tiene el mismo valor. Por Saha:

Pe = 0,59 dinas/cm2

– En el caso del Sr, aplicamos Saha en ambas estrellas:

# Enana: (N1/N0) = 489

# Gigante: (N1/N0) = 1382

6. El doblete de MgII a λ = 4481 Å proviene de la transición del término:

32D3/2,5/2 → 42F3/2

Suponiendo Pe = 100 dinas cm−2 y T = 7200K, calcular la fracción de átomos de Mg capaces de absorber
fotones con λ = 4481 Å, sabiendo que el potencial de excitación del término más bajo de la transición es
χ(32D) = 8,83 eV y que el nivel fundamental del MgII es un término 32S1/2 .

Datos:

– Primer potencial de ionización de Mg: χ1 = 7,65 eV

– Segundo potencial de ionización Mg: χ2 = 15,03 eV

– log 2u1
u0

= 0,43 ; log 2u2
u1

= 0

# Se aplica Boltzmann para estimar la fracción de átomos de MgII en el nivel 32D respecto del nivel 32S

g(32D) = (2J1 + 1) + (2J2 + 1) = (2L + 1)(2S + 1) = 10 ; g(32S) = 2

log N(32D)N(32S) = −(5040/7200)× 8,83 + log(10/2) = −5,48

N(32D) = 10−5,48 ×N(32S)

– Aplicamos Saha para ver la fracción de MgII y operando:

log
N1

N0
= −5040

7200
× 7,65 + 2,5 log 7200− 0,48− log 100 + 0,43

log
N1

N0
= 2,24 → N1

n0
= 173 → N1

N1 + N0
= 173/174 = 0,994

– Para la segunda ionización:

log
N2

N1
= −3,36

– se puede despreciar.

– Número de átomos capaces de absorber fotones con λ = 4481

N(32D)
Ntotal

=
10−5,48 ×N(32S)

Ntotal
= 0,994× 10−5,48 = 3,4× 10−6
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7. Suponer gas hidrógeno puro con una presión gaseosa Pg = 103 dinas cm−2 y una temperatura T = 10080 K.
Calcular la razón H∗/H y la presión electrónica Pe = nekT .

Nota: n = ne + H+ + H ; Pg = nkT

Datos: χion = 13,6 eV ; k = 1,36× 10−16 erg grados−1

• Ley de Saha:

log
N+

N
= log

u+

u
+ log 2 +

5
2

log T − χion
5040
T

− log Pe − 0,48

– u+ = 1; u = 2

– Operando: log N+

N = 2,73− log Pe

– Por otra parte:

Pg = nkT = (ne + N+ + N)kT = 2Pe + NkT ; (ne = N+)

log
N+

N
= 2,73− log

Pg − PH

2
= 3,03− log(Pg − PH)

– Operando:

N+

N
(Pg −NkT ) = 1,07× 103

N+

N
(103 −N 1,37× 1012) = 1,07× 103

– Podemos despreciar el segundo término del paréntesis. Operando con números:

N+/N = 1,07 → e− = N+ ≈ N → Pg ≈ 3Pe → Pe ≈ 330 dinas cm−2
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4.6. Apéndice: Función de partición

Sea N0 el número total de átomos neutros (incluye todos los estados de excitación)

N0 = N0
1 +

∞∑
n=2

N0
n = N0

1 +
N0

1

g1

∞∑
n=2

gne−χn/kT

donde se ha aplicado la ley de Boltzmann. Reagrupando.

N0 =
N0

1

g1

(
g1 +

∞∑
n=2

gne−χn/kT

)
=

N0
1

g1
u0(T )

u0(T ) = función de partición. = suma pesada de las formas en las que se pueden localizar los electrones.

Ejemplo: En el caso del Sol practicamente todo el H se encuentra en el nivel fundamental. Por tanto u0 ≈ 2.

Analogamente para los iones:

u+(T ) = g+
1

∞∑
n=2

g+
n e−χ+

n /kT

Para H+, u+ = 1, ya que no quedan electrones.

4.7. Apéndice: Coeficientes de Einstein

La ley de Kirchhoff, jν = ανBν , relaciona los procesos de emisión y absorción para un emisor térmico. Einstein
estableció esta relación de forma sencilla entre ambos procesos, analizando la interacción de radiación con un sistema
atómico de dos niveles discretos de enerǵıa con su correspondiente peso estad́ıstico. Einstein identificó tres procesos:

1. Emisión espontánea: El electrón experimenta espontáneamente una transición hacia el nivel de enerǵıa más
bajo con la emisión de un fotón.

2. Absorción estimulada: Un fotón es absorbido produciéndose la correspondiente transición.

3. Emisión estimulada: Cuando un electrón experimenta una transición hacia abajo emite un fotón. Si ello
ocurre en la presencia de un fotón del mismo tipo como el emitido en la transición, la probabilidad del evento se
incrementa de forma notable (“resonancia”).

Supongamos un átomo con dos niveles energéticos n y m, siendo m el de más baja enerǵıa. Los procesos anteriores
los podemos describir en términos de su probabilidad:

– El número de átomos que pasa del nivel n al nivel m por emisión espontánea lo podemos expresar como:

Nn→m = AnmNndt

– El número de átomos que absorbe un fotón y experimenta un transición hacia arriba:

Nm→n = BmnNmIνdt

– El número de átomos que experimenta una emisión inducida debido a la presencia del campo de radiación Iν :

Nn→m = BnmNnIνdt

en estas expresiones:
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Anm = Coeficiente de Einstein de emisión espontánea
Bmn = Coeficiente de Einstein de absorción (estimulada)
Bnm = Coeficiente de Einstein de emisión estimulada

Los tres coeficientes no son independientes y dependen del átomo en cuestión. En equilibrio térmico el campo de
radiación está dado por la función de Planck y la ley de Boltzmann da la distribución de átomos entre los distintos
estados excitados. Se debe cumple:

NmBmnBν(T ) = Nn[Anm + BnmBν(T )]

Teniendo en cuenta las expresiones de las leyes de Boltzmann y Planck se llega a:

gnBnm = gmBmn

Anm =
2hν3

c2
Bnm

- gm y gn son los pesos estad́ısticos.

4.8. Apéndice: Poblaciones invertidas: máseres

Para un sistema en equilibrio térmico:

n2g1

n1g2
= exp(

−hν

kT
) < 1

es decir:

n1

g1
>

n2

g2

Incluso cuando el material no está en equilibrio térmico, esta relación se suele satisfacer.

Cuando se invierte la relación anterior hay átomos suficientes en el nivel superior n2 para causar una inversión en la
población de las niveles:

n1

g1
<

n2

g2

n1

g1
<

n2

g2

En este caso, el coeficiente de absorción es negativo: αν ≤ 0. En lugar de decrecer, la intensidad se incrementa a lo
largo del camino. Tal sistema se llama maser (laser) -microwave amplification by stimulated emission of radiation.

La amplicación puede ser muy grande. Una profundidad óptica negativa de -100, lleva a un factor de amplificación de
1043. Máseres astrof́ısicos se observan de moléculas tales como OH, H2O,NH3, SiO, etc.

12


