4.3. Excitacion térmica. Formula de Boltzmann

# Intensidad de una linea depende de (“al menos”en sentido cualitativo):
— Numero de atomos del elemento en el estado de ionizacion corres-
pondiente
— Numero de atomos en el estado de excitacion que da lugar a la

transicion.

e Ley de Boltzmann: distribucién (en equilibrio termodinamico) de la
poblacién de atomos entre los distintos estados energéticos (niveles de ex-
citacién) para un estado de ionizacion.

Nz’,m _ 9im @<_Xli_’Tm) (41)
Ni1t g1

— N;,» = numero de atomos por unidad de volumen en el grado de ion-

izacion ¢ que se encuentran en el nivel de excitacion m

— N; 1 = nivel fundamental

— g = peso estadistico

~ Xim = energla de excitacion £y — Ey,

- x; = B1 — E5 = energia de ionizacion del ion

— k = cte. de Boltzmann = 1,38 x 1070 erg/K = 8,6174 x 107°eV/K



# Si consideramos el nuiimero total de atomos en ese estado de ionizacion:

Nz‘m 9im (_Xi_»””L)
= ’ kT 4.9
N, w(D)" (42)

sz

—uy(T) = gime! " F) = funcién de particién (suma de estados).

# Tomando logaritmos (decimales) en la ley de Boltzmann:

Ni m 1,m
— = log g‘, — Ximb (4.3)

1
s 7/v %
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Figura 4.1: Fraccién de atomos en funcion de la temperatura de excitacion

e [jemplo: Nal en la atmosfera del Sol
# Linea Nal D2, A = 5800 A (3P — 3%5)59). T = 6000 K (~ T,)

~AE=210eV, g(J =3/2)=2J+1=4, g(J =1/2) =2

— Boltzmann: N(Py/0) ~ 0,034
N(S19) —



4.4. lonizacién. Ley de Saha

# Describe el equilibrio de la reaccion:

Atomo <= Ion + e~

— La diferencia de energia entre el estado fundamental y un estado en el
continuo es:

1
X0 + Ec ; (Ec — —§mv2)

e Relacion entre las poblaciones de los estados fundamentales de un atomo
una vez ionizado y el d&tomo neutro es (Saha):

3/2 5/2
&pe _ o911 (2mme) /3(kT> / e X0/KT (4.4)
No1 90.1 h
donde P, = N.kT es la presién electrénica (dinas cm™2).
- Alternativamente, en funcion de la densidad electrénica:
3/2
NualVe _ o011 QamekT)” (15)

No1 90.1 h3



e Extendiendo todos los estados de excitacion en los iones y para grados
mas elevados de ionizacion (i = grado de ionizacién < niumero de veces

ionizado):
3/2 5/2
Nivtp, _ gt Qrm) (KT (4.6)
N@‘ U; h3
— En funcién de N,
3/2
N¢+1Ne _ 2Ui+1 (QWmBkT) / e—Xz'/k’T (47)

N, i U, h3

e Tomando logaritmos se llega a la expresion:

Nit

log = log 2 + log Bt glogT — x;0 —log P. — 0,48 (4.8)

] ]

# Ejemplo: Atomo de Na (xo = 5,14€eV, x1 = 47,29 eV) en condiciones
solares (T = 6000 K, P, = 10 dinas/cm?).

— Tomamos: up1 =~ go1 =2, wp=Rgi1=1u =g =4

— Aplicando Saha:

= Na predominantemente una vez ionizado en la atmosfera de estrellas
tipo solar.



# Podemos comparar Na e H en condiciones solares:

T =6000K ; [Na/H], ~ 107°
N(Na*) ~ oD 14/kT . N(H") ~ o 13.6/kT

4

N(Na™)
N~

= lonizacion de los atomos de Na con respecto al H compensa aproxi-
madamente la deficiencia en la abundancia.

= e~ libres en la atmosfera solar provienen practicamente de los atomos
de baja ionizacién en la atmosfera solar.

— Estos e libres (procedentes de metales) determinan la ionizacién de H
en la ecuacion de Saha a través de P, (V).
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Figura 4.2: Tonizacién y excitacién térmica en funcién de la temperatura para distintos iones. (P, = 100 dinas/cm?)
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Figure 8.9 The dependence of spectral line strengths on temperature.



lonization potentiol (electron volis)

Element 1 1] 1] v ¥ ¥l VIl Vil X X X1

H 13594

He 24587 54416

Li 5302 75618 122451

Be 9323 18211 152893 2iTTI3

1] BI98 25154 37930 259368 340217

C 11260 24383 47887 A4492 392077  4B99E]

N 14534 29600 47448 77472 9THEE 552057  6ET.029

(8] 13618 35006 54934  TR.412 113E96  13R006  TA9MS AT1387

F 17422 34970 62.707 87.038 114240 157061 185082 953BEE  1,103.080

Me 21,564 40962 6345 97.11 126.21 157.93 207.27 2900 1195797 1,362.184

Ma 5139 47786 TIG4 98,91 138.39 172,15 208.47 264,18 29587 1465.091

g Thd6 15035 BOI43 10924 141,26 186,50 22454 26590 12795 6751 |,648.659

Al 3986 IREIE  2H44T 11999 153.71 190,47 241.43 84,50 130,71 I9EST LTELEOZ 1M
Si 8151 16345 33492 45141 16677 20505 24652 303,17 151,00 401.43 H207 1
P 10486 19,7215 30,18 51.37 65.023 22043 16322 094 371,73 424.50 4760 L
] 100360 2333 3481 47.30 7268 FR.040  2RO93  3IR13 78,00 447,08 45T ]
Cl 12967 2181 19.6) 53146 678 97.03 114193 34824 400,05 45562 504,78 5
Ar 15759 I7.629  40.74 591 75.02 L0607 129 143438 47244 47868 51976 51
K 4341 3815 4572 .91 82.66 1060 117.56 154 86 175814 503.44 53895 il
Ca B113 10871 50908 67.10 84.41 108.78 127.7 147,24 1BE.54 211270 - S6403 i
Se¢ 654 1280 476 7347 1,66 1l 1380 1587 1002 2502 591,28 &
Ti 682 1158 17.491 43266 2 9922 119 34 1408 168.5 193.2 21591 49832 6l
v 674 1465 19310 46T0T 8513 128.12 150,17 1737 M58 2308 265,21 bt
Cr 6.766 16.50 1096 49,1 9.3 90.56 6.1 184.7 2093 1444 25504 X
Mn T35 15640 33667 51.2 724 95 11327 196 46 2218 24,3 s i
Fe TEMD 1618 I0.651 548 750 99 125 151 .06 235.04 2621 2B6.0 k1]
Co TRE 17.06 3150 51.3 79.5 102 129 157 186,11 276 290.4 n
Mi 7635 IBI6E 3507 4.9 75.5 108 132 162 193 224.5 305 1.3
Cu 7.7 M2 683 55.2 9.9 103 139 166 199 232 1212 ¥
Zn 9304 17,964 39,722 0.4 816 108 134 174 03 218 266 k']
Ga 5998 05| w07 ol T4 3l
Ge T8¥9 15934 1412 45,71 93,5

As 9K IRG3I3 28350 50,13 62.61 127.6

5 9.752 21.19 0820 42944 GR3 B1.T0 155.4

Br 11814 218 6 473 5.7 BE.6 103.0 1928

Kr 13,999 24359 3695 52.5 64.7 T8.5 1o 126 230.9

Rb 4177 X108 40 526 7.0 L] 892 136 150 2T

Sr 5695 11030 436 57 1.6 90.8 104 1221 162 iT7

Y 638 12.34 20.52 61.8 T1.0 910 16 129 146.2 191 324.1

iy 684 1313 2.9 34,34 £1.5 206 ¥
MNb 688 14.32 25.04 8.3 50.55 102.6 125

Mo 7099 1615 27.16 464 612 (1 126.4 153

Te 728 1526 29.54

Ru 73T 1676 2847

Rh T46 1808 11.06

Pd B34 1943 3291

Ag 7576 11,49 34.83

Cd B9¥1 690K 3748

In 5786 18869 28.03 54

an T.344 14632 30502 40.734 T2.28

5b 8641 1653 25.3 44.2 56 i3

Te 2.000 186 27.96 37.41 5874 0.7 137

I 10451 1903 33

Xe 12130 21.21 ILU

Ca 3894 230

Ba 5212 10.004

La 5577 11.D8 19.175

Adapted from E. Novotny, Introduction to Stellar Atmospheres and Interiors (London: Oxford University Press, 1973). Origin
wmization Potentiols and lonization Limits from the Analysis af Optical Spectra, NSRDS-NBS34 (Washingion, D.C

e, 1970).



4.5. Cuestiones y ejercicios

1. ;jPodrias escribir los valores de I, j y m que caracterizan los subniveles del nivel n = 2 en el 4tomo de hidrégeno?

Respuesta:
St Sk Woni IFRIEAE:
n:2:l:1j:?m:_?§

2. (Sabrias estimar el orden de magnitud de la fraccién de dtomos de HI que se encuentran en el nivel n = 2 con
relacion al estado fundamental a una temperatura de 10000 K?

Respuesta: La poblacion relativa de dos niveles viene dada por la ley de Boltzmann:

N En—E
n :gie_ nkTm

Np, 9m
Paran =2, E, — E,, =10,2¢eV y g, = 2n? = 8. Por tanto:

Ny ~5,8107°°

3. (Sabrias estimar la poblacién del nivel 32P; 2 de Nal en relacién al estado fundamental 319, /2 bara una tem-
peratura de 6000 K?

Respuesta: La diferencia de energia entre ambos niveles de Nal da lugar a la linea Dy (A = 5890A), que
corresponde a 2,10 eV. El peso estadistico (g = 2.J 4 1) del nivel 3°Ps/5 es g = 4(J = 3/2); para el nivel 3'S 5
es g =2(J =1/2). Para T' = 6000 K, se obtiene (aplicando Boltzmann):

N(Ps/2)

——= = 0,035
N(Sy/2)

4. jCual es el orden de magnitud de la razén de electrones procedentes de Lil e HI para una temperatura de 5000
K? ;Cuaantos electrones, en orden de magnitud, proceden de Hell?

Respuesta: Segtin Saha el factor exponencial para Li, H y He™ es:

5,392

N(Lit) ~ e~ 5T

13,6

N(H") ~e &1
N(Hett) ~ e 55
ConT=5102K y k=8,6210"°¢eV deg™?, se obtiene:

N(Lit)

~ 37107
N (Li) ’

N(HT)

N(H)
N(He*tT)
N(Het)

~2107%

~1,5107%

5. Una estrella de tipo G5V tienen una temperatura de 5520 K y una presién electrénica de 20 dinas/cm?. Estimar
la P, de una estrella gigante del mismo tipo espectral y temperatura 7' = 4650 K si la ionizacién del Fe es la
misma en ambas estrellas. ; Qué puede decirse de la ionizacién del Sr7.

Datos: xp. = 7,87 €V, log2u;/ug =0,40; xsr =5,70€eV, log2u;/ug = 0,32



— Con Saha se halla la ionizacién del F'e en la estrella enana:

5040

log(N1/Ng)pe = ———
0g(N1/No)Fe 5520

x 7,87 + 2,5log 5520 — 0,48 + 0,40 — log20 = 0,79

- Para la gigante la ionizacién tiene el mismo valor. Por Saha:

P, = 0,59 dinas/cm?

— En el caso del Sr, aplicamos Saha en ambas estrellas:
# Enana: (N;/Np) = 489
# Gigante: (N1/Np) = 1382

El doblete de MgII a A = 4481 A proviene de la transicién del término:

32D3)05/0 — 42 F3)9

Suponiendo P, = 100 dinas cm~2 y T = 7200 K, calcular la fraccién de dtomos de Mg capaces de absorber
fotones con A = 4481 A, sabiendo que el potencial de excitacién del término més bajo de la transicién es
x(32D) = 8,83eV y que el nivel fundamental del Mgl es un término 3251/2 .

Datos:

— Primer potencial de ionizacién de Mg: x1 = 7,65eV

— Segundo potencial de ionizaciéon Mg: yo = 15,03 eV
2 . 2ua

7log%01 =0,43 ; loguil2 =0

# Se aplica Boltzmann para estimar la fraccién de dtomos de MgII en el nivel 32D respecto del nivel 329

g(3°D) = (2J; + 1)+ (2Jo+1) = 2L+ 1)(2S +1) =10 ; ¢(3%5) =2

log N(32D)N(325) = —(5040,/7200) x 8,83 + log(10/2) = —5,48

[

N(32D) = 1075 x N(329)
— Aplicamos Saha para ver la fraccién de M glI y operando:

Ny 5040

log — = ———— % 7,65 + 2,5log 7200 — 0,48 — log 100 + 0,43

le Nli Ny _ —
1ogﬁ072,24 i L R m7173/17470,994

— Para la segunda ionizacion:

N,
log — = —3,36
0og N, )

— se puede despreciar.
— Numero de dtomos capaces de absorber fotones con A = 4481
N(3°D) B 107548 x N(329)

= =0,994 x 107> =34 x 107
Ntotal Ntotal




Suponer gas hidrégeno puro con una presién gaseosa P, = 103 dinas cm ™2 y una temperatura 7 = 10080 K.
Calcular la razén H*/H y la presién electrénica P, = n kT

Nota:n=mn.+ H" + H ; P, =nkT
Datos: Xion = 13,6V ;k = 1,36 x 10~ erg grados™!
e Ley de Saha:

NT + 4
logW = log % +log2 + glogT — Xi,m—B?FO —log P, — 0,48
—ut =1 u=2
— Operando: log NTJr =2,73 —log P,
— Por otra parte:
Pg:nkT:(ne+N++N)kT:2Pe+NkT ; (ne=N7)

Nt pP,—-P
log N = 2,73 — log QTH = 3,03 — log(P; — Pr)

— Operando:

N+
— (Py = NKT) = 1,07 x 10°

Nt (
W(103 — N 1,37 x 10'?) = 1,07 x 10

— Podemos despreciar el segundo término del paréntesis. Operando con nimeros:

Nt/N=107 — e =N"=~N — P, ~3P. — P. ~330dinascm™?

10



4.6. Apéndice: Funcion de particiéon
Sea N° el mimero total de dtomos neutros (incluye todos los estados de excitacion)

N° N1+ZNO i

n=2

%)
§ e*Xn/kT

donde se ha aplicado la ley de Boltzmann. Reagrupando.
N? N?
N0 =L 91+Zg e Xn/kT = Lug(T)
9 n=2 91

uo(T) = funcion de particion. = suma pesada de las formas en las que se pueden localizar los electrones.
Ejemplo: En el caso del Sol practicamente todo el H se encuentra en el nivel fundamental. Por tanto u® =~ 2.

Analogamente para los iones:

) = gi Zgne X /KT

Para HT, ut =1, ya que no quedan electrones.

4.7. Apéndice: Coeficientes de Einstein

La ley de Kirchhoff, j, = a,B,, relaciona los procesos de emision y absorcion para un emisor térmico. Einstein
establecio esta relacion de forma sencilla entre ambos procesos, analizando la interaccion de radiacion con un sistema
atomico de dos niveles discretos de energia con su correspondiente peso estadistico. Einstein identificé tres procesos:

1. Emisién espontanea: El electron experimenta espontdneamente una transicion hacia el nivel de energia mds
bajo con la emision de un foton.

2. Absorcion estimulada: Un fotén es absorbido produciéndose la correspondiente transicion.

3. Emisién estimulada: Cuando un electréon experimenta una transicion hacia abajo emite un foton. Si ello
ocurre en la presencia de un foton del mismo tipo como el emitido en la transicion, la probabilidad del evento se
incrementa de forma notable (“resonancia”).

Supongamos un dtomo con dos niveles energéticos n y m, siendo m el de mds baja energia. Los procesos anteriores
los podemos describir en términos de su probabilidad:

— El nimero de dtomos que pasa del nivel n al nivel m por emision espontdnea lo podemos expresar como:

— El numero de datomos que absorbe un foton y experimenta un transicion hacia arriba:

— El numero de dtomos que experimenta una emision inducida debido a la presencia del campo de radiacion I, :

Nn—>m = BnmNnIudt

en estas expresiones:

11



Apm = Coeficiente de Einstein de emision espontdnea
By = Coeficiente de Einstein de absorcion (estimulada)
By = Coeficiente de Einstein de emision estimulada

Los tres coeficientes no son independientes y dependen del dtomo en cuestion. En equilibrio térmico el campo de
radiacion estd dado por la funcion de Planck y la ley de Boltzmann da la distribucion de dtomos entre los distintos

estados excitados. Se debe cumple:

Teniendo en cuenta las expresiones de las leyes de Boltzmann y Planck se llega a:

2h1?

Anm = 2 Bnm

- Gm Y gn SO los pesos estadisticos.

4.8. Apéndice: Poblaciones invertidas: maseres

Para un sistema en equilibrio térmico:

n2g1 —er —hv
ni192 p kT

es decir:
ni UP)
PR > P—
g1 g2

Incluso cuando el material no estd en equilibrio térmico, esta relacion se suele satisfacer.

Cuando se invierte la relacion anterior hay dtomos suficientes en el nivel superior ny para causar una inversion en la

poblacion de las niveles:

ni1 no
g1 g2
ni n2
g1 g2

En este caso, el coeficiente de absorcion es negativo: o, < 0. En lugar de decrecer, la intensidad se incrementa a lo
largo del camino. Tal sistema se llama maser (laser) -microwave amplification by stimulated emission of radiation.

La amplicacion puede ser muy grande. Una profundidad optica negativa de -100, lleva a un factor de amplificacion de

10*3. Mdseres astrofisicos se observan de moléculas tales como OH, H,O, N Hs3, SiO, elc.
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