UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

APUNTES
DE
METEOROLOGIA DINAMICA

JOSE AGUSTIN GARCIA
Departamento de Fisica
marzo, 2007






indice general

[2. Ecuaciones meteorologicas del movimiento|

1.1. Ef la fuerz rioli
[2.1.2. Efecto de la fuerza centrifugal

B W N~

11
11
12
13
15
16
18
22
23
33
35
38
40
42
49
52
55
60
63
65



v INDICE GENERAL

2.2. Ecuaciones del movimiento en coordenadas estéricas . . . . . ... ............ 71
[2.3. Ecuacion de conservacion del momentoangular] . . .. ... .. ... ... ... ... .. 80
2.4, Coordenadas verticales alternativasl . . . . ... ......... ... ... ... ...... 82
[2.4.1. Lapresion como coordenadavertical| . . ... ..................... 87
[2.4.2. La temperatura potencial como coordenadavertical| . . . . ... .......... 93

2.5. Elsistema de coordenadasnaturales|. . . . .. ......................... 94
[2.5.1. Elviento geostrofico|. . . . . . . . . . .. e 96
[2.5.2. Vientodel gradiente| . . ... ... ... ... ... ... 99
[2.5.3. Otrostiposde vientos| . . . . . . . . . .. i i i it e e 101

2.6. Efectodelrozamientol . . ... ... .. ... . . 103
2.6.1. ElbombeoEkmanl ... ... ... ... .. .. . 108
2.7. EIViento termicol . . . . . . v v o i e e e e e e e e e 109
[2.7.1. Elteorema de Taylor-Proudman| . . . . .. .. ... ... ... ... ......... 109
[2.7.2. Efecto dela baroclinicidad:El viento térmicol. . . . ... ............... 112
[2.7.3. Algunas consecuencias del concepto del viento térmico| . . . . ... ... ... .. 114
[2.7.4. Adveccion de temperaturay estabilidad| . . . ... ... ... 00 0oL, 114

2.8. Determinaciéndelavelocidadverticall . . ... ........................ 123
2.81. Flmétodocinematical . . . . . . . . . oot 124
2.8.2. Elmétodo adiabaticol. . . . ... ... ... .. .. 124
[2.9. Laecuacion de tendenciabaromeétrical . . . .. ... ... ... . Lo oL 125
2.10.Fuerzasdemareal . . . . . . . . ... e e e 126
[2.10.1.Mareas en equilibrio| . . . . . ... ... .. ... 133

[3. Vorticidad y Circulaciéon| 135
B.1. Introduccionl. . . . . . . . e e 135
[3.2. Expresion de la vorticidad en otros sistemas de coordenadas| . . . ... .......... 137
3.2.1. Coordenadasnaturales| . .. ... .. ... . .. . . . . ... e 137

2.2 rden féricas| . . . . . . .. 139

B.3. Circulacionl. . . . . . . . . e e e 139
3.3.1. Efectodelabaroclinicidadl . ....... .. ... ... .. .. .. .. .. ... 144
B.4. Ecuacion de conservaciondelavorticidad . . ... ............. ..o ... 148
[3.5. Vorticidad y circulacion en sistemas de referencia no inerciales|. . . . . . ... ... ... 150
[3.5.1. Ecuaciones aproximadas para flujoagranescalal . ... ............... 154
3.5.2. [a ecuacion de conservacion de vorticidad en coordenadas isobaricasl . . . . . . 157
[3.5.3. Cordenadas iSENIIOPICAS| . . . . . v v v v v v i e e e e e e e e e e 158

[3.6. Ondas largas (teoriade Rossby)|. . . . . .. ... ... .. ... ... L 164
4. Ondas en la atmosferal 169
4.1. ITmportancial . . . . . . . . .. e e e e e e e e e e e 169
4.2. Conceptodeondal . ... ... ... ... .. e 170
4.3. Laecuacion de ondas: soluciones| . ... ... ... ... ... .. . ... . . . . ... 171

[4.3.1. ElproblemadeCauchy| . ....... ... ... ... ... . ... . ... ..., 172




INDICE GENERAL v

[4.3.2. Algunas caracteristicasdelasondas| . . . ... ... ... . oo o0 L. 173
[4.4. Ondas dispersivas: Velocidad degrupo| . . .. ... ... ... .. .. .. .. ...... 176
4.4.1. Elmétodo delafaseestacionarial. . . . ... ... ... ... ... . ... ... ... 178
[4.5. Ondas en medios no homogéneos| . . . . . ... ... ... ... ... .. ... ... ... 183
[4.6. Ondassonorasl. . . . . . . ... e e 185
[4.7. Ondas gravitatorias eXternas| . . . . . . . . . v v it b e e e e e e e e 188
[4.7.1. Energias cinéticaypotenciall . . ... ... ... ... ... .. . . . .. 194
[4.8. Ondasinercia—gravedad| . . . . . . . . .. .. ... . ... e 200
[4.8.1. Ajuste GEOStIofico| . . . . . o o v i e e e 202
[4.8.2. Transitorios] . . . . .. ... . 205
4.9. OndasdeKelvinl. . . . . . .. ... 207
[4.10.0Ondas Planetariasde Rossby| . . . . . ... ... .. . . . . . 209
[4.10.1.Ondas Rossby topograficas| . . . .. ... .. ... ... .. .. . . .. 214
|4.11.Efectos de la estratificacion. Ondas gravitacionales internas|. . . . . . ... ... ... .. 216
|4.11.1. Importancia de la estratificacion. El numerode Froude| . . ... ... ... .. .. 217
[4.11.2.0ndas gravitatorias internas| . . . . . . . . . .. v v v it it e 218
M113.0Ondasdemontanal . . . . ... ... ... 224

11.4 loAislado] . .. ... ... .. . 228



Capitulo 1

Introduccion a la Mecanica de Fluidos

1.1. Introduccion

Aunque la mecénica de medios continuos no tiene porque ceiiirse a la mecénica de fluidos, si
que podemos considerar a la mecénica de fluidos como un ejemplo tipico de mecénica de medios
continuos. Por esta razén vamos a utilizar la mecénica de fluidos como un medio para estudiar la

mecdanica de medios continuos.

1.2. Nocion del continuo

Esta hoy en dia perfectamente asumido que la materia es discreta, esto es, estd formada por 4to-
mos los cuales a su vez estdn compuestos por ntcleos y electrones "girando.e"torno a sus nucleos.
Estos a su vez estdn compuesto por otras particulas los cuales a su vez estin compuesto por otras
particulas, etc. No obstante podemos todavia en ciertos problemas considerar a la materia como con-
tinua esto es con propiedades macroscépicas que son funcién continua de la posicién en el seno de
la materia. Para analizar en que condiciones podemos considerar a la materia como un continuo,
considerar el concepto de densidad p. Para definir la densidad en un punto, debemos de tomar un
volumen muy pequefio en torno a dicho punto y calcular la densidad como la suma de las masas de

las particulas contenidas en dicho volumen y lo dividiremos por el volumen

>im(i)

0Vy) =
PO 7%) 57,

Si el volumen es muy pequeno, el anterior valor fluctuard fuermente cuando vayamos de un punto a

otro, aunque sea préximo, pues el valor de la densidad dependerd de si hemos cogido alguna particula
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o no dentro de nuestro volumen elemental, con lo que, la idea de un valor de la densidad funcién
continua de la posicién no es posible. Asi mismo si cambiamos el tamafio de nuestro volumen la
densidad cambiard fuertemente, pues como antes, es posible que el niimero de particulas contenidas
en el interior del volumen varie fuertemente y por tanto nuestra definicién de densidad dependera
enormemente del volumen elegido para definirla. Si vamos aumentando nuestro volumen, poco a
poco se ird estabilizando el valor de la densidad hasta que este apenas varie, pues la inclusién de
nuevas particulas va a alterar muy poco el valor de la densidad. Sea 7 el valor para el cual esto ocurre.
Si dicho valor es muy pequeno frente al tamafio macroscépico del problema que nos ocupa, podemos
considerar a la densidad definida en ese volumen como un valor local, en realidad la vamos a tomar

como la densidad en el punto origen de dicho volumen, esto es
p(x) = p(6 %)

El problema surge cuando dicho volumen es grande comparado con el tamafo del problema de tal
forma que no lo podemos considerar como local. En estas condiciones debemos acudir a otra teoria
como puede ser la teoria cinética de gases. Lo mismo que hemos hecho para la densidad se puede
hacer para otras propiedades microscépicas como son la velocidad, la temperatura, la presién etc. En
cualquier caso vamos a suponer que todas estas propiedades son funcién continua de la posicion,

salvo en un conjunto de medida nula.

1.3. Concepto de flujo

En los problemas de sistemas de particulas, se supone que tenemos resuelto nuestro problema
cuando conocemos la trayectoria de cada una de las particulas, esto es, cuando tenemos funciones
de la forma x; = x;(x;0, t) que nos permiten conocer la posicion de la particula en cada instante como
funcién de la posicién inicial. En el caso de mecdnica de medios continuos vamos a tener una infini-
tud no numerable de particulas y en vez de tener un indice que nos las cuente tendremos un nimero
(o niimeros) real (reales). Sea ¢ el parametro que nos designa las particulas del medio continuo, Este
pardmetro puede ser por ejemplo la posicidon en un instante inicial. Como antes, supondremos que
existe un mapa o aplicacién que nos lleva a cada particula ¢ en un instante dado a su posicién en un

instante posterior. Esto es supondremos que existe una funcién v tal que
x=1(8) =x(S, 1)

Vamos a suponer que se verifican las siguientes propiedades
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1. Laaplicacién v () es una aplicacién uno a uno y la inversa es también uno a uno. Esto significa
que una particula no se puede dividir en dos y que dos particulas no se pueden juntar y dar

lugar a una nueva particula.

2. Laaplicacién y(¢) es una funcién continua y con derivada continua de la posicién &, de tal for-
ma que el fluido se puede deformar todo cuanto queramos sin llegar a romperse. La aplicacién
inversa verifica también estas propiedades. En estas condiciones diremos que la aplicacién

es un difeomorfismo.

3. La aplicacién v, tiene las propiedades de un grupo, de tal forma que ¥;;s = wws, Yo es la
identidad y w_; es el elemento inverso de ;. Este grupo recibe el nombre de grupo unipara-

meétrico.

1.4. Imadagenes eulerianay lagrangiana

El estudio de los fluidos se puede abordar desde dos imagenes o visiones diferentes. En primer
lugar podemos fijarnos en cada una de las particulas que componen el ﬂuid(ﬂy analizar que ocurre
con cada una de ellas en el curso del tiempo. Esto constituye lo que se ha venido en llamar la imagen
lagrangiana del fluido. O bien, en vez de ver que le ocurre a cada particula podemos ver que pasa en
cada punto del espacio en cada instante de tiempo, en este caso hablaremos de imagen euleriana.
La imagen euleriana equivale a una teoria de campos. >Que relacion existe entre unay la otra ?. Para
ello imaginemos una propiedad de una particula ¢ que en el instante ¢ se encuentra en el punto x.

Obviamente dicha propiedad coincidiréd con la propiedad del punto x en dicho instante. Asi pues
P&, 1) =P X, 1), 1) (1.1)

La anterior ecuacién nos dice, que la propiedad &2 que tiene la particula ¢ en el instante ¢, coincide
con el valor de la propiedad £ en el punto x en el cual estd la particula ¢ en el instante ¢. Asi mismo
la propiedad & en el punto x en el instante ¢ coincidird con la propiedad de la particula que este en
ese instante en dicho punto

PX,t)=PERX 1), 1) (1.2)

11aidea de particula aqui no significa lo mismo que en la mecénica de sistemas, pues estamos suponiendo que el medio
es continuo. Una particula aqui es un pequefio volumen en torno a un punto dado.
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1.5. Derivada masica

Es interesante poder relacionar las variaciones temporales que tiene una propiedad £ en las dos
imdagenes de Lagrange y Euler. Esta cuestion es fundamental pues las leyes de la mecénica y la ter-
modindmica son leyes que se aplican a un sistema mecdnico o térmico fijado de antemano. Cuando
aplicamos la leyes de Newton, lo primero que hacemos es fijar el sistema mecéanico y luego analiza-
mos cual es su evolucion en el tiempo. Esto significa que cuando apliquemos estas mismas leyes en
mecdénica de fluidos debemos fijar a que particulas se las vamos aplicar, esto es, debemos utilizar la
imagen lagrangiana para poder aplicar las leyes de Newton. Lo mismo sucede con las leyes termodi-
namicas. Ahora bien es normal que conozcamos las propiedades espaciales y por tanto tengamos un
conocimiento euleriano del sistema. >Cémo relacionar las variaciones temporales en una imagen y
otra ?. Larespuesta estd en las ecuaciones dadas en la seccion anterior. Partiendo de la expresion (1.2)

y derivando respecto del tiempo, manteniendo ¢ constante,

DP  0PE 1| OPXE D, 1)

N 022(x(¢,1),1) 0x(, 1)
Dt ot ¢ at

X ox ot

13

Ahora bien
0x(¢, 1)

ot &

no es otra cosa que la velocidad de la particula ¢ en el instante ¢, que por la misma ecuacién (1.2) es

la velocidad en el punto x ocupado en ese instante por la particula ¢, por lo tanto tenemos

D 02 x(, 1), » 1),
_ PG D] Lo . 026G 0,0 (1.3)
Dt ot x 0x
La cantidad
0P (x(E, 1), 1)
ot x
recibe el nombre de variacién local de la propiedad 22 y
o0»
V- M =vV:-GRADZ
0x
recibe el nombre de adveccién de la propiedad 2. Podemos poner por tanto
D& 0%
—— = —| +V-GRADZ. (1.4)
Dt 0t |

Podemos aplicar la anterior ecuacién para calcular la aceleracién de una particula del fluido a partir
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del campo de velocidades. En este caso &2 = vy por tanto

Dv oOv
a=—= —| +V-GRADV (1.5)

Dt 0ty
Respecto de la anterior ecuaciéon debemos de decir que mientras Dv/ D¢t es una verdadera aceleracion
la cantidad dv/0t no es una aceleracion si no la variacién local de la velocidad. Mientras que Dv/Dt
es la propiedad de una burbuja determinada, dv/dt afecta a burbujas diferentes y por tanto no se
puede considerar como propiedad de una particula determinada. Vamos a ver un ejemplo que nos
permita ver la diferencia entre ambos términos. Para ello considerar que estdis en una placida tarde
de verano bajo la sombra de una magnifica encina observando la marcha de un rio en la cercania de
unos rapidos del mismo. Supuesto que el flujo es estacionario, observéis que los pequefios troncos
y ramas que transporta el rio, al pasar por delante de vosotros, mantienen la misma velocidad, pero
que, segln se acercan a los rdpidos, estos van aumentando de velocidad. >Qué sucede ? Pues que,
cuando nosotros observamos que todos los troncos que pasan delante de nuestros ojos tienen la
misma velocidad, estamos evaluando la variacién local de velocidad, como todos los troncos tienen
la misma, este término es nulo. Ahora bien, cuando nos fijamos en uno de ellos, vemos que se acelera
cuando se acerca a los rdpidos. >Cual es la aceleracion de uno de estos troncos? Pues obviamente la

diferencia de velocidades dividido por la diferencia de tiempos

Av
At

ahora bien At = Ax/ 7, por lo que la aceleracion vale

_Av
U_
Ax

en el limite cuando Ax tiende a cero obtenemos

ov
0x

La cantidad v- GRADV recibe el nombre de adveccién de velocidad. Desde un punto de vista pu-
ramente matematico esta cantidad constituye la derivada de Lie del campo vectorial v a lo largo del
campo integral del propio campo v. En el caso que tengamos una propiedad £ que es un escalar, por
ejemplo la temperatura, el operador GRAD, es el gradiente usual del campo Z(x, y, z). Si la propiedad

22 es un vector, como sucede si estudiamos el campo de velocidades, el operador GRAD es la derivada
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covariante. Donde, como es sabido, la derivada covariente del campo v viene dada por la expresiéon

. 6yi .
vh=—+T" kvk
Joaxs b
siendo l“j. . los coeficientes de la conexion afin o simbolos de Christoffel de segunda especie, de tal

forma que la derivada masica resulta,

(Dv)i_avi+Vjv._6vi+vj(61/i+Fi vk)—
Dt] ot Y k)

~.

+v . .
ot ox; b

Empleando el simbolo V en vez del GRAD para designar al gradiente del campo de velocidades, el
término adventivo lo podemos poner como

vVv

En un lenguaje de diadas podemos considerar al gradiente de velocidades como la diada Vv y la

anterior expresion como la aplicacién a la izquierda de la diada Vv, por tanto tenemos
(v-V)v

término que, en coordenadas cartesianas eulerianas, toma la forma

0
[((v-V)v]; = (Va_) Vi
0xy
donde con el subindice a repetido queremos indicar una suma en a. Podemos evaluar a partir de las
anteriores expresiones la variacion local de la propiedad 2. Supongamos que nos estamos refiriendo
ala temperatura de la burbuja, 22 =T, dela expresi(’)n tenemos

oT DT
— =V VT+—
ot Dt

Supongamos que la temperatura de la burbuja no ha variado en el curso del tiempo. Esto significa
que DT/dt =0, porlo que

oT

57 =-v-VT
esto significa que la variacién local de la temperatura es igual a la adveccién de temperatura, esto

es, el viento advecta las isotermas con él, a una velocidad vcosa siendo «a el dngulo formado por
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el vector gradiente de temperatura y el vector velocidad. Para ver esto fijémonos en la figura[I.1]en

T4
-
T
& | s 1
Kﬂ To

Figura 1.1:

donde un cierta masa de aire se mueve en la direccién de la flecha. Al moverse en esa dirreccion, y no
cambiar la temperatura de la burbuja, arrastra consigo las isotermas, esto es sila burbuja en un cierto
instante se localiza en el punto 2, tiene la temperatura T, cuando se haya desplazado a la posicién 1
tendrd es ese punto la temperatura T, (hemos supuesto que el desplazamiento es isotermo). Asi pues
la temperatua en la posicién 1 habra cambiado de T a T en el tiempo transcurrido durante el viaje

de la particula del punto 2 al punto 1, asi pues la velocidad de la variacién local de la temperatura serd

AT T-T1 TLb-T L-T -1 -1 -1
—= = =v =v =vcosa =-vy
At At Aslv As Ayl cosa A Ay
en el limite
o7 o7 GRADT
==y — =-—V-"
ot Yoy

La figura[l.2Jnos ilustra como actia la adveccion. A la izquierda tenemos un campo de temperaturas

L .
I T R R e e
-+ - - - - - - - - - -
B I I T R R e A
B T e I A

Figura 1.2:

que cuyas isotermas son paralelas al eje x y que van creciendo a lo largo del y. En el centro tenemos
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un hipotético campo de viento, somplando de arriba para abajo en la parte central y de abajo para
arriba en los extremos. La figura de la derecha nos muestra el campo de temperatura al cabo de un

cierto tiempo, donde se puede observar como se deforman las isotermas a cuenta de la adveccion.

Ejemplo 1.1 Considerar el flujo definido por el conjunto de ecuaciones

x = ¢t
y = n+ t2)
z = (1+0?

Calcular la velocidad y aceleracion del anterior flujo tanto en la imagen lagrangiana como en la ima-

gen euleriana.

SOLUCCION

De acuerdo con la definicién, la velocidad lagrangiana viene dada por la expresion v = (0x/01)¢, por

lo que derivando las anteriores ecuaciones respecto a t manteniendo constantes ¢, 7, {, tenemos

Ux(&; T]r(; t) = 6
Vy(f, nr(r t) = znt
v(&m, (1) = 201 +1)

Para calcular la imagen euleriana debemos de utilizar las ecuaciones del flujo para eliminar ¢,7,(,

resultando
X
Vx(va/)Z)t) = ;
vy(x ) 2 !
y Vi %y = T .9
vy v
1
v.(x,9,2,t) = 2z
(65,2 1) a+1)

Para calcular la aceleracién partiendo de la expresion de la velocidad en la imagen lagrangiana, solo
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debemos de derivar respecto del tiempo, por lo que

ay (é_) 77» C’ t)
ay (é» n, C, t)
az (ér T]’ C’ t)

=0
= 2

que utilizando las ecuaciones del flujo podemos escribir en la imagen euleriana

ax(x) J’» Z» t)

ay(x,y,z,t) =

az(x; y) Z, t)

0
1

1+1¢2
1

(1+ 1)?

2y

2z

Ahora bien si partimos de la expresién euleriana de la velocidad para calcular la aceleracién debemos

de emplear la expresién Dv/Dt,

0vy
ax(xvyyzyt) = E“'(Va

ovy
ay(x,y,z,t) = E"‘(Va

ov,
ay(x,y,z,t) = E"'(Ua

siendo

(Ui)-vaLv_
Yox,) Tox Yoy “oz

0
axa)vx=0

0 B 1
6xa)yy_ ST

0 1
E)UZ :2z—(1Jr 2

0

obteniendo los mismos resultados que a través de la imagen lagrangiana. Obsérvese que cuando cal-

culamos la aceleracion a partir de la imagen euleriana obtenemos la aceleracién también en la ima-

gen euleriana.

Ejemplo 1.2 Calcular la expresion de la diada (Vv) en coordenadas cilindricas.

SOLUCION
El operador V en cilindricas vale

V:ri+9

ar V70 3z

10 0
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v=u,r+ 190+ vk

siendo (v;, vy, V) las componentes fisicas de la velocidad en cilindricas (v, = 7, vg = 0, v, = 2). Apli-

cando el operador V ala velocidad v, obtenemos

Vv:rr%+r9%+rk%+
10v 10y, 10v
er;a—9’+09;a—;+9k;a—;+
kr%+k0?3—vze+kk%+
v Or vy, 00
+9%* 798

donde hemos tenido en cuenta que la derivada de los vectores base respecto de r y z vale cero. Dado

que 5
r
0 0
y que
00
0 -r
obtenemos

ov, O0vg ov,
Vv=rr— +rf— +rk—+
V= or r or r or

vg 1lov, v 10wy 10v,
Or(——+-—)+00(— + ——) + Ok— —
N A R
ovy 0vy ov,

kr— + k60— + kk
Oz+062+ 0z

Si aplicamos el anterior operador al vector v por la izquierda, obtenemos

3 ovy ovy Ovz)
\' Vv_vr(r 3 +06r +k6r +
vg 10v, v, 10wy 10v,
”"(r( F e PO T e T e )t
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que reordenando

ov, Uy Ovy ovy vg
Vv = Ly r__6
v r(vr6r+r66+vzaz r
0y vy 10y 61/9)
6(” ar T T T, )t
k(V %+vl%+v %)
"or  %r o0 ‘oz

La traza del tensor Vv = 0v,/dx, constituye la divergencia del campo, por lo que

_O0vy 10vy 0vy vy

VVE St T e Ty

1.6. Lineas de corriente, trayectorias y lineas de emision

1.6.1. Lineas de corriente

Se define una linea de corriente como aquella curva en el espacio que en un instante determina-
do t es tangente al campo de velocidades en cada punto del espacio. Es una imagen instantdnea del
campo de velocidades del fluido. La ecuacién de la linea de corriente vendrd dada por una expresiéon
del tipo x = x(s) siendo s un cierto pardmetro. En coordenadas cartesianas eulerianas, el vector tan-
gente a la curva tiene por componentes (dx/ds,dy/ds, dz/ds) Puesto que este campo es tangente al

campo de velocidades, sus componentes han de ser proporcionales, por lo que

dx/ds dylds dzlds
(6,20 vy6yzD  v(xyz0)

que podemos poner de diferentes formas. Eliminando ds

dx dy dz

- = (1.6)
(X, y,2,8)  vy(x,y210)  vx,yz21)
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que nos permite obtener un par de superficies cuya interseccién nos da la linea buscada. Podemos
también utilizar como ecuacidn de las lineas de corriente las expresiones

X
a = Vx(xyy,Z, t)

ﬂ—v(x zZ,t) (1.7)
dS_y »J/,, .

Z
E = Ux(x»yvz) t)

que nos permite obtener las ecuaciones paramétricas. En todas las expresiones anteriores el tiempo
juega el papel de pardmetro y denota el instante en el que estamos calculando la linea de corriente.
Las ecuaciones y por tanto las lineas de corriente cambian de un instante a otro excepto si el tiempo
no esta presente en la expresion del campo de velocidades. En esta situacién diremos que el flujo es

estacionario La figura[1.3]nos muestra un ejemplo de las lineas de corriente en torno a una esfera

Figura 1.3: Lineas de corriente en la estela formada por una esfera. (Fuente: G.K. Batchelor. An introduction to
Fluid Mechanics. Cambridge)

1.6.2. Trayectorias

Como en la mecdnica de sistemas, la trayectoria es la curva integral del campo de velocidades,
esto es

X
E = Vx(x»y,Z, t)

ﬂ—v(x zZ,t) (1.8)
dt_y »yy) .

Z
E = Ux(x»y, Z, t)
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En este caso el tiempo juega el papel de variable independiente y no de simple pardmetro como
sucedia en el caso de las lineas de corriente. En el caso en que flujo sea estacionario el tiempo no estd
presente en la expresiéon de campo de velocidades por lo que formalmente las expresiones para las

lineas de corriente y las trayectorias son idénticas por lo que ambas curvas coinciden.

1.6.3. Lineas de emision

Son las curvas mads facilmente obtenibles de forma experimental, basta inyectar un colorante,
por ejemplo mediante una aguja hipodérmica, en un punto del seno del fluido. Todos los puntos de la
curva cumplen la condicién de haber pasado en un instante determinado por el punto de emisién del
colorante. Asi pues llamaremos curva de emisién a la curva que une aquellos puntos materiales que
han pasado en un cierto instante por una posicién dada en el seno del fluido. Para ver las ecuaciones

de las curvas de emision consideremos la definicién de flujo
x=x(, 1)

Vamos a evaluar a partir de la anterior expresién que particulas han pasado por un cierto punto y en
el instante s tal que 0 < s < t. Puesto que la anterior expresion es invertible, estas particulas vendrén

dadas por la expresion

¢=<(y,s)

una vez que conocemos las particulas, vamos a ver que posicién ocupan en un cierto instante t,

sustituyendo la anterior expresion en la ecuacion del flujo

x=x({(y, ), 1) (1.9)

En la anterior expresion, s juega el papel de pardmetro que nos describe la curva y t el instante en
el que consideramos la curva. La linea de emisidn al igual que la linea de corriente estd formada por

diferentes particulas, mientras que la trayectoria se refiere a la curva descrita por una tinica particula.

La figura[l.4/nos muestra a unas linas de emisién que surgen de los bordes de una pequeiia esfera
situada en una corriente de aceite. En el caso de flujo estacionario, la linea de emisién coincide con

la lineas de corriente y la trayectoria.

Ejemplo 1.3 Considerar el campo de velocidades vy = x/(1+1), vy, = y, v, = 0. Calcular las expresiones
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Figura 1.4: Lineas de emision (streak lines) en torno a una esfera.(Fuente: G.K. Batchelor. An introduction to
Fluid Mechanics. Cambridge).

de las lineas de corriente, trayectorias y lineas de emision.

SOLUCION

Para el cédlculo de las lineas de corriente emplearemos la expresion

dx dy dz
vx_vy_vz

que en nuestro caso particular toma la forma

dx dy 0

x/(1+1) - y T dz
Est4 claro que las lineas de corriente deben de obtenerse a lo largo de los planos z = constante. Inte-
grando la primera igualdad
X Y
(1+ ) log(—) =log(—)
& X0 & Yo

de donde
y B ( x )1+t
Yo Xo

siendo t un paradmetro. Por ejemplo para ¢t = 0 serdn rectas, mientras que para ¢ = 1 seran parabolas.

Para el cdlculo de la trayectoria, tenemos

ﬂ_x
dr 1+t
dy
E—J’
dz
=0

dt
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integrando,
X
— = 1+t
X0
DA exp(t)
Yo
z = constante

eliminando ¢, obtenemos
X
= Jpexp (— - 1)
Y= %

Para el célculo de las lineas de emision, transformamos la ecuacion de la trayectoria en una ecua-
cion para el flujo, llamando ¢ = xy y 17 = 39, obtenemos

ne'

E1+1)

<
Il

=
Il

>Que particulas han pasado por el punto (a, b) en un cierto instante s? Basta eliminar de las expre-
siones del flujo (£, n),

a
¢ = 1+s
n = be?

sustituyendo en la expresion del flujo para evaluar en que posicién se encuentran las particulas en el
instante ¢ obtenemos

= pel™

a
—(1+1)
1+s

1.7. Estudio de la deformabilidad del continuo

Una de las propiedades del continuo es su capacidad de sufrir deformaciones sin romperse, pues

segun nuestras hipétesis le fluido no se rompe, salvo en un conjunto de medida nula.
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1.7.1. Deformacién del vector desplazamiento, vector superficie y volumen
Vector desplazamiento

Vamos a considerar que tenemos dos particulas proximas cuya posicion relativa en un instante
inicial viene dada por el vector 6¢. En el curso del tiempo las particulas cambian de posicién de tal
forma que en un cierto instante ¢ la posicion relativa viene dada por el vector §x. Supuesto que no
haya transcurrido un intervalo de tiempo muy grande y dada nuestra hip6tesis de que dos particulas
muy préximas van a permanecer proximas, podemos suponer que existe una relacién lineal entre

ambos vectores, esto es supondremos que

. i .
sx' = 0% s¢i
8¢

Expresada en forma vectorial la anterior relacién, tenemos

0X = GRAD¢X - 6¢ (1.10)

Esta ecuacion nos dice como se deforman los vectores desplazamiento.

Vector superficie

Vamos a ver como se deforman los elementos de superficie. Como sabemos la ecuacién paramé-

trica de una superficie viene dada por una expresion de la forma
x=x(u,v)

estando los parametros (u, v) definidos en un cierto dominio de R?. El elemento de superficie se pue-
de expresar como

60 = 06xx 0y

siendo dx y 8y sendos vectores a lo largo de las lineas coordenadas v = cte y u = cte respectivamente.

En coordenadas cartesianas eulerianas las componentes las podemos poner como

00;= eijkéxjéyk
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ahora bien, de acuerdo a las expresiones para la deformacién de los desplazamientos (1.10), §x =

0x'10E15¢1, podemos poner

oxt oxk
. 2 T srpsaq
60 _el]kacfp a€q6£ on
multiplicando por dx’/¢”, tenemos
ox! ox! axt axk
I S e, o 2 TR sepsnd
66’60l_€l}k6€r 3ep 05’166 6
de la definici6n de Jacobiano, .
ox'
6—6_1.50'1‘ :€pqr]6€p5nq.

Ahora bien, puesto que

siendo 6%, el elemento de superficie en el instante inicial, tenemos

dx!

6_67’50.i = ]5Zr

que en forma vectorial podemos poner
GRAD¢x-60(x) = J60 (§)

que no dice como se deforman los elementos de superficie.

Volumen

Multiplicando la anterior expresion a la izquierda y a la derecha por §¢”, obtenemos

ox!
56,‘6_5"501. = ]5Zr6fr
ahora bien, la cantidad
5zr56r = 57/(6)

representa el elemento de volumen en el instante inicial, mientras que

i .
65’2—;60,- = b6xi60; =6V (%)

(1.11)
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representa el elemento de volumen en el instante ¢, por lo que podemos escribir,
SV X)) =J6V ()

que nos dice como se deforman los elementos de volumen. Podemos invertir las ecuaciones que nos

dan las deformaciones y escribir

0¢ = GRAD,E-Ox
GRADx¢-00() = joox)
6V = joTX

siendo j el inverso del jacobiano J.
Nos interesa ahora analizar como se deforman no las componentes de los vectores si no sus valo-
res absolutos, para ello consideremos que
dx! ox'

ds? = dx'dx' = — —-5&15&F

S x'dx 3¢7 ok &' o¢
LLamemos C al tensor o
y _ 0x' ox'

TE™ 5¢i o¢k

tendremos
0¢é _ 6¢

§= lé—fl@la—f'wﬂ

puesto que 6¢/|6&| = M es un vector unitario, la cantidad

d
A= Mem
ds§

nos da la tasa de extension o estiramiento.

1.8. Velocidad de deformacién de los elementos de longitud, superficie y
volumen
En la secci6n anterior nos hemos preocupado de estudiar como se deforman los elementos de

longitud, superficie y volumen, vamos a analizar en esta seccién a que velocidad lo hacen. Para ello

vamos a considerar en primer lugar la velocidad de deformacién del vector desplazamiento elemen-
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tal, D 5
Zoxhy= —©xh =
Dt( ) 6tg( )
pasando a coordenadas lagrangianas
0 o (ox'\. . o (0 ,
ER R e
atr 0¢&J o¢i o¢J\ ot 0¢J
volviendo otra vez a las coordenadas eulerianas,
ov' ov' axk
= (5xhH = j= j= -
(5 )= 556 axk oel o¢l = 6x =50’
En forma vectorial podemos escribir la anterior expresiéon como
D
—(6X) = 0V = GRADV-6X
Dt
Multiplicando por 6%,
D
0x- —(0X) = 6X-GRADV-0X
Dt
Teniendo en cuenta que § s> = §x-6x es por lo que
Dé
5s—s =6x- —(6x)
Dt
y por tanto
D6
5s—s =X GRADV-6X
Dt
dividiendo por &>
1 Dds
—— =M GRADV-M (1.12)
0s Dt
siendo M el vector unitario
M= 0x
- ds’

En cuanto a la variacién temporal del elemento de superficie tenemos,

ox’ ) 9 )
| =

= =260 | = — (52 )) = —=6%;
Dt(aff d atf(] ? o, !
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puesto que el jacobiano J tiene por expresion

J epqraiﬁax
T 31 Uk 5ep aEa gEr

derivando parcialmente respecto del tiempo a ¢ constante,

o] 1 0 (axi)axf axk

—— =3—¢;:.€Pq" - —
0t 31 €iike at: \¢P ) o¢a agr

(61/) 0x/ ox* 1 par ov' ax') ax/ ax*k
— —— =3— e,]ke

0P | 0&9 O¢ET 3! ox! asr) 66‘7 o&r
vt 1 0x dx’ axk ovi 1

e ljk
393%™ 3ep qwa ger =S zcike’ )

Ahora bien, puesto que

el]ke 25l
tenemos
ﬂ—ﬁlav ] a—l] DIVV].
al‘g_ 31 ox!

Asi pues hemos obtenido el importante resultado que

J
— = 1.13
D1 JDIvv (1.13)
sustituyendo,
0 (0x
a—té(@é(f) ]DIVV6Z]‘
desarrollando el miembro de la izquierda
i . i
i(a_x.gal) 9 (ax )5 _( l)ai
oty \0¢J atg o&j o0&l
puesto que _ .
2 (22 _ou
0l o¢J _afj
tenemos . .
0 (ox'_ ;) _ov'_ ; ox!
a—k(@éa ) = 6_6‘160' + — af] 0 (60’1) —DIVV]&Z]
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despejando,
ax’ 8 ovl axk
X — (6o = DIVV]5ZJ——5U —Dlvvjézj——vi. !
051 ot o0&/ oxk a&i
intercambiando los indices i y k en el dltimo término del segundo miembro, se obtiene
dx’ 0 vk ox’
—(60;) =DIVWJbZ; — U. — 60k
651 0tz 0xt o0&/
teniendo en cuenta que de la ecuacion|1.11
0 i
]521' = i.(SO','
0¢J
obtenemos . )
ox' o ox’ ovk ax!
——(00;) = DIVV—&Il ——00
o0&l ot o&J ox' a¢/
sacando factor comtn a (x‘/ 0¢ h y anulando, resulta
D k
—0d0; =DIvvdo; — L.(Sak
Dt ox!
que en forma vectorial se expresa como
D
E(?U:DIVV(SU—GRADV-(SU (1.14)
multiplicando por 6o
D
60D—t§0 =DIVVO0 -60 — 60 - GRADV- 60
teniendo en cuenta que
1D
60—50 ==—|60)?
2Dt
obtenemos D
~—|80/* = D1Vv|§0|* —~N-GRADV-N|§a|*
2 Dt
siendo N el vector unitario
_ 6o
- 160
dividiendo por |§c|? tenemos
1 D
———1|d0| =DIVv—N:GRADV-N (1.15)
|6a| Dt
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que nos da la tasa de expansién del valor absoluto del elemento de superficie.

En cuanto a la tasa de expansion del elemento de volumen, tenemos

D 0 oJ
— Vo= —U¥:) = — ¥ =DIVV] ¥z = DIVV Y,
Dt X atg(] f) atg f3 v] & V /iy

donde hemos tenido en cuenta que 7y, = J ¥z y que DJ/Dt = DIVV], asi pues

1

7. Dt c = DIVV (1.16)
x

que nos da la tasa de expansion relativa del elemento de volumen.

1.9. Teorema de conservacion de la masa

Consideremos una porcién de materia que no pierde su individualidad en el curso del tiempo, o
sea, estd compuesto siempre por las mismas particulas. En el curso del tiempo esta porcién de mate-
ria se deformard cuanto quiera pero siempre tendrd la misma masa pues esta compuesto siempre de

las mismas particulas, asi pues 6 My = 6 M, y por tanto pg6 ¥z = px6 7. Vimos antes que
Ve=TY¢

y por tanto
pe =Jpx (1.17)

de donde se deduce que la densidad no es una magnitud escalar si no una densidad tensorial de
peso uno (el exponente del Jacobiano). Tomando la derivada masica (las particulas que componen la

porcién del fluido son siempre las mismas)

Djpx, Dps 0
Dt Dt a0
¢

ahora bien D) b D)
Px Px

e = + -

Dt J pr Dy

y puesto que

DJ
— = JDIVV
Dt
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tenemos
Do,
Dt

y puesto que el jacobiano es distinto de cero, resulta

J

+ pxJDIVV =0

D
ptx +pxDIVV =0 (1.18)

que es la ecuacion de continuidad. Teniendo en cuenta que

Do,
—— = —px +GRAD
Dt ar* Px

la ecuaciéon de continuidad la podemos escribir en coordenadas eulerianas como

0
5P+ DIV(pxV) =0 (1.19)

La cantidad (p,Vv) expresa el flujo de masa a través de una superficie y la divergencia de esta cantidad
expresa cuanta masa se ha ganado o perdido a través de una superficie cerrada fija en el espacio y por

tanto expresa la variacion de la densidad, pues el volumen encerrado por la superficie es el mismo.

1.10. Tensor velocidad de deformacion

Tanto en el estudio de la velocidad de deformacién de los elementos de linea y superficie aparece
el tensor GRADvV, vamos a a analizar con mayor profundidad este tensor. En coordenadas cartesianas

eulerianas este tensor tiene por expresion
0 Vi
ox/

que podemos descomponer en su parte simétrica y antisimétrica de la siguiente manera

ov; l(avi 6v]~) l(ayi avj)
=—|l—+—|+=|——-—=—

oxi  2\oxi  oxi) 2\oxi oxi
Designemos por
1 (al}i al/j )
el‘j ==|-—+—
2\0x] ox!

ala parte simétricay
1(0v; an
Qij ==|-— " —
2\0x] ox!
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a la parte antisimétrica. Utilizando estos nuevos tensores, la tasa de deformacién del elemento de

longitud resulta ser
1 D 5 oxt (€140 )6xf
0s Dt 5s 6
Se tiene por otra parte que el producto contraido de un tensor simétrico y otro antisimétrico es nulo,

por lo que en la anterior expresion resulta que

ox' o ox) _ o ox'ox)
6s Yos Y s 6s

pues (2;; es antisimétrico por construcciony

ox' ox/
b8s 8Os
es simétrico. Asi pues
1 D
s Eé s=M-E-M
siendo [E la parte simétrica del tensor GRADv. Este tensor recibe el nombre de tensor velocidad de
deformacion. Vamos a ver el significado de sus elementos. Para ello consideremos un vector despla-
zamiento elemental que tiene como componentes (5x',0,0), esto es un vector de longitud §s = §x!
situado a lo largo del eje 1, la tasa de deformacidén de este vector vale
1
%%68 = %%5361 = M,-e,-ij = 5{9,']'5{ =e11 = Z__::l
Asipues ey representa la tasa de extension relativa de un vector situado a lo largo del eje 1, lo mismo
sucederd cono el eje 2y eje 3. Podemos concluir por tanto que los elementos de la diagonal del tensor
velocidad de deformacidon representan la tasa de extensién de sendos vectores situados a lo largo de

cada eje. La traza del tensor viene dada por

ov! N ov? N o3

ox!  ox? 0x3
que es la divergencia del campo de velocidades y como vimos antes representa la velocidad de cambio
del elemento de volumen. Para ver que representan los elementos fuera de la diagonal, considerar dos

vectores desplazamiento que forman un cierto dngulo entre ellos. El coseno del dngulo formado por

ambos segmentos lo podemos calcular como el producto escalar entre los dos vectores

5x-8y=06565"cos®@=6x'6y
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oy ©

OX

Figura 1.5:

siendo 65y §s’ la longitud de los vectores. Derivando en ambos miembros tenemos
D D o
— (6565 cos®) = —(6x'6y"
Dt(sscos ) Dt(x V)
expandiendo las derivadas,
D D D o S
—(65)65 cos®+6s— (5s") —6s6s'sen®@—0O =6v.6y' +6v.6x
Dt Dt Dt Y
tomando ® = 7/2,
D _— N 1 . ovt .
1 _ i i i i_ k i i k
—0s0s D—t®|900 =6v, 6y +6v,6x' = W&x oy' + m&c oy
cambiando los indices repetidos del altimo término del segundo miembro,

i vt avk

—
oxk  oxt

D ov
—5S5S,D—t®|90° =

kaoi OVF o
axkﬁx oy +@6x 0y’ =

)Sxkéyi = Zeikéxk6yi

dividiendo por §sds’, tenemos
L Ole = —2Mi e
Dt '
siendo M, M'! sendos vectores unitarios en la direccién de los vectores 5x, & y. Suponer ahora que
tomamos los vectores anteriores a lo largo de dos vectores base de una base ortogonal, por ejemplo

uno a lo largo del eje x y el otro el eje y, en este caso M’ = 6{ y M= 55 por tanto

D —
—Blgge = —201 e; 16} = —2e
Dt loo 1€ij0Oy 12
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Asi pues e, representa la velocidad a la que dos vectores situados a lo largo del los ejes 1,2 se es-
tén acercando o alejando. Para ilustrar de forma grafica lo que acabamos de demostrar, considerar
un punto en un fluido cuyas coordenadas son (0,0) respecto de un sistema de referencia ortogonal.

Considerar otros dos puntos con coordenadas (6x,0) y (0,6 y). La velocidad relativa de estos dos pun-

AX
[(ou /oy )dy , 0]]2
op
do 1 Ay
[0,0] . [0, (9v /0 )dX ]
Figura 1.6:

tos respecto del origen ser4, para el punto 1

ou ou ou

bu = —O0x+—0y=—90
“ 0x x+(3y y 0x *
ov ov ov
v = —06x+——0y=—0
v 0x x+6y y 0x o
y para el punto 2
ou ou ou
bu = —O0x+—0y=—90
“ 0x x+0y y oy y
ov ov ov
v = —06x+—0y=—>~6
v 0x x+6y y oy Y

Consideremos tinicamente el efecto transversal sobre cada punto, pues los efectos longitudinales (6 u
para el punto 1y dv para el punto 2) lo que hacen es separar a ambos puntos respecto del origen.
Debido a estos efectos transversales, la recta unida al punto 1 barre un dngulo d« y la recta unida al
punto 2 barre un dngulo 6 . Considerando dngulos muy pequeiios en los que podamos aproximar el
arco por su seno o su tangente, tenemos

_ Ay 1 (ov _Ov
oa= S —6x(ax6x5t)—ax6t
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y
Ax 1 (Ou ou
=55 =55 (5,001) = 55"

y por tanto

da  0v

dr  ox

dp _ du

dt oy

La velocidad con la que el &ngulo de 90 grados va disminuyendo sera

2(@)—_(@4_@)—_(@_{_6_”)—_23
Dt \dt dt) \ox oay) 7

que es el resultado que obtuvimos antes de forma mads rigurosa.

Segiin hemos visto en las secciones anteriores, €)1, e;2 y €33 representan la tasa de extension de
sendos vectores situados a lo largo de los ejes (1,2,3). Obviamente estas tasas de extension depende-
ran de como hayamos elegido el sistema de referencia. La pregunta que nos hacemos es >Cual es el
sistema de referencia, si existe, para el cual e;1, es» ¥ e33 representen las maximas tasas de extensiéon

?. Para contestar a esta pregunta recordemos que la tasa de extension relativa viene dada por

1 D6
L Ss=mie i m:
0s Dt P

siendo m; las componentes del vector unitario que nos marcan la direccion del vector cuya tasa de
extensién estamos analizando. Para calcular el méximo debemos derivar respecto de m;, teniendo
en cuenta que los vectores son unitarios y por tanto m;m; — 1 = 0. Utilizando un multiplicador de

Lagrange p, la ecuacién que nos da el maximo toma la forma

0
6—m(mieijmj+ﬂ(l—mimi))=0, k=123

Derivando

6,~keijmj+mieij6jk—2u5,~kmi =0

de donde

exjmj+ miejx—2umig =0
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llamando i al indice mudo j en el primer término y dada la simetria de e;; tenemos
miejx—pumi =0

que en forma de matriz

[E][M] = p[M]

que es una ecuacion en valores propios, cuyos autovalores son los multiplicadores de lagrange y los
vectores propios son la direcciones que estamos buscando. Como el tensor E es simétrico esta ecua-
cién siempre tiene soluciones, asi puesla base donde el tensor E es diagonal nos marca las direcciones
en las que las tasas de expansién son maximas y sus autovalores nos marcan cuales son las tasas de

expansion, pues en esta nueva base

M1 0 0
(El=| 0 m 0
0 0 ps

Como en esta nueva base los elementos fuera de la diagonal son ceros, s6lo se estdn produciendo

estiramientos o contracciones a lo largo de los vectores base.

Volvamos a nuestro tensor gradiente de velocidades y analicemos su parte antisimétrica

”_1(aui Guf)
Y 2\0x] ox

Este tensor tiene inicamente tres elementos distintos y le podemos asociar un vector de tres compo-

nentesﬂ de la siguiente manera. De la definicion de Q;;

1 (dui Guf)
Yo \oxi oxi
teniendo en cuenta que
U Apq _ pij _ aji
5qu =A A

tenemos que
ok 1 4 ovP

., — €lij— = €
271 gxd "~ 2 kijgxa ~ 2

2Este proceso de asociar un vector a un tensor antisimétrico de segundo orden solo es posible en R3
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expresién en la que hemos intercambiado los indices p y g. Ahora bien

ovP
kgp _ _
€ —— =(Vxv) =
Fye ( )k =Sk
y por tanto
1
Qij:_Eekijék:_iekij(vxv)k

Multiplicando en ambos miembros por €;; ; tenemos

1
elijQij = _Eelijekijék: —6;€sz —fl: —(Vxv);

Asi pues vemos que la parte antisimétrica del tensor gradiente de velocidades coincide con el rota-
cional de dicho campo. >Que significado fisico podemos asociar al tensor ;;?. Para ello fijémonos
en la figura[1.6] La velocidad rotacional media vendra dada por
l(da d
oetfte-
2

dt dt

pues las variaciones de los dngulos a y f son de signo contrario, pero segiin vimos antes

da o0
dt  0x
dp _ ou
dt  dy
de donde
“2\ox oy 2 ‘

asi pues, un medio del rotor nos da la velocidad angular de rotacién media. Hay que tener en cuenta
que el fluido no es un sélido rigido y por tanto s6lo podemos hablar de una velocidad angular media.
Resumiendo, hemos visto que la deformacién relativa en el entorno de un punto viene dada por la
diferencia de velocidades entre dicho punto, que tomamos como origen, y un punto cualquiera de su
entorno, esto es por

- L
5v’:—v.6x]

separando en las partes simétrica y antisimétrica tenemos

. . . ] . 1 . .
6v' = eij(Sx] +Ql~j5x] = eij5x] — Eekijcfké‘xf = eijc?xf + Eeikjfkéx] = eijéxf + (@ % 6X);
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la primera parte mide la deformacién mientras que la segunda parte mide la rotacién.

Ejemplo 1.4 Analizar el flujo bidimensional cuyo campo de velocidades viene dado por la expresion
v=u(yi

Este tipo de flujo recibe el nombre de cizalla.

SOLUCION

El tensor gradiente de velocidades viene dada por la expresion

ou OJu Odu
ax 0y oz 0 26 0
_ ov ov ov _
GRADV = ox 3y 3z = 0 0 0
w Jw Jw
9 dy oz 0 0 0

siendo 28 = du/dy. Puesto que la traza del tensor es cero, la divergencia es cero y por tanto el flujo es

is6coro. La partes simétrica y antisimétrica valen

0 B O 0 B 0
E=| g 0 0|, Q=] - 0 0
0 0 0 0 0 0

Puesto que los elementos de la diagonal del tensor E valen cero, no existen estiramientos ni contrac-
ciones en las direcciones (i, j, k). Asi mismo los ejes (x, y) se estdn acercando con una velocidad dada
por B. Para ver en que direccién se producen los méximos estiramientos diagonalizamos la matriz

anterior. Como en el eje z no existe flujo, vamos a preocuparnos tnicamente de lo que pasa en el

(50

conduce a un par de autovalores, u = +y dos autovectores

plano (x, y). La diagonalizacién de la matriz

V] = % i+j
1
Vo = —= (—i + ])

V2
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De acuerdo con lo dicho anteriormente el flujo produce un estiramiento en las direcciones dadas por
los dos vectores anteriores. Supongamos que > 0, como p = = una de las direcciones marcard un
estiramiento y la otra una contraccién. Supongamos que el estiramiento se produce en la direccién
v] vy la contraccién en la direccién v,. >Cémo son las lineas de corriente en torno a un punto dado
que tomamos como origen y con velocidad cero, supuesto que el flujo inicamente tenga en cuenta

al tensor E 2. El campo de velocidades en torno a dicho punto serd

ov=Edx
En la base (vy,vy)
0
6v=( p )5x
0 -p

Un punto situado en el eje 1 tendrd como velocidad relativa

ol )

y por tanto se estard alejando del origen tanto para puntos tomados en el semieje positivo dx; > 0

como el semieje negativo. Lo contrario sucede para un punto situado a lo largo del eje 2

o[58 () )

Ahora los puntos situados en la parte positiva del eje se estan acercando al origen y los de la parte

negativa también. >Que pasa para puntos situados en los antiguos ejes coordenados (x, )

El punto de coordenadas 5x(1v/2,0) en la base antigua, tiene como coordenadas §x(1,—1) en la

base nueva y por tanto su velocidad serd

B 0 ox Box
ov= =
0 -p -0x Box
que es un vector dirigido en la direccion del eje +y original. Si consideramos que el punto esta en

6x(—1,1), esto es en la parte negativa del eje x de la base antigua, ahora

G T P
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que es un vector dirigido hacia el eje —y de la base original. Si tomamos nuestro punto en el eje +y

de la base original, en la base nueva tiene por coordenadas d (1, 1) y por tanto

V= =
0 =B )\ dy —Boy
que es un vector dirigido a lo largo del eje +x de la base original. Por el contrario si el punto esta en el

eje —y, en la base nueva tiene por coordenadas —dy(1, 1) y su velocidad relativa sera

sve| PO || 0¥ |_[ POy
V= =
0 -p -0y +p60y
que es un vector dirigido a lo largo del eje —x de la base original. Podemos expresar mediante la figura

[1.7]todo lo dicho anteriormente. que constituye un movimiento de deformacién pura sin cambio de

Figura 1.7:

volumen, pues su divergencia es cero.

>Que pasa con la parte antisimétrica ?. En este caso segtin vimos antes
6v=wm x6x

siendo @ = %V x v. Teniendo en cuenta que en el caso que nos ocupa V xv=—-0u/dyk = -2k, tene-
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mos, @ = — Bk, por lo que

5v:—,6k><6x:( poy )

-Box

Si representamos este movimiento obtendremos una rotacién en torno al origen, ver figura [1.8 Si

><>

—
—)

Figura 1.8: Figura 1.9:

superponemos los dos movimientos, vemos que en los puntos a lo largo del eje x se anulan ambos
flujos resultando una cizalla a lo largo del eje y, ver la figura[I.9] Vemos pues que una cizalla es en
realidad suma de una rotacién y una deformacién pura sin cambio de volumen. Este resultado es
importante pues cerca de superficies sélidas donde se producen las cizallas mas importantes el flujo
va a ser rotacional. Que una cizalla da lugar a un flujo rotacional lo podemos visualizar poniendo en
el seno de la cizalla un molinete y ver que efectivamente este molinete gira. Otro punto a destacar es

el hecho que no tenemos que tener un giros para que el rotor del campo sea distinto de cero.

1.10.1. Tensor de Cauchyy Green-Venant

En la teoria de la elasticidad no importa tanto la velocidad con la que se deforma el continuo si no
cuanto lo hace. Suponer que tenemos un par de puntos (4, B) separados por un vector 6¢. Suponer

que a cuenta de la deformacion el punto A ha pasado a ocupar la posicion A’ y el B la posicién B’
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formando con los puntos originales dos vectores u y u'. El segmento original AB tiene una longitud
al cuadrado dada por la cantidad
855 =010¢75¢k

y el segmento A'B’ resultante de la deformacion tiene como cuadrado de la longitud la cantidad

.. 0x'ox!
2 _5xioxt = ——— 22 5&l 5K
0s“=0x'0x 661661‘{ 0é
la variacién sufrida vendra dada por
dx' ox’ ;
552 -2 = (aaagk jk)affafk

La cantidad entre corchetes recibe el nombre de fensor de Green-Venant. En imagen euleriana la an-

terior expresion toma la forma

66’ o¢!

2 2
0s —5SO=(6]k o 3k

)5!5’<

La cantidad entre corchetes recibe el nombre de tensor de Cauchy

Nos interesa poner los anteriores tensores en términos del desplazamiento u sufrido por cada

particula. Llamando u' = x* — ¢*, tenemos

i

ol _ox' ou _ ;o
oxi  oxi oxi 1 oxi

Calculando a partir de esta expresion el tensor de Cauchy, tenemos

o oul -~ oul
. — l_ l_
5k (5]. axf)(‘5k axk)

Despreciando términos de segundo orden,

d_ui ou'  ou' dul

SxI8xk = -
dx)  oxk oxJ axk

ox/5xF.

5s%— sy =

ou' du
oxJ ak

5s? —5s0—(6s 659)(6s+0sp) = ( )6x]5x

supuesto que §s = §5y, tenemos 0s+0sy = 26's, por lo que

ou aui) SxJ 6xk

1
55 0s—0%) = (af 9%k s o5



1.11 Teorema de Reynolds 35

expresion andloga a la encontrada para fluidos en las que se ha sustituido el vector velocidad por el

vector desplazamiento en la definicién del tensor de deformacion.

1.11. Teorema de Reynolds

Diremos que un volumen del fluido es un volumen del sistema, si este volumen esta siempre

compuesto por las mismas particulas. Considerar un volumen del sistema 7 (¢), se verifica que

D G(x,,2,0)0V = % + ¢p(DIVV)

4 (1.20)
Dt Jy V40

Para su demostracion, pasemos a hacer la integral en términos de la imagen lagrangiana ¢,

D 0
e (xr ,Z,t)67/:—f ]67/
thy(;)(p ¥ 0t 7/§¢ ¢

puesto que las particulas son siempre las mismas, podemos introducir el tiempo dentro de la integral

por lo que

0 0 0 0
- 57/:f_ 574:[(— + —)67/
al‘g/;/{(p] ¢ 7/561‘5 2 ° Ve ]0tg¢ (Patgj ¢

teniendo en cuenta la expresién obtenida previamente para la variacién del jacobiano con el tiempo

tenemos,

0 0
07 = 07,
50 %gb] ; [%(6tg¢+¢DIVV)] ¢

volviendo otra vez a la imagen euleriana

D D
D—Jy@n :f% (D—t(p+(/)DIVV)57/

como queriamos demostrar.
Resulta especialmente interesante el caso en el que ¢ se puede poner como pf siendo p la densi-
dady f una propiedad cualquiera del fluido. En este caso
Df

D
— 67/=f 67/:[ { —+
thV(z)pf y40) V(8 th !

Ahora bien habida cuenta de la ecuacién de continuidad el término entre corchetes se anula, por lo

M+pr1Vv

Dt

D
OPDIVV + _p] }67/
Dt

que resulta

Df
— oV :f —5V
Dt Jyu of 7/(t)th
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Se puede reformular la forma del teorema de Reynolds en términos del llamado volumen de con-
trol. Contrariamente al volumen del sistema que se mueve con el fluido de tal forma que siempre
estd compuesto de las mismas particulas, el volumen de control estd fijo en el espacio y las particulas
de fluido entran y salen de él. Para deducir esta nueva forma del teorema de Reynolds volvamos a la

expresion general

D f ¢( név D¢ +p(DIVW) |6V
— Xz, = — Y
Dt Jy @ Y 7o | dt
desarrollando la derivada mésica del interior de la integral, tenemos
99
— d(x,y,z, t)67/=/ —— +V:-GRAD® + p(DIVV) |6 V
Dt Jym V() L Oty
ahora bien
V:GRAD® + ¢p(DIVV) = DIV(¢pV)
por lo que
D 0
—f Ox,y,2,1)0V = —¢67/+f DIV(pV)E ¥
Dt Jyw V(1) Olx 40
y empleando el teorema de Ostrogradsky—Gauss
D f o
— (x,1,2,0)0V = —O67 + v-0Z
Dt 7/m¢ Y 7(1) Otx 67/¢

siendo 87 la superficie cerrada que rodea al volumen. Como en la integral de volumen del término de
la derecha aparece la derivada local, podemos considerar a dicho volumen como un volumen fijo que
en un instante dado coincide con el volumen del sistema que en ese instante ocupa dicha posicion,

asi pues

D 0
—f B, 9,200V = —¢57/+/ Pv- 6% (1.21)
Dt Jy @ ¥ (x) Oty AV (x)

Podemos analizar varios ejemplos. Suponiendo que ¢ sea la densidad p,

D 0
—f p(x,y,2,0)0V = —‘067/+f pv-6Z
Dt Jy 7 (x) Oty oY (x)

ahora bien el término de la izquierda es cero, pues representa la derivada mésica de la masa del volu-

men del sistema, por lo que
0
f —p57+[ pv-65 =0
7 (x) Oty a7 (x)
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o lo que es lo mismo

i[ p67/+f pv-0Z=0
Oty J¥(x) v (x)

que es otra expresion de la ecuacién de continuidad. La cantidad

f pv-O0Z :f p(v-n)oX
a7V (x) 0V (x)

donde hemos puesto que el elemento de superficie 6% = néZ, representa el flujo de masa a través de

0
— oV
Oty fV(x)p

representa la variacion local de la masa. Podemos por tanto decir, a la luz de las anteriores expre-

la superficie, mientras que

siones, que la variacién de masa en un volumen de control es igual al flujo de masa a través de su
superficie.

Otro caso interesante es aquel en el que ¢ = pv, por lo que

D 0 0
—f pch:f (p")67+f Pv(v-n)ézzf (p")57+f p(vW)ndx
Dt Jyw V(x) Ol kY4 V(x) Ol kY4

Como antes, la integral de superficie representa el flujo de momento mientras que la variacién tem-

poral de la integral extendida al volumen de control representa la variacién local del momento. Al
igual que el flujo local de masa lo podemos poner como el vector pv, el flujo local de momento lo

podemos expresar como el tensor pvv.

Ejercicio 1.1 Calcular cuanto vale la variacién temporal de la integral de linea

f ¢or
C(1)

siendo C(t) un circuito compuesto siempre por las mismas particulas.

SOLUCION

Debemos de evaluarla expresion

D
— or
Dt[c(t)gb

Para poder introducir dentro del signo integral la derivada temporal, al igual que en el caso del teore-

ma de Reynolds, vamos a pasar a la imagen lagrangiana

D 9 ¢, 1)
) aE

— or =
Dt fcmd) ot Jee
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donde con
ox

0
queremos denotar al tensor dx’/d¢/ . Introduciendo ahora la derivada temporal dentro de la integral
D 0, 1) 0x 0 0x
= gor= | Koc+ [ e, 02
Dt fcm P Jew org  0¢ co’ 0t; 0

puesto que la derivada respecto de ¢ y { conmutan

tenemos

0 0x _6V

ot FRT:

sustituyendo, tenemos

D 0p(¢, 1) 0x ov
= ¢s =f 22 +[ (s =
thcm(p " e a1y 0¢ ¢ C(é)d)(5 )(05) ¢

:f M5r+[ ¢, 1)ov
ce) Ot c®

pasando de nuevo a la imagen euleriana

D D T
—f ¢6r:f Plx )6r+ ¢(x, t)GRADVOT
Dt Jcw cw Dt cw

que es la expresion que anddbamos buscando. Se propone al lector que calcule cual es la variacién

temporal de la integral de superficie cuando ésta estd compuesta siempre por las mismas particulas.

1.12. Teorema de Helmholtz

Teorema 1.12.1 (Helmholtz) Dado un campo vectorial v suficientemente liso (derivable y con deri-

vada continua hasta el grado que sea necesario), es posible expresarlo como
V=Vp+VR

siendo vp un campo vectorial irrotacional y vg un campo vectorial solenoidal puro. Estos campos se

pueden expresar como, vp = V¢p y vg = V x ¢ siendo ¢ el potencial escalar y y el potencial vector
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definidos por la expresiones

1 (Vv . 1 ( vn, |,
(p__EdeV(XH-EfaVTdU(X) (1.22)

1 E(xN , lf vxn ,
=i [ Eare e o | ot (1.23)

siendo ¢ la vorticidad del campo v.

Sea P(x) el vector .
P(x) = —f‘—’dmx’)
ar ) r

siendo r = [x—x'| la distancia entre el punto donde esté definido el campo Py un punto cualquiera del
volumen al cual se extiende la integral. Supongamos que v tiende a cero con la suficiente velocidad
de tal forma que exista la anterior integral. Es posible demostrar que el campo P es diferencialble y
que verifica la ecuacién de Poisson,

VP=-v

Dada la expresion vectorial
V2P =V(V-P)-V x (V x P)

definiendo —-V-P=¢ y V xP =1, tenemos
v=Vp+Vxy=vp+vp
De la definicién de ¢,
1 v 1 1
=-V-P=-V,|— | =dV( :——/ V= '
¢ x(4nfrd (x)) = v(x) xrd7/(x)
Ahora bien, V, = -V porlo que
1 1 1 1
(/):——fv(x’)-vx—(ﬂ/(x’)=+—/V(x’)-vx/—d7/(x’) =
47 r 4m r

L f Vo (V(x’)l)cn/(x’)—i f lewV(x')dV(x’)
47 r A J r

aplicando el teorema de la divergencia,

1 1 1 v-n
= —— -V, - / ! _f - - /
¢ 47rfr x V(x)dV(X)+4” M do(x')
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De la misma manera es posible demostrar que

1 & o1 nxv ,
W_Ef dv(x) 471[(37/ do(x')

r r

Este teorema tiene bastante importancia en la atmosfera pues veremos que el camo de velocidades

se puede separar en un campo irrotacional (muy pequefo a gran escala) y un campo solenoidal.

1.13. Dinamica de fluidos

En las anteriores secciones hemos hablado del movimiento del fluido sin tener en cuenta las cau-
sas que lo producen, vamos a introducir en esta seccidn el tipo de fuerzas a las que esta sometido el
fluido para acabar con las ecuaciones del movimiento que nos permite estudiar de forma completa
el movimiento del fluido.

Consideremos una porcion del fluido que tomaremos como nuestro sistema mecénico, las fuer-

zas que afectan a esta porcion del fluido las podemos dividir en dos clases

Fuerzas de Volumen Son aquellas que afectan a todas las particulas que forman el sistema por igual.
Ejemplo de este tipo de fuerzas son el campo gravitatorio, el campo electromagnético, fuerzas

inerciales, etc.

Fuerzas de Superficie Son fuerzas de corto alcance afectando inicamente a la superficie que sepa-
ra a nuestro sistema del resto del fluido. Obviamente las fuerzas no afectan a superficies si no
a volimenes, ahora bien el espesor de la capa afectada por las fuerzas superficiales es mu-
cho menor que la extension de la superficie y desde luego mucho menor que el tamano tipico
del sistema mecdnico que estamos considerando. El origen de estas fuerzas es molecular. Un
ejemplo cldsico para comprender este tipo de fuerzas es el siguiente. Considerad una superficie
imaginaria que separa nuestro sistema mecdanico del resto del fluido. Suponed que las veloci-
dades de las moléculas son diferentes a un lado y otro de la superficie. Al atravesar la superficie
las moléculas llevan consigo el momento de la region origen, este momento es entregado a la
region destino haciendo que las regiones se aceleren o se frenen apareciendo por tanto una
fuerza. Podemos imaginar este proceso como un par de trenes que viajan por dos via paralelas
con velocidades diferentes que representan el estado del fluido a un lado y otro de la superficie
que los separa. Imaginar que unos obreros lanzan sacos terreros de un tren a otro (las molécu-
las que atraviesan la superficie). Los sacos terreros que salen del tren rdpido cuando lleguen al
tren lento le comunicaran su momento y este tenderd a acelerarse, por el contrario, los sacos

que salgan del tren lento cuando lleguen al tren rdpido adquirirdin momento en la direccién de
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marcha del tren tendiendo este a frenarse. Como resultado de este intercambio un tren se ace-
leray otro se frena, se produce por tanto una fuerza. Este fuerza tiene un alcance muy limitado,
el del recorrido libre medio. Como en mecénica del continuo no sabemos nada de moléculas
ni de sacos terreros, vamos a parametrizar estas fuerzas superficiales mediante un vector t(x, n)
que depende de la posicién x y de la orientacién de la superficie n de tal forma que t(x,n)o X re-
presenta la fuerza que ejerce la region hacia donde apuntan sobre la region desde donde emerge

n

/\7 /’

t(x,n)

dz

Figura 1.10:

Considerando por tanto ambos tipos de fuerzas la fuerza total ejercida sobre nuestro sistema meca-

nico vale,
F:f pf57/+f tx,n)ox (1.24)
4 oV

siendo fla fuerza volimica por unidad de masa.

Teorema 1.13.1 Las fuerzas de superficie estdn localmente en equilibrio.

Consideremos un sistema mecdanico que consiste en una porcioén del fluido, de acuerdo con las
leyes de Newton se debe de verificar que la variacién temporal de la cantidad de momento ha de ser

igual a la suma de las fuerzas exteriores ejercidas sobre el sistema,

D
—f pv67/:[ pf67/+f tx,n)ox
Dt Jy Vv oV

siendo 7 un volumen del sistema. De acuerdo con el teorema de Reynolds resulta que

D D

—_ 67/: —_— 57/: 67/

thypv prDtv /Vpa
por lo que

fpaéyzfpf67/+f tx,n)6x
¥ 4 av
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Si hacemos tender el volumen a cero, la anterior expresién toma la forma

padV =pfo ¥V +t(x,n)6Z

3

Si nos fijamos en esta expresion vemos que el término de la izquierda tiende a cero como r°, siendo

r el radio del pequefo elemento de volumen. De los dos términos que aparecen a la derecha de la

3 mientras que el segundo tiende a cero como 12,

igualdad, el primero tiende a cero también como r
por lo que, para que se mantenga la igualdad hemos de anular idénticamente este término, esto es

cuando 6 7 tiende acero necesariamente

f tx,n)6x
oV

ha de hacerse cero. Esto significa que las fuerzas superficiales han de estar localmente en equilibrio

mecanico.

1.14. Tensor de esfuerzos

Vamos a aprovechar el teorema anterior para poner de forma explicita la dependencia del vec-
tor de fuerzas superficiales t(x,n) respecto de la normal n. Para ello considerad el tetraedro que se

muestra en la figura[I.11] De acuerdo con el teorema anterior se debe de verificar que

Figura1.11:

t(x,n)6Z(n) + t(x,—a)0Z(—a) + t(x, —b)0Z(-b) + t(x,—c)0Z(-c) =0
cuando el volumen del sistema tiende a cero. Segun el principio de accién y reaccién

tx,—c) =—-t(x,c)
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por lo que
tx,n)d2Z(n) —t(x,a)0=(—a) —tx,b)0=(-b) —t(x,¢c)0Z(-c) =0

Ahora bien resulta que las dreas laterales son la proyeccién del area transversal esto es
6Z(—a)=6Z(n)a'n
sustituyendo, tenemos
tx,n)0X(n) — (t(x,a)a—t(x,b)b—t(x,c)c) -né>X(n) =0

por lo que
t(x,n) = (t(x,a)a—t(x,b)b—-t(x,c)c) -n

La cantidad entre paréntesis no depende de n, lo llamaremos tensor de esfuerzosy lo representaremos
por T por lo que
tx,n) =Tn (1.25)

donde vemos que hemos separado la dependencia de n. Dado que hemos empleado una base genéri-
cala anterior ecuacién es una ecuacion tensorial, esto es, es vdlida cualquiera que sea la base elegida.

En términos de componentes, la ecuacién anterior se escribe
tix,n) =T;;(x)n;

Para ver el significado de cada elemento del tensor T;;, consideremos un paralelepipedo. Sea n =
(1,0,0) un vector unitario en la direccion del eje 1 (eje x), o sea es un vector unitario normal a la
superficie (zy). La fuerza superficial aplicada a esta cara tendrd como componentes (711, 121, T31).
Por tanto vemos que 77; es la componente normal a la cara 1, T»; representa la componente a lo
largo del eje 2 (y) de la fuerza ejercida sobra la cara 1y T3; representa la componente 3(z) de la fuerza
ejercida sobra la cara 1. Idéntico significado tendran para el resto de las caras. Asi pues el primer

indice representa la componente y el segundo la cara sobre la que se ejerce la fuerza.

Ejercicio 1.2 Demostrar basandose en el hecho que las fuerzas superficiales estan localmente en

equilibrio el principio de accién y reaccién

SOLUCION
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Considerar una esfera de volumen tan pequeiio como queramos, de acuerdo con el teorema anterior,
los esfuerzos superficiales aplicados a la esfera se anulan idénticamente cuando hacemos tender el
volumen a cero. Suponer ahora que dividimos mentalmente a la esfera en dos semiesferas, de acuerdo

con el anterior teorema la distribucién de esfuerzos sobre cada semiesfera es nula,

tn)dZ(cl1l) +t(n)d=(c12)

Il
o

tn)dZ(c21) +t(n)dZ(c22)

Il
o

siendo c11, c12 la cara externa e interna de la semiesfera uno y c21, c22 la cara externa e interna de la

semiesfera dos. Sumando ambas ecuaciones
tm)dX(cll) +tn)d=(c21) +tm)d=(cl12) +tn)dX(c22) =0

Ahora bien las caras c11, c21 reproducen la superficie exterior de la esfera y por tanto segtin dijimos

al principio estdn en equilibrio por lo que
tn)dZ(c12) +tn)dx(c22) =0
ahora bien las normales a las dos caras son iguales salvo el signo, de donde resulta que,
tm)dZ(cl2) —t(-n)dZ(c12) =0

y por tanto
t(n) = —t(—n)

como queriamos demostrar. Podiamos haber pensado el teorema de forma inversa, esto es para que
se siga verificando el principio de accién y reaccién es necesario que se verifique que las fuerzas

superficiales estén localmente en equilibrio.

Teorema 1.14.1 El tensor de esfuerzos es simétrico

DEMOSTRACION
Para la demostracién del anterior teorema vamos a partir del teorema de conservaciéon del momento

angular
DL
“—~“—_N
Dt
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siendo L el momento angular y N el momento de las fuerza exteriores. Teniendo en cuenta que
L= pxxv)oV
V(1)

tenemos

— rxv)d¥V =N
Dt V(t)p

aplicando el teorema del transporte de Reynolds

D rxv)d¥ =N
i h

40
ahora bien
D Dr Dv Dv
—(XV)=—XV+IX — =VXV+rx—=rxa
Dt Dt Dt Dt
por lo que
f prxa=N
40
El momento de las fuerzas exteriores procede tanto de las fuerzas de volumen como de superficie,
tendremos
N= p(r><fJ67/+f [rxtx,n)]6Z
40 oV
sustituyendo tenemos
f prxad¥ = p(rxf)57/+f [rxtx,n)]ox
V(1) V(1) v

utilizando el teorema de la divergencia podemos pasar de la integral de superficie a una de volumen

resultando que la anterior expresién la podemos poner como
f prxad’¥ = p(rxf)67/+f DIV[r x t(x,n)]0 V.
40 40 40
En forma de componentes, teniendo en cuenta que
tx,n) =Tn,

obtenemos 5
€ijkTja 67/:f € jkT] 67/+f —(€ijkri Tk)0V
fV(t)p ijkTjak V(t)p ijk ]fk v Py ijkTjlLkl
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Derivando en el segundo término del miembro de la derecha,

9 ( TwD) aro + T 01Tk + T Twi+ T
ol Lk ik 5 L AP ijkOj kT 55 ijkLkj T EijkT] 5

sustituyendo

0Ty
€ijkTja 67/=f € jkT] 57/+f €;j r~—57/+f €ijkTrj0vV
fy(t)p ijkljc V(t)P ijk ]fk _— ijk’j ox! _— ijklkj

Haciendo ahora que el volumen del sistema tienda a cero, vemos que los tres primeros términos

4

tienden a cero como r* mientras que el tltimo término tiende a cero como 73 por lo tanto para que

la igualdad se mantenga es necesario que

€ijkTkj=0
y por tanto, dado que
€123T32+€132123 = 0
€sr2To1+€321T12 = 0
€231713+t€213T31 = 0

teniendo en cuenta que €; vale uno si (i jk) es una permutacion par de (123) y menos uno si es

impar tendremos

I3p—-T,3 = 0
In)-Ti2 = 0
T's—-T3 = 0

y por tanto el tensor T es simétriccﬂ Debido a esta simetria siempre es posible encontrar una base en
la que el tensor es diagonal. En esta base dado un paralelepipedo con aristas paralelas a los ejes coor-
denados, los esfuerzo ejercidos sobre sus caras son ortogonales a ellas, esto es solo tenemos esfuerzos

normales no tangenciales. Es facil ver que la componente normal del esfuerzo vale

h=n-t=n-T-n=n;T;jn;

3Aungue no lo hemos dicho explicitamente se ha supuesto que el fluido no es polar y por tanto no existe momentos
intrinsecos internos
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si el tensor es diagonal
2 2 2
tp=T11ny + Tion; + Tigng

sobre la cara 1 del paralelepipedo (n; =1, n, =0, n3 = 0) por lo que
(1) = Tix
y lo mismo sucede con el resto de las caras. La componente tangencial viene dada por la expresion

tr=\/titi — 12 = \/(Tijnj)z_ (n; Tjjn;j)?

El tensor de esfuerzos lo vamos a separar en dos partes, una de ellas isétropa y el resto, que lla-

(teorema de Pitagoras)

maremos desviatoria
1
Tij = gTiiaij +Dij

siendo T;; = T11 + T2 + T3 y por tanto

3 125

representa el valor medio de los esfuerzos normales. En forma matricial la anterior separacién la

podemos representar mediante la ecuacion

Thw T T Tii 0 0 T —3Tii T Tis
Iy T2 Tz3 | = 3 0 T;; 0 |+ I Tpo — 3 Tij I3
Isy Ts2 Ts3 0 0 Ti I T3, Ts3— 3 Tii

Teorema 1.14.2 La parte desviatoria del tensor de esfuerzos es nula cuando el fluido estéd en reposo

DEMOSTRACION
Por hipétesis un fluido es incapaz de soportar aquellos esfuerzos que tiendan a deformarlo sin cam-
biar de volumen. Llamemos presién p a la cantidad —(1/3) T;; de tal forma que p en general es una

cantidad positiva. La fuerza ejercida por la parte is6tropa vale,
ti=—pdijnj=—pn;

esto es
t(n) = —-pn

la fuerza solo tiene componente normal y puesto que p > 0 esta fuerza representa una compresion
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isétropa. Supuesto que nuestro pequeno volumen es una esfera, la fuerza va a ser igual en todas la
direcciones y la esfera va a tender a disminuir de tamafo, y por definicién, por tanto, el fluido se va
a oponer a nuestra tensién exterior, esto es, si queremos seguir deformando la esfera debemos de

continuar aumentando nuestra fuerza. En cuanto a la fuerza ejercida por la parte desviatoria, sera
ti=T1; jnj

tal que la suma de las fuerzas (en términos escalares) a lo largo de los ejes coordenados es cero. Esto
significa que habrd compresiones y expansiones, estas compresiones y expansiones deforman a la
esfera sin que esta tenga que cambiar necesariamente de volumen, como el fluido es incapaz de
soportar esfuerzos externos que no cambien el volumen, la esfera se deformara continuamente y
por tanto su estado de movimiento se hace incompatible con el reposo. Se tiene por tanto que en

situacion de equilibrio mecéanico, inicamente es distinto de cero la parte is6tropa y por tanto,
tx,n) =-pXxn (1.26)
Puesto que estamos en equilibrio la suma de las fuerzas exteriores serd nula y por tanto
0= f of6 7 — pnéx
/4 v
aplicando el teorema de la divergencia
0= fy (of — GRADP)O V
y como la anterior ecuacion es valida para cualquier volumen
0= pf-GRADp (1.27)

que es la ecuacion general de la hidrostdtica. Si las fuerzas de volumen dependen de un potencial
f=—-GRADQ y por tanto
GRAD p = —pGRADC)

que es otra forma de la ecuacién general de la hidrostética para el caso de fuerzas de volumen que
dependan de un potencial. La anterior expresiéon nos muestra que los vectores gradientes de p y Q

son paralelos y por tanto las superficies de p constante coinciden con las superficies de Q constante.
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Tomando el rotacional en la anterior expresién nos lleva a la ecuacién
0 = GRADp x GRADS)

y por tanto, vemos que las superficies equipotenciales son paralelas a las superficies de densidad
constante y por tanto que las superficies de densidad constante son también superficies de presion
constante. Si tenemos en cuenta la ecuacion de estado, vemos también que estas superficies coinci-

den con las superficies de temperatura constante.

Teorema 1.14.3 Un sélido sumergido en un fluido sufre un empuje igual al volumen del fluido que

desaloja (Arquimedes)

Considerar un sélido sumergido en el seno de un fluido en equilibrio hidrostatico. La fuerza de pre-
sién ejercida por el fluido sobre el s6lido serd

f —pnox
oV

siendo 7 la normal exterior al s6lido. Nuestra idea es sustituir la anterior expresién por una integral
de volumen. Para ello suponer que se sustituye nuestro s6lido por una porciéon de fluido con tal que
esta porcién de fluido esté en equilibrio hidrostético con el fluido que rodea al sélido. Como el drea
que rodea al sdlido no varia cuando lo sustituimos por el fluido, la anterior integral no cambia. Ahora
bien, como estamos suponiendo que el fluido que introduzco esta en equilibrio con el fluido exterior

podemos aplicar la ecuacion hidrostética y por tanto

f —pn6Z:—[ of67 .
v 4

Suponiendo que la fuerza exterior sea el campo gravitatorio, tenemos que f = —g y por tanto las fuer-

f —pn6Z:f 086V
v 4

esto es, coinciden con el peso del volumen del fluido desalojado, como queriamos demostrar.

zas de superficie valen

e e

1.14.1. Condicién de la situacién de equilibrio

Segtin hemos visto, para que se de la condicién de equilibrio mecanico, las fuerzas de presion se

deben de equilibrar con las fuerzas de volumen, que si estamos en un campo gravitatorio se reducen
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al peso,
op _
0z

la pregunta es, >bajo qué condiciones es esta condicién de equilibrio estable ?. Para ello pensemos

—PE

en el siguiente experimento. Suponer que tenemos una pequefa burbuja del fluido que est4d en un
cierto nivel z y que llevamos a esta burbuja a otra posicién en un nivel z + §z. Supondremos que
este proceso se hace de forma isentrépica y que durante el proceso el entorno de la burbuja no se
modifica, esto es, no se modifica la condicién equilibrio hidrostatico, y que la presién de la burbuja
cuando ésta llega al final se iguala rdpidamente a la de su entorno. El equilibrio mecdanico seré estable
sila burbuja tiende a volver a su localizacién original y serd inestable si por el contrario ésta burbuja
tiende a seguir separdndose de su situacién de equilibrio. Para que suceda lo primero basta con que la
burbuja pese mds que su entorno y para que suceda lo segundo esta debe de pesar menos, asi pues lo
que debemos de comparar son las densidades de la burbuja y la de su entorno una vez que la hemos
separado de su posicidn de equilibrio. Sea p(p(z + 6 2), s(z+ 0 z)) la densidad del ambiente en el nivel
z+06zyp(p(z+02z),s(z)) ladensidad de la burbuja cuando llega a ese nivel, siendo s(z) la entropia del
nivel z que serd la que tenga la burbuja cuando llegue al nivel z+ 6z pues estamos suponiendo que el

movimiento es isentrépico. El equilibrio serd estable si

po(p(z+02),s(z+62) —p(p(z+62),5(2)) <0

[5:),(52) <

De las relaciones que nos proporciona la termodindmica, tenemos por un lado que
(ap) 1 (61}) 3 pz(aT)
ds), p*\ds), opJ,

oT T
3] -2
Op s Cp

esto es si

y por otro

siendo f el coeficiente de expansién térmico del fluido. Sustituyendo

(50, &), (&)<
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Puesto que f es positivo en la mayoria de los fluidos, se debe de cumplir para que el equilibrio sea

estable que

0s 0

0z
para que sea neutro,

0s\ _ 0

dz)
y para que sea inestable

9s <0

0z

Teniendo en cuenta que
pcpTds=pc,dT —Tpdp

[5:)-7(5)-53)

teniendo en cuenta la ecuacién hidrostatica,

5)=7 (%) -0

por lo que la condicién de estabilidad del equilibrio se traduce en ver si

tenemos

Cp (0T
— =+
T (62) hg
es mayor, menor o igual a cero. Llamando y = —0T/0z al gradiente vertical de temperatura, obtene-
mos
>
P 1
Cp T
<

para el caso de un gas f=1/T por lo que la condicién de equilibrio se escribe como
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1.15. Fluidos newtonianos

Volvamos a nuestro problema general de la dindmica y planteemos las ecuaciones del movimien-

to. Del teorema de conservacion del momento, tenemos

D
—f pvoV = pf67/+f Tndox
Dt Jy @ 140 oV

aplicando el teorema de la divergencia al tltimo término

D
—/ pvo vV = pf57/+f DIVTOV
Dt Jyw 40 v

Aplicando el teorema del transporte de Reynolds y llevando todas las integrales a un mismo miembro,

f (DV f DIVT)(SV—O
V(1) th P e

Puesto que la anterior integral se anula para cualquier volumen, el argumento debe de ser idéntica-

obtenemos

mente cero y por tanto

Dv
pE = pf+DIVT
que es la ecuaciéon del movimiento. Separando el tensor de esfuerzos en la parte is6tropa y desviatoria
y manteniendo el nombre de presiéon p para —(1/3) T;;*|tenemos

Dv
’OD_t = pf— GRADp + DIVD (1.28)

Esta ecuacion no la podemos resolver hasta que tengamos una expresion para la parte desviatoria del
tensor de esfuerzos. Siguiendo la ley de Hook de que los esfuerzos son proporcionales a las deforma-

ciones vamos a suponer que

D= f\V)

siendo V el tensor gradiente de velocidad
V], = v’
Y oxi

4Hemos de hacer constar que esta definicién de la presién es la misma que para el caso estdtico aunque su valor no
coincida con el de la presién hidrostética cuando estemos fuera del equilibrio
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y f una funcién lineal (fluido newtoniano). Bajo la hipétesis que el fluido es is6tropo, la anterior ex-
presién toma la forma
D=A-V

siendo A un tensor is6tropo de cuarto orden. Se sabe del dlgebra que un tensor de cuarto orden

is6tropo se puede poner como
Ajjk1 = A8k + b8+ 1616 i
siendo A, y, 4’ constantes. Sustituyendo
Dij=(A8;j8r1+ 1601+ 1618 ji) Uk

puesto que D;; es simétrico tenemos

Dij=Dj;=(A8;iOki+ud k01 + 1818 k) vk
de donde

(A6ij0ki+udikdji+ 1818 i) vir = (A6 i ki + b jkbi1+ 1'6 18 ik) Vit

operando llegamos a

Avii8ij+ pvij+ p'vji = Avii6ij + pvji + p'vij
de donde

(- vij=(u—p)vj;

Puesto que en general v;; # vj; se debe de verificar que p = y'. Por lo que
Dij=A6;jvii + p(vij+ vji)

ahora bien, v;; = e;; y v;j + vj; = 2¢;; siendo e;; el tensor velocidad de deformacion, resultando por
tanto

D;j =)Le,-,~6,-j+2,ue,-j

puesto que e;; = DIVv, resulta que
Dij = /IDIVV(s,'j + Zpeij
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Tal y como hemos definido el tensor desviatorio D resulta que su traza D;; es nula, por lo que
D;;=3Aej; +2ue;; =0

de donde resulta que
3A=-2u

que constituye la relacién de Stokeﬂ Tenemos por tanto
1
D;; =2u(eij—§€ii ij) (1.29)

El coeficiente u recibe el nombre de coeficiente de viscosidad dindmico. LLevando la anterior expre-

sioén a la ecuacion que define el tensor de esfuerzos tenemos
1

Tij==pbij+2pleij— S eiibij)
Si hubiésemos utilizado la presiéon termodindmica hubiésemos obtenido la ecuacién

Tij=—prdij+2ueij+1eiidij
Calculando la traza e igualando tenemos

2
pr—p=|gu+A|ei

llamaremos k al coeficiente )
k=-p+A
3 o

que recibe le nombre de coeficiente de segunda viscosidad. Resulta por tanto

1
Tij==proij+2uleij - €iidij) + keiidij

SEste resultado se ha obtenido por el hecho de haber definido la presién p como —(1/3)T};, definicién que no depende
del estado de equilibrio en que se encuentre el fluido. Existen algunos libros que definen a la presién p como la presién
termodindmica pr (presién que solo tiene sentido en equilibrio) en cuyo caso D;; # 0y por tanto no se verifica la relacion
de Stokes y aparecen 2 coeficientes en la definicién de D;



1.16 Principio de conservaciéon de la energia 55

El coeficiente de segunda viscosidad es muy pequefio y solo es importante cuando tenemos ondas

sonoras intensas en el seno del fluido. En general se toma como cero (hip6tesis de Stokes) y por tanto
1
Tij==prdij+2pleij— S eiibij)

LLevando esta expresion a la ecuacién del movimiento obtenemos

Dvy; 0 1
o Dtl =pofi+ @ (—p5,‘j +2uleij— geiiéij))
operando, se obtiene
Dv; op (5€ij 1 0eii)
= i ——— +2 —_— -
p Dt pli ox? # 0xJ 3 0x!
teniendo en cuenta que . .
1 (Gv’ 01/1)
j=—-|%z + —
2\0x]  Oxt
sellega a ‘ ‘
Dv; _ f 6p+ %! L] 0 ovl
Ppr ~ P Oxt 'uaxfdxf 3" 0xi axJ

que en forma vectorial resulta ser,
Dv , 1
pE = pf— GRADp + uV-v+ guGRAD(DIVV) (1.30)

ecuacion que recibe el nombre de Navier-Stokes y constituye la expresién de conservacién del mo-

mento.

1.16. Principio de conservacion de la energia

Hasta el momento hemos analizado el principio de conservacién de la masa, que di6 lugar a la
ecuacion de continuidad, a continuacién hemos analizado el principio de conservacién del momen-
to, que ha dado lugar a la ecuacién de Navier-Stokes. Si nos fijamos en estas ecuaciones descubrimos
que tenemos 5 variables, la densidad, la presién, y las tres componentes de la velocidad, se supone
que la viscosidad es una propiedad del fluido y es conocida de antemano. El numero de ecuaciones
presentes son 4, la ecuacién de continuidad y las 3 ecuaciones a que da lugar la ecuacién vectorial

de conservacién del momento. Asi pues tenemos un sistema no resoluble, necesitamos una ecuaciéon
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maés. Una ecuacién que tenemos a mano es la ecuaciéon de estado

f(p)p)T):O

que nos da una relacién entre la densidad p, la presiéon p y la temperatura T, pero nos introduce en el
sistema una nueva variable, la temperatura, necesitamos por tanto una nueva ecuacién. Esta nueva

ecuacion nos la va a proporcionar el primero 6 el segundo principio de la termodindmica.

Como es bien conocido el primer principio establece que la variacién de la energia interna de
un sistema termodindmico es igual al calor dado al sistema menos el trabajo realizado por el mismo.
Consideremos una porcion finita del fluido como nuestro sistema termodindmico, supuesta vélida la
ley de Fick, el flujo de calor (cantidad de energia for unidad de tiempo) dado al sistema viene dado
por la expresion

kGRADTOX
oV

siendo k la conductividad. En cuanto al trabajo realizado por el sistema, la velocidad a la realizan

fpf-v57/+f t-voZ
4 v

siendo v la velocidad, f la fuerza por unidad de masa y t el vector de Cauchy que representa la dis-

trabajo las fuerzas exteriores vale,

tribucién de esfuerzos superficiales. Teniendo en cuenta que t = T -n y aplicando el teorema de
Ostrogradsky—Gauss a la integral de superficie se obtiene para la velocidad a la que se realiza trabajo
la expresién
f pf-v57/+f DIV(TV)6 ¥
4 4

que en componentes cartesianas eulerianas vale

. F) .
fypfivl67/+fyﬁ(ﬂjvl)67/

operando en el segundo término y reorganizando tenemos

oTij\ vt
fy(”“m)” o+ [ Tug0Y

Teniendo en cuenta la ecuacién del movimiento

Dv! 0T
=pfi+—
Pbr pli 0x/
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la primera integral vale
Dv' D 1
f po—Vv'oV = —f p=V>8V
v Dt DtJy 2
esto es representa la variacién de energia cinética. En cuanto a la segunda integral

0 i
f T 5
v 0xJ

teniendo en cuenta que T;; es un tensor simétrico, separando 0 v'/0x/ en su parte simétrica e; jyanti-
simétrica Q;; y considerando que el producto contraido de un tensor simétrico por otro antisimétrico

vale cero, tenemos que esta segunda integral vale

Tiie; 0V

Jj€ij

f v

que representa la variacién de energia interna a cuenta del trabajo de las fuerzas exteriores. Asi pues

teniendo en cuenta la anterior expresién asi como la expresion obtenida para el flujo de calor, pode-

mos escribir para el primer principio la expresién
D
—f pu67/:f Tijeij6 vV + kGRADTOX
Dt Jy 14 oV

siendo u la energia interna por unidad de masa. Puesto que T;; = —pd;; +2u(e;j — (1/3)e;;6;;) y apli-

cando el teorema de Ostrogradski-Gauss a la integral de superficie llegamos a
D 0 oT
—[ pu67/:f 67/+f —.(k—.)67/
Dt Jy 4 y 0xJ \ 0xJ

Es facil de demostrar que ) )
(eij — g eiidij)eij = (eij = geiiaij)z

1
—peii+2pleij - S eiidij)ei

por lo que

1
—peii+2p(ej - geiifsij)z

D
—f pu67/=f
DtJy V4

aplicando el teorema del transporte al primer miembro, llevando todo a una sola integral, anulando

7o [ (k20 y
v 0xJ \ 0xJ

el argumento de ésta y teniendo en cuenta que e;; = DIVV, se obtiene

Du 1 , 0
p—— = —pDIVv+2u(e;j— 5D1Vv6l~j) +—k (1.31)

oxi

OT)
Dt oxJ

que es la expresion en forma diferencial del primer principio. De los tres términos de la derecha, el

primero representa el trabajo de expansién/compresion, puede ser positivo o negativo de acuerdo
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con el hecho que sea una compresion (DIVv < 0) o una expansién (DIvVv > 0 ) respectivamente. El se-
gundo término que es siempre positivo representa la tasa de disipacién viscosa de energia cinética.
Puesto que es positivo representa siempre un incremento de energia interna. El tercer término repre-
senta el flujo de calor a través de la superficie y puede ser positivo o negativo. La presién que aparece

en la expresion anterior es la presiéon dindmica, teniendo en cuenta que
pr — p = kDIvv

obtenemos

Du __ DIVV + k(DIVV)? + 2u(e; i — lDIVv5- )2+ 9 (lca—T) (1.32)
Ppr =7PT Keij =3 1 Oxi \" oxJ '

Teniendo en cuenta la expresion del segundo principio
DS DU DV
_= 4 p_
Dt Dt Dt

poniendo las magnitudes extensivas en términos de la masa y las magnitudes especificas, teniendo
en cuenta que la masa se conserva y empleando la expresion de teorema de consevacion de la masa,

se obtiene para el segundo principio la expresién
Du + prDIV T Ds
JES— V= _
Ppr 7 PT P Dt
siendo s la entropia especifica. Sustituyendo la expresion de la nergia interna, obtenemos

r2s k(DIVV)? + 2u(e L e )2+ 9 (kaT) (1.33)
-— = V i = VO i -— -— .
Y e T W

que es la expresion del segundo principio. En un sistema adiabatico el tiltimo término es nulo por lo
que

Ds 2 1 2
pTE = k(DIVW)” +2u(e;j — gDIVV@ij)

puesto que por el segundo principio, en un sistema adiabatico la entropia solo puede crecer, es por
lo que

Ds 1
pTo-= k(DIVW)? +2p(e;j — 5D1Vv6ij)2 >0

la anterior ecuacion nos dice que necesariamente los coeficientes de viscosidad p y segunda viscosi-

dad k han de ser positivos.
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Por otra parte, la termodindmica nos dice que

Ds DT Dpr

T— = pc,— —
PL D =P oy Dt

p==5a1),

el coeficiente de expansion térmica del fluido, que en el caso de un gas perfecto vale 1/ T'. Sustituyen-

siendo

do en la expresion del segundo principio, obtenemos

DT Dpr 5 1 , 0 ( aT )
cp— =TP—— + k(DIv)“ +2u(e;j — =DIVVO; )"+ — | k—
Py = TPy * kOIvWT s 2pterj = 300"+ 5 5 \ K oxd
que constituye la ecuacién de evolucién de la temperatura. Es la sexta ecuacién que anddbamos bus-

cando y que cierra el sistema de ecuaciones.

Si el flujo es adiabético y no viscoso, los tres tiltimos términos del segundo miembro de la ecua-

cién anterior son nulos, por lo que
DT ﬁTDp
cp— =pT—
Y Dt

si el fluido se comporta como un gas perfecto, §=1/T, por lo que

1 DT _1Dp
Cpm—=R——
T Dt p Dt
de donde,
ar dp
¢p— = R—
r p
integrando,

Ricy
=13
pi

Si tomamos como presion final py la presion de 1000 mb, la temperatura final obtenida es la llamada

temperatura potencial que denotaremos por 8, asi pues tenemos

1000\ %/
o-r(%)
p

Tomando logaritmos en la anterior ecuacion y derivando, obtenemos

dr _d
cpd(logh) = CPT —R?p =ds
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por lo que

0
$—Sy = cplog(g—o)

asi pues la temperatura potencial mide el contenido entrépico del gas. La ecuacion (1.33), expresion

matemadtica del segundo principio, la podemos poner en términos de la temperatura potencial, como

;Ds_ TDO_
P D = PPeDr
donde en ® hemos englobado todos los flujos de calor. Si estos tltimos son cero, la temperatura

potencial se mantiene constante.

1.16.1. Condiciones frontera

Seglin acabamos de ver la evoluciéon temporal de un fluido viene regida por un conjunto de 6
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales a partir de las cuales y mediante un proceso de inte-
gracion podemos encontrar como varian en el espacio y en el tiempo las variables fundamentales que
definen el comportamiento del fluido. Ahora bien para poder integrar este conjunto de ecuaciones
necesitamos conocer las condiciones iniciales y las condiciones en la frontera del fluido. La frontera
de un fluido separa a éste de otro fluido en la misma fase (por ejemplo agua y aceite) u otra fase (por
ejemplo agua y aire ) o bien separa a el fluido de un sélido.

Alo largo de la superficie que separa ambos medios se produce una serie de intercambios, masa,
calor, momento, etc y bajo la hipétesis de que no nos separamos demasiado de las condiciones de
equilibrio hemos supuesto que los flujos de estas propiedades son proporcionales a los gradientes
de ciertas magnitudes como son la temperatura, la velocidad. Esta hip6tesis implica necesariamente
que estas magnitudes son continuas. Vamos a suponer que esta hip6tesis es vélida hasta la frontera
y a un lado y otro de la misma de tal forma que supondremos continuidad de estos campos (tem-
peratura y velocidad a un lado y otro de la frontera). Podiamos razonar también que la aparicién de
discontinuidades a un lado u otro de la frontera de estas magnitudes necesariamente da lugar a la
aparicién de flujos de momento y calor que tenderia a anular estas discontinuidades. Sin embargo
pueden darse condiciones en las que los flujos no son lo suficientemente eficaces en anular rdpida-
mente las discontinuidades y estas pueden persistir durante tiempo. En los problemas que nosotros
trataremos supondremos continuidad de estos campos.

La continuidad del campo de velocidades nos lleva a que la componente tangencial y normal a
un lado y otro de la frontera son iguales. Independientemente de otras consideraciones, parece l6gico
suponer la condicién de igualdad de las velocidades normales a lo largo de la frontera si no queremos

que nos aparezcan el vacio entre ambos medios. La continuidad de la componente tangencial ( o
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condicién de no deslizamiento) es algo mads artificial y hemos de suponer, como hemos dicho antes,
que los fluidos son lo suficientemente viscosos como para que la aparicién de discontinuidades sea
anulada rdpidamente mediante transporte de momento. En el caso de que la frontera sea s6lida y en

reposo la condicién de no deslizamiento presupone que la velocidad tangencial es nula.

Resulta obvio el suponer que los flujos de calor a un lado y otro de la frontera han de ser iguales.
Asi tenemos que, si tomamos un cilindro que vaya de un lado a otro de la frontera y con la genera-
triz paralela al vector normal a la misma y planteamos la ecuacién de balance de calor a la vez que
hacemos tender a cero la longitud de la generatriz (de tal forma que el flujo de calor a lo largo de la

supertficie lateral sea idénticamente cero) llegamos a que se debe de verificar:
(kpn-VT)y = (kpn-VT),

Asi mismo se debe de verificar que los flujos de momento han de ser iguales por lo que la tensiones
han de ser igual a un lado y otro de la superficie (principio de accién y reaccion), de donde igualando
las componentes tangencial y normal

(t;Tijnj1 = (6 Tijnj)2

siendo t; las componentes del vector unitario tangente a la su superficie, n; las componentes del

vector normal a ella. Asi mismo para la componente normal
(niTijnj) = n;Tijnj);,
y si se consideran efectos de la tension superficial se puede demostrar que

1 1
(niTijnj)o—(n;Tijnj) = —0’(— + —)
iLijrtj)2 idijlrtj)l R R
siendo o el coeficiente de tension superficial y Ry, R, los radios principales de curvatura de la superfi-
cie que une los dos medios, que se suponen positivos silos centros de curvatura estdn en la region del
fluido hacia donde apunta n (que en este caso hemos supuesto que apunta hacia el medio 2). Puesto
que
1
Tij = _p6ij +2,u(e,~j - §A6,~j)

teniendo en cuenta que t;6;jn; = t;n; = t-n =0, tendremos para la componente tangencial

Qutieijnj): = 2utie;jjnj)y
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y para la componente normal

1 1
P Zﬂ(eifni”j—gm) = pZ_(Z/J(eijninj—gA)
1

Si el fluido estd en reposo, la anterior ecuacion se simplifica, resultando

1 1

— = — — 4+ —
pP2—pn U(Rl R

que esla ecuacion de Laplace. Si se pueden considerar despreciables los efectos de tensién superficial

(por ejemplo fronteras planas) tendremos

p1=p2

Existen dos casos extremos y del mayor interés. Uno de ellos se da cuando la frontera se estable-
ce entre un sélido y un fluido y el otro en un liquido y un gas. En el primer caso no se conocen los
esfuerzos en el seno del sélido con lo que debemos de conformarnos con establecer la continuidad
del campo de velocidades y suponer que la velocidad del fluido en la frontera coincide con la veloci-
dad del sélido. En el caso de una frontera liquido—gas dada la diferencia de densidades y viscosidades
podemos considerar que esta tiltima es cero en el gas. Asi mismo, supondiendo que las velocidades y
las variaciones de velocidad son comparables en el liquido y en el gas, la menor densidad y viscosi-
dad en este implica que las variaciones de presién han de ser menores a lo largo del gas y podemos
suponer que la presién se mantiene constante (salvo efectos de la gravedad como puede sucede en
la atmosfera) a lo largo del seno del gas. Teniendo en cuenta estas condiciones se puede poner como
condicién frontera liquido-gas

(tiejjnj);=0

1 1 1

en la que normalmente se toma A = 0 habida cuenta de la incompresibilidad del liquido. En este caso
la continuidad del campo de velocidades resulta de poco interés pues el problema suele ser el estudio

del movimiento del fluido sin tener interés en lo que suceda en el gas.
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1.16.2. Ecuacién de Bernoulli

Necesitamos en primer lugar encontrar cual es la ecuacién de evolucién de la energia cinética.

Para ello partiremos de la ecuacién de conservacion del momento,
Dv
pa = —GRADp + pf + DIVD

siendo D la parte desviatoria del tensor de esfuerzos,

Multiplicando la ecuacién del conservaciéon del momento escalarmente por v, obtenemos la expre-

sion
Dv
pv- D7 —Vv-GRADp + pv-f+v-DIVD

teniendo en cuenta que
Dv 1Dv* DE,
ve—=—— =
Dt 2 Dt Dt

siendo E, la energia cinética por unidad de masa, llegamos a

DE,

pD—:z—V-GRADp+pV-f+V-DIV[D (1.34)

Combinando la anterior ecuacién junto con la ecuacién del primer principio (1.31) obtenemos la

expresion

DE. | p2u GRADP + pv-f— pDIVY +241(e; - ~DIVWS; )% + g (kaT)
—=-V: v-f— ' ejj—=DIVW0;j) +— | k—
Por TP or prpvime HRGLT =g PO i \ W o
Suponer que las fuerzas de volumen procedan de un potencial independiente explicitamente del

tiempo, en estas condiciones
Dy
P77
Dt

siendo 1 el potencial del cual derivan las fuerza de volumen, en estas condiciones la expresiéon de

pv-f=—pv-GRADY =

conservacion de la energia cinética e interna toma la forma

DE, Du Dy GRAD DIVV +2u(e Lprvve )2+ 0 (k
—+p—=-v- - v ii— =DIVV8 ;)" + —
Pt "PDr TP i p=p e =3 YT ox

ar
0x/
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Teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad y que

Dp 0p
—V-GRADp=——+ —
Mt S YRY
y tras algunas manipulaciones se obtiene que
D (p) op
—V-GRADp — pDIVV = —p— [ = |+ —
oo —poive =iz ()5

sustituyendo obtenemos,

pDEC Du Dy D (p) op

+ + + +2u( - )+ 0 (kaT)
e Nt SRt = _r eii— —DIVWE: )2 + — | k—
bt "Dr " PDr TPt HRELT =g PO T i \ W o
Vamos a considerar ahora un flujo estacionario, en estas condiciones v no depende explicitamente
del tiempo, podemos considerar también que la presién no depende explicitamente del tiempo, por
lo que dp/dt = 0. Supondremos asi mismo que el fluido es térmicamente no conductor y no viscoso,

o que se puede considerar que no existe disipacion viscosa de energia, en estas condiciones

DE. D
c+_u+%+£(2):0
Dt Dt Dt Dtl\p

Esto es la derivada masica de la cantidad

Ec+u+w+(2)
o

es nula, o lo que es lo mismo, la cantidad

B=E .+ u+u/+(£)
o

se conserva a lo largo de una trayectoria, que por ser el flujo estacionario coincide con la linea de co-
rriente. Este principio de conservacion constituye el teorema de Bernoulli. Las condiciones de adia-
baticidad y no disipacién viscosa son las mismas que hacen que el flujo sea isentrépico, asi pues
podemos decir que las condiciones necesarias para que se verifique el principio de Bernoulli son que
el flujo sea isentrépico y estacionario. La cantidad u + p/p no es otra cosa que la entalpia especifica

h, por lo que el principio de Bernoulli se puede poner como

E.+ h+wy =cte.
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En el caso que el fluido sea ademds incomprensible, DIvv = 0, resulta que, por el teorema de conser-

vacion de la energia interna, u se mantiene constante por lo que el principio de Bernoulli queda
E.+y+ P_ cte.
p

si estamos en el campo gravitatorio, ¥ = gz por lo que

1
“v gzt P =cte
2 P

1.16.3. Teorema de Crocco

El teorema de Bernoulli nos dice que B es constante a lo largo de una linea de corriente pero no
nos dice nada de la variacién de B entre dos puntos cualesquiera del fluido. En el caso de un flujo
estacionario y no viscoso, o que podamos ignorar los efectos viscosos, la ecuacién del movimiento la
podemos poner como

p(v-GRAD)V = pf— GRADp

silas fuerzas proceden de un potencial, f = —~GRADY, por lo que
1
(V- GRAD)V = —GRADY¥ — —GRADp
0

Se puede demostrar que

1
(V- GRAD)V = GRAD 5"2 —VX®

de donde
1 1
GRADEVZ ~V X @®=—GRADY — ;GRADp

reordenando, la ecuacion del movimiento queda
1 1
GRAD§V2 + GRADY + —GRADp =V X @
I

Podemos calcular ahora el gradiente de la magnitud B,

EJ = GRADB

GRADE_ + GRAD U + GRADY + GRAD
4
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teniendo en cuenta la ecuacién del movimiento y que

p

1 1
GRAD [ — | = —GRADp — p—; GRADp
p) p p?

obtenemos
1
VX +GRADU — p— GRADP = GRADB
o

El segundo principio de la termodindmica se escribe como
P
TdS=du- ? dp
que lo podemos expresar como

TGRADS = GRADU — EZGRADp
o

de donde
vxw+ TGRADS = GRADB (1.35)

que constituye la expresiéon del teorema de Crocco. Si el fluido es homoentrc’)piccﬂ (entropia constan-
te alo largo del fluido ) y no solenoidal w = 0, la magnitud B es constante a lo largo del fluido, no solo

alo largo de una linea de corriente.

Ejemplo 1.5 Calcular como varia la presién con el radio en los siguientes flujos, v= Arf yv= (A/r)6.

SOLUCION

Calculemos primero la vorticidad para cada uno de los flujos. En el primer caso tenemos

0 1 0 0 0 1 0 1 0
w=Vxv= (ra+;0£) xArH—rXHE(Ar)JrArrx 58+ ;erﬁ(Ar)wL;Aer £9

teniendo en cuenta que

0
—0=0
or
Yy que
0
%6 =-T

6En meteorologia recibe el nombre de fluido barotrépico
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tenemos
w=Vxv=2Ak

siendo k =r x 0. Puesto que A es un constante, vemos que la vorticidad es constante a lo largo del
fluido. Por otra parte, la anterior ecuacién nos dice que la constante A representa un medio de la

vorticidad. De la ecuacién del movimiento para un fluido estacionario

1 1
GRADEVZ —Vxw= —EGRADp— GRADY

tenemos

1
—A%rr = ——GRADp — gk
[

que se descompone en dos ecuaciones, la ecuacion hidrostatica

a —_—
yla ecuacion radial de la presion
0 2
Ar
arP~

la cual se integra facilmente

1
p(r) — p(ry) = EAZ/O(r2 - 18)

lo cual nos indica que la presion aumenta con la distancia radial para compensar la fuerza centrifuga.

Reordenando la anterior ecuacién

1 1 1 1
SP()= SAT = P - SAT

la cual teniendo en cuenta que v = Ar, se tiene
L) = 2 0% = < plr) - -
—p(r)—-v° = —p(n —v
0 p > P 0 0
lo que significa que el teorema de Bernoulli no se verifica cuando vamos de una linea de corriente a

otra. Esto se debe a que el flujo es solenoidal.

Veamos que pasa con el otro caso, en esta situacion

0 1 A 0A A 0 0A 1A 0
(U—VXV—(I'E-F;H%) x —0 = I'X857+?I‘XEQ+ 0X9£?+——0X£6—
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A A

Asi pues el flujo es irrotacional. Con este resultado la ecuacién del movimiento queda
2

GRAD(= —5) = ——GRADp — GRAD
(2 rz) P P v

de donde 5

GRAD(1A+p+ )=0
2r2 p vI=

suponiendo que ¥ = gz, la anterior ecuacién vectorial da lugar a dos ecuaciones escalares, la ecua-

cién hidrostatica
ap
9z —P§
yla dependencia radial
0 (1 A? N p) o
or2r: p

de donde se deduce que
1A p 1A* p

212 p 272 p

y teniendo en cuenta que v = A/r, tenemos

que es la ecuacién de Bernoulli. Asi pues, la ecuacion se verifica para cualquier par de puntos del

fluido, no solo para dos puntos conectados por una linea de corriente.




Capitulo 2

Ecuaciones meteorologicas del

movimiento

2.1. Ecuaciones del movimiento en una Tierra en rotacion

Vamos a partir de la ecuacién de conservaciéon del momento lineal de Navier-Stokes,

— = —GRADp + pf +f;

Po; prp

donde con fy f; se representas las fuerzas de volumen (por unidad de masa), que en nuestro caso
son la aceleracion de la gravedad gy las fuerzas de rozamiento respectivamente. Las anteriores ecua-
ciones resultan validas en un sistema de referencia inercial. Para el caso de un sistema de referencia
no inercial como resulta ser un observador unido intimamente a la Tierra, las anteriroes ecuaciones

siguen siendo vélidas a condicién de incluir los términos de la aceleracion centrifuga,
QxQxr

y de acelderacion de Coriolis
2Q x v,

siendo v, la velocidad relativa, r el radio vector de la burbuja respecto del observadory Q la velocidad
de rotacién de la Tierra que supondremos constante. Asi pues teniendo en cuenta estos términos la

ecuacion del movimiento resulta ser,

Dv,
pD—t:—GRADp+pg+fr—p(Qxer)—pZ(var) 2.1)
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De ahora en adelante, para no arrastar el subindice r en la velocidad, se entenderd que la velocidad

es la velocidad relativa.

2.1.1. Efecto de la fuerza de Coriolis

Vamos a analizar que efecto produce sobre una particula de aire la fuerza de Coriolis. De las re-
glas del producto vectorial, el vector resultante es ortogonal a los dos términos que intervienen en el
producto. Imaginemos una Tierra plana, dada la pequefia curvatura de ésta, esta hip6tesis no es muy
descabellada si nos cefiimos a una regién no muy grande. Sea Q; la proyeccién sobre la vertical del lu-

gar del vector rotacién Q. En el hemisferio norte el producto vectorial del vector de rotacién local por

/\—(25xv7

>
v

>
Q

Figura 2.1: Efecto de la fuerza de Coriolis en el hemisferio norte. Q reprersenta la velocidad local de rotacion de la Tierra,
que es la proyeccion sobre la vertical del lugar de la velocidad de rotacion de la Tierra, V representa la velocidad horizontal de
la particula

la velocidad de la particula, que supondremos se mueve en el plano horizontal, es un vector que esta
en el plano horizontal y que apunta a la izquierda del vector velocidad, pero como en la ecuacion|2.1}
el término de Coriolis aparece con signo ‘menos), el efecto neto es el de giro hacia la derecha. Asi pues
si hay una particula que se mueve del ecuador hacia el polo, la aceleracién de Coriolis tiende a des-
plazarla hacia el este. Reciprocamente si va desde el polo hacia el ecuador, la aceleracion de Coriolis
tiende a desplazarla hacia el oeste. En el hemisferio sur sucede todo lo contario, pues en este caso la
proyeccion de la velocidad angular sobre la vertical del lugar es del signo contrario a la producida en

el hemisferio norte.

2.1.2. Efecto de la fuerza centrifuga

El triple producto vectorial (Q x Q x r) produce un vector que es paralelo al ecuador y va hacia
el eje de rotacion de la Tierra, como en la ecuacién [2.1] aparece como signo -, el efecto de la fuerza

centrifuga es tender a separar a la particula del eje de rotacion de la Tierra. Como aparece el producto
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vectorial del radio vector con la velocidad de ratacién de la Tierra, esta fuerza es proporcional a la

distancia de la particula al eje de rotacion.

Este término se suele incluir en la fuerza de gravitacién g de tal manera que a partir de este mo-
mento g va a representar el efecto combinado de la atraccion gravitatoria centripeta y la aceleraciéon

centrifuga.

2.2. Ecuaciones del movimiento en coordenadas esféricas

Dada la esfericidad de la Tierra es conveniente escribir las ecuaciones del movimiento en coorde-
nadas esféricas.

Las coordenadas esféricas {r, ¢, A} en términos de las coordenadas cartesianas {x, y, z} vienen

definidas por las ecuaciones

x = rcos¢pcosd
y = rcos¢pseni
= rsen¢

siendo ¢ la latitud y A la longitud. Los vectores base, vienen definidos por las tangentes a las lineas

coordenadas (curvas en las que solo varia una coordenada),

0
ar (rcos¢cos i+ reosdsenij+ rsenqbk)w

0
——(rcos¢cosdi+rcosgpsenij+rsendk), ,

¢
9 Ad Aj k
a (rcos¢cos i+ rcospsendj+ rsene )mb
operando, obtenemos
f = cos¢cosli+cosgsenlj+senpk
¢ = -—rsen¢dcosdi—rsengsenlj+ rcospk
A = —rcos¢senli+rcos¢pcosij

cuyas longitudes son respectivamente (h, = 1, hy = 1, hy = rcos¢). Dividiendo por sus correspon-
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dientes longitudes obtenemos los vectores base unitarios,

r = cos¢cosAi+cospsenldj+senpk
¢ = -—sen¢cosli—senpsendj+cospk
A = —senAi+coslj

La figura[2.2]nos muestra la disposicion de los vectores base.

Figura 2.2: Vectores base de las coordenadas esféricas.

El vector velocidad en esféricas viene dado por la expresién

DX 0 . 0
v=—=7r—X+¢p—

. 0
= X+ 1—X
Dt or

0o oA
que teniendo en cuenta las definiciones de los vectores base resulta,
v=it+pPp+ A

donde vemos que las componentes del vector velocidad en esfericas son (7 ¢ 1). Estas componentes
no tienen dimensiones fisicas de velocidad. Para obtener las componentes fisicas de velocidad vamos
a multiplicar y dividir cada termino de la expresion anterior por (h;, hy, h)) respectivamente. Al divi-

dir los vectores base por sus correspondiente longitudes obtenemos los vectores base unitarios, por
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lo que resulta para el vector velocidad la expresién
v=hir+ h¢([)¢+ MAA=Fr+rpp+rcospA

las componentes {7, r¢, rcos¢A} tienen ya dimensiones de velocidad y constituyen las componentes
fisicas de la velocidad. Las designaremos por {vy, vy, 3}, 0 tambien por {z, y, X} siendo z la longitud
medida a lo largo de un radio vector, y la longitud medida a lo largo del meridiano y x la medida a lo

largo del paralelo.

Las componentes fisicas del operador GRAD en esféricas vienen dadas por la expresién

10 10 18 0 10 1 0

—_——t——=—+-—+ —
hy0r hydp hyoA Or rdp rcos¢p oA

Pasemos ya a dar las expresiones de conservacién del momento lineal en coordenadas esféricas. Nos
vamos a centrar en el término inercial

V:GRADV
el cual se puede escribir, teniendo en cuenta las expresiénes anteriores, como

(v i+ Y 0 oA
"or 1 6(/) rcos¢ 01

)(vrr+ vpp + ) 1)
operando

0 0 0
V-GRADV = v,—(vrr) + v,—(v(,)gb) + vr—(v,l/l)

Vd)
+—— + — + —— (i
a(/)(vrr) a(/)(v(b(p) a(p(m )
vy, 0 vy, O vy
+ — +—— + ——— (A
rcos¢ oA (vr) rcos¢ oA (Vo 9) os¢ oA (U/l )
Teniendo en cuenta la expresion de los vectores base unitarios,
ai =0 %r:¢) %r:coscp/l
(?i(p 0 %q):—r %<p=—sen(p/1
ai}L:o %/1:0 ai/l sen ¢ — cos gr
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llegamos a que

U¢6vr vy Ovr UVp Uy

ovy
V- GRADV = r("ra T r 6(/) rcos¢p 0L r r

61/4, l/¢ Uy l}(p 61/(,, 12} ov, (p )21

+ —_—+ — t +
(l)(vr r r 0¢p rcos¢ 6/1 r ang)
+A(v am YoOur  avr Yo tang + —2 6”)

o or r 0¢ r r rcos¢ oA

Una vez visto como expresar en coordenadas esféricas el término no inercial vamo a ver como se ex-
presa el término de Coriolis, para ello fijemonos en la figura
La proyeccion sobre el triedro de referencia de la velocidad

Q) angular de la Tierra viene dada por la expresién
Q =Q(sen¢r + cosp)
¢
de donde
2Q x v =2Qu[-vy cos¢r + vy senpd + (v, cosP — vy send) 1]
Figura 2.3:
Llevando la anterior expresiéon a las ecuaciones del movi-
miento obtenemos para estas la expresion
ovy v¢ Ovr vy 0v Vi vy 10p
————-=) = ———+f;—g+2Q
ot gy r 6(/) rcosp 0L r r ) p or Jir=8 vacos¢
vy 0vp VpUr Uy OV vy Gvd, vy 110p
— (V) —t+—+—=——+ —t = + 2Q
ot (or or r r 0(/) rcosc/) 0/1 r ang) pr@d) Jrp ~2Qupsend
ovy 0vy Upldvy wvyv, vy 61},1 1 1 ap
— + (V= +——+ ~ 2% tan = 2Q
ot (r or r 0¢ r ang+ rcos¢ o prcosgb oA ¥ Jra = 2Qrcosp = vpsend)

donde con f; ;1 queremos indicar las tres componentes de la fuerza de rozamiento. Los términos

centrifugos se han incluido en la definicién del vector gravedad g.

Vamos a cambiar de notacién, como ya dijimos antes la relacién entre las componentes fisicas de
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la velocidad y las componentes holénomas o tensoriales viene dada por las expresiones

Vr = i
vp = I
v, = TcCos <p)1

Llamando w=dz/dt=v,, u=dx/dt=vyyv=dyl/dt=v,, tenemos

dz = dr
dy = rdo
dx = rcospdd

que define una transformacion de coordenadas no holénoma. En esta situacion

o 0
0z or

o 10

dy — rog

o 1 90
0x  rcos¢p oA’

llevando estas definiciones a las ecuaciones del movimiento obtenemos las expresiones que andamos

buscando
6_w+(w6_w+v6_w+u6_w_v_2_u_2) = 16p+frz g+2Qucos¢p
ot 0z oy 0x r r p 0z
@+(w@+w+v@+u@+u—2tan¢) = lap+fr —2Qusend
ot 0z r 0y O0x r p oy Y
6—u+(wa—u+va—u+ﬂ/—ﬂtan¢+ua—u) = —1@+frx—2§2(wcos¢—vsengb)
ot 0z 0y r r 0x pox 7

Reordenando e introduciendo las derivadas masicas

Du—_ 16p+f 2Q(wcos¢p — vsene) iz tan(p 2.2)
Dt~ pox " '
Dv 10 vw  u?

o pal;+fry ZQusentp—T——tan(p (2.3)
Dw 10

o C pap+frz g+29ucos¢+;(u2+v2) (2.4)
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El radio vector r lo podemos expresar como R+ z siendo R el radio de la Tierra supuesta esféricay
z la distancia sobre la misma. Como para todas las aplicaciones practicas z << R, podemos sustituir
por R en los términos donde aparece r, eliminando a la vez los términos que contengan la velocidad
vertical explicitamente para que asi las ecuaciones resultantes sean compatibles con la conservacion

del momento angular

Du 1dp utanc/))

== = -z — 2.
Dt pax+f”C+(f+ R )’ o
Dv 16p utangb)

- = -z — — 2.
Dt p0y+fr'y (f TR 20
D 10 1

D_L: = —;a—lz)+fryz—g+29ucos¢+ﬁ(u2+ V%) 2.7)

donde hemos utilizado el simbolo f para designar al llamado factor de coriolis, f = 2Qsen¢. Estas

ecuaciones constituyen las ecuaciones meteorolégicas de conservaciéon del momento lineal.

Las anteriores ecuaciones son muy generales y describen todo tipo de movimiento, desde el soni-
do que se produce al escribir estas lineas hasta la gran mancha que aparece en la zona ecuatorial de
Jupiter donde cabe perfectamente varias veces la Tierra. Por esta razén antes de aplicarla a un proble-
ma en particular debemos de analizar el tipo de problema y ‘adaptar’ las ecuaciones a ese problema
eliminando aquellos términos de las ecuaciones que resulten inmateriales en nuestro problema en
particular. Este proceso se realiza mediante un anélisis de escala, que consiste en asignar unos valores
tipicos, que dependen del problema en particular, a las magnitudes que intervienen en las ecuacio-
nes del movimiento. Vamos pues a caracterizar los fenémenos atmosféricos mediante unasa escalas
espaciales y temporales asociandoles unos valores tipicos de longitud y tiempo. Esto es a cada fen6-
meno le vamos a asignar una longitud que nos da idea de la extension espacial del fenémeno y un
tiempo que nos va a dar idea de su duracién temporal. Dado que el campo gravitatorio impone un
limite a la extension vertical de los fendmenos sin que afecte a su extensién horizontal, vamos a ana-
lizar por separado las escalas horizontales y verticales. La figura[2.4|nos muestra la escala horizontal

y temporal de diversos fenémenos atmosféricos

Nosotros estamos particularmente interesados en analizar la aportacién de cada uno de los tér-
minos que aparece en las ecuaciones de conservacion del momento lineal en el caso de los procesos
a escala sindptica (~ 1000 km ) en latitudes medias, que corresponde con la seccién remarcada por
una linea a trazos en la figura[2.4] A la hora de evaluar cada uno de los términos que aparecen en las
ecuaciones, valolaremos cada derivada espacial como el cociente de un valor tipico de la magnitud en
cuestion para la que estemos calculando la derivada dividido por una longitud de escala tipica. Esta

longitud de escala es la longitud, valga la redundancia, necesaria para que la magnitud varie signifi-
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ROgimen cuasi-geostrofico
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Figura 2.4: Escalas horizontales de diversos fendmenos meteorolégicos: A, remolinos; B, tornados; C, ciimulos; D, reventones;
E, gust fronts; E mesociclones; G, tormentas; H, brisas mdrinas, brisas de valle/montafia, meso altas y meso bajas; I, bandas
de precipitacion; ], frentes costeros; K, sistemas mesoescales convectivos; L, corriente en chorro de bajo nivel; M, la linea seca;
N, ciclones tropicales; O, corriente en chorro en altura; B frentes superficiales, Q, ciclones y anticiclones extratropicales; R,
vaguadas y dorsales de las ondas planetarias.

cativamente. En el caso que nos ocupa tomaremos como valores tipicos para la velocidad horizontal
10 m/s, para la velocidad vertical 5 x 1072 m/s, como longitud tipica para los gradientes horizontales
10° m y para los verticales 5 x 10> m. Tomaremos como “variacién de la presién 10 mb y como valor
del factor de coriolis f = 107*s™!. Como hemos introducido como escalas las velocidades y longitu-
des, tomaremos como tiempo tipico la relacién entre las longitudes tipicas y las velocidades tipicas.
Utilizando los anteriores valores podemos escribir para la componente longitudinal x de la ecuacién

del movimiento

Du/Dt = —(1/p)(0p/dx) +fv +uvtan¢/R  +fix
VZ/L -(1/p)(Ap/L) fv VZ/R ?
105/108 103-10%/108  107%-10® 10%/(6x10%) 2  cm/s?

1072 107! 107! 1,6 x1073 2 cm/s?
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Valores similares se obtienen para la componente latitudinal. De los anteriores niimeros vemos que
en una primera aproximacion ( para las escalas del movimiento que estamos considerando) la fuerza
debida ala presion es del mismo orden que la fuerza de Coriolis, esto es la fuerza de Coriolis yla fuerza
de presion estan en cuasi-equilibrio. Esta condicién recibe el nombre de equilibrio cuasi-geostréfico.
La aceleracién es un témino residual, no nulo, pero si pequeio, de dos fuerzas que son del mismo
orden de magnitud. Asf tenemos que la relacién entre la aceleracion, del orden de V?/Ly la fuerza de
Coriolis, del orden de fV, nos da un cantidad pequena (en el caso que nos ocupa de movimiento a

escala sindptica), que recibe el nombre de ntimero de Rossby, Ro. Asi pues,

V2IL V . .
= = — ~0,1(aescalasinoptica) (2.8)

Ro=—v =71

Si consideramos el siguiente orden de magnitud debemos de introducir la aceleracion y las fuer-
zas viscosas, que con los nimeros dados no hemos sido capaza de evaluar. Lo que si podemos obser-
var es que los términos debidos a la esfericidad de la Tierra los podemos ignorar sin cometer un gran

€ITor.

//
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Figura 2.5: Escalas verticales de diversos fenémenos meteoroldgicos. Las letras corresponden con los fenomenos que aparecen

en la figuraf2.4

Respecto de la componente vertical, la figura |2.4| nos muestra la escala vertical de los fenéme-
nos analizados en la figura[2.4} Se muestran también un par de lineas a trazos que separan aquellos
fenémenos para los que resulta no valida/ vélida la aproximacién hidrostatica en su descripicién. Su-

poniendo que la velocidad vertical podria cambiar de signo en unas 12 horas y que la superficie de
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500 mb se encuentra a 6 km de altura, tenemos los siguientes valores

Dw/Dt = —~(1/p)(0pldz) -g +fultang  +WP+v?)/R  +f,

W2/L ~(1/p)(Ap/H) g fv 2xV?IR ?
10/(4,3 x 10%) (103 x5x10%/6x10° 10® 107*-103 (2x10%)/(6x10%) 2  cm/s?
2,5x1074 103 103 107! 3x1073 2 cm/s?

Donde vemos que con muy buena aproximacién a escala sinéptica la atmésfera se encuentra en equi-

librio hidrostatico, asi pues para flujo a gran escala podemos poner

Du 10p

Di = Tpax VT @9
Dv 10p
_ = __r_ 2.1
Dt 0 0x fu+frx (2.10)
10p
= ___r_ 2.11
00z 8 (2.11)

Las tres ecuaciones del movimiento contienen cinco variables, a saber, las tres compo-
nentes de la velocidad (u, v, w), la densidad p y la presiéon p. Tenemos a mano dos ecuaciones mas,

la ecuacién de estado
fle,T,p)=0 (2.12)

que en el caso del aire podemos utilizar la ecuacién de los gases perfectos
p=pR4T, (2.13)
siendo R, la constante especifica del aire seco y T, la temperatura virtual y la ecuacién de continuidad

Dp
— +pDIvw=0
Dt

cuya expresion en coordenadas esféricas viene dada por la ecuaciéon

@ p(a_u+ 1 6(vcos¢)+0_w

+ =0 2.14
Dt 0x cos¢p Oy Oz) @19

La ecuacidén de estado nos ha introducido dos variables mas, la temperatura y la humedad. Por
ahora vamos a considerar que tenemos aire seco con lo que el problema se nos reduce a una tni-

ca variable mas y por tanto a una sola ecuacién adicional, la ecuacién del calor. Segtin vimos en el
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capitulo primero esta ecuacion se expresa de la siguiente forma

¢py— — PT—— = k(DIVW)“ +2u(eji — =DIVVO; )" + — | k—
Y Dy KOV 2per = gD+ 5 G K g
El segundo miembro representa la variacion de la entropia por disipacién viscosa y flujo de calor
externo. Vamos a representar estos términos por Q, asi pues
DT . Dpr

— —BT——=( 2.15
Pcht D1 Q ( )

o bien empleando la temperatura potencial

T DO

T Q. (2.16)

El conjunto de ecuaciones|2.5}[2.6}[2.7]2.13}[2.14]y[2.16|6[2.15) constituyen las ecuaciones que nos

describen el movimiento del aire en la atmosfera.

2.3. Ecuacién de conservacion del momento angular

La ecuacion de conservacion del momento angular viene dada por la expresion
DL
——~_N
Dt
siendo L el momento angular respecto de un sistema de referencia inercial y N el momento de las

fuerzas exteriores. Multiplicado por un vector unitario € en la direccién del eje de la Tierra y supuesto

que este se mantenga constante con el tiempo, obtenemos

D(L-€)
=N-¢
Dt

Elijamos como punto de referencia para calcular el momento el centro de la Tierra, el momento de

las fuerzas exteriores actuando sobre un elemento de masa ¢ m vale
N=(-rfyi+rfij)om.
siendo fy, fy las fuerzas por unidad de masa. El vector € tiene como componentes (ver la ﬁgura)

€ = cos¢pj + sen pk
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por lo que
N-e=rf,cospdm

El momento angular de dicho elemento de masa vale
L=(rxv)6m

siendo v la velocidad absoluta, que podemos poner como
v=v,+Qxr

siendo v, la velociad relativa respecto de un sistema de referencia que gira con la Tierra y Q la velo-
cidad angular de la Tierra. Para no arrastar el subindice r entenderemos de ahora en adelante que la

velocidad v se refiere a la velocidad relativa. Asi pues el momento angular vale
L=[rxv+rx(Qxnldm=[rxv+Qr*—r-Q)om
y su proyeccion sobre el eje de rotacion vale
Le=le-(rxv)+e-Qr°—e-r(r-Q)6m
poniendo € = Q/Q) tenemos para los dos tltimos términos de la anterior ecuacién

Q Q 1
€-Qrr—c-rr-Q) = 5.Qr2_5.r(r-ﬂ) = 5(erz—(zzrzsenz(/)) =Qrcos’¢

mientras que el primero vale

€-(rxv)=rucos¢

de donde
L-e= [rucos</>+Qr2 cosz<p]6m

Esta expresién nos muestra que la proyeccién del momento angular sobre el eje de la Tierra tiene
dos términos, el primero de ellos corresponde al momento angular relativo y el segundo con el mo-
mento angular de arrastre debido al movimiento de la Tierra. Un observador situado a una latitud ¢
tiene, debido al movimiento de rotacién de la Tierra, una velocidad Qrcos¢ y un momento cientico

respecto del eje de rotacion Qrcos¢- rcos¢ = Qr? cos? ¢
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Teniendo en cuenta que la derivada masica de 6 m es nula, obtenemos
D
E[rcos¢(u+Qrcos¢)] =rfycos¢ (2.17)

Bajo la aproximacién empleada antes de sustituir el radio vector r por el radio de la tierra R, obtene-
mos

D

Ds [cosd(u+QRcos)] = fcos¢

derivando b
—sen¢pu+ cos<pD—L; —2QRsen¢cospp = f;cosp

teniendo en cuenta, con la aproximaciéon empleada, que
é v
R
obtenemos
Du fi+2Qsen¢ +uvt 0]
—=fx sen¢v+ —tan
Dt R
que coincide con la componente x de conservacién del momento, una vez despreciado los términos
en los que aparece w. He aqui pues la razon de haber eliminado estos términos de la ecuacién de

conservacion del momento.

2.4. Coordenadas verticales alternativas

Ademads de la coordenada z empleada en las ecuaciones del movimieto analizadas hasta ahora en
meteorologia se suelen emplear otras coordenadas verticales, entre ellas podemos citar a la presién
p, la temperatura potencial 6, las coordenadas ‘sigma’ definida como p/py, siendo py la presion en
superficie. El hecho de emplear este tipo de coordenadas en vez de la coordenada z tiene diferentes
motivos. Asi por ejemplo los radiosondeos, que nos permiten medir las variable meteorlégicas, miden
como coordenada vertical la presion. Asi pues, normalmente, se tiene una fotografia de la atmésfera
en la que aparece la presién como coordenada vertical. Desde un punto de vista més tedérico, dado
que los movimientos de masas de aire tienden a seguir linéas isentrépicas resulta de interés emplear

un sistema de coordenadas en el cual el movimiento sea plano.

Vamos a llamar {(x, y, z, t) a esta nueva coordenada. Mantendremos constantes las coordenadas
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X,y, asi tenemos

x = x

/

y =7
z = z(x,y,(,0

X = X
y o=y
¢ = {(xyz10)

El jacobiano de la anterior transformaci6n, vale

_%

]_6z

el cual se supone que es distinto de cero, para que la transformacién sea reversible.

Sea A(x, y, z, t) una funcién de las coordenadas, en el nuevo sistema se espresard

Alx, 3,0, 1) = Alx, y,2(x,5,(, 1), 1)

Alx,y,2,8) = Alx, y,{(x, 5,2, 1), 1).

A partir de ésta tltima ecuaciéon
0A 0A 0AdC

oxz ox¢ o oxz

vy lo mismo sucede para y o t. De tal forma que

0A
V, A=V A+ 0—(VZ(() (2.18)

donde con el operador V., queremos indicar el gradiente a lo largo de z constante y V; queremos

indicar el gradiente a lo largo de las superficies { constantes. Si hacemos A = z, se obtiene

0=V z+%V (9}
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Figura 2.6:
esto es
Vez=-2v,0
Z=——
¢ ac z

Asi mismo de la expresién
Alx, ,¢, 1) = Alx, ¥, 2(x, ,¢, 1), 1)

se puede ver, siguendo los pasos realizados anteriormente que,
VeA=V A+ aAV
= —_ z,
¢ z o0z ¢

de donde, si A=,
0 V(+OCV
= —_— Z,
S PR

(2.19)

(2.20)

(2.21)

A partir de la figura, [2.6|podemos observar el significado de las derivadas de la magnitud A a lo largo

de z 'y de { constante. La cantidad
0A

ax¢
representa el limite cuando Ax — 0, de la cantidad

A(c)— A(a)
Ax

Asi mismo
0A

0xz

representa el limite cuando Ax — 0, de la cantidad

A(b) - Ala)
Ax
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Dado que
Alc)—Ala) _ A(b) - Ala) N A(c)—A(b) _ A(b) - Ala) N A(c) - A(b) Az

Ax Ax Ax Ax Az Ax

se tiene
0A 0A 0A0z

_— = — 4 —
0x¢ O0xz 0z0x¢
que coincide con la expresién obtenida anteriormente

Por otra parte

0A_oAd

0z 0( 0z
de donde tomando A=z

oz (%)

ol \oz

Empleando las anteriores ecuaciones podemos evaluar cuanto vale la derivada mésica de A en el

nuevo sistema de coordenadas

b4 _6_A +v VA+wa—A—a—A +6—A%+v Y% A+0—AV (]+wa—A%—

Dtz 0t. " F dz  at¢ ocor YT E ol 0z
_4 VA+—[%+VVC+LU—C]—— +v VA+('6—A—D—A
are N T g gy T YA 9z 0 YR %0 T Ded

siendo ¢ la velocidad vertical en el sistema (.

Se puede demostrar facilmente, siguendo los pasos realizados anteriormente que,
ViA=V,A+ _6 Vv
= z,
¢ ‘ oz ¢

de donde o
0=V, (+—V;z,
2¢ 9z 1€

Haciendo A = p, el gradiente horizontal de presién se puede expresar.

Vop=iv,p-19Py
- =— -——V;z
supuesta vélida la ecuacion hidrostética,

10p

pdz

tenemos ) ) )
—Vp==-Vep+gVrz=—-Vep+ Vo
0 - P ¢ ¢ P ¢ ¢
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siendo ¢ = gz el geopotencial. Utilizando las ecuaciones anteriores obtenemos para la ecuacién ho-

rizontal del movimiento

Dvy,
Dt ¢
Dvy, 1
— =——Vp-Vep- fk +F
Dre pltP (- fkxvp
y la ecuacién hidrostatica resulta
10pd¢
_ 4+ g —
p 0 0z
o bien, empleando el geopotencial
16p 0¢
-——+—==0
po¢ o

La obtencién de la ecuacién de continuidad es algo mas complejo. Despreciando el término de
esfericidad, la ecuacion de continuidad la podemos poner como
Dlogp ow

+Vzvp+—=0
Dt SN

Los dos tltimos términos los podemos expresar como

Vv +6_w_v A _6&6_{ z+6—w%
2T 5, T YT T 6 6z o 0z

la velocidad vertical en coordenadas ¢ la podemos poner como

_dz_0z +v Vz+(
Tdr oate YT at
por lo que
6_w a(az) v6_+dﬂv 6{62 Naa (Oz)
ac " or\ac) TV e Tar V¢ T acar Moo \ac
Sustituyendo

0 0z o 0, D(0z/30) d¢
_ V _ — _ = V - T —_
+vy, +( ) + (Vi +6z D1 (+6(

Vv+—w—V v+%(
2 ThT ey TR ot aclac " aC

0z
Teniendo en cuenta que
(o)
dz \oc¢
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tenemos .
N D(log(0z/01)) N o¢

Dt o¢

llevando esta expresion a la ecuaciéon de continuidad obtenemos

\Y +(3 \Y
v+ —=V; v
2" vh 0z ¢ h

D(log(pdz/d{)) ol
—_—+ V- — =0 2.22
pr VT (2.22)
Suponiendo vélida la aproximacién hidrostética
_1adp _
pdz
de donde
10p ¢
p 0( 0z
por lo que
op (ac)—l B (6z)

Sustituyendo en la expresion de la ecuacién de continuidad, obtenemos la siguiente ecuacién como

expresion de la ecuacién de continuidad

D(log(0p/d0)) ol
Do VeVt 3 =0 (2.23)

2.4.1. Lapresién como coordenada vertical

Elijamos a la presién p como coordenada vertical, haciendo ¢ = p en las ecuaciones de conserva-

cion del momento y en la ecuacion de continuidad, teniendo en cuenta que Vyp =V, p = 0 se obtiene
Dv

D—th:—vp(p—kava (2.24)

como ecuacion de conservacion del momento horizontal,

como ecuacion hidréstaticay
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siendo w = p la velocidad vertical en el sistema p, la ecuacién de continuidad. Otra forma de llegar a

esta ecuacion resulta de aplicar la ley de conservacion de la masa,

Dém
—=0
Dt

teniendo en cuenta que
dm=p6V,=pJ67,

siendo J el jacobiano de la tranformacién de coordenadas z en coordenadas p. Este jacobiano vale

0z 1

“op g

por lo que )
om=pJ6V,=-=6V),

8

ylaley de conservacién de la masa se escribe

D5m_D67/p ~0

Dt D¢

Ahora bien, vimos en el primer capitulo que

1 D6V
— ——— =DIWV
6V Dt
por lo que
=DIVvpy =0
Dt
esto es
V,v +6w 0
pVh ap -

obteniendo de nuevo la ecuaciéon de continuidad.

Nota

Podemos emplear la técnica utilizada para hallar la ecuacion de continuidad anterior, en el caso

general. Teniendo en cuenta que

0 D(logém) _ D(log(p7¥5))
- Dt Dt
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y que
OVy=J0V;
se obtiene
D(log(p)) N 1 D67 3
Dt 5% Dt
Ahora bien, como hemos visto
1 D67
———=V;-v
0¥ Dt

siendo V- vla divergencia en ¢ de v. Por lo que

Dl
DUogle)) | g, .v=0
Dt
Pero
)0
=%
por lo que
D(og(p%))
— 2 +V;v=0
Dt

obteniendo la ecuacién de continuidad, ya deducida anteriormente por una método mucho més

laborioso.

Teniendo en cuenta el hecho de que la divergencia es la variacion relativa del volumen podemos

dar la siguiente interpretacion a la divergencia horizontal,

1 D5V _ 1 D8ASp _ 1 D6A 1 Dip
5V Dt 6V Dt S8A Dt &p Dt

siendo 6 A el elemento de area. Ahora bien,

D6 D
Dép _Dp _

=0w
Dt Dt

por lo que
1 D6V 1 D6A bw 1 D6A 0w

- = _— = -+ —
6V Dt O6A Dt é6p 6A Dt Op
en el limite cuando 6 7 — 0. Por el hecho que la variacién relativa del volumen es la divergencia

1 D6A oOw ow

Eq_Dt +%: pVh‘i'%
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por lo que
1 DSA _

———=V,v
A Dr "
Asi pues podemos interpretar la divergencia horizontal como la variacién relativa del drea sobre una

superficie isobdrica.

Sinos fijamos en la ecuacion del movimiento, vemos que el termino de fuerzas de presion

1
_;vzp

lo hemos sustituido por
Vo

por lo que, en primer lugar, podemos decir que hemos linearizado dicho término y en segundo lugar
se ha sustituido el gradiente de las superficies isobdricas por el gradiente del campo de alturas de una
superficie isobdrica. Si pensamos en una superficie isobérica como si fuese una superficie topogréfica
en el que se representan las lineas de igual cota o altura, este término V¢ nos da la inclinacion de la

superficie isobdrica.

Vemos por otra parte que el flujo se hace no divergente en este sistema de coordenadas. Integran-

do esta ecuacién entre p = 0 donde w = 0 y la presién en superficie obtenemos

ps
ws=—f Vy-vpdp
0

puesto que en la superficie se supone que w = 0, se tiene
Ws=——+Vs-V;Ds

por lo que se obtiene como ecuacién prondéstico para la presiéon en superficie

ops _

Ps
a1 —_Vs'vzps_fo Vp-vpdp

supuesto valida la ley de no deslizamiento, esto es, la velocidad horizontal es cero en la superficie,

obtenemos

or

como ecuacién prondstico para la presiéon en superficie.

0 ps
ﬁ—_‘[ vahdp
0
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Ejercicio 2.1 La presi6n en una atmosfera isoterma disminuye exponencialmente con la altura p =
poexp(—z/H), siendo H la escala de altura. Podemos utilizar esta ecuaciéon para definir una nueva

coordenada z* definida por la expresién

* p
z"=—Hlo (—)
8 Po

Expresar las ecuaciones del movimiento en esta nueva coordenada.

La nueva coordenada z*, aunque tiene dimensiones de longitud, es esencialmente una coordenada

de presion, pues siendo H'y py constantes, z* ~ log p. Vimos antes que

DA DA
Dtz Dty
por lo que
DA DA
Dtz Dtz

Asi mismo V¢ = Vg pp = V- ¢ por lo que la ecuacion del movimiento en coordenadas isobaricas

se escribe en el nuevo sistema en la forma

Dvh
— 2= _V,¢p—fkxvy+F
Dt z(:b f h
siendo
Dvh_avh avh n avh +.*5Vh

= +u v z
Dt 0t z 0x z 0y 0z*
De la ecuacién de la hidrostatica

op _ _RT 9p

=

= —RT
op p dlogp

teniendo en cuenta la definicién de z*, obtenemos

d¢ _RT
0z* H

que es la ecuacion de la hidrostatica en la nueva variable z*.
La ecuacién de continuidad en coordenadas isobaricas toma la forma

V,v +6_w_0
pVh ap_
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En el nuevo sistema, puesto los procesos a p constantes lo son a z* constante, el término Vv, es

igual a V- vy, . Respecto del otro término, tenemos

0w 0w 0z*
dp 0z* Op

puesto que w = p = —(p/H)z*, llamando z* = w*, tenemos

@_i(_ﬁw*) _pow' w' op

dz* 0z*\ H H 0z* H 0z*

y por tanto
f_0u0s" [ powt .0 p))os ow w
dp 0z 0p | H dz* 0z*\H)| dp 0z* H

Teniendo en cuenta esta expresion la ecuacion de continuidad resulta ser,

* *

ow w
Vpvp+ —— -

=0
0z* H

Introducciendo la densidad p* = pgexp (—z*/ H), la anterior ecuacién toma la forma

\Y% + L dp7w 0
AV R =
pVh P* 0z*

respecto de la ecuacién del calor
D(logh) 1 .

C
Y 79

tenemos

DlogT Dlo 1
¢ gL R gp Ly
Dt Dt T
y teniendo en cuenta la definicién de z*,
DlogT w* 1
R

cp———— + =—
P Dt g1

y por tanto resulta como ecuaciéon del calor la expresién

DT RT , .
Cp—+—w"' =4
Dt H
con lo que completamos nuestro ejercicio. Se deja al lector que intente calcular cuales son las ecua-
ciones del movimiento en una nueva z’ que corresponde con la altura a la que se alcanza la presion p

es una atmésfera adiabatica (ahora z' = (ROy/ gx) (1 — (p/ po) ), x = Rlcp).
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2.4.2. Latemperatura potencial como coordenada vertical

Como dijimos antes la ventaja que presenta este sistema de coordenadas es que en condicio-
nes adiabaticas las superficies isentrépicas se hacen superficies materiales. Haciendo ahora { =, la

ecuacion de conservaciéon del momento resulta ser

Dvy,

1
= ZVep-Vep— fkxv,+F
Do p op—Vop— fkxvy

teniendo en cuenta la ecuacién de las adibatica

g ° T? P 0]
de donde

1
- Vg p= vag T
P
sustituyendo en la ecuacién de conservacién del momento

DVh

1= ~Vo(ePT+®) ~ flxvy +F (2.25)

La cantidad c, T +¢ recibe el nombre de potencial de Montgomery. La ecuacion hidrostdtica se expresa

como

poo a0

teniendo en cuenta la ecuaciéon de la adibatica

1dp 6_(,[)_0

1 10T R1dp

despejando el dltimo término y sustituyendo en la ecuacion de la hidrostética se obtiene

o, T+¢)

c T
06 Po

Respecto de la ecuacion de continuidad, sistituyendo ¢ por 8 se obtiene

D(l ap)+v +69
— O — .v —
Di\ %850 VOV 5
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2.5. Elsistema de coordenadas naturales

En este sistema una de las lineas coordenadas es la propia trayectoria de la particula. El elemento

de longitud alo largo de la trayectoria de una particula del fluido vale
Ds* = Dx-Dx=x-xDt* =v-vDt* = v*D¢* (2.26)

de donde
Ds=vDt

Asi mismo si dividimos por Ds? la ecuacién|2.26, vemos que

| _Dx Dx
" Ds Ds

esto es, el vector Dx/Ds es un vector unitario. La velocidad de una particula vale

Dx
V= —
Dt

utilizando s como pardmetro para describir la trayectoria de la particula tenemos

_ Dx _DxDs

V== —=— =t (2.27)
Dt Ds Dt

donde hemos puesto t = %S‘ que de acuerdo a lo visto antes es un vector unitario. Dada esta propiedad
del vector t, tenemos
t-t=1

derivando respecto de s,
2—.t=0

esto es los vectores t y Dt/ Ds son ortogonales. Puesto que Ds tiene dimensiones de longitud y t no
tiene dimensiones pongamos
Dt 1
—=—-n
Ds r
siendo r el radio de curvatura y n un vector unitario, que por construccién es normal al vector ty
recibe el nombre de vector normal, t por construccién recibe el nombre de vector tangente. El plano

formado por ambos vectores es el plano osculador. Derivando respecto del tiempo la ecuacion de la
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velocidad[2.27 obtenemos la aceleracién

Dv_dwt)y Dv. Dt Dv  ,Dt Dv_ 1?
=—-= =—t+v +V"—=—t+—n (2.28)
Dt Dt Dt Dt Dt Ds Dt r

donde vemos que la aceleracién se ha separado en aceleracion tangencial Dv/ Dt y aceleracién nor-
mal v?/r. Empleando la anterior ecuacién para expresar la aceleracion, la ecuaciéon del movimiento

se puede poner como

Dv 10
= = —Ea—f—gk-t—f(kxvh)-t+fr,t (2.29)
2 10
T ‘;ﬁ—gk-n—ﬂkxvh)-mﬁ,n (2.30)

La derivada masica de la velocidad toma ahora la forma,

bv_ov V)v—a—+(v—) LN
Dr ot ot ot 0Os 2

Resulta interesante expresar en este sistema de coordenadas la divergencia de la velocidad

0 0 0
DIVv=V- (yt)_(t—+n—+b—) (vt) =

on ob
i gy 0 0
s on ob  0ds on ob

El término entre paréntesis se puede interpretar como el cambio en la direccién del viento (dada
por t) a lo largo de las direciones n y b. Asi pues la divergencia procede de dos términos uno de
ellos asociado a la variacion de la velocidad a lo largo del flujo y que recibe el nobre de divergencia
en velocidad y el otro a un cambio de direccién. Si suponemos que el flujo es horizontal nos queda

como términos en la anterior expresion

v 61/+ ot 61/+ oy
V= —+vn— = —
2h 0s on O0s on

siendo 0y /0n el cambio en la direccién del viento en la direccién ortogonal a este. Este término

recibe el nombre de difluencia o confluencia horizontal, dependiendo del signo. Asi pues la ecuacién

de continuidad en coordenadas isobdricas, teniendo en cuenta la anterior expresién, toma la forma
ov Gw ow

os Vantap 0
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Para comprender el significado fisico de los anteriores términos, fijémonos en la figura[2.7} La ilus-

tracion de la izquierda nos muestra el efecto de la divergencia en velocidad, las particulas que estan

v(n+An)
—>
»V(S)
V(St+AS)
—) l
v(n)

Figura 2.7:

en la parte de adelante del rectdngulo tienen una velocidad mayor que las que estdn en la parte de
atras por lo que el rectdngulo aumenta de tamario, existe divergencia. La ilustracion de la derecha nos
muestra el efecto de la difluencia (en este caso). Al tener diferente orientacién los vectores velocidad
en la parte inferior y superior el rectangulo estd aumentando de tamaro, por lo que también existe

divergencia.

2.5.1. Elviento geostréfico

Si consideramos que los movimientos en la atmdsfera a gran escala son practicamente horizon-

tales, podemos poner para este tipo de movimientos
v=vp=1t

gk-t=gk-n=0
fkxvy)-t=flkxvt)- t=0

flkxvy) n=fkxvt)-n=fv

de donde
Dv 10p
- = =4 2.31
Dt p 0s T 23D
2 1dp

T pan vt (2.32)
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que constituyen las ecuaciones del movimiento de un flujo horizontal en coordenadas naturales. Si

suponemos que el fluido es no viscoso,

ﬂ = _la_p (2.33)
dt ~  pos '
2 10

vo_ _29% _ ¢, (2.34)
r pon

Supongamos ahora que el flujo es paralelo a las isobaras, esto es, la trayectoria de la particula no corta

alas isobaras, en estas condiciones

op

-0

0s
por lo que

Dv

—_— =0

Dt

y por tanto el médulo de la velocidad es constante. Como ecuacion de la trayectoria tenemos

Supongamos también que las isébaras sean lineas rectas o con un radio de curvatura muy grande.

Como estamos suponiendo que las is6baras y la trayectoria son paralelas, tendremos que r es muy

grande y por tanto
1dp
O=———- 2.35
pon Jvg (2.35)
de donde
v =L 9P (2.36)
8 fpon '

esta ecuacion recibe el nombre de ecuacién geostréficay el viento asi obtenido el viento geostrofico. De
la ecuacion|2.35|vemos que el viento geostréfico surge como un equilibrio entre la fuerza de presién y
la fuerza de Coriolis, bajo las hipotesis adicionales de flujo horizontal, isébaras rectas y flujo paralelo

alas is6baras.

La fuerza de presién -0p/0dn va desde las altas a las bajas, por otra parte la fuerza de Coriolis actua
hacia la derecha del vector velocidad (en el hemisferio norte). Como ambos términos se compensan,

(ecuaci6n|2.35) el vector velocidad deja a la izquierda a las bajas presiones, ver la figura[2.8]

Tal y como ha surgido la ecuacién del viento geostréfico, equilibrio entre las fuerzas de presiéon y
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—(a@/an)
Vg
Po
P1
- fvg
P2
Figura 2.8:

de Coriolis, en forma vectorial la podemos escribir como
1
0= —;Vzp—f(k X Vg)

multiplicando vectorialmente por k, obtenemos para el viento geostréfico la ecuacién

1
ve=—kxV;p
$oef
ecuacion que da lugar a dos ecuaciones escalares
10
wy = L
pf ox
10
pf oy

Por otra parte, teniendo en cuenta que en el sistema de coordenadas isobdrico
1
—V.p =V,
P

podemos expresar la ecuacién del viento geostréfico como

vg=kxVy,¢

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

en el que vemos que ha desaparecido la densidad, lo que facilitard su uso con posterioridad. Esta
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ecuacién nos dice que el viento geostréfico es proporcional a la inclinacién de las superficies isoba-

ricas.

2.5.2. Viento del gradiente

Para la obtencién del viento geostréfico hicimos la aproximacion de que el radio de curvatura de
las is6baras se hacia infinito, esto es, las isobaras eran rectas. Si quitamos esta hip6tesis manteniendo

el resto, obtenemos para el viento la ecuacion

v 10p
r pon
que podemos poner como
1dp 2
___r_ —— =0
pon r

lo que nos indica que la fuerza de presion, la fuerza de Corilois y la fuerza centrifuga estan en equili-

brio. Despejando v obtenemos la ecuacion

(2.41)

2.2 16 1/2
U:—ﬁ+(fr r —p)

2 4_;611

que es la expresion del llamado viento del gradiente. No todas las solucciones de la anterior ecuacién
son vélidas. Solamente aquellas que hagan a v real y positiva son aceptables. El criterio de signo es
el siguiente. El sistema t,n esta orientado de tal forma que se va de t a n en direccién contraria a las
manecillas del reloj. Si la curva es convexa el radio de curvatura es negativo (casos (B), (C) y (D) ) de
la figura y sila curva es concava el radio de curvatura es positivo (caso (A)) de la figura . La
fuerza de presién (—(1/p)dp/0n) es positiva en los casos (A), (B), (D), y es negativa en el caso (C). La
fuerza de Coriolis (— f v) es negativa en todos los casos y la fuerza centrifuga (—v?/r) es positiva en los

casos (B), (C), (D) y negativa en el caso (A). Analicemos ya las cuatro solucciones posibles

baja regular, caso (A) de la figura, en este caso el radio de curvatura es positivo y dp/dn es negativo
con lo que el radicando es positivo y la tinica raiz posible es

,,z_g+¢(f1r2+r§ )

altaregular, caso (B) de la figura, en este caso el radio de curvatura es negativo y dp/0n es tambien

op
on
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Al v BO
- Ce Co p
¢ —
Co H Ce
Y
v
pU
Ce p
o —>
—>
Ce
Y Y
Vv A\

Figura 2.9: Balance de fuerzas en el hemisferio norte para los cuatro tipos de viento de gradiente: (A) baja regular; (B) alta
regular; (C) baja anémala; (D) alta anémala. P designa la fuerza de presion (—(1/p)dp/dn), Ce la fuerza centrifuga (-v2/r) y
Co la fuerza de Coriolis (- fv)

negativo por lo que rdp/dn es positivo y solo tendremos soluccién si

op
on

2]
2 Y

<

Esta ecuacién nos dice que segtin vamos hacia el centro de las altas |r| — 0 y por tanto el gra-
diente de presiones tiende tambien a cero. Esto justifica porque en el centro de las altas el cam-
po de presiones tiende a ser plano y el viento suave comparado con la regién cercana al centro

de las bajas. De las dos raices posibles tomamos la negativa por lo que v < |fr|/2

baja anémala, caso (C) delafigura. En este caso, el radio de curvatura es negativo y dp/dn es positivo

por lo que al igual que en el caso de la baja regular el radicando es positivo, la tinica soluccién

f_ﬂfp )

La diferencia con el caso (A) es que ahora — fr/2 es positivo por lo que el viento en este caso es

posible es

9p
on

mucho mas intenso que en el caso (A)

alta anémala, caso (D) delafigura. En este caso, el radio de curvatura es negativo y 0 p/0n es negativo

tambien, como en el caso (B) solo tendremos soluccién si

op
on

2]
2 Y

<

de la dos raices posibles, tomamos la positiva por lo que v > |fr|/2. La diferencia entre el caso
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(B) y (D) estd en la intensidad de la fuerza centrifuga y el gradiente de presién. En la baja regular,
el viento es suave y por tanto la fuerza centrifuga es menor que el gradiente de presiones. En
el caso de la alta anémala el viento es mucho mas intenso y por tanto la fuerza centrifuga es

mayor que el gradiente de presiones.

En todos los casos, excepto en la baja anémala, la fuerza de Coriolis se opone al gradiente de presio-
nes, se dice entonces que el flujo es bdrico. El flujo en la baja anémala es antibarico. En este caso, el
viento geostréfico es negativo (pues la fuerza de presion es negativa) y por tanto una mala represen-
tacion del viento real. Por otra parte, como nos muestra la figura2.9} el flujo de gradiente es ciclénico
solo cuando la fuerza centrifuga y la fuerza de Coriolis tienen el mismo signo (r- f > 0) y es anticicl6-

nico cuando ambas fuerzas tienen signo contrarios (r- f <0).

Dada la definicion del viento geostréfico, la ecuacién que define el viento del gradiente se puede

expresar como
2

v
—+fv—frg=0
-

de donde

-2 — 1 + —

v rf

por lo que para flujo ciclénico (r f > 0), vg es mayor que el viento de gradiente mientras que cuando
el flujo es anticiclonico (r f < 0), vg es menor. Por lo tanto el viento geostrofico sobreestima al viento
del gradiente ( o viento balance) en regiones de curvatura ciclonicay el flujo se dice subgeostréficoylo
subestima en regiones de curvatura anticiclonica y el flujo se dice supergeostrofico. En latitudes me-
dias para sistemas a escala sinoptica, la diferencia entre el viento del gradiente y el viento geostréfico
no excede de un 10 — 20 %. En el caso de la baja anomala en la que el viento geostrofico es negati-
vo, necesariamente v/(r f) < —1. Por tanto el flujo antibdrico esta asociado con intensos vortices de

pequena escala.

2.5.3. Otros tipos de vientos
Flujo inercial

Suponer un caso en el que existe un equilibrio entre las fuerzas inerciales, esto es entre la fuerza

centrifuga y la fuerza de Coriolis, en este caso se dice que el flujo es inercial. Se debe de verificar que

2
V
—+fr=0
—f
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y por tanto
r=-vlf

por lo que el radio de curvatura es constante.Puesto que v > 0, entonces r f < 0 por lo que el flujo es

anticiclénico. Como el movimiento es periédico, el periodo vale

2nr

v

7
B |sendg|

27

f

El periodo de rotacién de un pendulo de Foucolt es de 27/ sen ¢, que recibe el nombre dia pendulo,

P=

por lo que el periodo del movimiento inercial es un medio de un dia pendulo.

En la atmésfera la mayor parte de los movimientos son debidos a gradientes de presiones, la con-
dicién de presion uniforme requeridos para la existencia de movimiento inercial puro apenas si se
observan. En el océano, sin embargo, existen flujos en lo que la fuerza se debe a un viento externo y
no a la existencia de un gradiente de presion interno, resulta entonces que existe una gran cantidad
de energia asociada a corrientes que oscilan con periodos cercanos al periodo inercial.

Una de las consecuencias importantes que pueden extraer de este seccidn es el efecto estabili-
zador de las fuerzas inerciales. Seglin acabamos de ver si perturbamos una particula, dandole una
cierta velocidad inicial v, y dejamos que solo actuen la fuerzas inerciales, vemos que la particula tras
recorrer una circunferencia de radio v/ f vuelve otra vez a su sitio original (hemos de suponer que no
nos separamos mucho del punto original para que f no varie en exceso y podamos suponer que se

mantiene constante)

Flujo ciclostréfico

Suponer ahora que podemos despreciar la fuerza de Coriolis frente a la fuerza centrifuga. Como
esta ultima es inversamente proporcional al radio, esta situaciéon se da cuando el radio de curvatura

es pequefio. En esta situacidn, el balance de fuerzas se alcanza cuando

de donde

Tenemos dos casos posibles para que la anterior ecuacién tenga soluccion. (a) que r >0ydp/0n <0y
(b) r<0y0dp/dn >0 (verlafigura|2.10) En el primer caso el flujo es ciclénico mientras que el segundo

caso corresponde con flujo anticiclénico. En ambos casos la fuerza de presion va dirigida hacia el



2.6 Efecto del rozamiento 103

AD v BU

Ce
Ce

\Y

Figura 2.10: Balance de fuerzas en el caso de flujo ciclostrofico. (a) flujo ciclénico, (b) flujo anticicloénico.

centro de curvatura y la fuerza centrifuga se aleja del centro de curvatura. La hip6tesis que conduce a
la existencia del flujo ciclostréfico es que la fuerza centrifuga es mucho mayor que la de Coriolis, esto
es
vir v
W = ﬁ >>1
La anterior cantidad, que es por construccién adimensional, recibe el nombre de niimero de Rossby.
Asi pues se tiene flujo ciclostréfico si el nlimero de Rossby es muy grande. Suponer que tenemos un
tornado en el que v es del orden de 30 m/s a una distancia de unos 300 m del centro del vortice.
Suponiendo que f = 107%s™}, se obtiene para el nimero de Rossby Ro = 103, lo que significa que
podemos despreciar la fuerza de Coriolis en el caso de un tornado tipico. En la mayora de los casos
se observa que estos giran en el sentido ciclonico. Esto se debe a que el entorno en el que estan
embebidos es ciclénico. En el caso de pequefios remolinos estos tienden a girar tanto en el entido

ciclénico como anticiclénico.

2.6. Efecto del rozamiento

En la seccién obtuvimo como ecuaciones del movimiento para flujo horizontal la ecuacion,

Dv 1dp

- — _— 4

Dr p 0s Jnt

v? 10p

- - 1 _ +

r pon Jt fin

vamos a suponer ahora que el rozamiento no es nulo. Al igual que se hace usualmente en mecénica

clasica, supondremos que la fuerza del rozamiento es de la forma

f,=—pv=—-puuvt
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dedonde, f;.; = —uvy f.n =0, porlo que

Dv 1dp
Dt ~ pods
v’ 10dp
r pon

En condiciones de equilibrio entre las diversas fuerzas que intervienen, se tiene que v = cte, lo que
significa que tanto su mé dulo como su direccién se mantienen constantes, esto significa que Dv/Dt =

0y que t = cte y por tanto el radio de curvatura se hace infinito, de donde

Vemos ahora que (a%/ %) es diferente de cero lo que implica que el flujo deja de ser paralelo a las
isobaras y por tanto las corta. Supongamos que esta ultimas sean rectas, nos preguntamos cuanto
valdrd el &ngulo que forman las isobaras y la trayectoria asi como el valor de la fuerza del viento. Para

ello fijemonos en la figura donde se ilustra las tres fuerzas implicadas, el gradiente de presion,

Figura 2.11: Esquem«gde la influencia del rozamiento sobre el viento.

g
la fuerza de Corilois y el rozamiento. Obviamente para que las tres fuerzas estén en equilibrio es

necesario que la trayectoria corte a las isobaras.

Teniendo en cuenta que
op _ 6p0x+6p0y

ds  0x ds @ 0s
y puesto que (0p/dx) =0, tenemos
op _9pdy
ds 0y 0s
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Puesto que por definicién del viento geostrofico,

-10dp
frg=—=
§ p oy
Y 0
a—Jslzsena

Una ecuacién andloga se obtiene para (0p/dn) cambiando el seno por el coseno. LLevando estas

expresiones a las ecuaciones del movimiento se obtiene

o
I

fvgsena —puv

0 = fuvgcosa—fv

Dividiendo ambas expresiones se obtiene

tana = & (2.42)

f

lo que significa que al aumentar el rozamiento aumenta el dngulo. En la atmésfera el mayor roza-
miento se obtiene cerca de la superficie del suelo, segtin nos vamos alejando de la superficie de la
Tierra el rozamiento va disminuyendo. Esto significa que el mayor giro del viento respecto del viento
geostroéfico se da cerca de la superficie y segtin subimos en altura el viento va virando hacia el vien-
to geostrofico como si el vector velocidad hiciese una espiral. Esta espiral se denomina espiral de
Ekman.

Elevando al cuadrado y sumando llegamos a,

V= T (2.43)

2+ f2
v+ f
Donde podemos apreciar que si el rozamiento es cero, v = v como debe de suceder y que con roza-
miento v < vg y al aumentar este, disminuye la velocidad.
Una consecuencia importante del rozamiento es que el viento cruza a las isobaras en el sentido
de las presiones decrecientes (ver la figura [2.11). Esto tiene como consecuencia que en las bajas el

viento gira hacia el interior de la misma haciendo que ésta sea un centro de convergencia lo que tiene
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importantes cosecuencias dindmicas pues por la ecuacién de conservaciéon de la masa, en la zona de
convergencia el aire tiende a ascender, por lo tanto a enfriarse y si es posible a dondensar forman-
do nubes. Lo contrario sucede si tenemos un centro de altas presiones. En este caso las masas de
aire tienden a descender y por tanto a comprimirse y calentarse dando lugar a inversiones llamadas

subsidentes.

Una mejora del modelo anterior se obtiene considerando de forma més realista la forma de los
rozamientos. Vimos en el capitulo 1 que los esfuerzos cortantes venian parametrizados por un tensor
que denominabamos como parte anisotropa del tensor de esfuerzos D; ; de tal forma que la ecuacion

del movimiento se puede escribir como

Dvi 55— 2P+ % p,.—200
Z S AR » Y XV
p D1 p8O3 ox; " ox; ij — <P
Veremos en un capitulo posterior que si las velocidades no son muy grandes la anterior ecuacion se

puede linealizar, de tal forma que
DV,' _ 6v,~
Ppr ~P%:

Si nos fijamos inicamente en la componente horizontal tenemos

ou op 0
- __ZF — D
Por = ax TV g P
ov op 0
_ +_D
Par= oy U o P

Normalmente la capa de la atmésfera o del océano donde tienen importancia los rozamientos se cifie
unicamente a los primeros 1000 metros en el caso de la atmésfera y unos 100 metros en el caso del
océano donde las variaciones en la vertical de las diferentes magnitudes meteorolégicas son por lo
general mucho mds importantes que las variaciones horizontales, de tal forma que solo es necesario

tener en cuenta la variacion vertical de los esfuerzos cortantes, por lo que

ou op 0X
Por=ax Vo
ov op 1)’
pP—=——7—fu+—
ot oy 0z

donde hemos llamado X al esfuerzo 1-3 (esto es la componente x sobre la cara 3, la cara normal al
eje z) e Y al esfuerzo 2-3. Para analizar con més detalle el efecto del rozamiento se puede dividir el

campo de velocidades en dos partes, una parte de ellas debida al efecto de las fuerzas de presion y la
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otra debida al efecto del rozamiento, esto es supondremos que u = uy + u;; V = vp + vy de tal forma

que
du,  dp
Bt - ox I
ovp _ dp
ot - oy T
Y 3 0x
Ur
Por Tt g,
ov, oYy
Po7 = fur+a

En condiciones estacionarias, la parte de la velocidad debida a la presién seria el viento geostrofi-
co, y por tanto u, representa la componente ageostréfica debida al rozamiento. Integrando las dos
ecuaciones anteriores entre la superficie y el limite superior de la capa limite (que es la capa de la
atmosfera/océano los rozamientos son importantes) a partir de la cual el rozamiento se puede con-

siderar despreciable, se tiene (para la parte inferior de la atmosfera)

paal? =+fVr =X

paa‘? =—fU,— Y,
o bien para la parte superior del océano

paa[? =+fV,+Xs

O fU Y,

siendo en ambos casos
W V) = [y v dz= [ =y, 0= vp)dz

el flujo de volumen, relativo al flujo debido a la presién, en la capa limite. A dicha cantidad se la
denomina transporte de Ekman volimico. A la cantidad p(U;, V) sela denémina tranporte de Ekman
madsico. Como se desprende de las anteriores ecuaciones en el caso de que la atmosféra y el océano
esten en contacto los esfuerzos cortantes son iguales, lo tinico que cambia es el signo (principio de

accién reaccion). Por lo que la suma de los flujos masicos es nula (supuesto que en un instante inicial
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lo fuese). En condiciones estacionarias, se verifica, para el caso atmosférico que
fVi=Xs

fUr:_Ys

ecuaciones similares, pero cambiadas de signo, se verifican para el océano,

Ve = -X, (2.44)
fu, = Y (2.45)

De estas ecuacione se deduce que el flujo de Ekman (U, V;) es ortogonal al esfuerzo en superficie.
Suponed que teneis un flujo barico (debido al gradiente de presién) que viaja en la direccién negativa
del eje x (hacia el oeste), debido al rozamiento el esfuerzo en superficie esta dirigido en la direccién
negativa del eje x, esto es X <0, por lo que, a la vista de las anteriores ecuaciones, en la atmdésfera se
tiene U, =0y V; <0, esto es tenemos un flujo Ekman hacia el sur. Lo contrario tenemos en el océano,
esto es un flujo dirigido hacia el norte. Los vientos aliseos en la zona ecuatorial viajan en la direccién
oeste por lo que el fluyjo Ekman oceénico viaja hacia el norte y el flujo Ekman atmosférico hacia el
sur. En latitudes medias, el viento viaja hacia el oeste y por tanto el flujo Ekman ocednico viaja hacia
el Sur y el flujo Ekman atmosférico viaja hacia el norte. De tal forma que en el océano se produce
una convergencia y en la atmoésfera una divergencia. Los flujos aliseos en el trépico y los vientos del
oeste en latitudes medias estdn normalmente asociadas a los centros de altas presiones de latitudes
subtropicales (el famoso anticiclén de las Azores). Asi pues el Anticicléon de las Azores induce una
convergencia de masa en el océano, dando lugar por tanto a una acumulacion de agua y por tanto un
anticicléon ocednico. En la parte atmosférica se produce una divergencia en las regiones cercanas al
suelo que como veremos en la siguiente seccién produce un bombeo (en este caso descendente) de

aire. Asi mismo en el océano se produce un bombeo ascendente.

2.6.1. Elbombeo Ekman

Suponiendo que el fluido se pueda considerar no divergente tenemos

ou Ov aw_

—+—+—=0
0x+0y+dz
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integrando entre 0 y zla altura de la capa limite y suponiendo que la velocidad vertical en la superficie

3 0 0 _ (90U, av,)
w= (axfudz+ayfvdz)— (ax + 3y

Suponiendo que estamos en estado estacionario y teniendo en cuenta las ecuaciones obtenidas pre-

re=ail7) e 7)

Ecuacién similar se obtiene para el océano. Suponiendo que f no varia mucho se obtiene

vale cero, tenemos

viemente tenemos

pw= 1V, xF;

siendo F; = {X, Y} el esfuerzo superficial. A la cantidad pw se la denomina bombeo Ekman. Asi, si
tenemos una situacion ciclénica el bombeo Ekman produce una velocidad vertical ascendente en
la parte superior de la capa limite. Este movimiento ascendente puede dar lugar a la formacién de
nubes. Si el ciclon esta situado sobre el océano, la convergencia en la atmdsfera se ve compensada
por una divergencia en la capa superficial del océano (vimos que los flujos eran de signo opuesto, en
el oceano y la atmosfera) y por lo tanto tiende a producirse un flujo vertical ascendente en la parte

inferior de la termolcina que tiende a rellenar el hueco producido por la divergencia superior.

2.7. Elviento térmico

2.7.1. Elteorema de Taylor-Proudman

Antes de entrar a considerar el concepto de viento térmico, vamos a considerar el llamado teo-
rema de Taylor-Proudman, que describe una situacién contrapuesta a la situacién que describe el

viento térmico.

Para comenzar vamos a introducir dos conceptos importantes. Diremos que un fluido es baro-
trépico si la densidad es funcién univoca de la presion, p = p(p), esto es las superficies de presiéon
constante son superficies de densidad constante. O dicho de otra manera, p depende de la posicién
x a través de la dependencia de la presion con la posicidn. Esto supone de alguna manera que la
temperatura es o bien homogeénea o bien funcién de la presién (por ejemplo en un fluido homo-
entrépico, temperatura potencial homogénea). En caso contrario diremos que el fluido es baroclino.

Vamos a suponer que nuestra fluido es barotrépico, en estas condiciones se puede introducir una
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funcién potencial para la fuerza gradiente de presion,
\Y
Fe f VP o f Ap.
p(p) p(p)

po VP
p(p)

(En situaciones adiabaticas, esta funcién coincide con la entalpia) por lo que la ecuacién del movi-

Podemos ver que

miento, en un sistema en rotacion, se puede poner como

DV R vu_20xv)+f
- = — — XV
Dt v r

en donde se ha supuesto que las fuerzas de volumen son conservativas, esto es proceden de un po-
tencial (en este potencial se incluye tambien la fuerza centrifuga). Vamos a suponer que podemos
despreciar las fuerzas de rozamiento f,. Asi mismo supondremos que estamos en condiciones esta-
cionarias y en regimen cuasi-geostréfico, esto es, el niimero de Rossby Ro es muy pequeio. Segin

vimos en la seccion xxx, en estas condiciones podemos despreciar el término aceleracién, por lo que
0=-VF-Vy-2(QxV)

Tomando el rotacional de la anterior expresion, teniendo en cuenta que el rotacional del gradiente es
cero, se tiene
Vx(Qxv)=0

Teniendo en cuenta la expresién del rotacional de un producto vectorial y que Q) es constante se
obtiene que
QV-v-Q-Vv=0

Si suponemos que el fluido es no divergente (V-v = 0), llegamos a que
Q-Vv=0
Elijamos como eje z el eje en la direccion del vector rotacion. En estas condiciones es facil de ver que

ov
Q-VW=0Q,—=0
0z
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por lo que
ov

£:

La expresion[2.46 que es la expresién matemadtica del teorema de Taylor-Proudman, nos dice que en

0 (2.46)

condiciones bar6tropicas y cuasi-geostroéficas, el campo de velocidades no varia en la direccién de
rotacion. La condicién de cuasi-geostrofia presupone que para las escalas espaciales del fenémeno,
la velocidad de rotacion es lo suficientemente elevada como para que la fuerza de Coriolis sea mucho
mas elevada que la aceleracién, que aparece como un resto del cuasiequilibrio entre la fuerza de pre-
siény la fuerza de Coriolis. Asi pues hemos de esperar que se cumpla el teorema de Taylor-Proudman
en fluidos barotropicos que rotan lo suficientemente rapidos.

La columna de Taylor

Seguin nos dice el anterior teorema, el flujo se hace esencialmente bidimensional. Supongamos
que tenemos un fluido en rotacién, por ejemplo un vaso de agua puesto en una mesa rotante. El
fluido comienza a rotar junto con el vaso y en estado estacionario rota con el. Suponed que ahora se

introduce un pequerfio disco en el fondo del vaso (figura[2.12). Obviamente el agua tiende a rodear al

Figura 2.12:

pequeiio disco, apareciendo un bucle en las lineas de corriente que tienden a rodear al disco. Pues
bien de acuerdo con el teorema de Taylor, este rodeo debe aparecer tambien en altura, aunque alli no
tenemos disco, dando lugar a una especie de columna, llamadas columnas de Taylor. (figura[2.13) En
la direccion web (http://www-paoc.mit.edu/labweb/) podeis ver una pelicula muy instructiva de la
formacién en un fluido en rotacién de la columna de Taylor. Se ha aducido tambien la formacién de
las columnas de Taylor en la formacién de vortices de von-Karman a sotavento de ciertas islas. Ver la

figura[2.14} en la presencia de la isla es sentida a alturas mucho maés elevada que la propia isla.
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Figura 2.13:

Figura 2.14:

2.7.2. Efecto dela baroclinicidad:El viento térmico

Considerad una situacion en la que en superficie la presién es homogenea pero que la temperatu-
ra no lo es. Suponed también que es vélida la aproximacion hidrostatica, en estas condiciones, dado
que se verifica

dlogp g

0z R,T
en la regién mds fria (T menor) la presién disminuye més rapidamente con la altura que en la regién
mas calida (T mayor). Ver la figura[2.15] Debido a este gradiente la presioén en la ragion mas célida
disminuye menos rapidamente. Eso significa que a una cierta altura se ha establecido un gradiente
de presién que va desde la zona mds fria a la mas cdlida y este gradiente de presién provoca un viento,

que era nulo en superficie puesto que alli por hipétesis el viento es cero. Si suponemos vélida la
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Figura 2.15: Ilustracion que nos muestra el gradiente del viento geostrdfico

aproximacion geostroéfica, el viento en altura vale

1
of

por lo que es ortogonal al vector gradiente de presién dejando a su izquierda la regién maés fria. Asi

vg=—kxV,p

pues la inhomegeneidad térmica a inducido un gradiente en el viento geostréfico, este era cero en
superficie y es distinto de cero en altura. Vamos a calcular de forma rigurosa la relacién entre el gra-
diente del viento geostréficoy el gradiente térmico. Puesto que la expresiéon en coodenadas isobéricas
no contiene la densidad, la demostracién se hace mas fécil si partimos de la expresién del viento ge-

sotr6fico en este sistema de coordenadas,
_8
Vg = ?k xVpz.

Derivando parcialmente respecto de p

teniendo en cuenta que

op 0z rg
es por lo que
ov R,T
_g = _gk X Vp ( a )
op  f pg
de donde 3 R
Vg a
p— =——kxV,T
op  f 7
o 3 R
v
E = lkxV,T (2.47)
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que es lallamada ecuacién del viento térmico. Aunque esta ecuacion recibe el nombre de ecuacién del
viento térmico, estrictamente hablando, se define el viento térmico como la diferencia de velocidades

entre dos niveles, asi pues intregrando entre dos niveles (p; > p»)

a

VT =Vg(2) —vg(l) = _Ra pz(k xVpT)dlogp = &fpl (kxV,T)dlogp = &(kx VpT)log(&)
fm fp f p2
Puesto que el vector V,(R,T) va desde la zona mas fria a la mas cdlida, el vector k x (V,(R,T)) es
ortogonal al anterior dejando a la region fria a la izquierda. Asi pues el viento térmico ‘sopla’ paralelo
a las isotermas dejando a la izquierda las mas frias. El vector V, T, recibe el nombre de vector de
baroclinicidad. Si esta vector es nulo las superficies de presién y temperatura coinciden, se dice que
la atmosfera es barotrépica. En estas condiciones el viento térmico es nulo, por lo tanto el viento

geostrofico no cambia con la altura (teorema de Taylor).

Para expresar la ecuacién del viento térmico se suele emplear también el expesor entre dos su-
perficies isobdricas. Teniendo en cuenta que la diferencia de altura geopotencial entre dos superficies
isobéricas vale

A®=—-R,TAlogp = RaTlog(%)

siendo T el valor medio de la temperatura entre las dos superficies is6baricas. Est4 claro, a partir de
esta ecuacion, que las isolineas de igual expesor entre dos superficies isobdricas representan isolineas

de igual temperatura media. Sustituyendo la anterior expresion en la integral, tenemos
1
vr = ?k x V) AD (2.48)

De acuerdo con esta ecuacion el viento térmico ‘sopla’ paralelo a las isolineas de igual expesor, de-

jando a la izquierda las de menor expesor.

2.7.3. Algunas consecuencias del concepto del viento térmico
2.7.4. Adveccion de temperaturay estabilidad

Una de las aplicaciones que tiene el concepto de viento térmico es que nos permite analizar el
tipo de adveccién térmica que tenemos en un lugar, esto es analizando como varia en altura el viento
podemos tener una idea si vamos a tener adveccion célida o fria. Hoy dia este analisis se hace a través

de loa modelos de prediccién pero no hace demasiados afios era una herramienta muy util a la hora
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de predecir el tiempo. Se define la adveccién horizontal de temperatura mediante el escalar
A=—-v-VT

de tal forma que si hay adveccion célida, A> 0. Puesto que a gran escala v ~ vg podemos aproximar A

por la adveccidn geostréfica de temperatura,

Teniendo en cuenta la expresién del viento térmico en coordenadas de presién, ecuacion (2.47), te-

nemos

0z opoz PEap T FT

multiplicando vectorialmente por k, tenemos

kxV,T)

T Ov
vazf——gxk.
g 0z
Sustituyendo
T ov T (Ov
Ag=—f— vg-(—gxk)]=f—(—ngg)~k
g 0z g z

Donde vemos que si el viento térmico es paralelo al viento geostréfico, la adveccién térmica es nula,
légico pues seglin acabamoa de ver el viento térmico 'sopla’ paralelo a las isotermas, si el viento geos-
tréfico, que se supone es cercano al viento real, es paralelo al viento térmico, tambien serd paralelo
a las isotermas y no habra adveccién térmica. Si el viento térmico gira en el sentido contrario a las
agujas del reloj, el viento térmico esta a la izquierda del viento geostréfico y se produce adveccién
fria (ver la figura[2.16} izquierda ) pues el producto vectorial de la anterior expresion es positivo. Si
el viento térmico gira en sentido de la aguas del reloj se produce adveccién calida (ver la figura 2.16}

derecha)

La corriente en chorro

Debido al que las temperaturas medias en la troposfera disminuyen desde las zonas tropicales
hacia los polos, es de esperar de acuerdo con la expresion del viento térmico, que en el hemisferio
norte los vientos tengan una componente hacia el este que aumente con la altura. Si el gradiente de
temperatura entre el ecuador y el polo se mantuviese a lo largo de toda la atmésfera la componente

este del viento aumentaria a lo largo de todo el expesor de la atmésfera. Pero el gradiente de tempe-
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Figura 2.16: Relacion entre el viento geostrdfico, el viento termico y la adveccion de temperatura. El viento gira en sentido
contrario a las agujas del reloj, se produce adveccion fria (izquierda). El viento gira en el sentido de las agujas del reloj, se
produce adveccion cdlida (derecha)
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Figura 2.17: Temperaturas medias en invierno Figura 2.18: Velocidad (millas/hora) en invierno

ratura cambia de signo al cruzar la tropopausa de tal forma que en la estratosfera el aire es més calido
en la regién polar. En la estratosfera el viento térmico cambia de signo. Asi pues la componente este

del viento alcanza su valor maximo en una regién cercana a la tropopausa.

La figura[2.17|nos muestra la media zonal (media a lo largo de un cinturén latitudinal) del campo
de temperaturas atmosférico en el hemisferio norte en invierno. Como podemos observar, el cam-
po de temperaturas atmosférico alcanza su maximo gradiente horizontal en una regién situada en
latitudes medias en torno a los 40-50°de latitud. Es pues en esta regién donde se ha de esperar el
maximo valor del viento térmico y por tanto los vientos hacia el este alcancen su maxima intensidad
como podemos observar en la figura[2.18] Es la regi6n de la famosa corriente en chorro subtropical.

Es también en esta region de maximo gradiente térmico la region de formacion de los frentes.
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Suavizado de patrones con la altura

Una comparacion de los mapas meteorolégicos realizados a diferentes niveles atmosféricos mues-
tra que los patrones superficiales (altas cerradas, bajas cerradas, dorsales, vaguadas) se van suavizan-

do con la altura.

Cualquiera que sea la forma del patrén de vientos en superficie, la suma del viento en superfi-
ce y el viento térmico dara lugar en general a un vector con una mayor componente hacia el este,

produciendo por tanto un patrén con una mayor componente hacia el este.

Suponer que en supertficie se tiene una linea de corriente cuya pendiente en un punto x, y vale

_dy_v

So =
deu

Bajo la hipétesis de que el viento térmico representa el gradiente real del viento, la pendiente de la

linea de corriente en altura sera
v+ vr

u+ur
por tanto si ur >0y ur >> vy, como es lo usual, la pendiente en altura S, serd més pequefa que la

pendiente en superficie Sy

Alineamiento vertical de las perturbaciones

Otra influencia notoria de los gradientes horizontales de temperatura tiene lugar en la alinea-
cion vertical de los centros de altas y bajas. Fijemonos en la figura donde podemos observar un
esquema de un centro de bajas presiones, en el que a un lado del mismo se tiene una zona de aire

relativamente m4s frio y al otro se tiene una zona de aire més célido.

Debido a que el expesor entre dos superficies isobdricas N

400
\
es menor en la zona més fria el eje de la baja tender4 a incli- o

narse en altura hacia la zona mas fria.

ALTURA
Ed

800
Vamos a evaluar nimericamente cuanto vale el &ngulo de &
. . s 2 . . A
inclinacién del eje, para ello debemos de considerar que en el \ o
rRiO A CALIENTE

centro de una baja la pendiente de las superficies isobaricas g BALA

NIVEL DEL MAR

se anula, por lo tanto

oz B oz L Figura 2.19:

ax dy
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asi mismo como es un centro de bajas,

0%z 0%z

ﬁ>0, a—y2>0

Por conveniencia tomaremos como eje x la direccién a lo largo de la cual se inclina el eje de la baja.
Como en todos los puntos del eje estamos en condiciones de ‘centro de bajas’ se verificard que a lo

largo del eje

0z
6|l—|=0
(Gx)
desarrollando la anterior expresion,
0z 0 (0z 0 (0z
0|l—|=—|=—|0x+—|=—|0p=0 2.49
(ax) Gx(ax) . ap(ax) p ( )
El 4ngulo que forma el eje de la baja vendrd dado por
tanf 0x 0x
anf=—=-gp—
0z gp6p

que, teniendo en cuenta la expresion|2.49) podemos escribir

(0/0x)(0z/0p)

tanf =
&P (0%22/0x2)
Teniendo en cuenta la ecuacién hidrostatica se obtiene

(0/0x)(—1/gp) B l (0p/0x)
0%22/0x2)  p (0%z/0x?)

tanf = gp

Derivando en la ecuacion de estado respecto a x manteniendo p constante

10p 10T
pdx T ox
sustituyendo,
1 (0T/0x)
tanf =

T (3%2/0x%)

Puesto que en el centro de la baja el denominador de esta expresién es positivo, el &ngulo serd posi-
tivo o negativo dependiendo del signo de (07/0x). Si el numerador es positivo, la zona fria queda en
la parte negativa del eje y la cdlida en la positiva, asi pues el eje se inclina hacia el lado negativo y por

tanto en la direccion de las temperaturas frias. Ver la figura . La misma situacion se da si con-
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tan(6) > 0 tan(0) <0

Figura 2.20: Esquema de la inclinacién del eje de bajas.

sideramos vaguadas. La misma expresion se puede aplicar a los centros de altas y dorsales, solo que
ahora la inclinacién seré al revés pues ahora (0%z/0x%) < 0. Normalmente el aire estd mas frio hacial
el norte y si se trata de una baja hacia el oeste por lo que el eje se inclinard en la direccién noroeste.
Lo contrario sucederd en las zonas de altas presiones.

Que sucede si la situacion en torno a la baja o alta es simétrica ?. La figura[2.21| nos muestra un

esquema de esta situacidon Analizando esta figura podemos ver que se cumplen las siguientes reglas.

[ Y f g8
) L A
i »——'"”"M__MT—"_""—“OO-
e, ! g |
[ t 00—
i < i
"““i?oo\;/- Wsm_
—-«-._1000_\\&“ i W)@JO—I
CALIENTE FRIO CALIENTE FRiO CALIENTE FRIQ
-
] D
-—.\400\‘___1{___/”” /’E\
1 ! *oo\
! =
—_—t ]
500 | E i oy
1 < i ™
| RO e |
8O0 . /»{\500-...
Mmoo*"—';l.f—\\ _,/A}J;\’Uog

CALIENTE ERIO CALIENTE Falo CALIENTE FREQ

Figura 2.21: Esquema que muestra el reforzamiento o debilitamiento de los centros de altas y bajas presiones habida cuenta
del gradiente horizontal de temperaturas

= Una baja a nivel del mar con un ntcleo frio se intensificard en altura.

» Una baja a nivel del mar con un ntcleo célido sew debilitaré en altura.
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= Una alta a nivel del mar con un ntcleo frio se debilitard en altura.

= Una alta a nivel del mar con un nticleo célido se intensificara en altura.

Cambio de direccion del viento en los frentes

Como aplicacién final del efecto del gradiente horizontal de temperaturas en la ecuacién hidros-
tatica, consideremos el caso de un frente. Un frente, frio o calido, es una idealizacion de uns situacién
en la que dos masas de aire, cada una de ellas con propiedades mas o menos homogeneas, estan en
presencia una de otra. En la zona fronteriza las propiedades termodinamicas variaran fuertemente
segin pasamos de una masa a la otra. Entre ellas variard fuertemente la temperatura. Podemos supo-
ner que esta zona frontera se reduce a una superficie matemdtica. Vamos a suponer que aun ladoya
otro de la superficie la presién a una cierta altura es la misma y que la temperatura y densidad cam-
bian seguin pasamos de una lado al otro de la superficie. Puesto que la presion a ambos lados de la
superficie frontal es la misma, se debe de verificar que la variacién de presién cuando nos movemos

alolargo de la superficie frontal debe de ser la misma a una lado y otro
5}’)1 = 6}’)2

Para simplificar el andlisis supondremos que la superficie frontal es un plano y elijamos el eje y a lo
largo de este plano, ver figura[2.22]

Figura 2.22: Esquema de la inclinacion de un frente.

En estas condiciones

g, o (52 == (55,0 (2]
opr=|22| 6x+|22| 62=(2L]| ox+[=2| 62=6
P (a.X')l x+(6z 1 ‘ 0x 2 xF 0z 2 “ P
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Reordenando,
op) _(op
0z \ox); \ox),
6x (o) _(ov
0z 2 0z 1
teniendo en cuenta la ecuacién hidrostatica, obtenemos para la pendiente del frente
op) _(op
0z \oax); \3x),

=L 772 (2.50)
6x  glp1—p2)

Supongamos que la zona 1 es la zona célida y la zona 2 la fria, supongamos que el frente va de norte
asur y que el aire cdlido estd al oeste (a la izquierda del frente mirando hacia el norte) y el frio al este
(derecha del frente). Habida cuenta de que por cuestiones de estabilidad hidrostatica el aire cdlido se
dispone encima del aire frio, el frente se debe de inclinar hacia el aire frio y por tanto la pendiente del

frente es positiva de donde se deduce que, puesto que p; es menor que p» y por tanto el denominador

(52), <[5,

lo que nos indica que existe una discontinuidad en el gradiente de presiones. Estamos frente a una

es negativo,

discontinuidad del primer orden en el campo de presiones.

Esta discontinuidad se manifiesta también con una refraccién en las is6baras. La pendiente de

las isolineas (supuestas horizontales) de igual presiéon viene dada por la ecuacién (6p = 0)

op
oy _ _ax
ox 9
oy

puesto que a un lado y otro del frente 0p/dy no varia, tenemos
52),(53), =~ (52),- G2
0x 2 0x 1_ g_p 0x 2 0x 1
y

teniendo en cuenta la ecuacién (2.50), el término entre parentesis es positivo y el signo global depen-

de del signo del denominador. Supongamos que en el sur tenemos una alta y en el norte una baja, en

estas condiciones dp/dy es negativo y por tanto

5:).(5),

o sea la pendiente disminuye al pasar de uno al otro lado del frente. Supongamos que 0p/dx < 0,
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entonces la pendiente de las isobaras es positiva y como aumenta al pasar de un lado al otro del

frente quedan de la forma que se esquematiza en la figura2.23]

925

950
975

1000

AL
N\

Figura 2.23: Esquema que muestra la refraccién de las isobaras al pasar de uno al otro lado del frente.

Teniendo en cuenta la ecuacién del viento geostrofico
! kxV
ve=—kxV;p
S F
tenemos 5 5
p| _ or) _
(ax)l—(pfv)l, (6x)2 (pfv)2
por lo que la inclinacién del frente respecto del plano horizontal vale

tand = bz _[(pfvh—(pfv)el

“6x  [(pgh - (pg)2]

en la que teniendo en cuenta la ecuacién de estado obtenemaos

fuTh-1)
g(la—-1)

tanf =

que es conocida como ecuacién de Margules. Teniendo en cuenta las condiciones usuales en los fren-

tes esta ecuacion se puede poner como

fT(n—w)
g(T>—Ty)

tanf =

puesto que por hip6tesis 71 > T y la pendiente del frente es positiva se tiene que v» > 1;
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2.8. Determinacion de la velocidad vertical

Como se coment6 anteriomente la velocidad vertical media en movimientos a gran escala son del
orden de cm/s, esto significa que con la tecnologia disponible hace unos pocos de afios era practia-
mente imposible medirla con cierta seguridad. Incluso hoy, a partir de los datos proporcionados por
los radio sondeos, se mide con cierta dificultad. Se hace por tanto necesario determinar la velocidad
vertical a partir de otros campos meteoroldgicos. Exiten diferentes métodos para su célculo, noso-
tros vamos a presentar dos de los mas empleados, el método cinemdticoy el método adiabdtico. El
primer método estd basado en la ecuacién de continuidad y el segundo en la ecuacién del segundo
principio. Ambos métodos hacen uso de las ecuaciones en coordenadas de presién por lo que pro-
porcionan normalmente la cantidad w = Dp/Dt en vez de w, podemos ver que relacién existe entre
estas dos magnitudes. Por definicién

o Dp _adp op

= =—+v-Vp+w—
Dr ot P

En movimientos a escala sinoptica v = vg, poniendo v = vg +v,, siendo v, << vy el viento ageostrofico.

Puesto que )
ve=—kxVp
of
la adveccion de presion por el viento geostrofico vg - Vp es nula, asi pues
Dp o0p op
= —=—+ Vp+ w—
YT Dr "o TV YPT W,

Para ver la importancia relativa de los términos que aparecen en la anterior expresion podemos dar

ordenes de magnitud

op

~ 1kpPad™!
a1 4
v4-Vp ~ (1m/s)(1Pa/km)~0,1kPad™’
pgw ~ 10kPad™!

asi pues vemos que con muy buena aproximaciéon

w=-pgw
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2.8.1. Elmétodo cinematico

Partiendo de la ecuacién de continuidad en coordenadas de presién

a_u +@ +a_w—0
dxp 0y, op

tenemos
6w__(6u+6v)
op  \ox oay p
integrando
ou Ov
w(p)zw(ps)—f —+——| dp (2.51)
ox 0dyl,

La anterior integral nos da el valor de la velocidad vertical en coordenadas p a partir de la cual se pue-
de calcular la velocidad vertical en coordenda z. Como podemos ver para poder evaluar w mediante
este método necesitamos estimar la divergencia horizonal a lo largo de superficies isobaricas. Resulta
que la atmosfera a gran escala es cuasi-nodivergente (tengase en cuenta que el viento esté en equi-
librio cuasi-geostréfico y la divergencia del viento geostrofico, supuesto f constante, es cero), por lo
que la divergencia, esto es, el término entre parentesis en la ecuacion anterior, es mucho menor que
cada uno de los términos que intervienen en él, por lo qué pequenos errores en la determinacién del
gradiente de u y v da, lugar a grandes errores en la determinacion de la velocidad vertical. Por esta

razén este método no es muy recomendable para el clculo de la velocidad vertical.

2.8.2. Elmétodo adiabatico

Del segundo principio
Dlogh 1 .

C =
P Dt 79

supuesto que los procesos a gran escala se puedan suponer adiabéticos y teniendo en cuenta la ex-

presion de la temperatura potencial

c DT RaTDp_O
P Dt p Dt

teniendo en cuanta que @« = 1/p = RT/ p tenemos

DT Dp
cp—-—a—=0
Dt Dt
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expandiendo la derivada mésica y teniendo en cuenta la definicién de w,
c (0T+ \% T+waT) aw=0
— V — —_— =
P\ar 7P op

sacando factor comun a w y reordenando

o3y
Cp op

Il
PN
(o))
=

La cantidad
S—(la OT)_(IRT GT)_ T 06
P Cp Op_cpp op) O ap

recibe el nombre de pardmetro de estabilidad estdtica. De donde

(0T
w:Sp (E +VthT) (2.52)
Podemos estimar con bastante seguridad la adveccion horizontal de temperatura a partir de la ad-
veccion geostréfica de temperatura. La principal dificultad de la anterior expresion es la estimacion
de la variacién local de la temperatura, pues para obtener un valor seguro de 0T /9t es necesario te-
ner medidas frecuentes de la temperatua en regiones amplias. Obviamente este método no es muy

preciso en regiones con presencia importante del término diabético 4.

2.9. Laecuacion de tendencia barométrica

La disminucion continua de la presion superficial en un cierto lugar es un aviso cldsico que una
cierta perturbacidn ciclénica se estd aproximando. Una relacidn sencilla entre la tendencia de la pre-

sion superficial y el campo de vientos se obtiene de la expresion haciendo p — 0,

Ps
w(py) = —fo (V-v),dp

puesto que en superficie (supuesta horizonal) w = 0 y despreciando la adveccién ageostréfica de

presion tenemos
op 3
or

La anterior ecuaciéon nos dice que la variacion local de la presion en superficie estd determinada por

Ps
_f (V-v),dp (2.53)
0

la convergencia o divergencia neta de masa por encima de la superficie. Este resultado es 16gico, pues

estamos suponiendo que la atmdsfera es hidrostética, y la presién hidrostatica en un cierto punto
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viene determinada por la masa de aire que hay encima. Aunque esta expresién es muy sencilla en la
préactica es muy poco util pues la medida de la divergencia en altura se hace dificil al ser un término
muy pequefio, como ya se comentd antes. Ademds resulta que existe una compensacion vertical de
divergencia, esto es, existen zonas donde la divergencia es positiva y zonas donde la divergencia es
negativa, de tal forma que cuando en la troposfera existe convergencia en las zonas inferiores aparece
divergencia en las superiores y viceversa.

Aunque no se pueda estimar muy bien la tendencia de la presién en superficie mediante la ex-
presién si nos puede ser muy ttil de forma cualitativa para entender como se producen las
variaciones de presién en superficie. Como ejemplo, siguiendo a Holton, consideremos el caso del
desarrollo de una baja térmica. Suponer que por alguna razén se produce un calentamiento en la tro-
posfera media. Debido al aumento de la temperatura las is6baras se separan algo mds en esta zona lo
que provoca que en altura aparezca un gradiente horizontal de presiones y por tanto una divergencia
de masas al tender el aire a moverse de la zona de altas a la zona de bajas presiones. El 'vacio” asi
creado se rellena mediante un ascenso de masas de aire de la zona inferior que a su vez deja un 'va-
cio’ en la baja troposfera lo que induce una convergencia de masas cerca de la superficie que tiende a
compensar la divergencia en capas altas. El grado de compensacion (de la divergencia—convergencia)

determinard si la presién en superficie aumenta, disminuye o se mantiene estacionaria.

2.10. Fuerzas de marea

Hasta el momento actual las tnicas fuerza consideradas en el problema han sido la fuerza de
la gravedad, las fuerzas de presion y el rozamiento, asi como las fuerzas inerciales, sin embargo no
hemos considerado unas fuerzas que dan lugar al conocido fenémeno de las mareas, que son obser-
vables a simple vista en el océano. El origen dltimo de esta fuerza misteriosa se debe a la no homo-
geneidad del campo gravitatorio. Como es bien conocido, de acuerdo con la tercera ley de Newton,
la fuerza de la gravedad va disminuyendo segtin nos alejamos del cuerpo que la produce. Asi mismo
esta fuerza es convergente a un punto, el centro de masas del cuerpo que produce el campo (supues-
to este uniforme). Asi tenemos que un punto cualquiera sobre la superficie de la Tierra se ve atraido
hacia el centro del Sol (o de la Luna) con una fuerza diferente que la fuerza con la que es atraido el
centro de la Tierra, esta fuerza diferencial es responsable en ultima instancia de las mareas. A la ho-
ra de analizar el problema matemdticamente, vamos a considerar que inicamente uno de ellos, por
ejemplo el Sol, estd produciendo el campo gravitatorio. Como sabemos la Tierra esta orbitando en
torno al Sol en un movimiento de caida libre (nadie que se sepa empuja a la Tierra en su movimiento

respecto del Sol), por lo tanto el laboratorio Tierra es una referencia no inercial, (como lo es un ascen-
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sor que cae en caida libre hacia la Tierra) con una acelerqacién ap debida a la atraccién gravitatoria de
Sol. Consideraremos en la Tierra un sistema de referencia que es paralelo en todo instante al situado
en el centro del Sol, el cual se supone inercial. Utilizando el teorema de Coriolis, en el sistema unido

ala Tierra se tiene,

ma=F-mag—-QxQxr-2Qxv, =F—-may

siendo Q = 0 la velocidad de rotacién del sistema de referencia situado en el centro de la Tierra res-
pecto del sistema de referencia unido al Sol, a la aceleracion relativa y ag la aceleracion del origen de
coordenadas. Asi pues,

ma=F—- ma

como estamos considerando el efecto de las fuerzas externas al planeta, la fuerza F serd la correspon-
diente al efecto gravitatorio del Sol. Fijemonos en la figura

Figura 2.24:

Consideremos una masa m a una altura & desde el centro de la Tierra. La fuerza gravitatoria del

Sol sera

A

GMm
F= r

r2

siendo 7 un vector unitario en la direccién del Sol y M la masa del Sol. La aceleracién ay es la atraciéon

gravitatoria del Sol sobre la Tierra

siendo R = i un vector unitario dirigido hacia el Sol. Sustituyendo

GM,
a=F/m-—-i
RZ
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El vector 7 lo podemos poner como
7 = cosai-sinaj

de tal forma que

_(GM GM). o
a= TCOS(X—? 1—7SIDC¥]

Como el Sol o la Luna estdn muy lejos, el &ngulo a es muy pequefio por lo que podemos hacer las

siguientes aproximaciones

hsin® _ hsin®

cosa =1 sina =~ tana = =~
R-— hcos0 R
por lo que
GM GM)\, GM hsing,
a=|———|i-— j
r2 R? 2 R

Teniendo en cuenta que
r?> = R* + h? —2hRcosf

se tiene

1 1 1 1 1
[ - ~ —(1+2(h/R)cosf
r?  R*+h*-2hRcos® R*1+ (h/R)*-2(h/R)cos6 e (1 +2(h/R)cosO)

sustituyendo en la expresion de la aceleracion, resulta

GM . GM hsinf,
a=——22hcosbi— —- j
R3 2 R
que se puede aproximar por
GM . GM . .
a=—2hcosfOi— — hsin6j (2.54)
R3 R3

Vemos pues que lo que determina la aceleracién de marea no es el campo gravitatorio del Sol si no
la variacién del campo gravitatorio del Sol. Obviamente, este campo varia més rdpidamente cuanto
mas cerca estemos del Sol (R més pequefio). Como la Luna se encuentra mucho mads cerca que el Sol,
aunque su masa es mucho mds pequena el efecto de ésta es mayor (un factor 2.2, aproximadamente).

Si en la ecuacion hacemos 8 = 0 0 0 = 7, la componente j se anula, por lo que s6lo tenemos
una componente en la direccién del Sol (o la Luna), apuntando hacia él, en la parte méas cercana a
éste y apuntando desde él en la parte mds lejana (ver la figura|2.25)
2GMh, 2GMh,

e i, a@=nm)=———i

al@=0)= e
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Para 0 = n/2,—-3m/2,la componente i se anula, por lo que la fuerza de marea apunta hacia Tierra,

GMh, GMh,
e i, al@=3n/2)= FE j

al@=0)=-

con una intensidad la mitad de la intensidad con la que es repelida en el eje Sol-Tierra. Podemos cal-

Figura 2.25:

cular cuanto valen las componentes tangencial y radial, para ello tengamos en cuenta que los vectores

base radial y tangencial tienen como componentes

h

cos6i+senbj

—senfi+ cosbj

Multiplicando escalarmente la expresion por hy @ se obtiene

a, = e (3cos“0-1) (2.55)
3GMh
ag = —WsenZB (2.56)

La figura nos muestra la componente horizontal ag, cuando el objeto que induce la marea se
encuentra en la vertical del punto Z, situado en el Ecuador. A partir de las anteriores expresiones, es

facil deducir el potencial de marea (por unidad de masa) asociado. De la definicion de potencial

oV(h,0)
U T

de donde se obtiene

GMh?
V(h,0) = -

TR cos?0—1) +y(6)

y del hecho que
_10V(h,0)

h 00
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Figura 2.26:
se obtiene que el potencial de marea vale
V(h,0) = M- (3cos®H—1) (2.57)
T 2R3 '

Teniendo en cuenta que el polinomio de Legedre de segundo orden vale (1/2)(3z% — 1), el potencial

de marea se puede escribir también como

GMh?
R3

V(h,0)=- P,(cos6) (2.58)

Hasta ahora se ha supuesto que el Sol (la Luna) esta fijo, sin embargo este se mueve a lo largo
del dia, de tal forma que el 4ngulo 8 varia a lo largo del dia. Sabemos de las relaciones estudiadas en
Astronomia, que el dngulo formado por un punto P sobre la superficie de la Tierra y el Sol viene dada
por la expresion

cosf =sen¢send + cos¢cosd cos H

siendo ¢ la latitud del punto P, § la declinacién del Sol y H el d&ngulo horario del Sol (la Luna). Sus-

tituyendo cos6 en la ecuacién que define el potencial, obtenemos el potencial como funcién de la

posicién del punto P en la superficie de la Tierra (dngulo ¢), la posicién del Sol en el firmamento
(4ngulo 9) y la hora del dia (dngulo H),

3GMR* [4(1 3, \(1 3

V(h,¢,H) = T B |3 (5— Esen (,b) (5 —Esen 5)

+ sen2¢sen 25 cos H + cos? ¢ cos? & cos 2H|

(2.59)

Dado que el movimiento orbital se hace a lo largo de una elipse, R varia con el tiempo, es costrumbre
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utilizar la siguiente expresion para el potencial

Mh? (a\3[4(1 1
V(h,<,b,H)=—§lGa—3h(%) 5(——§sen2¢>)(§—;sen25)

+ sen2¢sen 28 cos H + cos® ¢ cos? 5 cos 2H|

(2.60)

siendo a el semieje mayor de la elipse orbital. La cantidad

_ 3GMH?
4 a3

se llama la constante de Doodson. Parala Luna Dy ,,/g = 0,2675 m y para el Sol, Dg,; = 0,4605D1,,14

Si nos fijamos en el corchete de la expresién el primer término nos da la dependencia a
largo plazo, el segundo la dependencia diurna y el tercero la dependencia semidiurna. El &ngulo H,
en el caso del Sol, es funcion de la velocidad de rotaciéon de la Tierra sobre su eje, y del moviento
que realiza esta en el curso del afo. En el caso de la Luna, depende del movimiento de rotacién de la
Tierra sobre su eje y del movimiento de la Luna en su 6rbita. El periodo de rotacién de la Tierra sobre
su eje es de 1 dia sidereo, que equivale a 23 h 56 m de tiempo medio, asi pues rota con una Velocidacﬂ
de wg = 2m/23,93447 radianes/hora media. La Tierra da un vuelta en su 6rbita en 365,242199 dias
medios, por lo que su velocidad de rotacioén es de w, = 27/(24 * 365,242199) radianes por hora media.
La velocidad de rotacion de la Tierra respecto del Sol, vale wg — w2 = 27/24 radianes por hora media.
El periodo de rotacién de la Luna es de 27,321661 dias medios con lo que su velocidad de rotacién
w1 =2m/(24 « 27,321661) radianes por hora media. La velocidad de rotacién de la Tierra respecto de
la Luna valdré, wo — w1 = 27/24,8412 radianes por hora media, por lo que el dia lunar dura 24,8412
horas medias. Por otra parte la declinacién 6 del Sol (la Luna) varia a lo largo del afio(caso del Sol) o
del mes,(caso de la Luna). Dado que las 6rbitas del Sol y 1a Luna son elipticas, la distancia R también

varia a lo largo del afio. En el caso del Sol, en Asronomia de posicién se puede ver que

send = senAlsene

a = A—tan®(e/2)sen)

siendo €, @ y A la inclinacién del eje de la Tierra (aproximadamente 23,5°), la ascension recta y la
longitud celeste del Sol respectivamente. Sillamamos A, ala posicion del perihelio respecto del eje de
equinocios, y llamando A,, = w» t ala longitud del Sol medio, esto es la longitud de un Sol imaginario

que se mueve de forma uniforme sobre una circunferencia de radio igual al semieje mayor de la elipse,

1Supondremos por simplicidad que las velocidades de rotacién son constantes
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se tiene que
A=Am—2esen(dy, —Ap) +...

siendo e la excentricidad de la 6rbita.

En el caso de la Luna estas relaciones se ven complicadas pues el plano de rotacién de la Luna esta
inclinado 5 grados respecto de la Ecliptica. Ademas, las elipses que forman la Tierra en su movimiento
en torno al Sol yla Luna en torno ala Tierra no son fijas si no que se estan moviendo. En el caso del Sol,
el perihelio gira con un periodo de 20940 afos, lo que supone una velocidad angular ws = 27/20940
radianes por afio y en el caso de la Luna, el perigeo rota con un periodo de 8,847 afios lo que supone
una velocidad rotacional dews = 277/8,847 radianes por aio . Por otra parte el plano de la orbita de la
Luna, que intersecciona con el plano de la ecliptica a lo largo de la linea de nodos, rota respecto de
este plano de tal forma que la linea de nodos da una vuelta cada 18,613 afios, esto es una velocidad
rotacional de w4 = 271/18,613 radianes por afio. Para tener en cuenta todas estas rotaciones Doodson
separa los tres términos, de largo periodo, diurno y semidiurno de la ecuacién[2.60]en tres términos

definidos mediante la expresién
V(Ag, ) = Vo(Ag, ) + Vi(Ag, ) + Va(Ag, )
siendo A la latitud geografica del punto sobre la Tierra. Donde

Vi(Ag,$) = DGs(¢) Y_C; cos(o;r+sAg+0;)
)

siendo D la constante de Doodson, G;(¢p) los términos que dependen de la latitud en la expresiéon
esto es Gy = (1 —3sen?0)/2, G, = sen20 yG = cos?6. Los terminos dependientes del tiempo
se han agrupado en una expansion en serie de Fourier cuya amplitud se ha denomonado C; y cuya
frecuencia Uj. es una combinacién de las frecuencias de rotacion de la Luna y la Tierra y que se han
etiquetado como wg, w1, w2, W3, W4 Y W5

k=5

O'j. =sw+ ) m]’.ca) k

k=1
siendo, s=0,1,2 para los términos de largo periodo, diurno y semidiurno respectivamente. = wo—w;
en el caso del Sol y wy — w1 en el caso de la Luna. Los ntimeros m]k =0,%1,+£2,... junto con s son los
llamados ntimeros de Doodson. En general (excepto s, que vale 0,1,2) estan comprendidos entre -5
y 5 por lo que se les suma 5 para que aparezcan como positivos. Asi por ejemplo el nimero 055565

indica en realidad que los numeros valen 000010, por lo que corresponde al nodo lunar (0; =wy).
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2.10.1. Mareas en equilibrio

Para terminar esta seccién vamos a mostrar la llamada teoria de mareas en equilibrio. Segin al-
gunos libros, esta teoria se debe a Newton, segtin otros a Bernoulli. Segtin esta teoria el océano (y
también la atmdésfera) reaccionan instantdneamente a la accion de la Luna y el Sol y en cada instan-
te adoptan una forma de equilibrio bajo la accién gravitatoria de la Tierra y de la furza de marea. El

potencial total, suma del gravitatorio y el de marea, vendra dado por la expresién

-GMr GM;r?
V= T _ L

. Y (3cos’H-1)

Supongamos que sin las fuerza de marea, la superficie del océano fuese una esfera de radio Rt de tal
forma que en la anterior expresion el término de segundo orden r? = (Ry +{)? = R% yel término 1/7

lo desarrollamos en primer orden, de tal forma que
V=V LR% 3cos’0-1
= =+ B —— —
0+80~— 5 (3cos )

siendo g = GMrt/ RZ, por lo que, eliminado G, se obtiene

1 M (RT
R

3
V= V0+g(—g§ﬁT —) Rr(3cos?0-1)

Las isolineas de igual potencial nos daran las is6baras, en particular nos interesa la correspondiente
a p = 0 que nos data la superficie del océano. Asi pues, la superficie superior vendra dada por la

expresion

g¢

1 M (RT
R

3
—g——=|=| RrBcos’d-1)=C
&My, ) r
Como la masa ocednica no cambia, en los sitios donde el agua asciende se debe de compesar con los
sitios donde el agua desciende, de tal forma que el ascenso medio debe de ser cero. Esto se traduce

en que la constante C debe de anularse. Asi pues

¢

_lML(RT
R

3
== —| R 20-1 2.61
> My ) r(3cos“0—1) (2.61)

El valor maximo se alcanza para 8 = 0,7, y el valor minimo para 0 = n/2,37/2. La forma se puede ver

en la figura.

Obviamente se ha supuesto que el agua sigue instantaneamente el movimiento de la Luna y el

Sol, de tal forma que la marea alta debe de aparecer con la luna sobre nuestras cabezas o sobre la
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de los antipodas. Lo que se observa es que la marea alta aparece varias horas despues de que haya
culminado la Luna o el Sol, obviamente hay que mejorar la teoria. Sin embargo justifica el origen de
las mareas y explica muy bien, el ritmo con el que se suceden y porque aparecen las mareas vivas
cuando las mareas solar y lunar se combinan. No proseguiremos con esta teoria en este momento.

Hablaremos de ella cuando nos refiramos a la teoria de ondas en fluidos.



Capitulo 3

Vorticidad y Circulacion

3.1. Introducciéon
Se define la vorticidad como el rotor del campo de velocidades
{=Vxv

En meteorologia se acostumbra a llamar vorticidad a la componente vertical del anterior vector.
Cuando haya confusiéon llamaremos vector vorticidad al vector y vorticidad a la componente vertical.
Vimos en el capitulo primero que podemos interpretar a la vorticidad como el doble de la velocidad
angular local del fluido.

Al igual que se hace con el campo de velocidades podemos definir para el campo de vorticidad la
linea de corriente como aquella linea tal que la tangente en cada punto a la linea es paralela al vector
vorticidad en dicho punto. Se define asi mismo el tubo de vorticidad como el conjunto de lineas de
corriente de vorticidad que pasa por una curva cerrada en el espacio. En cada punto del turbo el
vector vorticidad es tangente a la superficie del tubo en dicho punto.

Se define la intensidad del tubo como la integral de superficie del vector vorticidad extendida a

sz.dU

Dada la definicién de vorticidad la divergencia de dicho vector es nula

una seccioén transversal del tubo,

V(=0

por lo que el campo { es a priori més sencillo de manejar que el propio campo v pues es no divergente
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mientras que este tltimo no tiene porque serlo.

Consideremos un volumen comprendido entre dos secciones cualesquiera del tubo de corriente,
calculemos la integral de volumen del vector vorticidad extendido a este volumen y apliquemos el

teorema de la divergencia de Gauss,

fVDIVCdV:/M/(-dU

puesto que por definicién DIV( = 0, se tiene

(-do
av
La integral estd extendida a toda la superficie que rodea al volumen. Separemos esta integral en tres

partes, dos extendidas a las secciones transversales y la tercera a la superfice externa del tubo.

(-do+ (-do+ (-do=0
% 8% a%;
Ahora bien, la tercer integral es identicamente cero pues el elemento de drea do es normal a la super-
ficie del tubo y por tanto al vector ¢, por lo que su producto escalar el nulo. En cuanto a las otras dos
integrales, debemos de tener en cuenta que los elementos de 4rea, son vectores dirigidos hacia afuera
de la superficie y por tanto tienen direciones opuestas, cambiando el signo de uno de ellos podemos
ver que

(-do= (-do
N %

y por tanto la intensidad del tubo vortice es constante a lo largo del tubo. La primera consecuencia
de este teorema es que el tubo vortice no puede reducirse a un punto en el interior del fluido, pues la

vorticidad se haria infinita, debe de extenderse necesariamente a la frontera del mismo.

Suponer que tenemos un tubo de vorticidad y que adelgazamos este tubo hasta convertirlo en una
linea a la vez que la intensidad del tubo de vorticidad permanezca constante, obviamente para que
esto sea posible es necesario que la vorticidad tienda a infinito. Este proceso es similar al que se hace
con un dipolo, en el que la distancia entre las cargas se hace muy pequeia y la carga tiende a infinito
con tal que el momento dipolar se mantenga finito. A esta linea asi construida se la denomina linea
singular de vorticidad. Esta linea singular de vorticidad es una idealizacién de alguna concentracién

de vorticidad como por ejemplo un tornado.
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3.2. Expresion de la vorticidad en otros sistemas de coordenadas

3.2.1. Coordenadas naturales

En primer lugar vamos a ver cual es la expresion de la vorticidad en el sistema de coordenadas

naturales. De acuerdo con lo visto en el capitulo primero, la vorticidad se puede poner como

4 (ta+ 0 +ba) (vt)
= (t— -_— —) X
as “on Cop VW

aplicando el operador, tenemos

(—@txt+vtxg+@nxt+vnxﬁ+@bxt+vag
~ 0s 0s O0n on 0b ob

Teniendo en cuenta que t x n =b y que (0t/ds) = kn siendo k la curvatura,tenemos

b+ %nJrv

n><ﬁ+b><ﬁ 3.1

ov
=|vk-=—
¢ (" on ob

on

El dltimo término del segundo miembro, no es otra cosa que
Y =(t-ROTU)t

siendo V¥ lo que Truesdell llama abnormalidaaﬂ del campo de velocidades. Si consideramos que el

flujo se desarrolla en un plano solo nos queda el término

El primer término representa la aportacion a la vorticidad de la curvatura de las lineas de flujo y el
segundo representa la aportacion de la cizalla. Silas lineas de flujo fuesen rectas solo nos quedaria el
segundo término, que representa la aportacién de la cizalla. Si el flujo fuese circular, tal que v = pQ
(lamado vortice rotacional), tenemos dos posibilidades que la curvatura sea cicléonica o anticiclénica.
Fijémonos en la figura[3.1]El diagrama de la izquierda nos muestra el caso de curvatura anticiclénica,
en este caso el radio de curvatura es negativo por lo que, para que v sea positiva, necesariamente

debe de verificarse que Q es negativo. Ademés se verifica que

ov__ov
on  dp

IVer el libro The kinematics of vorticity, C. Truesdel, Indiana University Press, 1964
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R<O0 R>0

<A

Figura 3.1:

pues al alejarse del centro de curvatura, n aumenta y p disminuye pues se hace mas negativo. Asi

pues tenemos
[V 0 _pQ Q)
p On p dp

por lo que la vorticidad es negativa. Lo contrario sucede con el diagrama de la derecha. Ahora la

=20 =-2|Q|

curvatura es ciclonica, el radio de curvatura es positivo y por tanto Q2 > 0 como antes se verifica que

ov _ 0v
on  dp

por lo que
(= Vv _p2 00
p on p  0p

siendo la vorticidad positiva. Como habiamos comentado en el capitulo primero, la vorticidad repre-

2Q

senta el doble de la velocidad de rotacién local.

El segundo término representa la vorticidad generada por cizalla en la direccion b. Si el flujo es
horizontal, el vector b apunta en la direccién vertical y por tanto este termino corresponde con la
cizalla vertical. Basta poner un molinete con el eje horizontal para comprobar que si existe cizalalla
en la direccién vertical para comprobar que este rota a lo largo del eje n. Si ponemos un molinete en
un vortice rotacional, como el que se desarrolla si ponemos un vaso de agua en una mesa giratoria
una vez alcanzado el régimen estacionario, el molinete gira con una velocidad angular doble de la
velocidad angular del vaso. Por un lado gira con la velocidad a la que gira el vaso, pero como el agua en
la parte externa del aspa lleva una velocidad mayor (v = Q p) que en la parte interna, el molinete rota
tambien respecto del agua y por tanto su velocidad rotacional es dos veces la velocidad de rotacién

del agua segtin acabamos de obtener. Se puede tambien considerar un vortice irrotacional. Para ello
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considerar un sistema en el que el campo de velocidades es v = (A/r)0. En este caso, como en el
caso del vortice rotacional, el aspa gira al girar el fluido. Pero ahora las aspas en la parte interna se
enfrentan a un fluido que va mds deprisa que en la parte externa del mismo por lo que tienen una
velocidad angular relativa contraria a la que tiene por moverse en el seno del fluido de tal forma que
la velocidad de rotacidn total es nula. Es un voértice irrotacional. Un ejemplo meteorolégico de este
tipo de vértices se tiene en el caso de un tornado, en el que la vorticidad es muy grande en el interior
del mismo y va disminuyendo hacia el exterior. Podemos asimilar este sistema a una linea singular de

vorticidad.

3.2.2. Coordenadas esféricas

Haciendo un tratamiento similar al anterior, esto es, ’aplicar’ el vector gradiente vectorialmente

al vector velocidad, tenemos

(—(£+ li+/1 ! i)><( + + )
_rar ¢r6¢ rcos¢ 0 Ut + Uy + Uy

se llega a la siguiente expresion

ou, 0(rug)
0o or

+ Arcos¢

1 { [6(ru¢) _6(rcos<pu,1)
"~ r2cos¢ "|7ar op

[6(rcos<pu1) ouy
r —_—
or oA

}

teniendo en cuenta que % = %, (l/r)% = %, (1/(rcos gb))% = % y que en la nomengalura usual

Ur =W, Up = vy Uy = u, se obtiene

i g v],f0u du u), (00 u, wang 62
0y 0z r 0z Ox r 0x Oy r
Si despreciamos los términos de esfericidad, esto es aquellos términos en los que aparece el radio,
obtenemos
(a|Bw_av), o _dw)  rov_ou -
0y Oz 0z Ox 0x OJy

que es similar ala que se obtiene en cartesianas, solo que ahora x, y, zno representan las coordenadas

castersianas, si no desplazamientos a lo largo de un paralelo, un meridiano y una direccién vertical.
. L4

3.3. Circulacion

Una vez visto el concepto de vorticidad vamos a introducir un magnitud relacionada con la an-

terior y es la circulacion I'. Suponer que tenemos un circuito cerrado, que es reducible a un punto,
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esto es que podemos deformar el circuito hasta hacerlo puntual sin salirnos del fluido, se define la

I'= yg v-dl
que de acuerdo con el teorema de Stokes,

F:fv-dl:fROTV-dU:fC-da
L b)

mide la intensidad del tubo vértice formado a lo largo del circuito.

circulacién en torno a este circuito como

Otra interpretacion que cabe asignar a la circulacion es una medida del momento angular, o més
precisamente de la proyeccion del momento angular respecto del eje de rotacién instantdneo. Con-
siderar un movimiento circular plano. El momento angular respecto del origen por unidad de masa
vale

L=vxp

siendo p el radio de giro. Puesto que v=Q x p se tiene
L=Qp’k
Por lo que L, = Qp?. La circulacién vale,
r:fv-cu:f(g x p)-0pd6 = 2nQp* =27,

asi pues la circulacion es una medida de la proyeccion del momento angular respecto del eje de giro.
Teniendo en cuenta este Gitimo aspecto vamos a dar un teorema que no es otra cosa que una forma

de expresar la conservacion del momento angular de la mecdnica clésica.

Teorema 3.3.1 Considerar un circuito material, esto es un circuito que esta formado siempre por las
mismas particulas y por tanto se mueve con el fluido, si el fluido es barotrépico, isentrépico y las
fuerzas de volumen depende de un potencial, la circulacién a lo largo de este circuito material se

conserva. (Teorema de Kelvin)

Vamos a considerar primero las condiciones impuestas en el teorema. En primer lugar se considerar
que el fluido es barotrépico esto significa que la densidad es funcién tinica de la presién, p = p(p). Esta
situcién se da por ejemplo en el caso de un fluido homoentrépico. En el caso de fluido barotropico las

supetficies de igual densidad son superficies de igual presién y lo mismo ocurre con las superficies
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de igual temperatura. El hecho de que las superficies de igual presién e igual densidad coincidan
tiene como consecuencia que los centros de accion de las fuerzas de presion y la gravedad actuan
en la misma vertical mientras que si esto no ocurre los centros de presién y de gravedad no caen en
la misma vertical generando por tanto un momento que tiende a girar la burbuja y por tango variar
la vorticidad de la mima y por ende su circulacién. Para ver esto imaginar una esfera de fluido, ver

la figura 3.2} que nos muestra una esfera de fluido barotrépico (izquierda) donde las superficies de

[T £
F___‘G___) L\\Eo 5\\[3)
\ / X -

>

Caso Barotropico Caso Baroclino

Figura 3.2: Diagrama que nos muestra una esfera de fluido barotrépico (izquierda) donde las superficies de isobdricas coin-
ciden con las superficies de igual densidad y una esfera de fluido baroclino (derecha) en el que las superficies isobdricas no
coinciden con las superficies de igual densidad densidad. En la primera el centro de accion de la presion cae en la misma
vertical que el centro de masas, mientras que en la segunda no, por lo que en este tiltimo caso se induce un momento que
tiende a variar la vorticidad

isobdricas coinciden con las superficies de igual densidad y una esfera de fluido baroclino (derecha)
en el que las superficies isobdricas no coinciden con las superficies de igual densidad densidad. En la
primera el centro de accién de la presién cae en la misma vertical que el centro de masas, mientras
que en la segunda no, por lo que en este tltimo caso se induce un momento que tiende a variar la
vorticidad.

En segundo lugar hemos supuesto que el fluido es isentropico, como se vi6 en el capitulo primero,
esta condicién exige que el fluido no sea conductor y no viscoso. Aunque con esta ultima condicién
es suficiente, vamos a suponer sin embargo que el fluido es isentrépico. Por tdltimo si las fuerzas
proceden de un potencial nos asegura que estas no van a generar momento respecto del centro de

masas de la burbuja.
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Matemadticamente hablando el teorema de Kelvin se expresa de la siguiente manera

LYSR
Dt Dt

Para su demostraciéon debemos de evaluar cuanto vale la derivada madsica de la integral de linea, para
ello debemos de tener en cuenta que el circuito siempre esta compuesto por la mismas particulas.
Operando de la misma manera que hicimos cuando demostramos el teorema del transporte de Rey-
nolds, vamos a pasar a coordenadas iniciales, esto es vamos a emplear la imagen lagrangiana del

fluido. En esta imagen la anterior ecuacién toma la forma

B s g fvo-aw=3 froae=3 f’(é) el

puesto que la derivada temporal se hace a ¢ constante

fm( l(f)aa) 6’—340“ ’(6))6—(51d61+j€v(6) (651) del

Puesto que las variables ¢ y ¢ son independientes podemos itercambiar en la segunda integral las

derivaciones en ¢ y en ¢. Asi mismo

aid.ff—dx
0¢J
por lo que
0
= J__
5l (5))061616 = ——dx'

Teniendo en cuenta estas consideraciones, tenemos

DU Dv . ox’ , D'
- _ i i J— GV i _
Dt Dt * fv ((’()061 ( ot 5) ¢ f Dt fv (6)661 4=
i . . . i i .
DV i fu’({)dul :f Dy fd[(llz)vz] :f Dv i § 2V
Dt Dt Dt Dt

donde hemos tenido en cuenta que la integral a lo largo de un camino cerrado de la diferencial de

(1/2)v? es cero.

Teniendo en cuenta la ecuacién del movimiento para el caso de fluidos no viscosos y fuerzas

dependientes de un potencial,
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la derivada masica de la circulacion vale

Dr D
= = —V-dlzf
Dt Dt

—%Vp—w] -dl:f—%v,a-dl—fw-dl

Puesto que
wa-dI:fdu/:O

tenemos

Dr 1

—=f——Vp-dl (3.4)

Dt p
Supongamos ahora que el fluido es barotrépico, en estas condiciones p = p(p) por lo que podemos
escribir dF(z)

1o\ _ p
p (p)= “dp

siendo F(p) una funcién que solo depende de dﬂ Teniendo en cuenta esta expresion
p~ ' (pVp=VF

por lo que

Dr 1
_=f__vp-d1=—fVF~d1:—y§dF=0
Dt o

por lo que queda desmostrado el teorema.

Teorema 3.3.2 En las condiciones que se verifica el teorema de Kelvin, los tubos de vorticidad se

mueven con el fluido. (Teorema de Helmholtz)

Imaginar un tubo vortice y que dibujamos un circuito cerrado sobre la pared del tubo Puesto que el

do

Figura 3.3:

2En el caso de fluido homoentrépico, esta funcién es la entalpia del fluido, pues TVS = VH — (1/ P)Vp. Si el fluido es
homeontrépico VS =0y por tanto VH = —(1/p)Vp y por tanto F = H.
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circuito esté sobre el tubo, los vectores diferencial de drea y vorticidad son ortogonales por lo que

F:fv-dlzfzf-dazo

Al moverse el fluido, el circuito se moverd a una nueva ubicacién. De acuerdo con el teorema de
Kelvin la circulacién a lo largo de este nuevo circuito serd cero, y esto para cualquier circuito del tubo.
La situaciéon més general es que el nuevo circuito pertenezca a nuevo un tubo vortice, por lo que el
tubo voértice se mueve con el fluido. Asi por ejemplo, el vortice generado por las hélices de un avién
se mueven de aeropuerto a aeropuerto tras el avion. Desde el punto de vista del avion es el aire el que

se mueve y por tanto el tubo vdrtice por el generado se mueve con el aire.

3.3.1. Efecto delabaroclinicidad

Hemos visto que pasa si el fluido es barotrépico, vamos a ver ahora la influencia de la baroclini-
dad, esto es, la dependencia conjunta de la densidad respecto de la temperatura y la presién. Ahora
ya no podemos suponer que las superficies de igual presion sean superficies de igual densidad. Te-

niendo en cuenta la expresion (3.4),

Dr D 1
—=—f(~d0=—f—Vp-dl
Dt Dt 0

Aplicando el teorema de Stokes a la integral del segundo miembro

Dr 1 1 Vo xV
—:—f—v,a-cn:—jfw(—Vp)-da:f¥.da
Dt [Y [Y P

en donde hemos tenido en cuenta que el rotacional del producto de una funcién por un vector es
igual al producto vectorial del gradiente de la funcién por el vector mds la funcién por el rotor del
vector y que el rotor del gradiente de una funcién es nulo. Teniendo en cuenta la ecuacién de estado,

la anterior expresién la podemos poner como

%:}gvp;vv,dgz—fgv:rxvp-da (3.5)
Asi pues la inclinacién de las superficies isotermas respecto de las superficies isobaricas provoca un
cambio en la circulacién.

Vamos a aplicar estos resultados al estudio de los vientos de ladera. Imaginemos una ladera de
una montafia, ver figura[3.4} debido al calentamiento diurno la ladera se calienta de tal forma a una

altura h respecto del valle la temperatura en la cercanias de la ladera serd mayor que la temperatura
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Situacildn Diurna SituaciOn Nocturna

Figura 3.4:

a la misma altura pero lejos de la ladera, esto provoca un gradiente de temperaturas que va hacia la
ladera. Por otra parte como la presién aumenta hacia abajo, las superficies de igual presién y tempe-

rarura no son paralelas. Si elegimos un circuito vertical, la cantidad
R VT xV
p

es un vector ortogonal al plano vertical apuntando hacia el interior que induce una circulacién en la
direccion de la flechas. Esto da lugar a un viento que va desde el valle hacia la montafa. La situacién
durante la noche es la contraria y se provoca un viento hacia el valle. Este mismo tipo de fenomeno
ocurre en la brisa de mar. Durante el dia la temperatura de la tierra aumenta respecto de la tempe-
ratura del mar debido a la enorme inercia térmica de este tltimo, esto provoca la que la superficies
de igual temperatura se inclinen hacia el mar provocando un viento similar al anterior en el caso

nocturno. Fenémenos de este tipo a gran escala tenemos por ejemplo los monzones.

Ejemplo 3.1 Aplicar la ecuacién (3.5) a un circuito horizontal y demuestra que

LT

R
—f—VTxV;mda:—
p g \ oz

SOLUCCION
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Puesto que el circuito y por tanto el drea que barre son horizontales
R R

—f—VTx Vp-do= —f—VZTx V.p-do
p p

De la definicién de viento geostréfico

1
Vg = Ekxvzp

Derivando respecto de z

0vg 1 0p 1 op
8 v, pr —kxV,
0z p%f 0z *VeP of Y252

Teniendo en cuenta, que de la ecuacién de estado
! \Y% ! Vo + ! VT,
—Vp=—Vp+ VI,
p P T

la ecuacién de la hidrostatica

dp
F —p8

y la propia definicion del viento geostréfico, se llega a

6Vg 10T g
e v+ & (kxV,T
0z T@zvg+fT( xVal)

multiplicando vectorialmente por k obtenemos,

0
g Lor LT
g 0z

k -k
(exvg) 0z

donde hemos tenido en cuenta que

kx (kxV,T)=-V,T

Multiplicando en la ecuacién del viento geostrofico vectorialmente por k obtenemos

Vep=—-pfkxvyg)
Sustituyendo

R R(foOT T Ov
——V . TxV;p=—— i—(kxvg)—kxf— 8
P p\g oz

< oz x (—pfkxvy)) =

(3.6)
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2 0
:—fg(kx %)x(kxvg):——(—xvg)

Ejemplo 3.2 Calcular la aceleracién que se produce en una situacién de brisa marina suponiendo
que las superficies isobdricas sean horizontales y que la diferencia de temperaturas entre el mar y la
tierra es de 10°. Elegir un circuito de 10 km de largo por 1 km de alto y que la presiones en la base y
cima del circuito son de 1000 y 900 mb respectivamente.

SOLUCCION

Considerar el circuito de la figura, Del teorema de la circulacién

Mar Tierra

Figura 3.5:

Di th dl= j( Vp-dl= f dp=- fRleogp

La integral de la derecha a lo largo de los brazos horizontales es nula, pues la presién se mantiene

constante. A lo largo de los brazos verticales la podemos poner como

—fRleogpz - [RTglog( )+RTllog(p )
1

RTglog( )+RT110g( )]=
p

—R(T, - Tl)log(@)
P

siendo T5 la temperatura media sobre tierra y T la temperatura media sobre el mar.
En cuanto a la circulacion
fv- dl=v2(h+1)
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de donde ) -
@ _R(I>-T) o (@)
Dt~ 2(h+1D) )
dando valores,
Do 287x10 1000 3
— = x log =7x10""m/s
Dt 2x21x103 900

aceleracion que al cabo de una hora produce una velocidad de 25 m/s. Obviamente esto no se ob-
serva en la realidad. El problema es que estamos despreciando los efectos de la disipacién viscosa y

obviemante el propio movimiento tiende a disminuir el gradiente térmico y por tanto la circulacién.

3.4. Ecuacion de conservacion de la vorticidad

Considerar la ecuacién de conservacion del momento

B vy vy Zvw v
—=—=Vp- vIVV+ = vV
Dt o PV 3
donde hemos supuesto que las fuerzas de volumen dependen de un potencial. Teniendo en cuenta
que
1
v-V)v= V(Evz) —vx{

tenemos

v (1 1 , 2

— + V|| -vx{=—=Vp-Vy +v[V>v+ =V (V-V)]

ot 2 o 3

Tomando el rotacional de la anterior expresién y teniendo en cuenta que, el rotacional del gradiente
es cero, que se puede intercambiar la derivada temporal y la derivada espacial y que ROT(V?v) =
V2(ROTV), obtenemos la siguiente expresion

o¢ 1 2

— -Vx(Wx{)=—=VpxVp+vV

3 vx{) 2 pxVp ¢
Es facil demostrar que

Vx(vx{)=(-VIv=-{(V-v)=(v-V){

en donde se ha tenido en cuenta que V- { = 0, sustituyendo

o +WV- VI =={(V-V+{-VIV+ izvp x Vp+vV2(
ot 0
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Teniendo en cuenta que

D¢ o¢
D_t = E +(v-V){
obtenemos
D—(——{(v-v)+((-V)v+iv x Vp+vV2( (3.7)
Dt 0> px¥p '

que nos expresa la ecuacién de conservacion de la vorticidad. Vamos a ir interpretando cada uno de

los terminos que aparecen en la anterior ecuacién

= —({(V-v): Este término representa la variacién de la vorticidad a cuenta de la divergencia del
fluido. Si existe divergencia, las masas de aire tienden a expandirse y por tanto por la ley de
conservacion del momento angular tienden a disminuir su velocidad angular y por tanto la

vorticidad, de aqui el signo menos que aparece en el término.

= (¢ V)v: Este término recibe el nombre de ‘stretching’ y ’tilting’, esto es de estiramiento e incli-
nacién. Vamos a analizar con més detalle el origen de estos apellidos. Escribamos este término
en cartesianas

0 0
(-V)v= ([x +(yay+Cz ) (ui+ vj+ wk)

fijemonos en lo que pasa por ejemplo en la direccién k

C-V)vl, = (Cx +Cy6 +(z )w (x (ya Cz_
El dltimo término representa lo que hemos denominado ‘stretching’. Puesto que %—’;’ da cuenta
de la velocidad a la que se estan separando dos particulas en la direccién de eje z, si tuviesemos
un tubo situado a lo largo del eje z, este se estaria estirando o contrayendo a cuenta de este
término. Al estirarse, por conservacion de la masa, tenderia a dismunuir su radio y a aumentar

su velocidad de rotacion aumentando por tanto su vorticida(fﬂ Los otros dos términos

C x ( YA ay
corresponden con lo que hemos denominado ‘tilting. Imaginemos un tubo girando alo largo
del eje x, (ﬁgura cuya velocidad de giro viene medida por . Puesto que Y es distinto de

cero, la velocidad vertical en un extremo del tubo sera diferente de la Veloadad vertical en el

3En realidad este término de estiramiento no tiene ninguna influencia pues aparece otro término de estiramiento, pero
con el signo cambiado, en la expresion del término divergente, de tal forma que combinando ambos términos (estiramiento
y divergencia) solo tiene influencia la variacién de la seccién del tubo vértice
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~

Ex

| ]

W(X-0X) W(X+X)

Figura 3.6:

otro extremo y esto hard que el tubo tienda a inclinar su eje de rotacién y por tanto aportar

vorticidad en la direccion vertical. Lo mismo sucede con la componente y.

] #Vp x Vp Este término representa la creacién o destruccién de vorticidad por baroclinicidad

del que ya hemos hablado en la seccién anterior.

= vV2(: Este término representa la difusién de vorticidad por viscosidad. Al igual la viscosidad

difunde momento lineal difunde vorticidad.

Analizando con cuidado la ecuacién de conservacion de la vorticidad vemos que salvo en el tér-
mino baroclino, en el resto de los términos aparece como factor la vorticidad. Esto significa que estos
terminos tienden a hacer variar la vorticidad pero no pueden crearla, pues si { es cero, dichos térmi-

nos se anulan.

3.5. Vorticidad y circulaciéon en sistemas de referencia no inerciales

Vamos a analizar al influencia que tiene sobre los anteriores teoremas el hecho de situarnos en
un sistema de referencia no inercial que rota respecto del sistema de referencia inercial con velocidad
angular constante Q, como es el caso de la Tierra.

Vamos a ver en primer lugar como cambiar el concepto de circulacién y el teorema de Kelvin para
tener en cuenta que el sistema de referencia es no inercial. Como sabemos la velocidad absoluta es

igual a la velocidad relativa mds la de arratre,

V=V, +Qxr
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de tal forma que la circulacién absoluta la podemos poner como

fv-dlzfvr-dl+f(9xr)dl

El primer término del segundo miembro representa la circulacién relativa y el segundo término repre-
senta la circulacion debida al movimiento del observador, esto es la circulacion debida a la rotacion

de la Tierra. Apliquemos el teorema de Stokes a este segundo término
f(Q xr)dl=/ [Vx(Qxnldo,
v
el intergrando lo podemos poner como
Vx(Qxr)=QV-r-(Q-V)r=3Q-Q=2Q

por lo que

f(ﬂxr)dlzf ZQ-dUZf 2Q-ndo
oV oV

La cantidad Q-n la podemos poner como Q cos «, siendo a el &ngulo que forman la normal al circuito

(respecto del cual estamos calculando la circulacién) y el vector de rotacién de la Tierra, sustituyendo

f(er)dl=2§2 cosadU:ZQf sen¢do

oV oV

Siendo ¢ la latitud. Ahora bien la integral no representa otra cosa que la proyeccién del 4rea del cir-

cuito sobre el ecuador, representemos este area por X, tenemos

fv-dl:fvr-dl+2£22p

fvr-dl:fv-dl—ZQZp

D D DX
—fv,-dlz—fv-dl—zg—”
Dt Dt Dt

del teorema de la circulacién[3.4]tenemos

de donde

y por tanto

Rfv dl—fi(v x Vp) dU—ZQ% (3.8)
D} VAT R PP Dt '

que constituye la expresion del teorema de Bjerknes. Vemos de esta expresion que la circulacién re-
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lativa cambia debido a los efectos de la baroclinicidad y a modificiaciones del drea proyectada del
circuito, si ésta disminuye la circulacién aumenta y viceversa, este hecho no es otra cosa que un re-
flejo de la ley de conservacién del momento angular. Al disminuir el 4rea del circuito disminye el
momento de inercia y por tanto para que se mantenga el momento angular ha de aumentar la velo-
cidad de rotaciéon. La proyeccién del area puede cambiar, bien porque cambia el drea propiamente
dicha, bien porque véria el 4ngulo que forma con el eje de rotacién de la Tierra. Esta proyeccion es
maxima en el polo y minima en el ecuador. Supongamos que tenemos un circuito horizontal (respec-
to de Is supertficie de la Tierra), en una latitud ¢, la proyeccion de este drea sobre el eje de rotacién
de la Tierra vale Zcosa = Zsen¢, siendo ¢ la latitud del lugar. Si los efectos baroclinos son despre-
ciables, el teorema de Bjerness nos dice que la variacion de la circulacién se debe a la variacién del
area proyectada Si esta parcela, que ocupa un cierto area, la trasladamos a otra latitud superior su

circulacion habra variado en una cantidad
Al = -2Q(Zysen¢gy — Zg sen¢i)
Si el area del circuito no cambia
AT’ = -2QZ%(sen¢, —sen¢;)

Si la latitud ¢, > ¢, esto estd més al norte, la circulacién disminuye y por tanto la burbuja, si inicial-

mente no tenia circulacién, adquiere una circulacién anticiclénica segiin viaja hacia el Norte.

Teniendo en cuenta, por otra parte, que

Dv _ Dv,
Dt Dt

D D
—fvdl:f—vdlzf Vrd1+j§2(9xvr)d1+j§(9x9xr)d1
Dt Dt Dt

El término centrifugo se puede poner como el gradiente de un potencial y por tanto no contribuye a

+2(QAxVv)+(QxQxr)

se obtiene

la integral, de donde

D D
T dl= ¢ —dl- ¢ 2(Q x v,)dl
Dt Dt
y por tanto
Dv 1
Dtrdl:f?(Vprp)da—ng(va,)dl (3.9)

que es otra expresion del teorema de Bjerknes.

Veamos ahora como cambia la expresién de la conservacion de la vorticidad cuando estamos en

un sistema de referencia no inercial. De la ecuacién del movimiento en un sistema de referencia no
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inercial,
Dv oy, ve—20@xv+F
- = — — XV
i =,V

donde v representa ahora la velocidad relativa y F representa la fuerza de rozamiento,

F=v

Y2y 2
v+ gV(V-V)

La derivada masica la podemos poner como

E,—a—v+(v V)v—a—V+V(1v2)+(xv
Dt ot S ot 2

sustituyendo,

AR LR Ly -V —2@xv)+F
. — XV=—— — — XV
ot 2 o p=v¥

Pasando el término de Coriolis al primer miembro,

ov 1 1

—+ V(=) +(2Q+) - V)V=—-Vp-Vy+F

Y ( 2 )+ ( 0-V) ’ p-Vy

Aplicando ahora el operador Vx al igual que haciamos en la seccién anterior y teniendo en cuenta

que V-Q = 0 se obtiene, al igual que en el caso inercial, solo que sustituyendo ¢ por 2Q+(, la expresion
o¢

3 +WV-V)2Q+)=-2Q+O(V-V)+ (2Q+{)-V)v+ %Vp xVp+VxF (3.10)

Teniendo en cuenta que Q2 no depende explicitamente del tiempo podemos poner

02Q+ ()

S (VRO =2+ OV V) + (2Q+]) VIv+ éVp xVp+VxF

o lo que es lo mismo

DRQ+{) 1
— 5 = RA+OEV M +(RA+() Vv Ev,ox Vp+VxF 3.11)

que es la expresion de conservacion de la vorticidad en un sistema de referencia inercial que rota con
velocidad angular constante Q. La cantidad { recibe el nombre de vorticidad relativa, mientras que
2Q) recibe el nombre de vorticidad planetaria. Recuerdese que a todo movimiento de rotacion se le
asocia una vorticidad igual a dos veces la velocidad angular de rotacion. Una burbuja de aire estacio-

naria respecto de un observador en el sistema de referencia no inercial, tiene vorticidad relativa nula
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mientras que su vorticidad absoluta proviene del movimiento de rotacion que realiza en torno al eje

de rotacion de la Tierra esto es de la vorticidad planetaria.

3.5.1. Ecuaciones aproximadas para flujo a gran escala

Estamos interesados en calcular la ecuacién de conservacion de la vorticidad en el caso de movi-
mientos a gran escala, los cuales se pueden considerar cuasihorizontales. En este caso la componente
de la vorticidad més importante es la componente vertical. Por esta razén nos vamos a fijar en la com-

ponente k de la ecuacion Vamos a ir viendo término a término

= Divergencia
k- ((+2Q)(V-v) ==((+2Q,)(V-Vv) = -((+2Qsen¢) (V- V)

donde hemos tenido en cuenta que Q = Qcos¢j+ Qsen ¢k
» Tilting
0 0 o1, .. .
k- (((+2Q)-V)v=Kk |[((+2Q)x— + ((+2Q)) — + ([ +2Q),— | (ui+ vj+ wk)
0x oy 0z
para desarrollar la anterior expresion debemos de tener en cuenta que estamos en coordenadas

esféricas y que en estas coordenadas

@ 1 4 4 14 0o 0

ox rcos¢pdl’ dy rop’ 08z or

0j 0i
—=-k = =- k
3 a1 cos¢

Desarrollando obtenemos,
0 0 0
k-(((+2Q)-V)v=|((+2Q)x— +((+2Q)y—+((+2Q),— | w
0x oy 0z
u v
— 200 +2Q)y— -2 +20),— =
£ 4 42000502 + (¢ +20send) LY — 26X
0x 4 oy 0z r

—2(n+ZQcosgb)$

siendo ¢ y n7 las componentes horizontales de la vorticidad.
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Combinado ambos términos y teniendo en cuenta que la divergencia de v en esféricas vale

du Ov Ow vtan¢g
+—+—
ox 0y 0z r

obtenemos

dv Odw vtang
_ — )
Oy 0z r

k- ((+2Q)(V-v)+ k- (((+29)- V)V——((+ZQsen(p)(—
+<f—+( +2Qcos )—+((+ZQsen )O_Lu
ax P P52
—2t¥ (4 20c0sp)l
. n cos¢ "
Simplificando
ou Ov ow Ow
—k['(f+29)(V'V)+-((C+29)-V)]——(C+ZQSGH¢)(5+@) (f— na)

ow
+2Qcosp—
oy
vtan (/)

- 2{% + (r]+ZQcos¢)$ _(( +2Qsend)

En consonancia con lo que se hizo para obtener las ecuaciones del movimiento a gran escala en el
capitulo anterior, despreciaremos los términos de esfericidad (aquellos que contienen 1/r) asi como
el término 2Qcos¢p(Ow/d y)ﬂ Resultando

ou Ov ow ow
—k[-(+2Q)(V-V) +-((+2Q)- V)] = —(C+2§28€n¢>)(a + 5) + (fa +17§)

El primer término del segundo miembro representa el efecto combinado del estiramiento y la diver-
gencia y el segundo el ’tilting’ Teniendo en cuenta el resto de los términos de la ecuacion [3.11} la
ecuacion de conservacién de la componente vertical de la vorticidad resulta
D((+f) 6 ow (Opdp 0p O0p

0?

Dt —(C+ f)( (é— nay)+ aa—aa—)ﬂwmz (3.12)

donde f =2Qsend es el factor de Coriolis.

4Despreciar este término tiene deficil justificacién. Una de ellas es, que para que las ecuaciones del movimiento a gran
escala sea compatible con una ley de conservacién del momento angular, los termnos que contienen Qcos¢ no han de
tenerse en cuenta. Remitimos al lector al libro de ..... ‘Dynamic meteorology’
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Vamos a valorar cada uno de los términos que aparecen en la anterior ecuacién para movimientos
a escala sindptica, para los cuales podemos considerar los siguientes valores tipicos: U ~ 10 m/s,
W~10"2m/s, L~10°m, H~10*m, 5§p ~ 10 hPa, p ~ 1 kg/m3, 5p/p ~ 1072, para el factor de Coriolis
tomaremos un valor correspondiente a una latitud de unos 45°, f = fo ~107%s™1, B=af/dy ~ 10711,
Tomaremos como tiempo de escala el tiempo de escala adventivo L/U ~ 10° s, porque los patrones
de vorticidad tienden a moverse a velocidades comparables con la velocidad del viento. Usando estos

valores, la vorticidad relativa { (despreciando efectos de esfericidad) vale

(= @_G_u l_]~10—5 -1
ox dy

donde con el signo de desigualdad queremos indicar que el valor de { es menor igual en orden de

magnitud. Comparando con la vorticidad planetaria

vemos pues que la vorticidad relativa es del orden del nimero de Rossby respecto de la vorticidad
planetaria, siendo un orden de magnitud mdas pequefa que esta para movimientos a gran escala.

Podemos por tanto despreciar { frente a fy a la hora de evaluar el término de divergencia

ou Ov ou Ov
Nl o) =G 5y)

Teniendo en cuenta estos resultados, los diferentes términos que aparecen en la ecuacion toma

los siguientes valores

o¢ o¢ o¢ U?

, , ~ 101052
ar"ox' oy T 12
% _wu ~10"11g2
dz HL
D
2L Up~10"10572
Dt
ou O0v fo 92
— ~10
f(@x i oy
ow Oow dwdov Owou WU 112
e e B s ~10
0 oy 0x 0z 0y 0z T HL

————— ~LZ5 10
0xdy dyodx) p® I?

(apap dpdp) 6pbp 11 52
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En los tres dltimos términos, dado que se pueden compensar los terminos entre parentesis, los valo-

res obtenidos son un limite para el orden de magnitud.

En primer lugar, podemos decir que, dada la pequefiez de los terminos anteriores, los movimien-
tos a gran escala se desarrollan conservando la vorticidad. En segundo lugar podemos ver que tal y

como estd el término divergencia no se compensa con ninguno de los otros términos, para que esto

o)
0x Oy

debe de ser menor o igual que 10~°, por tanto

ocurra la divergencia horizontal

ou , Oov
(W@) <

H |~

(5 %)

5+
¢

Ro?

5

Q)|
Q)lQ)
<

<Ro

lo que significa que la divergencia horizontal en movimientos a gran escala debe de ser muy pequeiia,
del orden del nimero de Rossby frente a la vorticidad relativa. En tercer lugar vemos que los términos
de ‘tilting’ y baroclino son un orden de magnitud menor que el resto de los términos por lo que en

una primera aproximacién podemos escribir para la ley de conservacién de la vorticidad la ecuacién

D+ [) ou 01}) (3.13)

D —‘f(aw

donde podemos observar que la variacién de vorticidad se debe a la comprensién o expansion de las

burbujas en su movimiento.

3.5.2. Laecuacion de conservacion de vorticidad en coordenadas isobaricas

Para encontrar la ecuacion de conservacion de la vorticidad en coordenadas isobdricas, partire-

mos de la ecuacién del movimiento en coordenadas isobdricas obtenido en el capitulo anterior,

Dv
D—t’“:—vp¢—kavh+F (3.14)
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que podemos poner en componentes Como

ou ou 0P

E+(vh-vp)u+w% = —a+fv+Fx
ov ov 0
E-F(Vh'vp)v-i'w% = —a—fu"rFy

Derivando parcialmente en la primera respecto de y a p constante y en la segunda respecto de x a p

constante y restando la primera de la segunda, se obtiene

aCp ovy, ovy, 0w dv 0w du a¢p (au 61/)
2Py v Thyg v Thyg g+ | 2228 201 e i
or TV VPt GV 5y ”) (6x6p 6y6p)+w6p ox " ay), p
siendo
-2
P~ \ox oy ),

la vorticidad vertical en coordenadas isobdricas. Ahora el término baroclino ha desaparecido. La can-
tidad

(%V v—aﬂv u)
ox " ay "
se puede poner como
ox P ay P7) "\ox  ay p
Asi mismo 6 b
g DS
6y Dt

por lo que sustituyendo ambas expresiones, obtenemos

D(p+ f) ou dv 0w ou Owdv
—F —— ———|+(xF 3.15
2D () (B8 R o
stendo DCp+f) 0Cp+ 1) 0y + /)
p P o6pTJ)
D7 = o1 +(Vh-Vp)(Cp+f)+ ap
3.5.3. Cordenadas isentrépicas
El tratamiento es similar al caso anterior obteniendose la expresion
D@o+ /) _ (Gu v (69 ou 96 au)
—=r - — —— ———|+(xF 1
b~ Cor P ax oy, \ayoe axan) TV P (.10
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siendo
ov Ou
fo={-—5-
0x 0yJg
Si el movimiento es isentrépico 6=0 y lo mismo sucede con el termino viscoso por lo que
D+ /) _ (0u 01})
—_— + —_—
o =G+ 5

lo que significa que en coordenadas isentrépicas la vorticidad solo cambia por convergencia horizon-

tal supuesto que los movimientos sean isentrépicos.

Ejercicio 3.1 Mostrar que

0
cp:c@—(vepxé)-k

SOLUCCION Siguiendo las pautas seguidas en el capitulo 2 para obtener las ecuaciones del movimien-

to en otros sistemas de coordenadas podemos poner

ex,y,pt)=9x0xyp1)1).

Derivando parcialmente respecto de x,

9 _op 0000

= , 3.17
Oxp O0xe 000xp G.17)

expresion similar se obtiene si derivamos respecto de y. Tomando vy u como ¢,derivando respecto

de x e y respectivamente y restando llegamos a

Teniendo en cuenta que
dv _0dvadp
06 dp 06

tenemos que
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Haciendo ¢ = p en la expresion|3.17}

_op ,0pao
0xe 000xp
tenemos
opdd  0dp
30 0xp  0dxo
por lo que

3 ovadp GuapJ
CP_KN( op ox0 " op oy,

Es facil de ver que el término entre parentesis se puede escribir como

ov
\Y% — -k
( prap)

por lo que queda demostrado la proposicion.

Vorticidad potencial

Podemos todavia obtener una ecuacién de conservacién mas simple. Obtuvimos en el capitulo

anterior que en coordenadas isentrépicas la ecuacién de continuidad toma la forma

2(10 6_p)+v \ +6—9—0
D\ 8%3g) OV 59 T

si el movimiento es isentropico 6 = 0, por lo que

D (10 6p)+v v,=0
Dto gd@ 0" %h=

que podemos poner como

0 (a
o0te

LA TN O_P) vy =
+vp Vg(69)+(60 Vg-vp=0

Teniendo en cuenta que (0p/06) = (060/0 p)_l, podemos poner

o (2
o0tg\op

09) (00)
= — VG'VhZO
op

+Vh-V9( ap
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Multiplicando esta expresion por {p + f y la ecuacién de conservacién de la vorticidad potencial por
(00/0p) y sumando se obtiene

0 00 30
ag[(@*‘f)a—p +v-Vy (C@*‘f)%] =0
° D 90
D_m[(gﬁf)% 0 (3.18)

que es la ecuacién de conservacion de la vorticidad potencial definida por la ecuaciéon
00
Zop=WUo+ ) =— 3.19
9= 0Co+f) ap (3.19)

Vemos pues que en coordenadas isentropicas y supuesto el movimiento isentrépico la vorticidad

potencial se conserva a lo largo de las trayectorias de las particulas.

Ertel, partiendo de la expresion de conservacion de la vorticidad y de la ecuacién de continuidad
(aligual que se ha hecho antes), demuestra que dada una cierta funcién ©(«, p), siendo «a el volumen

especifico, se verifica, en condiciones de no viscosidad, que
D[ VO- (( +2Q)] = a +2Q) y 20
—|a . = . _
Dt Dt

Podemos elegir como O a la temperatura potencial 8. Si el movimiento es isentrépico se verifica que
DO/Dt =0, por lo que

D
D—t[aVQ- ¢+2)]=0

que es otra expresion de conservacion de la vorticidad potencial,
Z=aVe-({(+2Q) (3.20)

Podemos considerar a esta expresion como una férmula general que toma la forma (3.19) cuando se

expresa en coordenadas isentrépicas.

Suponer que tenemos un pequeio cilindro de masa AM entre dos superficies isentrépicas. Su-
pongamos que el movimiento se hace de forma adibética, en estas condiciones, estas superficies son
superficies materiales de tal forma que el cilindro habrd pasado a ser un nuevo cilindro entre dos

supetficies isentrépicas. Durante este proceso la masa del cilindro no ha variado y su vorticidad po-
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tencial tampoco, por lo que

D(AMe+ /)5 . D(pzAz(o+f)y) _ D(pzdzy+ Nigas)  DECy+ HAO)
Dt T Dt B Dt B Dt

como Af se mantiene constante, la cantidad

2o+ f),

que también podemos escribir como )
—_— + ,
Ap o+ 1)

se conserva. Si p es constante, también es constante la cantidad

1
A—Z((H"‘f)

Apliquemos este teorema al caso de una masa de aire que atraviesa una cadena montafiosa situada
en la direcion norte-sur. La masa de aire la atraviesa bien de este a oeste, bien de oeste a este. Antes
de tratar este problema vamos a analizar que le pasa a una burbuja que se mueve de este a oeste
cuando la forzamos a moverse hacia el norte o hacia el norte o hacia el sur moviendose a una altura
constante. Suponer pues, un cilindro con eje vertical que se mueve paralelo al plano horizontal y
siguiendo un paralelo. En estas condiciones, puesto que la altura del cilindro se mantiene constante,
en el movimiento a lo largo de un paralelo la ecuacion de conservacion de la vorticidad potencial se

escribe
(+f_ho
h h

Suponer que producimos una perturbacioén a nuestra burbuja de tal forma que ahora se dirija ha-
cia el norte. En este caso f tiende a aumentar. Para que se conserve la vorticiad potencial, { tiene
que disminuir (& se mantiene constante por hipétesis), como inicialmente era cero se debe de hacer
negativa y por tanto la burbuja toma una curvatura anticiclénica que tiende a restituir su posicion
latitudinal inicial. Si hacemos una perturbacién dirigiendo la burbuja hacia el Sur, f disminuye, { se
hace positiva para compensar la disminucién de f y la burbuja toma curvatura ciclénica que tiende
a llevar la burbuja hacia su posicién latitudinal inicial. Suponer que hacemos lo mismo con una bur-
buja que va de este a oeste, al mover la burbuja hacia le norte aumenta f y la burbuja toma curvatura
anticiclénica, lo que pasa ahora es que esta curvatura anticiclénica no se opone al movimiento hacia
el norte si seguimos con la perturbacién es posible que la burbuja se mueva en direccién contraria a

la que traia. El sistema es inestable. Vamos a analizar el mismo experimento realizado antes solo que
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ahora vamos a hacer atravesar a la burbuja una cadena montafiosa. Vamos a suponer que el proce-
so es adiabatico. La base del cilindro sigue la adiabdtica 6y mientras que la cima sigue la adiabdtica
0o + 60. Nuestro cilindro anterior al llegar a la montafia tiende a subir a lo largo de ella (La cadena
se supone que es muy grande en la direccién Norte-Sur como para que el cilindro la rodee) asi pues
las adiabdticas siguen el perfil de la montafa. La adiabéatica préxima al suelo tiende a seguir el perfil
del terreno mientras que la adiabética de la cima debido a la compresibilidad del aire tiende a defor-
mase menos que la adibatica superficial. Ver la figura[3.7] La consecuencia de esta deformacion de
las lineas de corriente es que la burbuja antes de llegar a la montafa tiende a extirarse aumentando
su altura h, esto provoca que { + f tiendan a aumentar y la burbuja se dirija hacia el norte (aumento
de {) lo que provoca tambien un aumento de f que limita de alguna manera el aumento de {. Segin
se produce el paso por la montafia la altura & entre las adiabéticas provoca una disminuciéon ¢ + f lo
que se consigue disminuyendo (, esto es, cambiando la curvatura a anticiclénica lo que obliga a la
burbuja a caminarse hacia el sur. Este proceso se mantendrd mientras la burbuja siga subiendo. Una
vez pasada la montafia, la burbuja vuelve a aumentar de tamafio cambiando la curvatura y se dirige
hacia el norte. Una vez alcanzado el nivel original la burbuja tiene una cierta componente norte que
por inercia hace que la burbuja cruce su latitud original, como f va aumentando debe de disminuir
¢ cambiando la curvatura de la burbuja, cuando cruce la latitud original la burbuja tiene una cierta
componente sur que por inercia hace que la bubuja siga disminuyendo su latitud y por tanto f lo que
provoca un cambio de curvaturay asi sucesivamente lo que da lugar a un movimiento oscilatorio una

vez pasada la montafa.

Que pasasila burbuja viene de este a oeste? Como en el caso anterior, antes de llegar ala montafia
una burbujar en forma de cilindro vertical empieza a sentir su presencia aumentando ligeramente de
tamafio, lo que hace que aumente { + f y por tanto si tenia { = 0 debe de tomar una curvatura inicial
ciclonicaylaburbuja tiende a caminar hacia el sur. Una vez llegada a la montafa la burbuja se contrae
disminuyendo h haciendo que {+ f disminuya lo cual se consigue disminuyendo f y disminuyendo (.
Esta disminucién de ¢ hace que la burbuja vaya tomando una circulacién anticiclénica de tal forma
que la burbuja se dirige hacia el oeste cuando alcanza la cima de la montafia. Segtin atraviesa la
montafia aumenta h y por tanto ¢ + f lo que se consigue aumentando f, esto es dirigiendose hacia
al norte y aumentando { esto es adquiriendo vorticidad ciclonica lo que hace que una vez alcanzado
el nivel original la burbuja se encamina hacia el oeste. La variacién del pardmetro de Coriolis con
la latitud induce un comportamiento muy diferente para flujos hacia el este o desde el este. Estos

procesos suelen darse en la grandes cadena montafiosas como son las Montafias Rocosas o el Tibet.
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®) ®)
Figura 3.7: Flujo del oeste sobre una barrera montario- Figura 3.8: Flujo del este sobre una barrera montaiiosa.
sa. a) Profundidad de una columna de igual incremento a) Profundidad de una columna de igual incremento de
de temperatura potencial. ¢) trayectoria de una particu- temperatura potencial. c) trayectoria de una particula

la

3.6. Ondas largas (teoria de Rossby)

Vamos a aplicar la teoria anteriormente desarrollada al estudio de las ondas largas, tal y como fué
propuesto por Carl Rossby.

Las observaciones aerologicas muestran la existencia en latitudes medias e inmersas en la co-
rriente de vientos del oeste en la parte superior de la troposfera, una serie de ondas largas (esto es de
una longitud de onda grande) con dos longitudes de onda marcadamente diferentes. Asi tenemos las
‘ondas largas’ u ‘ondas principales’ formadas por una vaguada fria y una dorsal cdlida, con un movi-
miento normalmente hacia el oeste, relativamente lento. Se observa por otra parte las ‘ondas cortas’
0 ‘menores’ que muestran una estructura de isolineas desfasada respecto de la estructura de isoli-
neas de las ondas largas. Estas ondas cortas se mueve més rapidamente que las ondas largas. Como
en una mapa meteoroldgico realizado en un cierto instante determinado aparecen conjuntamente
(lo que vemos es el efecto conjunto de ambas), para poder analizarlas por separado se suele cons-
truir mapas meteorol6gicos con valores promedios de 4 o 5 dias, de tal forma que tinicamente nos
muestren los efectos de las ondas largas mads lentas. Por esta razén a las ondas largas se las denomina
tambien ‘ondas medias’.

Se puede observar en este tipo de mapas, cuyo esquema se muestra en la figura[3.9} que el nimero
de ondas largas a lo largo del hemisferio norte es del orden de 3 a 5. Normalmente se observa la for-
macién de ciclones superficiales entre la vaguada fria y la dorsal cédlida. Como se verd mds adelante,
esta zona corresponde con una zona de méaxima divergencia en niveles superiores de la troposfera.
Superpuestas a las ondas largas, aparecen las ondas cortas que Bjerness llamé 'ondas ciclénicas’ dada

su intima relacién con los ciclones superficiales. Puesto que las ondas cortas viajan mds rapidamen-
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Figura 3.9: Carta circumpolar esquemdtica, mostrando un patron sencillo de 4 ondas largas. Las lineas finas son lineas de
contorno de la superficie de 500 mb. La linea gruesa representa la interseccion con la superficie de 500 mb del 'frente polar. Se
han representado también las lineas del frente en superficie

te que las largas, los ciclones individuales asociados se mueven respecto de las ondas largas y son

conducidos o guiados de alguna manera por el flujo de gran escala asociado a las ondas largas.

Una vez presentadas las ondas largas vamos a desarrolar una sencilla teoria propuesta por Rossby.
Es bien sabido que la atmdsfera presenta hacia los 600 mb una zona de no divergencia. Por debajo de
este nivel, en los ciclones, la atmésfera es convergente y por encima divergente, lo contrario sucede
en los anticiclones. Se sabe, asi mismo, que el viento horizontal alcanza un maximo en un cierto
nivel de la atmésfera. Debido al gradiente térmico presente entre el polo y el ecuador el viento va
aumentando en altura hasta que alcanza un maximo, a partir de aqui, dado que el contraste térmico
entre el ecuador y el polo se debilita e invierte, el viento disminuye en intensidad. Supongamos que

el nivel de no divergencia y este nivel de méaximo viento coinciden. De acuerdo con estas hipétesis

tenemos
v o _,
-Vh = ——=
p ap
0
Wr _
op

Teniendo en cuenta estas dos hipétesis, junto con la condicién de no viscosidad, la ecuacién de con-
servacion de la vorticidad (3.13) se reduce a,

DEp+ 1) _,
Dt
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Asimismo en este nivel de viento maximo se verifica que

aﬁ:

0
0z

por lo que la ecuacién de conservacion de la vorticidad resulta ser

D((p"‘f) a(p
Dt ot

Llamemos = df /8y, que supondremos constante, tenemos

Xy Ay
=0
3 +u6x +v6y +vp

Supongamos ahora que la componente zonal del viento es constante

u=U
y que
v=v(x,1t)
en estas condiciones 5 or
v p
= -, _—= 0
¢ 0x oy

por lo que la ecuacién de conservacion de la vorticidad toma la forma

ﬁ + U@ +pBrv=0
0tox 0x? B

Supongamos ahora que v(x, t) es de la forma
27
vix, 1) = Acos[T(x —ct)]

esto es una onda con amplitud A, longitud de onda Ly velocidad de fase c. Sustituyendo en la ecua-
cién de conservacion de la vorticidad, obtenemos la relacion de dispersion,

c=U-p (3.21)

4n?

que es la famosa ecuaciéon de Rossby, que nos da la velocidad a la que se mueven las ondas como

funcién de la longitud de onda. Podemos observar en primer lugar que la velocidad de fase depen-
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de efectivamente de la longitud de onda, esto significa que las ondas son dispersivas. Segtin vemos,
cuanto mayor es la longitud de onda L, menor es la velocidad de fase, esto justifica el porque las on-

das largas son més lentas que la ondas cortas. Es posible, asi mismo, que para una cierta longitud de

L —27r\/E
ST B

la onda se haga estacionaria. Para longitudes de onda més larga incluso ¢ se puede hacer negativa, en

onda dada por

este caso se dice que la onda es retrégrada. El pardmetro fundamental que controla la existencia de
estas ondas, es f3, esto es la variacién de la vorticidad planetaria con la latitud. Ya vimos en la seccién
anterior como en una corriente del oeste, una perturbacion que haga salir a la burbuja de su latitud,
provoca a cuenta de la variacién de la f que la burbuja haga una serie de meandros que no son otra
cosa que las ondas largas de Rossby.

Vemos pues que la teoria de Rossby, en la forma sencilla que hemos presentado, es sorpreden-
temente exitosa, pese a las hip6tesis tan drasticas que se han empleado. El verdadero significado de
estos resultados es que la parte basica del movimiento atmosférico ha sido representado bastante
bien por un modelo muy sencillo. En un capitulo posterior desarrollaremos de forma algo mas rigu-

rosa la teoria de las ondas de Rossby, aunque los resultados esencialmente serd los mismos.
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Capitulo 4

Ondas en la atmosfera

4.1. Importancia

El andlisis de las ondas en el estudio de los procesos que tienen lugar en la atmdsfera tiene espe-

cial importancia entre otras cosas por

» Existen multitud de fen6menos en la atmésfera que tienen lugar en forma de ondas, asi por
ejemplo, tenemos: ondas largas de Rossby que son facilemte distinguibles en un mapa sinép-
tico a escala planetaria, ondas gravitatorias internas que son ficilmente observables en las lla-

madas calles de nubes o en nubes lenticulares.

= Los movimientos ondulatorios representan solucciones analiticas de las ecuaciones movimien-
to donde se han linealizado los términos no lineales que aparecen en las mismas. Se pueden

estudiar por técnicas matemadticas estandard.

= Como son solucciones de las ecuaciones del movimiento aparecerdn cuando se hace una in-
tegracion ntimerica de las mismas. Algunas de estas ondas (las més rdpidas) crean dificultades
a la hora de obtener solucciones numéricas por tanto se deben de buscar algun mecanismos

para filtrar dichas ondas antes de resolver el problema nimerico.

= Ciertas ondas pueden tener especial importancia en la dindmica de la atmosfera pues trans-

portan importantes cantidades de energia y momento.

= Bajo algunas condiciones pueden crecer rapidamente en amplitud, empezando a actuar enton-
ces los términos no lineales, que pueden provocar la pérdida de la coherencia de la onda dando
lugar a un proceso en cascada que degenere al final en turbulencia con una transformacién de

energia cinética en calor.
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» Tienen una importanca vital en anélisis de los problemas que surgen a la hora de inicializar
los modelos de prediccién numérica. Para inicializar estos modelos es necesario dar los valores
que alcanzan las variables que intervienen en el mismo en la malla de discretizacién empleada.
Como ésta es mucho mas fina que los valores observacionales (y estos ademés son imperfec-
tos) tenemos que iterpolar lo que significa que los valores asi evaluados no coinciden con los
valores reales y esto provoca la aparicion de ondas (por ejemplo la atmdsfera real puede estar

en equilibrio y los valores nuestros no) que debemos de tener en cuenta.

Debido a la gran cantidad de tipos de ondas que existen en la atmdsfera y dado que existe algin
pardmetro que controla que tipo de onda se va a generar, vamos a estudiar cada tipo de onda por

separado aunque previamente vamos a analizar que se entiende por onda.

4.2. Concepto de onda

Como todo concepto primario es muy dificil definirlo. Siguiendo la definicién dada por Scales &
Sniederlﬂpodemos considerar a una onda como un imbalance que se propaga de forma organizada.
Considerar el caso de un tubo en U, parcialmente lleno de agua. De acuerdo con la ley de vasos co-
municantes el fluido en las dos ramas alcanza el mismo nivel. Suponed que producimos un desnivel
en el fluido, por ejemplo presionando con un émbolo en una de las ramas. Este proceso hace que la
energia potencial del fluido aumente respecto de la energia potencial en estado de reposo. Una vez
desnivelado el sistema, la energia cinética es cero. En esta situacién se produce un 'imbalance ’ entre
la energia potencial y la energia cinética. Si soltamos el embolo se produce in intercambio de este
‘imbalance’ entre la energia cinética y potencial. En el caso que nos ocupa, de un fluido no limitado
como en el caso anterior, este imbalance se propaga a lo largo del seno del fluido produciendo una
onda. Otra de las caracteristicas de las ondas es que este imbalance es un imbalance ’organizado’.
Los efectos no lineales hacen que este balance se desorganice dando lugar como deciamos antes a la
formacién de turbulencia.

Como hemos dicho antes, la propagacion de la onda se produce como efecto del intercambio en-
tre energia cinética y energia potencial, que significa esto, pues que se establece un 'toma’ y 'daca’
entre una fuerza recuperadora (representado por la energia potencial) y la inercia del sistema (repre-
sentado por la energia cinética). La fuerza recuperadora tiende a llevar al sistema a su posicién de
equilibrio y la inercia tiende a persistir en el estado de movimiento. En el caso de ondas gravitato-
rias la fuerza recuperadora es la gravedad, en el caso de ondas sonoras la fuerza recuperadra es la

compresibilidad del fluido, en el caso de ondas inerciales la fuerza de Coriolis, etc.

1gcales J.A. & R. Snieder, ‘What is a whave'. Nature, 401, 21 octubre 1999, pp: 739-740
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4.3. Laecuacion de ondas: soluciones
Una ecuacion representativa de un movimiento ondulatorio viene dado por la expresién
Py 10°
oY __ov_ @.1)

0x2 2 0t2

siendo ¢ alguna magnitud caracteristica del fluido, por ejemplo su densidad. Esta ecuacién es una

ecuacion en derivadas parciales de segundo orden, lineal y de tipo hiperbélico. La linealidad de las

ecuaciones nos dice que si tenemos varias solucciones la suma de estas solucciones es también una

soluccion. Asi pues, una manera de encontrar soluciones generales consiste en buscar soluciones

particulares y despues superponerlas, pues debido a la linealidad de la ecuacién de ondas su suma

serd una soluccion general. Existen otras formas de obtener solucciones de la ecuacién/4.1} entre ellas

tenemos la factorizacion de la funcién w(x, t) en dos funciones, una que depende de x y la otra que

depende de t y el método de D’Alambert que exponemos a continuacion.

Suponiendo que ¢ no depende ni de la posicién ni del tiempo se puede reescribir la ecuacién 4.1

de la siguiente manera

(_124_3)(134_3) —0
cO0t O0x)\cot Ox V=

Hagamos el cambio de variable

E=x+ct n=x-ct

tal que ) )
= — + = — —
X 2(5 n) 20(6 )
por lo que
6_1(164_6)‘ 0_1(16
o 2\cot ox) on 2\ cot
de donde la ecuacion de ondas toma la forma
Py
acon

cuya solucién es

v=hHE&+ ()

L9
0x

|

siendo f y f> dos funciones arbitrarias (con derivadas contiuas hasta segundo orden), a determinar
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en funcién de las condiciones iniciales. En términos de x, ¢, la soluccién se escribe
v=filx+ct)+ folx—ct)

Para interpretar estas solucciones, suponed que f; = 0, tendremos que ¥(x, t) = fo(x — ct). Esta so-
luccién significa que la funcién ¥ va a tener el mismo valor en todos aquellos puntos x, ¢ tal que
X —ct = cte.,, o bien x = cte. + ct. Sien t = 0 el campo ¢ toma el valor ¢y despues de un tiempo ¢ el
campo ¢ toma el mismo valor en el punto x = ct. Podemos decir por tanto que la perturbacion ¢ se
propaga alo largo del eje +x con una velocidad c. La soluccién f, representa al perturbaciéon viajando

en la direccion del eje —x.

4.3.1. Elproblema de Cauchy

El problema de Cauchy consiste en ereolver la ecuacién de ondas, en las que se fijan las condicio-
nes iniciales, se supone implicitamente que las fronteras estdn lo suficientemente lejos de la region
de interés para que no influyan en el problema. Supongamos que la anterior ecuacién tenga en el

instante ¢ = 0 el valor

w(x,0) = F(x), d =G(x)
ot
tendremos
fX) + f2(x) = F(x)
Asimismo
%: 0fi O(x+co) N 0fi O(x—ct . ofh e 0f
0t O(x+ct) ot o0(x—ct) ot 0(x+ct) 0(x—ct)

de donde en el instante inicial

G(x) = cf] (x) - f (%)

integrando esta ultima ecuacién

f G(xdx' +C=cfi(x)—cfr(x),
0

siendo C una constante. Eliminado f; y f; a partir de las condiciones iniciales

1 1 (* ’ / E
ﬁ(x)_E(F(x)"'Ej(; G(x)dx+c

]' 1 ! /_9
fz(x)—E(F(X)—zfoG(x)dx C)
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De donde ) | prret
w(x, 1) = > F(x+ct)+F(x—ct)+ Zf G(x')dx’) 4.2)
X

—ct
Esta expresién nos dice que la perturbacién en el punto x en el instante ¢ se ve influenciada por el
valor de la perturbacion original F en los puntos x — ct y x + ct y de su derivada G a lo largo del
segmento (x — ct,x + ct). Ver la figura[4.1]

Figura4.1:
Si suponemos que G = 0 tendremos que
1
v=A&+cH)+ folx—ct) = 5(F(x+ ct)+F(x—ct)

o lo que es lo mismo la perturbacién inicial se rompe en dos mitades una de ellas viaja a lo largo del
eje +x y la otra viaja a lo largo del eje —x. La constancia de la forma de la perturbacién o pulo inicial
es una de las caracteristicas de las ondas no dispersivas, en las que ¢ no depende de k. Se ha de hacer
notar que no se han impuesto condiciones frontera a la ecuacién de ondas. Se ha supuesto que las
fronteras estan lo suficientemente lejanas para que las ondas no se reflejen y vuelvan a la regién de

interés.

4.3.2. Algunas caracteristicas de las ondas

Como comentamos anteriormente, la soluccién general que acabamos de obtener la podemos
encontrar buscando solucciones particulares y superponiendolas. Una soluccién particular a la an-

terior ecuacion viene dada por la expresiéon

2m
Y= asen[T(x— ct)]
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basta sustituir en la ecuacién de ondas para ver que la verifica. La cantidad

2—ﬂ(x—ct)
A

recibe el nombre de fase de la onda. En los puntos de igual fase la perturbacién ¥ toma el mismo
valor. El pardmetro A es la longitud de onda y la perturbacién toma los mismos valores en los puntos
separados por esta distancia. Normalmente se suele trabajar con el reciproco de la longitud de onda,

que recibe el nombre de nimero de ondas

2n
k=—
A
de tal forma que la fase toma la forma
k(x—ct)

Como vimos antes, la cantidad c representa la velocidad a la que se mueven los planos de igual fase y

recibe el nombre de velocidad de fase. La fase la podemos poner como
kx—kct

La cantidad kc = w recibe el nombre de frecuencia de oscilacién de la onda. En cada punto x la per-
turbacién oscila con un periodo dado por T = 27/w. En términos de k,w la perturbacién sinusoidal
la podemos poner como

v =asen(kx—wt)

Suponer que la perturbacién toma la forma
v(x, ¥z t)=asenk-x—wt) =asen(Ix+ my+ nz—wt) (4.3)
El lugar geométrico de los puntos de igual fase en un instante ¢ = £ dado viene dado por la expresion
k-x—wty =cte

que representa un plano orientado segtn el vector k = li+mj+ nk. Asi pues, la ecuacion[4.3|representa
una onda plana (las superficies de igual fase son planos) que viaja con velocidad c en la direccién k.
Llamemos k = k/k, (k = |k| = VI + m2 + n?) al vector unitario en la direccién de propagacién de la

onda, la fase la podemos poner como

¢=(kk-x-wrt) = k(k-x— (w/k) 1) = kk-x—ct)
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como antes ¢ = w/ k. El vector velocidad viene dado por la expresiéon

. wk o
= k:——:—
CCETRTE
Lalongitud de onda seré
/1_271
ok

Si mantenemos fijo, por ejemplo, las variables y, z. La onda plana4.3|representa una onda viajando a
lo largo del eje x

y=asen(lx-—wt+a)

siendo @ = my + nz que se mantiene constante. Esta onda presenta una longitud de onda dada por
Ax = 2m/l y una velocidad de fase c, = w/l. Puesto que [ es menor que k la longitud de onda en la
direcciéon x es mayor que la longitud de onda en la direccién de propagacion de la onda plana que es

k. Asi mismo la velocidad de fase serd mayor.

Para ver la relacion entre los parametros de las ondas en la direccion de los ejes y los parametros

generales de la onda plana, imaginemos una onda plana que solo depende de x, y que viaja formando

x X

Figura 4.2:

un cierto angulo 0 respecto del eje x. De la figura[4.2|tenemos
A = Axcosb, A=A,sen6

de donde ) )
A A
4+ =gsen’f+cos’h=1
2R
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Asi pues ) 11
PRV EAE
O bien puesto que A =271/ k,
P+m?=k

ecuacion que podiamos haber deducido directamente de la definicién del nimero de ondas k como

modulo del vector de ondas k.

4.4. Ondas dispersivas: Velocidad de grupo

La onda plana monocromaética definida anteriormente en la que hemos supuesto que w es cons-
tante es una onda no dispersiva. En general las ondas son dispersivas esto es la velocidad de fase ¢
depende del namero de ondas. Esto es lo que sucede por ejemplo cuando un rayo de luz atraviesa
un prisma, la velocidad de fase depende de la longitud de onda y los rojos caminan a una velocidad
diferente de los azules lo que provoca la dispersion del haz. Asi mismo la onda plana definida ante-
riormente es una onda que tiene una extension infinita tanto en el tiempo como en el espacio. Lo
usual es tener una perturbacion finita, esto es una perturbacién que ocupa una extendion finita en el
espacioy en el tiempo. Cuando se tira una piedra en un estanque vemos una onda o varias ondas que
se propagan hasta que mueren en la frontera del tanque. Tienen una vida finita y una extension finita.
La maravilla es, que por el teorema de Fourier y debido a la linealidad de las ecuaciones de onda, esta
onda finita la podemos por como una superposicién de ondas planas, cada una de ellas de extension
infinita

V(X t)=ff(k)exp[i(kx—wt)]dk

la funcién f (k) nos da la contribucién de cada onda plana de ntimero de onda k a la perturbacién
1. Si cada una de la ondas que forma parte del anterior paquete de ondas tiene el mismo comporta-
miento esto es la velocidad de fase de cada onda es la misma, la onda finita viajara sin descomponerse
a la velocidad de fase de cada una de las ondas que la componen. Ahora bien, si cada onda que en-
tra dentro del paquete de ondas viaja a una velocidad diferente éste tenderd a desfigurarse segtin se
propaga en el espacio, pues si bien en un instante dado todas estan en fase, con el curso del tiempo
se produciran desfases entre ellas y en aquellas zonas donde el despase sea n tenderan a anularse
y donde no haya desfase tenderan a reforzarse. La pregunta es a que velocidad avanza el paquete

o grupo de ondas que forma nuestra onda finita. Vamos a realizar nuestro estudio sobre una onda
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unidimensional que viaja a lo largo del eje x para la cual podemos escribir,
w(x, t) = ff(k) expli(kx—wt)ldk

Vamos a suponer tambien que la funcién f (k) alcanza un maximo para un cierto valor ky. Sea Ax
la ‘extension’ del pulso finito, esto es la distancia a lo largo de la cual ¢ es notoriamente distinta de
cero. Ver la figura[4.3|

Figura 4.3:

Alo largo de la anchura Ak, las fases de cada onda individual no deben de cambiar demasiado (
0 sea que tenemos que combinar ondas de fases similares), pues si no, la combinacién de todas ellas
se anula por interferecia y no tendriamos pulso. Podemos considerar que i solo toma valores signi-
ficativos si exp i¢h, siendo ¢ = (kx — w?) la fase, realiza menos de una oscilacién dentro del intervalo

Ak, olo que es 1o mismo, si

%
Ap=Ak-— <1

Podemos caracterizar el centro del pulso, por el hecho que la fase permanezca estacionaria en la

region AkE]y por tanto todas ellas se refuerzen

d¢
—=0
dk

por lo que

X tdw—O
dk

2podemos caracterizar el extremo del pulso por el hecho que la fase cambie una cierta cantidad, por ejemplo la unidad,
por lo que tendriamos que en el centro del pulso Ak(xg — - dw/dk) =0y en el extremo Ak(x) — ¢ - dw/dk) =1 de donde,
restando, obtenemos AkAx ~ 1, que no es otra cosa que el principio de indeterminacién
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lo que implica que el centro del paquete de ondas se mueve de forma lineal con velocidad

dw
AT

que se conoce con el nombre de velocidad de grupo. Teniendo en cuenta que w = ck, obtenemos

dc
Ve=k—+c
&8 Tak
de tal forma que si ¢ no depende de k, medio no dispersivo, la velocidad de grupo es igual a la veloci-
dad de fase. Vamos a demostrar con algo mas de rigor las anteriores conclusiones, para ello vamos a

introducir el método de la fase estacionaria

4.4.1. Elmétodo de la fase estacionaria

Tenemos que resolver la integral

f(x, 0 =f F(k)expi(kx—w(k)t)dk

que podemos poner como

fx, t)=f F(k)expit(k(x/t)—w(k))dk

que para x/t fijo, esto es para un observador moviendose con la velocidad fija, podemos poner como

f(x,t)=f F(k)expity(k)dk

Para valores de ¢ suficientemente grandes el término exponencial oscila fuertemente y a no ser que la
fase (k) tenga derivada nula en algin punto la integral se anula. Esto significa que la perturbacién
f(x,t) se destruye por interferencia. Si la perturbacion f(x, t) se tiene que mantener finita necesaria-
mente la fase debe de alcanzar un valor estacionario (o sea debe de anularse en algun punto). Vamos
a aprovechar algunos resultados de la teoria de variable compleja. Por el teorema de Cauchy si la fase
(k) es una funcién analitica (continua con derivada continua hasta orden infinito), la anterior in-
tegral es independiente del camino dentro del plano complejo, esto significa que podemos ir de —co
a +oo por el eje real o mediante cualquier camino del plano complejo. Si la derivada de ¥(z) no es
nula en ningdn punto, y por ejemplo es positiva en todos los puntos, podemos tomar un camino en

el plano complejo, que tenga una parte imaginaria positiva, esto es elevamos el camino. De esta for-
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ma ity (z) contendrd un término de la forma exp(—¢6) que al hacerse ¢ lo suficientemente grande se
hace muy pequerfio, por lo que la integral se hace muy pequena también. Ahora bien si ¢’ (z) se hace
cero en algtn punto ko, significa que la funcion y’(z) cambia de signo alrededor de dicho punto. En
los puntos cercanos al punto de cambio de signo, esto es en los punto cercanos al punto ky se tiene
que

v (k) = (ko) + %U/”(ko)(k— ko)* + ..

por lo que

0 . 1. d'y n
f(x,t)zf F(k)expltw(ko)nexp{ﬁltdknIko(k—ko) }dk

Ahora bien, para k diferente de ko, y con ¢ suficientemente elevado, la parte del productorio oscila
fuertemente por lo que la integral se anula, inicamente para puntos cercanos a ky la integral se ha-
ce distinta de cero. Vamos a suponer que en estas condiciones F(k) = F(kp) y que Ginicamente nos

quedamos con el término de orden 2, por lo que
. * 1.
f(x, 1) =F(ky)expi tu/(ko)[ exp { 51 ty" (ko) (k — ko)? } dk

que se puede ver que Valeﬂ

. [ 2m T
f(x, 1) :F(k())eXplt’(//(ko)( W)explz

Asi pues se ve que ahora el pulso f(x) se mantiene diferente de cero y decrece en amplitud como

t~Y2 La exigencia de que la fase (k) alcance un valor estacionario, esto es que

dy dw(k)

ak~ dk
Asipues el pulso no se anula en los puntos en los que
do(k

wp=2e®,

dk

asi pues el pulso viaja con velocidad w’(k), como queriamos demostrar.

Para comprender mejor estos conceptos imaginad que el paquete de ondas lo forman dos ondas

con niimeros de ondas muy préximos (recordar que la fase debe de variar poco a lo largo del paquete

3Una demostracién més completa, utilizando el método del steepest descend se puede ver en http://www.math.ohio-
state.edu/ gerlach/math/BVtypset/BVtypset.html, ver también el libro de James Lighthill, “Waves in fluids”, Cambridge
Univ. Press
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de ondas). La perturbacién v valdra

W =Acos(kx+wt)+ Arcos((k+0k)x+ (w+dw)t)

que podemos poner como

W =[A; +Asxcos(x0k + tdw)] cos(kx+wt) — Aysen(xdk + tdw) sen(kx + wt)

escribiendo

A1 + Ay cos(xdk + tdw)

Acosa

Asena Arsen(xdk + tow)

tenemos

¥ =Acos(kx+wt+a)
en donde el dngulo de fase a vale

Assen(x0k + tdw)
A; +Ascos(xdk+ tdw)

tana =

yla amplitud A

AL A
2 2
A+ A

A=A+ A |1+2 cos(x8k + téw)

Si tomamos A; = Ay, tenemos para la amplitud y la fase
1 1
A=2A; cos[E(x6k+ tow)], azi(x6k+ tow)
por lo que la porturbacién y vale
1
v=2A cos[E(x6k + téw)] cos(xk + tw)

que es una onda que se mueve con velocidad ¢ = w/k pero con una amplitud modulada en forma de

onda que a su vez se mueve con velocidad

ow

que es la velocidad de grupo introducida anteriormente. Esta velocidad de grupo nos da la velocidad
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ala que se mueve la perturbacién formada como superposicién las dos ondas planas cada una de las

cuales se mueve con velocidad de fase proxima a w/ k. Este proceso se ve ilustrado en la figura[4.4]

Figura 4.4: Figura que ilustra como dos ondas con velocidades de fase proximas se combinan para dar una nueva onda cuya
amplitud tiene forma de onda que viaja a la velocidad de grupo. Las ondas elementales pueden viajar mas o menos de prisa
que la velocidad de grupo. Si viajan mas deprisa veremos como las ondas elementales se mueve en el interior de la envolvente

Ejercicio 4.1 Evaluar la forma que adquiere un paquete de ondas gaussiano que en el instante ¢ =0
tiene la forma 1 (x, 0) = RAexp[—x?/4(Ax)?] exp i kox (figura[4.5)

Ml
VUU UUU

-10 -5 0 5 10
Figura 4.5: Forma de un paquete de ondas gaussiano.
SOLUCCION De la teoria de transformada de Fourier, la funcién de amplitud f (k) toma la forma
flk) = fi//(x,O) exp(—ikx)dx = (4m)'"? Axg Aexpl—(Ax0) (k — ko)?

que también tiene una forma gaussiana, con un valor maximo en ky. LLevando esta expresi6n a la

ecuacion que define el paquete de ondas, en cualquier instante ¢ se tiene que

w(x, 1) :?R%/exp[—(&q))z(k—ko)Z]eXp[i(kx—w(k)t)]dk
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Desarrollando w(k) en serie en torno a ky

dw 1(d*w
k) = —| (k- 2= (k=ko)2 +---
w(k) wo+(dk)0( ko)+2(dk2)0( ko)~ +
siendo wg = w(kp). Teniendo en cuenta que
c _(dw)
£ \dk),

es la velocidad de grupo yllamando
. (dzw)
~2\dk?)y
quedandonos tinicamente con términos de segundo orden

w(k) = wo + cg(k— ko) + a(k — ko)*

Llevando esta expresién de w a la integral e integrando resulta,

AA)C()
=R
v(x, 1) Ax

expl—(x — cg)*/ (2Ax)?] expli(kox — wo1)]

siendo Ax? = Axg + iat y que define la dispersién creciente del paquete de ondas. Como vemos la
onda es una onda plana cuya amplitud tiene una forma gaussiana, cuyo centro viaja con la velocidad
de grupo c¢g y que se va dispersando con el tiempo. Esto se puede ver mejor si tomamos el valor

cuadrético, que como sabemos es proporcional a la energia

A2
L+ a22/ (Axg) 1172 C

ly(x, 0% = xp[—(x — cg1)*/ (2Ax0)* (1 + a” 1°/ (Axp)H)]
Como vemos el centro del paquete se mueve con la velocidad de grupo, el término de segundo grado
no tiene influencia sobre este hecho. El término cuadratico a nos da la velocidad a la que se dispersa

el paquete que viene definida por la relacién

|Ax| = Axo

2 91172
1+

7
X0

a la vez que la amplitud del mismo se reduce en la misma proporcién, de tal forma que la drea bajo
la curva ¥? permanece constante. Fisicamente esto significa que la energia del pulso se mantiene

constante
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4.5. Ondas en medios no homogéneos

Hasta el momento se ha supuesto que las caracteristicas del medio se mantenian constantes,
esto es se ha supuesto un medio homogéneo e invariante temporalmente. Pero, >que sucede si las
propiedades del medio cambian tanto en el espacio como en el tiempo ?. En este caso no podemos
tomar a ¢ como constante en la ecuacion de ondas. No obstante si ¢ no varia muy rdpidamente como
funcién de la posicién y el tiempo, podemos todavia utilizar como funcién de onda una expresién
similar a la de una onda plana.

wix, ) =Ax, t)expif(x,t)

siendo A(x, f) la amplitud de la onda y 6(x, ) la fase. Esta hip6tesis recibe en la literatura cientifica el
nombre de aproximacion WKB. La magnitud 8(x, t) recibe el nombre en 6ptica de Eikonal (del griego

imagen). La hipdtesis de que ¢ no véaria demasiado, permite poner localmente

0(x, 1) =0(x0, 1) + k- (x—x¢) —w(t - 1p)

siendo
k=V0O
y
_ 00
ot

de tal forma que la onda se comporta localmente como plana. Contrariamente a lo que pasaba en
medios homogeneos estas relaciones son locales, lo que significa que los numeros de ondas [, m, ny
la frecuencia, asi como la velocidad de fase son funcién de la posicién y el tiempo. De la definiciéon de

k como el gradiente de una funcion, esta claro que V, x k=0 y por lo tanto la integral

B
f k- dx
A

es independiente del camino, k es un campo conservativo.

De las anteriores definiciones es facil de ver que

6k+V w=0
ar

Supongamos que el medio es dispersivo, esto significa que la fase satisface una relaciéon de dis-



184 Capitulo — 4. Ondas en la atmésfera

persion
w=Q(x,yz1),mx,yz1),nx,¥,2,1),X,¥,2,1)

donde w depende de x, y, z, t directamente e implicitamente a través de la dependencia de los niime-

ros de onda. Como abemos la velocidad de grupo viene dada por la expresién

Vg =Viw(k)
Teniendo en cuenta que
0l Ow
ot ox

se tiene que
ol {OQ 0Q0l 0Qdm aQan}

— = —t———+——+——
ot 0x O0l0x 0mox Omox
Ahora bien como el rotor de k es nulo se tiene que

om o1 on_ol
ox 0dy’ ox 0z
por lo tanto

ol {GQ+6§261+6Q61+6961}
ot |ox 0dldox 0Omady 0maz

y teniendo en cuenta la definicién de velocidad de grupo se tiene

al {094_” al+v Ol+w 61}
ot lox fox Sdy %oz
reordenando
6l+ al+ al+ ol 0Q
—HUg— + Vg + Wg— = ——
ot Sox foy %0z  ox
o lo que es lo mismo
Dl
Dt

00
Vg 0x

Similares ecuaciones se obtienen para m y n por lo que

Dk

=-V,Q
Dt o

Vg

que nos indica como varia con el tiempo el vector de ondas (esto es la direccién de avance local de la

fase) por un observador que se mueve a la velocidad de grupo. Una consecuencia muy interesante de



4.6 Ondas sonoras 185

las anteriores ecuaciones es que podemos escribir

Us=X = O_Q (4.4)
§77 T 41 :
I = _oa (4.5)

B 0x )

que no son otra cosa que las ecuaciones de Hamilton, en la cual la velocidad de grupo representa la
velocidad de la particula, Q(l, m, n, x, y, z) el Hamiltoniano y [/, m, n los momentos. Asi pues podemos
identificar al movimiento del paquete de ondas con el movimiento de una particula que viaja con la
velocidad de grupo. Se invierte asila trayectoria usual en mecénica cudntica, en la que se asocia a una
particula una onda, aqui asociamos a una onda una particula. Se define el rayo como la trayectoria
seguida por dicha particula, cuyas ecuaciones del movimiento viene dada por las ecuaciones de Ha-
milton[4.4]y[4.5] Como la solucién de estas ecuaciones seran en general una curva, dichas ecuaciones
nos proporcionan por tanto como se curvan los rayos, esto es como se refractan. Sabemos también
que la energia se mueve con la velocidad de grupo, asi pues los rayos representan como se mueve la
energia.

Otra cuestion interesante es >Cuanto varia la frecuencia siguiendo el movimiento de la particula,
esto es moviendonos con la velocidad de grupo, la respuesta es, teniendo en cuenta la ecuaciéon de

dispersiéon
Do 0Q Dk; N 0Q Dx;
Dt 0k; Dt 0x; Dt

enla que se hatenido en cuenta las ecuaciones de Hamilton vistas anteriormente. Asi pues la frecuen-
cia se conserva siguiendo a la particula, esto es moviendonos a la velocidad de fase, esto equivale de

alguna manera a la conservacién del Hamiltoniano de la mecénica.

4.6. Ondas sonoras

Las ondas sonoras constituyen el tnico caso en que la fuerza recuperadora no es debida a un
agente externo si no que se debe a las propias caracteristicas del fluido: su compresibilidad. Aun-
que no tienen importancia practica en meteorologia merece la pena su estudio debido a que son las
ondas materiales més rdpidas que viajan en el seno del fluido. Si estas ondas no son filtradas apro-
piadamente debemos de tenerlas en cuenta a la hora de disefiar el método de integracion numérica
de las ecuaciones, pues el intervalo de tiempo que debemos de emplear es menor que el tiempo que
tarda la onda mds rdpida en ir de un punto a otro de la red utilizada para discretizar, en el espacio, las

ecuaciones del movimiento (criterio de Courant, Friedrichs, Lewy), si no ciertas bandas del espectro
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se amplifican y la integracion ‘explota’ Si tenemos ondas muy rdpidas debemos de emplear intervalos
de integracién muy pequerios lo que se puede alargar de forma exponencial el tiempo de ejecucién

de los programas numéricos.

Las ecuaciones de Navier-Stokes soporta todos los tipos de ondas que vamos a estudiar (en reali-
dad las soportan el fluido descrito por las ecuaciones). Ahora bien, nos interesa aislar, para su estudio,
cada tipo de onda por separado. Para ello, adaptaremos las ecuaciones generales a cada tipo de pro-
blema, analizando previamente que propiedades del fluido son importante a la hora de soportar el
tipo de ondas bajo estudio. Asi tenemos, por ejemplo, que en el caso de ondas sonoras no es impor-
tante considerar efectos gravitarios por lo que consideraremos que el campo gravitatorio es nulo. Asi
mismo los efectos de las fuerzas no inerciales son desprecialbles por lo que no tendremos en cuenta
los efectos de la fuerza de Coriolis. Vamos a suponer que los procesos de expansién—comprension que
tiene lugar en las ondas sonoras se producen de forma adiabdtica. Asi mismo, vamos a suponer que el
fluido en equilibrio estd en reposo y que las ondas sonoras constituyen una pequefia perturbacion, tal
que, las magnitudes que intervienen en el proceso se separan muy poco de sus valores de equilibrio.
Suponed que en este estado de equilibrio, la presiéon en el fluido es py (dado que suponemos des-
preciables los efectos gravitatorios, podemos considerar que py no depende de z), la densidad py y la
temperatura Ty. Provocamos ahora una perturbacion que viaja en la direccién del eje x, podemos su-
poner sin pérdida de generalidad que las magnitudes que intervienen en el problema solo dependen
de dicha coordenada. Puesto que el estado perturbado apenas si se separa del estado sin perturbar:
px,t)=po+p'(x, 1), p << po; T(x,8) =To+ T'(x,1), T' << Tp; p(x, 1) = po + p'(x, 1), p' << po. Supon-

dremos que nuestro fluido es un gas perfecto por lo que tendremos,
p=pRT

Ecuacion que, teniendo en cuenta que la perturbacién es muy pequefia y que en el estado de equili-

brio también se verifica la ecuacion de los gases perfectos pg = poRTp, podemos linealizar, resultando

Puesto que estamos suponiendo que el proceso es adiabético, la temperatura potencial se mantiene

constante durante el proceso,

0 R/Cp
GzT(pL) =0y = cte.
p
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Linealizando esta ecuacién al igual que hizimos antes obtenemos,
" RYp
To ¢ppo

lo que sustituido en la ecuacién de estado resulta

lp/_ pl
Y Po Po

siendo y = ¢/ ¢y. LLamemos c? =y po/ po, 1a ecuacién de estado resulta

La ecuacién del movimiento en la direcciéon x viene dada por la expresién

ou Ju 10p

— 4t y— =
ot udx p 0x

teniendo en cuenta nuestra hipétesis de que los términos perturbativos son muy pequefos, podemos

considerar que en el primer miembro el término cuadratico

2
0x

es mucho mds pequeiio que el término lineal

ou
ot

y que el segundo término lo podemos linealizar de la siguiente manera

10p _ 1 6(po+p')~i(l /0’)6]9’~ 1 ap

pox po(l+p7py)  0x  po\  po

por lo que la ecuacién del movimiento resulta

ou 1 ap

ar Po 0x

teniendo en cuenta la ecuacién de estado obtenida previamente
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resulta
ou  c*op
or 00 0x
Por otra parte tenemos la ecuacién de continuidad

Dp
— +pDIvv=0
Dt

que teniendo en cuenta nuestras hip6tesis podemos linealizar obteniendo la expresion

op’ ou _

+ 0
ot P%x

Derivando esta ecuacidn respecto de ¢ y la ecuacion el movimiento respecto de x y combinandolas
resulta la expresion

2 1 2 1

0°p" 0%

or? 0x?

que es la ecuacién de ondas: La velocidad de fase vale ¢, de acuerdo con su definicién dada anterior-

=0

mente, vale

c=\/Ypo/po=+/yRT

asipues la velocidad de fase de las ondas sonoras es proporcional a la raiz cuadrada de la temperatura
del gas. Dando valores para el aire se obtiene un valor de ¢ de unos 340 m/s, que es la mayor velocidad

de fase de ondas materiales que se desarrollan en la atmésfera.

4.7. Ondas gravitatorias externas

Vamos a considerar en esta seccion el caso de ondas que se propagan en un fluido con las siguien-

tes caracteristicas.
= La densidad p es constante

» Estd limitado por un frontera inferior fija mientras que la frontera superior o bien considera
libre o bien existe otro fluido cuya densidad es mucho menor que la del fluido que estamos

considerando.
= El fluido se pude considerar no viscoso y no conductor.

» Elfluido estd en el campo gravitatorio y es precisamente la gravedad la fuerza restauradora que

provoca el movimineto ondulatorio.
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» En equilibrio la velocidad es nula y la presién corresponde con la presién

Podemos ignorar los efectos de rotacién de la Tierra. hidrostatica.

El estado de movimiento del fluido se separa poco de su condicién de equilibrio, de tal forma

que podemos despreciar términos de segundo orden alld donde aparezcan.
= El movimiento se desarrolla en el plano (x, z)

Consideremos en primer lugar las ecuaciones del movimiento sin tener en cuenta los efectos de ro-

tacion de la Tierra y la viscosidad

ot 0x 0z p0x
ot 0x 0z p 0z

Siguiendo nuestras hipétesis, la presién p la podemos separar en dos términos
p=po(2)+p'(x,z1)

tal que p’ << py(z) siendo py(z) la presion de equilibrio que por hip6tesis es hidrostatico

om

0z - TP

Asi mismo podemos ignorar los efectos no lineales, puesto que u y w son pequerios. En estas condi-

ciones las ecuaciones del movimiento se simplifican, resultando

ou  10p
ar  pox
ow  10p
ot poz

donde tenemos dos ecuaciones y tres incognitas. Puesto que el fluido tiene densidad constante se

verifica la ecuacion de divergencia nula
ou oOw

ox 0z

Por lo que tenemos tres ecuaciones y tres incognitas. Podemos eliminar de las dos primeras ecua-

0

ciones la presion p'. Para ello derivamos parcialmente en z la ecuacién en u y parcialmente en x la
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ecuacién de w y restando

0t\0z Ox

el término entre paréntesis es la componente 7 de la vorticidad. Por lo que tenemos

0 (Gu Ow)

0
n_,
ot
Puesto que al principio el sistema esté en equilibrio, n = 0 y por tanto es cero siempre. La ecuacién de

no divergencia nos permite introducir la funcién corriente ¥ (x, z, t) tal que

Oy _ oy
oz V7 ox

sustituyendo en la ecuacién de vorticidad n = 0 obtenemos

2 2

% + ZTZ =0 (4.6)
que es la ecuacién de Laplace. Antes de intentar una soluccién de esta ecuacién debemos de fijar cual
son las condiciones de contorno. En general, en todo problema de mecénica de fluidos, se cumple la
condicién cinemadtica que las velocidades normales a un lado y otro de la frontera han de ser igua-
les. En este caso tenemos una frontera inferior ﬁjy por tanto se debe verificar que la componente

vertical de la velocidad a la profundidad / sea nula,
w(x,—h)=0 4.7)

En la frontera superior, la velocidad vertical debe de coincidir con la velocidad a la que se mueve la
superficie
Dn

w(x,n) = Dt (4.8)

siendo 7n(x, t) la ecuaciéon de la superficie libre del fluido. Asi mismo se debe de cumplir en la frontera
la condicién dindmica de continuidad del esfuerzo realizado a uno y otro lado, si no es asi, aparece-
rian fuerzas infinitas (recordad que la fuerza es la divergencia del esfuerzo, y si este no es continuo

la fuerza se hace infinita). Esta condicién se expresa poniendo que la presion en la frontera superior,

4Mas que fija, deberiamos decir de profundidad constante. Si el fondo tuviese una cierta pendiente, la velocidad normal
al fondo es cero pero no la componente vertical de la velocidad, pues si el fluido puede moverse alo largo del fondo (estamos
suponiendo que no es viscoso), la componente vertical de la velocidad es distinta de cero. Suponiendo que la ecuacién de
la superficie del fondo es z— hy,(x, y) = 0 (suponed momentaneamente que el origen se elige en un cierto nivel por debajo
del fondo), el vector gradiente vale n = V(z — hy(x,y)) = (1,-0hy/dx,—-0hy/dy) y la componente normal de la velocidad es,
vy =Vv-n=(w-udhy/dx - vdhy/dy), que tiene que valer cero. Por lo tanto w(hy) = udhy,/0x + véhy/0y.
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esto es en la superficie libre del fluido, es igual a la presién en el exterior, que supondremos constante.
p(x,m) = poM) + p' (x,n) = pext = Cte. (4.9)
Vamos a buscar, ahora, una solucién particular de la ecuacién de Laplace en forma de onda
(X, z,1) = ®(z) e Fx=cD

que se propaga alo largo del eje x con una amplitud que depende de z. Vamos a suponer que el origen

de las z’'s lo fijamos en la superficie libre del fluido en reposo. Sustituyendo obtenemos
" (2) - kK*®(2) =0
que admite como soluciones
®(2) = Ae** + Be

por lo que
,lll(x’ Z, t) - (Aekz +Be—kZ)e[ik(x—Ct)]

De donde

0 .
w(x,z,t)= a—w =R (ik(AekZ + Be_kz)e’k(x_”))
x

En el fondo, z = —h, de acuerdo con la condicion frontera (4.7), la velocidad vertical es nula, por lo

que
Ae ¥y Befh =0,  B=—Ae7?kh
y por tanto
w(x,z,t)=—-Aksenh[k(z + h)]sen[k(x — ct)]
Asi mismo,

0 R
ulx, z,t) = —ailzj =-R (k(AekZ + Be_kz)e’k(x_”)) = —Akcosh[k(z + h)]cos(k(x—ct))

De la ecuacion del movimiento para w

op'

ow ,
Py —pE = k“cAsenh kzcos(k(x— ct))

integrando
p' = —Akcpcosh[k(z+ h)cos[k(x —ct)] + cte(x, t)
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Cuando el sistema esté en equilibrio, A= 0y p’ = 0 por lo que la constante de integracion vale cero y

por tanto
p' = —Akcpcosh[k(z+ h)] cos(k(x — ct))

Podemos poner la constante A en términos de la amplitud de la onda en superficie. Parece obvio
pensar que la anterior variacién en la presion estd asociadas a una perturbacién de la superficie libre
del fluido de la forma,

1N =acos(k(x—ct))

teniendo en cuenta la condicion frontera[4.8} linealizando la ecuacion obtenemos,

Dn(x,1) on
Dt ot

w(m, x,t) =
bajo la hip6tesis que n no es muy grande, podemos suponer que esta igualdad es valida en z =0,

w(0,x,t) = akcsin(k(x — ct))

de donde
—Aksenh[k(0+ h)]sen[k(x—ct)] = akcsen(k(x — ct))
y por tanto
1
_acsenh kh

por lo que las expresiones para u, wy p’ resultan

senh[k(z+ h)]

w(x,z,t) = aww sen[k(x—ct)]
ulx,z,t) = aww cos(k(x——cp))
senh kh
pl(x,z 1) = aw—zpw cos(k(x—cp))
k senh kh

siendo w = kc

Por dltimo, aplicando la condicion frontera dindmica4.9} tenemos que, en z =1 se verifica:

Dp _Dpy Dp' _ dp 0p' op' dp _ op' _
Dt~ Dr "D Woz Tar THax "W, T P8Vt =0
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Puesto que la amplitud de la onda no es muy grande podemos supoener que esta ecuacién se cumple
enz=0o0sea
pgAksenh khsen(k(x — ct)) — Ak*c*pcosh khsen(k(x — ct)) =0

de donde
Aksen(k(x — ct))(gsenh kh — kc®coshkh) =0

y por tanto
¢> =gk 'tanhkh

que es la relacién de dispersion. La frecuencia w vale

w= ke = ky/gk-ltanh ki = \/gktanh kh

Estas ecuaciones nos muestran que la ondas gravitatorias externas son dispersivas con una velocidad

de grupo dada por la ecuacién
2kh

B ow _c N
senh2kh

5k 2

Existen dos limites interesantes, en el caso de aguas someras, se supone que kh << 1, esto es la pro-

fundidad del fluido es mucho menor que la longitud de onda, en este caso tan kh = kh por lo que

c>=gh
ylas ondas son no dispersivas. En el limite opuesto kh >> 1, esto es aguas muy profundas, tanh kh = 1
y por tanto

=gk

y las ondas sin dispersivas. En este caso la velocidad de grupo es 1/2 de la velocidad de fase. Resulta
interesante el caso de aguas someras, imaginad que llega una onda a la playa formando un cierto
dngulo con ella, dado que la velocidad de fase aumenta con la profundiad #, la zona del frente de
ondas més cercana a la playa viaja con una velocidad menor que la zona del frente de ondas més
lejana a la playa ( se supone que cuanto mas lejos estamos de la playa més profundo es el mar o lago),
de tal forma que se produce una refraccion del frente de ondas llegando este paralelo a la playa, que

es lo que se observa normalmente.
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4.7.1. Energias cinéticay potencial

Vamos a calcular cuanto valen las energias cinética y potencial en un volumen que se extiende a
lo largo de una longitud de onda y una unidad de anchura en el plano horizontal y una altura / en la

vertical. La energia cinética vale

1 1
EC:f —pv2d7/=f —p(u2+ wz)d7/
v 2 v 2

teniendo en cuenta las expresiones de u y w obtenidas previamente,

A 0 1
E. :f f —pa2w2
0 J-n2

Las integrales en x valen lo mismo

cosh(k(z + h)]

2
2 —
sonh kT ) cos“[k(x—ct)]|dxdz

2
) sen’[k(x—ch)]+ (

(senh[k(z + h)]
senh kh

A A
f cosz[k(x—ct)]dx:f senz[k(x—ct)]dx: %A
0 0

por lo que

1 1 0
E.=- azwzft—f senh?[k(z+ h)] + cosh?[k(z+ h)]) d
c 40 sonh? kh _h( [k(z+ h)] [k(z )]) z

Teniendo en cuenta que senh?[k(z + h)] + cosh?[k(z + h)] = cosh[2k(z + h)], tenemos
1 1 0

I 59 1 fo I 59
E.=-pawdl——— cosh[2k(z+ h)] = —pa“w°A—————senh[2k(z + h)] =
¢ 4‘O senh? kh J-n 4/O senh? kh 2k _n

1, ., 11
= —pa“w“Al—————senh(2kh
4p senh? kh 2k (2kh)

Teniendo en cuenta la expresion del seno hiperboélico del d&ngulo doble, senh(2kh) = 2cosh khsenh kh,
obtenemos

1 1 1
E. = - pa’w*A————cosh khsenh kh
¢ 4p senh? kh k

Puesto que segtin hemos visto
w? = gktanh kh

sustituyendo

1
E.= Zpazg/l
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De tal forma que la energia cinética por unidad de area horizontal £ = 1-1 vale,
L 5 1 2
<E;>= Zpa g= ng<n >

siendo
< 2>—lf/1 de—laz
n —;LOTI =5

el valor cuadratico medio de la elevacién 1 de la onda en el intervalo de una longitud de onda

Tomando como cero de energia potencial la energia potencial del fluido en reposo, la energia

potencial por unidad de area horizontal del fluido perturbado vale

<E,> (lfAdxfn d lfldxfo d) “fﬂ 2dx=Log <>
=|—= zaz— — zdz|= —-— = -
P>=\71 4 P8 1o P8 P57 )y ™ 5P8 <N

donde vemos que las energia cinética y potencial valen lo mismo, lo que es consecuencia del principio

de equiparticién de la energia. La energia total vale
2 1 2
E=E,+E.=pg<n >= Epga

Merece la pena calcular cual es el flujo de energia alo largo del eje x. El trabajo realizado por la fuerzas
exteriores a una parcela del fluido dada se debe por un lado a la gravedad y a las fuerzas de presion.
Las fuerzas gravitatorias no producen trabajo en la direccion horizontal asi pues s6lo nos interesa el

trabajo realizado por las fuerzas de presion. La velocidad a la que realizan trabajo estas fuerzas vale

pv-do
av
estando la integral extendida a todo el drea que encierra a la parcela del fluido. Si suponemos que la
parcela tiene forma de cubo, la integral extendida a una de las caras representard el flujo de trabajo
realizado por las fuerzas de presion. El trabajo neto representa la divergencia es este flujo. Asi pues,
debemos de evaluar la integral anterior sobre una cara normal al eje x que tenga de altura la altura

del fluido y anchura unidad

0 0 0 0
W:f pu-daz[(p+p')uda:1-f (po—pgz+p’)udz:p0f udz—f uzdz+f pludz
b3 ~h h ~h “h

Si nos fijamos no en el valor instantdneo, si no en el valor medio

0 0 0
<W>:p0f <u>dz—f <u>zdz+f <pu>dz
-h -h -h
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ahora bien, si el intervalo temporal comprende varios ciclos < u >= 0, por lo que

" < pusd 2[k Paw’ [ Rkt h
<W>=[ <pu>dz=<cos’| (x—ct)]>—f cosh“(k(z+ h)) =
P ksenh? kh J-n

1 pad’w® (h 1 ) 1 pd’w® 1 ( 2kh )
_L_pawr (R enokn|= 2 PYY L cenokn(1e 250
2 kesenh? kh (2 2k " 2 ksenhZ kh 4k 00 senh2kh

em pleando la expresién de dispersiéon obtenemos

< W= 1 azla)( N 2kh )_ 1 azlc(1+ 2kh )

~2P8% 3% ' " sennzkn) " 2784 2 senh2kh

Teniendo en cuenta la expresion para la velocidad de grupo, la anterior expresién se puede poner
como

1
<W>= Epgazcg =<E>cg

donde hemos hecho uso del valor de la energia calculado previamente. Asi pues vemos que el flujo
de energia es la velocidad de grupo por la energia total por unidad de Volumerﬂ Esto significa que la
energia total se transmite a la velocidad de grupo. Esta es una caracteristica de la velocidad de grupo.
La fase viaja con la velocidad de fase ¢ mientras que la energia fluye con la velocidad de grupo cg.
Antes de terminar esta seccién merece la pena que analicemos el problema de nuevo pero ahora

suponiendo que la presién perturbada es también hisdrostdtica, esto es

op _

teniendo en cuenta que p(x, z, t) = po(z) + p'(x, z, 1) y que la presion de referencia tambien verifica la

ecuacion
Opo _ _
0z
es por lo que
op’
 —0
0z

y por tanto,

ow 16p’_0
ot  p oz

Puesto que p’ no depende de z (la perturbacion en la presion es la misma en todas las profundidades,

lo que contrasta con el caso anterior donde la perturbacién iba disminuyendo con la profundidad)

5A1 igual que el flujo de masa que atraviesa una cierta superficie es la masa por la unidad de volumen por la velocidad
normal a la superficie, el flujo de energia es la energia por unidad de volumen por la velocidad a la que se mueve esta
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podemos poner

p'(x,1) = pgn(x, t)

y por tanto p(z) = po(z) +pgn(x,t) = poo — pgz+ pgn siendo pyo la densidad del fluido que permanece
encima de nuestro fluido y que supondremos constante. La cantidad n — z representa la profundidad
del fluido desde la superficie hasta la profundidad —z y n) representa la altura de la superficie respecto
de su valor medio. Llevando la expresion de p’ a la expresion de conservacion de la componente u

obtenemos
ou on(x,t)

or 8 ox
Esta ecuacion nos indica que la aceleracién horizontal se debe a la diferencia de profundidades (y por
tanto presiones) que tiene el fluido entre dos puntos situados a una misma profundidad z a cuenta

de la deformacion de la superficie.

Necesitamos otra ecuacién para poder integrar. De la ecuacién de continuidad

ou aw_

—+—=0
ox 0z

Teniendo en cuenta el teorema de Taylor-Prudman, (estamos suponiendo que todas las presiones
son hidrostéticas) si inicialmente © no depende de z, sigue sin depender en el curso del movimiento
(basta mirar en la ecuacién del movimiento y darse cuenta que el miembro de la derecha sélo depen-

de de x), por lo que podemos integrar la ecuacién de continuidad entre —h y n,
T ou ou
—w_p=-— —dz=—(h+n)—
Wy — W-p, f_héxz ( n)ax
Puesto que en el fondo, supuesto de profundidad constante, w_; =0
ou
=——(h+
wy i (h+mn)

Suponiendo que 1 es muy pequefio

ou
LUn = - a
Ahora bien

=Dt "ar " "ox
ignorando términos de segundo orden
on _ Ou
ot  ox
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Combinando con la ecuacién de conservacion del momento

ou on
ot %ox
obtenemos 5 5
n n
— = — 4.10
oz 852 (4.10)

que es una ecuacion de ondas para 7 cuya velocidad de fase es ¢ = \/@, esto es la velocidad de fase
de aguas poco profundas. Asi pues la aproximacién de aguas poco profundas (hk << 1) equivale a
utilizar la aproximacién hidrostatica. Recordad que la aproximacién de aguas poco profundas equi-
vale a tomar la escala de la perturbaciéon horizontal (la longitud de onda) mucho mayor que la escala
vertical (la altura del fluido), asi pues podemos pensar que la aproximacioén hidrostatica tambien es

valida en estas condiciones.

Resulta interesante estudiar como alcanza la condicién de equilibrio una perturbacién un poco
especial, en vez de excitar las ondas gravitatorias con una perturbacién de tipo sinusoidal vamos a
excitar la ondas con una perturbacién tipo escalén, vease la figura[4.6] cuya ecuacion viene dada por
la expresién

1 = —1osgn(x)

siendo sgn(x) la funcién signo de x, esto es una funcién que vale -1 cuando x es negativa y +1 cuando
X es positiva. Vimos en la primera seccién que la soluccién general encontrada para las ecuaciones

del tipo

ox2 2 ox?
eran dos ondas de amplitud 1/2 de la perturbacién inicial viajando en las direcciones positiva y ne-
gativa con velocidad ¢, segiin acabamos de ver la ecuacion de ondas que rige el movimiento para el
sistema de aguas poco profundas, ecuacién[4.10} es de este tipo por lo que debemos de pensar que se
forman dos ondas viajando, una hacia el lado positivo y la otra hacia negativo, del eje x con velocidad

¢ =+/gh, cuya ecuacién sera

1
n(x, ) = -5 (nosgn(x + ct) + nosgn(x — ct))

Esto aparece representado como un tridngulo en la figura. Efectivamente si x > ct también x > —ct
y por tanto ambos términos del segundo miembro tendrén el mismo signo y por tanto para x > ct
tendremos que 1 = —1)g y el frente de ondas no ha llegado todavia. Lo mismo sucede para x < —ct.

En este caso ambos términos son negativos y por tanto n = 1y. Para x < ct y x > —ct los dos términos



4.7 Ondas gravitatorias externas 199

tienen signo opuesto y por tanto 1 = 0. Puesto que la perturbacion tiene una extension infinita la
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Figura 4.6: Propagacion de una perturbacion tipo escalén. La linea discreta marca la trayectoria del frente de onda que
viaja con una velocidad c. Una vez pasada la perturbacion la superficie fluido toma la altura 0 estableciendose un regimen
estacionario con velocidad gng/ c.

energia potencial es tambien infinita, ahora bien la energia potencial por unidad de drea es finita. En

la zona no perturbada ésta energia potencial (por unidad de 4rea) vale (lo hacemos para x > 0 solo),
—To 1 1
%=fhmwﬂ=5%WWf—Wh5%mﬁhﬁ

y la energia potencial respecto del estado de reposo vale por tanto (1/2) pgn% La energia cinética en la

zona no perturbada vale 0 y en la zona donde ya ha pasado la perturbacién vale

E, "1 2d 1 ’h
= —pu~dz=—-pu
c th 2p

puesto que u no depende de z. De acuerdo con la ecuacién del movimiento,

ou on
ot Sox
teniendo en cuenta que
ou  du dx—ct) _ . ou
at d(x—cr) Ot T d(x—cb)
y que
on  0n Odlx-ct)  0On
dx Od(x—ct) Ox T A(x—ch)
se tiene

ou _8 on
dx—ct) cdlx—cb
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de donde
u(x—ct) = %n(x— ct)

De la misma manera

u(x+ct) = —%n(x+ ct)

Teniendo en cuenta la expresion para 7, tenemos

u(x, t) = —% (nosgn(x + ct) —nosgn(x — ct))

Como antes, en la zona x > ct, se verifica también que x > —ct por lo que los términos entre pa-
réntesis tiene el mismo signo y por tanto u = 0. Cuestiéon similar ocurre para x < —ct. En la zona

intermedia, —ct < x < ct, ambos términos tienen signos opuestos (-,+) y se obtiene que

_g&m
put
Como por la ecuacién de continuidad la velocidad u no depende de x en la zona por donde ya ha

pasado la onda, tendremos que en esta zona
1 2_ 1 g8 _\?
Ec=Zphu = Eph(zno)
y de la expresion de la velocidad de la fase, c = \/gh, se tiene
1 2
Ec.= 598770

que coincide con la energia potencial inicial, asi pues la onda convierte la energia potencial inicial en

energia cinética a la vez que la perturbacion se aleja al infinito.

4.8. Ondas inercia-gravedad

Vamos a introducir en nuestro estudio anterior la posibilidad que actuen fuerzas no inerciales
como es la fuerza de Coriolis. Extendiendo las anteriores ecuaciones del movimiento a un dominio

3D, hidrostatico, de densidad homogénea ( aplicable por tanto la teoria de aguas poco profundas) y
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con fuerzas inerciales, tenemos

ou on
or T eIV
ov on
o - 85, T
o2
ot 0x Oy

Antes de resolver nuestro problema vamos a ver el efecto de las fuerzas no inerciales suponiendo que

las fuerzas de presion son nulas, por lo que tenemos

ou
o - v
ov
o - Tu

Suponiendo que u = ypexp iwt, v = vyexp iwt, se obtiene como ecuacion de dispersion

por lo que el periodo vale 7 = 7/Qsen¢ = 1/2 dia pendulo. Asi, pues bajo la accién de las fuerzas

inerciales el viento oscila en torno a su posicién de equilibrio con un periodo de medio dia pendulo.

Volviendo a nuestro problema, para establecer la ecuacién de ondas, podemos eliminar entre
las dos ecuaciones del movimiento y la ecuacién de continuidad las variable u y v, para ello basta
con derivar respecto de x la ecuacién en u y respecto de y la ecuacién en v, derivar respecto de ¢ la
ecuacion de continuidad y sustituir, obteniendo facilmente la expresién

o°n  ,(9°n 9
20 _ 220, 2T, rhe=0
PYE (6x2+6y2)+f ¢

siendo ( la vorticidad,

_61/ ou

(_a_@

Esta ecuacion de ondas es muy similar a la obtenida antes cuando no habia rotacién, pero incluyen
una nueva variable, la vorticidad. Necesitamos pues una ecuacién adiccional. Para obtenerla deriva-
mos en las ecuaciones del movimiento la segunda por x la primera por y, restando obtenemos

oC ou O0v .
a = —f (a + E) = _deVZVZ
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que no es otra cosa que la ecuacién de conservacion de la vorticidad obtenida en el capitulo anterior
una vez linealizada. Teniendo en cuenta la expresion de la ecuaciéon de continuidad,

(i)

+h|— =0,
ot 0x OJy

la anterior expresion la podemos poner como

363

que expresa la ecuacién de conservacion de la vorticidad potencial linealizada. La cantidad

f ( ¢ n) ¢ nf
Y, =—|———|=—— —
Qx. y.1) h\f h) h h?
recibe el nombre de vorticidad potencial perturbada. De la ecuacién de conservacién de la vorticidad

potencial, se tiene
Q(x,y, 1) =Q(x,¥,0)

ecuacién que nos va a permitir obtener la soluccién al problema del ajuste geostréfico de Rossby.

4.8.1. Ajuste Geostrofico

Como veremos mds adelante la atmdsfera a gran escala se encuentra en equilibrio cuasigeostrofi-
co (equilibrio entre el campo de vientos y de masas). Supongamos que en una regién finita del espacio
se produce un desequilibrio en este balance. La atmésfera va a reaccionar de tal manera que asimile
este desequilibrio y alcance un nuevo equilibrio cuasigeostréfico. Vamos a analizar cual es el meca-
nismo mediante el cual la atmdsfera alcanza este nuevo estado de equilibrio. Suponed que podemos
modelizar nuestro sistema mediante la teoria de aguas poco profundas en su forma linealizada, cuyas
ecuaciones se obtuvieron en la seccién anterior. Inicialmente producimos un desajuste en el campo
de alturas consistente en una funcién escaldn, al igual que hicimos para analizar el ajuste en el caso

de ondas gravitatorias, de tal forma que en el instante inicial, ¢ = 0, se tiene
u=v=0, 1N = —1osgn(x)

siendo sgn(x) la funcién signo de x, que vale -1 para x < 0 y +1 para x > 0. Antes de analizar la res-
puesta transitoria a esta perturbacién vamos a analizar cual el estado estacionario resultante. A partir

de las ecuaciones del movimiento, una vez alcanzado el estado estacionario, (0u/0t) = (0v/0t) = 0),
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tendremos
on on

fu=-g 3y’ fr=g3,
que no son otra cosa que las ecuaciones del viento geostréfico. Estas ecuaciones no las podemos
resolver, pues verfican la ecuacién de continuidad de forma idéntica y por tanto la ecuacién de conti-
nuidad no anade una nueva informacién. Para resolver el problema debemos de acudir a la memoria
que tiene el fluido via la conservacién de la vorticidad. Si derivamos la anteriores expresiones por yy

Xy restamos obtenemos la expresion de la vorticidad en condiciones estacionarias,

°n o°
c-5(22.21)
f\ox> 0dy

que nos relaciona la vorticidad con el campo de alturas en el equilibrio geostréfico. Sustituyendo esta

expresion en la ecuacién de conservacién de la vorticidad potencial, tenemos

2 2
8(677+(377)_Q (E_Q) :n—;sgn(x)
0

f2lox2 " 6y2) n \f h
reordenando o .
c (@ + 6_y2) —nf" = f"nosgn(x)
siendo ¢ = \/gh. Puesto que el miembro de la derecha no depende de x, el de la izquierda tampoco
por lo que ,
C% —*n= f*nosgn(x)

cuya soluccion es

—1+e *Ba parax>0
n :{ p @.11)

1—e*FRa parax <0

siendo R; = \/gh/ f el radio de deformacién de Rossby. La ﬁgura nos muestra una grafica de n

gaou
\'

-3-2-1 1 2 3 -3-2-1 1 2 3
x ORd x[ORd

Figura 4.7:

como funcién de x. Para x >> Ry, apenas si ha variado el desequilibrio inicial y por tanto no llega
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el proceso de ajuste. Para x < R; por el contrario es la regién del espacio donde llega el proceso de
ajuste geostrofico. El radio de Rossby de deformacion, R; es inversametne proporcional a f. En un
planeta que gira muy rapidamente, f grande, el radio es muy pequefio y por lo tanto el proceso de
ajuste alcanza a regiones muy pequeiias, mientras que si f es pequeiio el proceso de ajusta alcanza
regiones mayores. Venus, por ejemplo, es un planeta con una velocidad de rotacién muy pequena y
la celula de Hadley tropical puede llegar hasta el polo. La Tierra en cambio es un planeta con una
velocidad de rotacién relativamente alta y la celula de Hadley llega hasta una latitud relativamente
baja. Tomando # = 10000m, f = 107* 1/s, tenemos que R; = 3000Km. Una vez resuelto el problema
paran, de las ecuaciones del viento geostrofico obtenemos

u = 0
g on gh
S __°5 " —Ix|/R
fox fRdeXp( 1xI7Ra)

que se muestra en la figura[4.7] Observesé que en el estado estacionario los campos u, v estan en
equilibrio con cualquier distribucién de alturas, de todas ellas, la conservacién de la vorticidad nos ha

elegido unay ha fijado cual la distribucién final de velocidades quedando el problema determinado.

Resulta interesante analizar los cambios de energia que han tenido lugar en el proceso. La energia

potencial por unidad de 4rea viene dada por la expresion

n 1
f pgzdz=pgn’
0

de tal forma que la energia potencial puesta en juego en el instante inicial por unidad de anchura y
]
f 5 PgModx
—0o0

y la variacion de energia potencial entre el estado inicial y final vale

vale

1 2 1 2 3 2
f > P8Mydx - f P8 dx=2pgiyRa
—00 —00

En el caso de no rotacién f = 0,R; — oo, toda la energia potencial acumulada inicialmente se con-
vierte en energia cinética en forma de ondas gravitatorias resultado al final una superficie plana. En
el caso de rotacion solo la cantidad anterior es convertida en energia cinética. Una parte de esta ener-

gia cinética permanece en la zona de ajuste y otra parte se radia en forma de ondas gravitatorias. La
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energia cinética en el estado estacionario por unidad de anchura vale
1 2 1 2
Ec=| —Sphvidx=-pgnyRa
—00 2 2

Comparando con la cantidad de energia potencial puesta en juego inicialmente vemos que solamente
1/3 va a parar a la energia cinética del estado estacionario. Los dos tercios restante se propagan como

ondas gravitatorias.

4.8.2. Transitorios

Una vez calculado el estado estacionario, calculemos como evoluciona el sistema hasta alcanzar
este estado. Vamos a buscar soluciones en forma de ondas planas viajeras, construyendo la soluccién
general como superposicion de estas ondas planas e imponiendo al final las condiciones de contorno,

Asi pues supondremos que el campo de velocidades y la deformacién en el instante ¢ es de la forma,

u=1udexplillx+my—-wt)]
v="rexpli(lx+ my—wt)]

n="nexpli(lx+ my—-wit)]
Sustituyendo en las ecuaciones del movimiento

—ilwi+iglh—fo = 0
—iwd+igmh+fa = 0

—iwf+ihla+ihmd = 0

que en forma matricial podemos poner como

—-iw —-f igl 17}
f  —iow igm D |=0
ihl ihm -iw f

Para que este sistema de ecuaciones lineales tenga soluccion distinta de la trivial es neceseraio que el

determinante de la matriz de coeficientes sea cero, lo que nos conduce a la ecuacién de dispersiéon

wlw? —f2 —gh(12+ m?)] =0
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que tiene como solucciones, w =0y
w==+\/f?+ghk?

siendo k? = I? + m? el ntimero de ondas. Esta ecuacién la podemos poner como

de donde la velocidad de fase vale

La soluccién w = 0 nos conduce a la soluccién estacionaria du/dt = dv/dt = 0 lo que sustituido

en las ecuaciones del movimiento nos lleva a

on
0 = -g—
gax+fv
on
0 = -g——
gay fu
0 = -h 6_u+@)
0x 0y

que son las ecuaciones del viento geostréfico.

Las otras dos soluciones son ondas viajeras que reciben el nombre de ondas inercia—gravedad u
ondas de Poincaré (En realidad se llaman ondas de Poincaré aquellas ondas inercia-gravedad que se
desarrollan en un canal de anchura W ilimitado). La figura[4.8/nos muestra la relacién de dispersién

de las ondas de inercia gravedad. Tenemos dos limites, en el caso en que f = 0 o limite de no rotacion,

Onda Poincarld

tana:\/g_h

Figura 4.8: Relacion de dispersion de las ondas de inercia gravedad
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la frecuencia vale w = \/ghk y la velocidad de fase ¢ = y/gh reproduciento los resultados obtenidos
previamente. Parecido resultado se obtiene si k? >> f2/gh que equivale, de acuerdo con la definicién
del radio de Rossby a kR; >> 1 ( ondas cuya longitud de onda es muy corta comparado con el radio
de Rossby, pero con longitud de onda mucho mads grande que la profundidad para que sea vélida la
teoria de aguas poco profundas, esto es h << A << Ry) tal que la fuerza de Coriolis no tenga ninguna
importancia. En el limite opuesto tenemos el caso en que k?> << f?/gh,(kR; >> 1) esto es ondas
gravitatorias de longitud de onda muy larga como para sentir los efectos de la rotacion de la Tierra
hasta el punto que estos se hacen dominantes. El resultado es el movimiento ciclostréfico obtenido

en el capitulo anterior.

Se puede demostrar que si la perturbacién inicial es la funcién escalén, la perturbacién en un
instante ¢, vale

dk

210 f‘x’ ksenkxcoswt
0

2. p-2
/4 k +Rd

siendo w? = f? + k?c?. La expresién para u toma la forma

c

B { &l o (F(t? — x*/c?) para|x| <ct

0 para |x| > ct

4.9. Ondas de Kelvin

Antes de pasar a estudiar un tipo especial de ondas inercia-gravedad (las ondas de Rossby) vamos
a tratar de revolver el problema de las ondas de Kelvin que son ondas de inercia-gravedad que se
desarrollan en presencia de una frontera. Para realizar este andlisis supongamos que a lo largo del eje
y hemos puesto una frontera (ver la figura[4.9).

Resulta evidente que a lo largo de este eje la componente u es cero. Vamos a suponer que esta
componente es cero en todo el dominio (podemos pensar que la perturbacién la producimos paralela
al eje y). Bajo esta hipdtesis la fuerza de Coriolis paralela al eje y es por tanto cero y las ecuaciones

del movimiento quedan

on
0 = -g—
gax+fv
ov 0
o T fay
t oy
o _ _,0v

or oy
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Figura 4.9: Geometria de una onda Kelvin en el hemisferio norte (f > 0) que se desarrolla en un canal que es mucho mds
ancho que el radio Rosbby de la deformacion.

Eliminando v, tenemos
02 0°
ot? 0y?

con ¢? = gh. Como hemos visto antes, la soluccién general de esta ecuacion es
nx,y,t)=F(x,y+ct)+G(x,y—ct)

de donde
vix,y,t) = —% (F(x,y+ ct)-G(x,y— ct))

Como del balance geostréfico tenemos que

on
fV—ga
se debe de verificar que
ch_ OF
no Sox
Y 0G
c
_G:+ -
T730= "85,

Lo cual demuestra que si f > 0, la onda F disminuye con x y la onda G aumenta. Si el eje x va hasta
el infinito, solo la onda F puede existir, esto es solo puede existir la onda que viaja en la direccion y

negativa. Resolviendo la anterior ecuacién tendremos

F(x,y+ct)=F(,y+ct)exp(—x/a)
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siendo a = \/gH/ f el radio de defomaci6n de Rossby. La onda en la direccién y es una onda gravita-
toria pura y el efecto de la rotacién es que la amplitud de esta onda vaya amortiguandose a lo largo
del eje x con una distancia de escala igual al radio de deformacién de Rossby.

Desde un punto de vista meteorolégico, estas ondas pueden aparecer a lo largo del Ecudor, pues
este actua como una especie de pared vertical, tendiendo a inhibir aquellos movimientos que tienden

a atravesarlo.

4.10. Ondas Planetarias de Rossby

Las ondas deducidas anteriormente tienen una frecuencia mayor que la vorticidad planetaria [y
por tanto un periodo menor que medio dia péndulo. Resulta que los movimientos a escala planetaria
presentan una periodo muy grande del orden de varios dias. Nos preguntamos si existe alguna otra
soluccién en forma de ondas al problema anterior cuya frecuencia sea mayor que la soluccién estado-
estacionaria (w = 0) y mucho menor que la frecuencia de Poincaré y que justifique de alguna forma
la presencia de las ondas planetarias de muy baja frecuencia. La respuesta es si, pero, para que exista
dicha soluccidn, es necesario considerar la dependencia con la latitud del pardmetro de Coriolis f.
Hasta el momento se ha considerado que f = 2wsen¢ es constante. Ahora bien, como vemos, de su
definicién, f depende de la latitud. Podemos considerar que las variaciones en la latitud no son muy

importantes de tal forma que podamos desarrollar f en serie y escribir
of
f=fo+5(y—yo) =fo+Bo(y—0)

siendo By = (0f/dy) = 2(Q/ a) cos ¢y el llamado factor beta. Valores tipicos de fy y Sson8x107° (1/s)y
2x 107! 1/(m s) respectivamente. El marco cartesiano donde se supone que f es constante recibe el
nombre de plano f'y el marco cartesiano donde se incluye el factor § recibe el nombre de plano beta.
El pr6ximo paso seria retener el resto de los factores de esfericidad, que por ahora se han ignorado.
La hipétesis de f constante es vélida siempre que la escala de los movimientos meridianos sea tal
que el namero BL/ fy << 1. Vamos a suponer en nuestro andlisis que debemos de retener el término

perturbativo en f. Las ecuaciones del movimiento toman la forma

ou on
57 " Wothoyv = —g=—
ov 0
a0t P = g5
on ou Ov
i - e s)
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Reordenando esta ecuacion,

on Ou

fov = +g£+a—ﬁoyv
on Ov

fou = —ga—a—ﬁoyu

En condiciones de equilibrio geostréfico en una latitud ¢y, los dos ultimos términos de las dos ante-
riores ecuaciones son identicamente cero. Suponiendo que no nos desviamos mucho del equilibrio
geostrofico, esto es estamos en un equilibrio cuasigesotréfico (al igual que la atmoésfera en procesos
a gran escala, podemos considerar que los dos tiltimos términos son pequeiios frente a los otros dos.
Para resolver esta ecuacién podemos hacer como se hace en teoria de perturbaciones dependientes
del tiempo. Buscamos una soluccién de orden cero, esto es una soluccién donde intervienen sélo los
términos mas grandes y sustituimos el resultado en los terminos mds pequenos de la ecuacion pertur-
bada y asi sucesivamente. La soluccién de orden cero de la anterior ecuacion es el viento geostréfico,

sustituyendo en el segundo miembro donde pone u, v la soluccién del viento geostréfico resulta,

gon_g n  fog on

fooy fZoxor 2 7oy

Llevando estas solucciones a la ecuacion para la evolucion temporal de i) se obtiene

on

on , 0 on _
ox

— — RV - foR;

0 4.12
or 4ot “4.12)

esta ecuacion tiene los coeficientes constantes y podemos suponer una soluccion de la forma
n="fexp(i(lx+my—wt))

sustituyendo se obtiene la siguiente relacién de dispersiéon

l
w=—BoRi——— (4.13)
PRy 1+ R2k?
siendo k? = I? + m?. Estas ondas reciben el nombre de ondas planetarias o ondas de Rossby en honor
de Carl-Gustaf Roosby que las propuso como método para explicar el movimiento de las patrones

de tiempo (altas y bajas) de latitudes medias. Si fp = 0, w = 0 y se obtienen la soluccién estado-
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estacionaria de la que hemos partido. Existen dos limites en la anterior ecuacién segin que RZ k?
sea mucho mayor o menor que 1. Si se toma el limite RZ k? = 4n2Rfi/ I? << 1, lalongitud de onda es

mucho mayor que el radio de deformacién de Rossby y por tanto
w=—PoR2 (4.14)

Sil<< RZ k? 1a longitud de onda es menor que el radio de deformacién, en cuyo caso

!
w==Po5 (4.15)

Puesto que el niimero de ondas es inversamente proporcional a la longitud de onda tendremos para
los dos casos anteriores que
2 2
~ —ﬁoﬁz—ﬁgLR—j L>>R;
L L
w -~ —ﬁoL L<< Ry
En cualquier caso la frecuencia de oscilacién es menor que oL que por hip6tesis es mucho menor
que la fecuencia fy. Asi pues la frecuencia de oscilacién es mucho menor que la frecuencia asociada

ala vorticidad planetaria y por tanto capaz de describir las ondas planetarias observadas.

Sigamos indagando las propiedades de estas ondas, la velocidad de fase en la direccién zonal
viene dada por la expresion

w 1
¢x=—=—-PoR*——
x=7 =P ez

por lo que ¢y es siempre negativa, por lo que la fase de las ondas planetarias solo se pueden mover en

(4.16)

la direccion este — oeste. La componente cy, vale

lIm
2
@ PR e (@17

que puede ser positiva o negativa de acuerdo con el signo de I/ m. Asi pues la fase de las ondas Rossby

solo puede viajar en las direcciones noroeste, oeste o suroeste.

Las lineas de w constante en el plano [, m son circulos definidos mediante la expresién
2 2
1
(H@) emie|Po oL (4.18)
2w 40?> R?

cuyos centros estdn a lo largo del eje [ en la posicion ly = By/2w por lo que para que el radio del circulo
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sea real se debe de cumplir que
_ PoR

Wmax = ——

2
que es el limite superior de las frecuencias de las ondas de Rossby. La velocidad de grupo definida por
el gradiente de w en el plano /, m es ortogonal a la superficie w =constante y por tanto es perpendi-
cular a los circulos anteriores. La figura nos muestra la direccién de propagacion de la onda asi

como la direccion de la velocidad de grupo en el plano /, m.

\ mR
(I, m)
Direction of 4
propagation N>
~
Group S
velocity ~D R
{ >
-1
®q
W2
w
® 0=0
Figura 4.10:

Vamos a ver como la variacién de la vorticidad planetaria f con la latitud ¢ junto con la conser-
vacion de la vorticidad potencial da lugar a la formacion de las ondas planetarias de Rossby. Para ello

partiremos de la ecuacién de conservacion de la vorticidad potencial en una atmésfera barotrépica,

Bl )

derivando,

1D(+f) (+fDh _

puesto que f = fy + foy obtenemos

1D+ fo+Poy) ¢+ fo+Poy Dh _

0
h Dt h? Dt

de donde, puesto que v = Dy/Dt

D Dh
hD—i+h,60v—((+f0+,Boy)D—t
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Poniendo ahora / = hy + 1 con 1 << hy y bajo la hipétesis que

¢+ Poy<<fo

obtenemos ¢
D Dn
ho— + hofBov— fo— =0
ODt 0fo fODt

En la filosofia de la linealizacién la parte adventiva de la derivada mdsica es mucho menor que la

variacién temporal local, por lo que la anterior expresién resulta

o¢ on
ho— + h - fo— =0
05, * oBov—fo T
La vorticidad relativa vale
ov O0v
0x 0y

Aligual que hicimos antes, sustituyamos el campo de velocidades u, v por su correspondiente campo

de velocidades en equilibrio geostréfico, por lo que

0 0
p=28091 u=_891

Chox T foy
por lo que
ng(az_m@z_n):gvz
folox* 0y*)  fo
sustituyendo
ghy 0 , gho, 0n .0
22 v+ 2Bi— - fy—=0
oars 1T Pogy T hgy
reordenando

0 ho 0 hyg 0
00 _8h 0 g, Bl 00
f0 ot f0 0x

introduciendo el radio de la deformacién de Rossby RZ = ghy/ fy, obtenemos

on ,0 » 2, 0N

— —R;,—V“n—-R;fp— =0 4.19
o Rag V= Rabogy (*.19)
que es la misma ecuacién que obtuvimos anteriormente para describir las ondas de Rossby (ecuacion

4.12).

La figura nos puede ilustrar el origen de estas ondas. Considerar una cadena de particulas

situadas a lo largo de un cinturon latitudinal. Suponer quer se induce una parturbacién en esta cade-
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na (por ejemplo al pasar a lo largo de una cadena montafiosa) de tal forma que la cadena latitudinal

adquiere una forma sinusoidal (linea gruesa en la figura). En la zona marcada con + ha disminuido la

n

Figura 4.11: Ilustracion del desarrollo de ondas Rossby

vorticidad planetaria f y por tanto aumenta la vorticidad relativa { dando lugar a un flujo ciclénico
(lineas a trazos). Por el contrario en la zona marcada con -, aumenta la vorticidad planetaria y por
tanto disminuye la vorticidad relativa desarrollandose una circulacién anticlénica. En la zona donde
se desarrolla la circulacién ciclonica las particulas tienden a moverse en la direcion norte al este de la
vaguada y hacia el sur en el oeste de la vaguada,lo contrario sucede en la dorsal. Como resultado de

este proceso la oscilacion se estd moviendo hacia el este (Ilinea sinusoidal fina)

4.10.1. Ondas Rossby topogréficas

Vamos a suponer ahora que la profundidad de nuestro fluido estd variando muy lentamente en la

direccién y de tal forma que podamos escribir
h=hy+n+apy

La cantidad a es muy pequeiia, tal que
CZ()L
—<<1
ho

siendo L una longitud caracteristica del movimiento.

Partiendo como antes del principio de conservacion de la vorticidad potencial

B(ﬂ)_o
Dt\ h )
derivando DU+ f) Dh
+
hD—t—(C+f)D—t=0
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poniendo h =n+ hy+ apy, teniendo en cuenta que ahora que f es constante llegamos a que
o¢  .on
hy—=-f—- =0
057 f ot faov

bajo la aproximacién geostréfica

82 g on
= —V , = — —
¢ f g v fox
y despreciando términos adventivos, obtenemos
8ho 0 o on on

F oar 1T g T8,y

que reordenado nos da
0 0 a 61]

——R 4.20

ot g "TTE Gy (420
donde hemos introducido el radio de la deformacién de Rossby. Esta ecuacién es similar a la ecua-
cion de Rossby (ecu.4.19) obtenida en la seccién anterior, unicamente que ahora aparece la cantidad

—aog/ f envezde ,BORZ. La relacion de dispersién que se obtiene es similar

_aog l
Cf 1+RA2

siendo k? = I> + m?. Si ay fuese cero estas ondas no aparecerian. Dado que es la pendiente quien
determina la aparicién o no de estas ondas reciben el nombre de ondas topograficas. La velocidad de
fase en la direccién x vale

w  aof 1
Cx—7

COf 1+ R2 k2
de tal forma que en el hemisferio norte f > 0 estas ondas se propagan dejando a la zona menos

profunda a la derecha. Al igual que antes podemos escribir la relacion de dispersién en la forma

2 2
o8 2 o8
Ryl— + (R = -1
( a 2wad) (Ram) (waRd)

que es la ecuacion de una circunferencia en el plano [/, m. Para que esta circunferencia tenga sentido
es necesdario que el radio sea positivo y por tanto que exista una frecuencia maxima dada por la

ecuacion
o8

2fRy

lo que implica que si el forzamiento genera ondas a frecuencias superiores al anterior umbral no se

Wmax =
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pueden generar ondas topogréficas.

4.11. Efectos de la estratificacién. Ondas gravitacionales internas

En la seccién anterior con objeto de simplificar el problema se consideré que la densidad era
constante y la distribucién de presiones hidrdstatica. Vamos a considerar ahora que la densidad es
una funcién de la altura que es lo que sucede en la atmdsfera y tambien en el océano aunque en
menor medida. Vimos en la seccion anterior como la existencia de una discontinuidad en la densidad
daba lugar a ondas en la superficie del fluido. Cabria pensar tambien que cuando la densidad varia
con la altura aparecerdn ondas gravitatorias internas. Vamos a ver como aparecen este tipo de ondas.
Para ello vamos a suponer que tenemos una atmésfera en reposo térmicamente estable, esto significa
de acuerdo con lo visto en el capitulo primero que la entropia y por tanto la temperatura potencial
aumentan con la altura, esto es 30(z)/dz > 0, siendo 8(z) la distribucién de temperatura potencial de
la atmosfera en reposo. En estas condiciones, suponer que desplazamos una burbuja de su posicién
de equilibrio a la altura z a una nueva altura z + § z suponiendo que este proceso sea adiabdtico y el
entorno permanezca en equilibrio. En la nueva posicién la burbuja sufre una fuerza arquimediana

que viene dada por la diferencia entre el peso y el empuje

f=-pvbg+pag

siendo f la fuerza por unidad de volumen, pj, la densidad de la burbuja que hemos desplazado y p,
la densidad del ambiente, esto es la densidad del aire que rodea a la burbuja en el sitio a donde la

hemos desplazado. Puesto que f = pyZ, tenemos

PrZ=—8(pb—Pa)

suponiendo que las presiones de la burbuja y el ambiente son iguales y empleando la ecuacién de

estado obtnemos

. To—Tp
Z=-
4 T,
o bien, en términos de la temperatura potencial
. 0a— eb
Z=-g——

a
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Puesto que la temperatura potencial de la burbuja ha permanecido constante durante el proceso y la

temperatura potencial del ambiente varia con la altura tenemos

00
0,(z+82) =0p(z) + (6—“) 5z, Op(z+062)=0,(2) =6,
z
puesto que desde el punto donde parten la temperatura potencial de la burbuja se hace igual a la del

ambiente, tenemos

.- 1 (00,
§z=—g—|2a)s
z 890(02)2

que es la ecuacién de un oscilador cuya frecuencia viene dada por
1 (06
2 a
N=g—|=2
90 0z
Asipuesla burbuja oscila en torno a su posicién de equilibrio con frecuencia N, denominada frecuen-

cia de Brunt-Vaisala. La fuerza restauradora de este oscilador es la fuerza arquimediana. En términos

de la densidad potencial definida por la expresion

la frecuencia de Brunt-Vaisala se puede expresar como

g oo
NP=-S
o0z

4.11.1. Importancia de la estratificacion. El nimero de Froude

Suponer que un fluido estratificado con una frecuencia de Brunt-Vaisala fluye horizontalmente
con una velocidad caracteristica U encuentra un obstaculo con una altura H y unalongitud L. El tiem-
po que tarda en cruzar este obstaculo es del orden de T = L/U. Si la velocidad vertical caracteristica es
W el desplazamiento vertical de la burbuja en este tiempo es Az = WT = WL/U y la correspondiente

variacién de la densidad sera
(dp) poN? WL
Ap=|—|Az="F——=
dz g U

estas variaciones de densidad dan lugar a una variaciones de presién del orden de

N2HILW
AP =gH8p = PoN 2L
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este gradiente de presiones provocard variaciones de la velocidad del fluido del orden de (ecc. de

Bernoulli)
_ AP N°HIW

Po U

U2
de donde
WIH  U? _( U )2
LIU N2H2 \NH

la cantidad
U

" NH

recibe el nombre de nimero de Froude. Si Fr << 1 la convergencia vertical medida por W/H no pue-

Fr

de compensar la divergencia horizontal y por tanto ésta de debe de cancelarse internamente, esto
es los términos 0u/0x y 0v/0y deben de compensarse entre si. Esto significa que el fluido tenderd a
‘esparramarse’. El niimero de Froude es pequefio si N es muy grande, esto es, si la estratificacion es
importante. Por tanto una conclusion seria: si la estraficacién es importante los movimiento vertica-

les tienden a estar inhibidos. Este nlimero es completamente andlogo al nimero de Rossby

U

Ro=—
QL

donde se ha sustituido la velocidad angular de rotacién Q por la frecuencia de Brunt-Vaisala y la
longitud de escala horizontal L por la vertical H. En un fluido que rota las escalas pertinentes son la
frecuencia con la que gira y la escala horizontal. En un fluido estratificado estas escalas se sustituyen

por la frecuencia asociada a la estratificacion y la escala vertical.

4.11.2. Ondas gravitatorias internas

Para analizar este tipo de ondas consideremos un fluido estratificado en equilibrio estable lo que
implica que (80(z)/8z) > 0, siendo 0(z) la distribucién de temperatura potencial en equilibrio con la
altura. Se supone que este fluido se perturba tal forma que no se separa demasiado de su estado de
equilibrio y podemos linealizar las ecuaciones del movimiento. Vamos a suponer por ahora ausencia
de rotacién y para facililar el resultado supondremos que el problema es bidimensional. Tendremos

dos ecuaciones del movimiento

ou op
Por = Tox
ow op

pE B 0z



4.11 Efectos de la estratificaciéon. Ondas gravitacionales internas 219

Supondremos que en el estado de equilibrio nuestro fluido tiene una distribucién de densidad p(z),

presién p(z) temperatura T(z) que cumplen la ecuacion de los gases perfectos

p=pRT
y la ecuacion hidrostética
op

Vamos a dividir el campo de densidades en reposo en dos partes p(z) = po +9p(z), siendo pg la densi-
dad media y 6 p(z) nos mide la variacién de la densidad con la altura. Vamos a suponer que la escala

de los movimientos es tal que d p << py. El fluido en movimiento tiene una densidad p tal que

p=p+p' =po+6p+p'

supondremos que p’ << p. Vamos a suponer que en los términos inerciales (términos donde apare-
ce la aceleraciéon) podemos aproximar la densidad p por pg. Separemos como antes los campos de
presion y temperatura en dos partes, la de equilibrio y la perturbada p = p(z) + p'(t, x, 2); p’ << p(2),

T=T(z)+T'(t,x,2); T' << T. Las ecuaciones del movimiento las podemos poner

ou op
o T Tox
ow  op+pH) .,
Poar = 3z (o+p)g
habida cuenta que
op_
la ecuacion vertical del movimiento resulta
ow adp
oo =%z P8

Supongamos por otra parte que nuestro fluido es incompresible

ou Ow
_ — =0
0x 0z
Resulta que ahora, contrariamente a lo que pasaba para las ondas gravitatorias externas, nuestro flui-
do estd estratificado, esto es la densidad varia con la altura por lo que no se puede aplicar el teorema

de Taylor-Proudman y la anterior ecuacién no admite una integral sencilla pues la velocidad hori-
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zontal u depende tambien de z. Hasta el momento tenemos 3 ecuaciones y 4 variables (u, w, o', p').

Necesitamos otra ecuaciéon mas. Tenemos la ecuacién de estado
p=pRT

que habida cuenta que en estado de equilibrio p = pRT podemos aproximar por la expresién

La introduccién de esta nueva ecuacion ha indroducido una nueva incognita la temperatura por lo
que se necesita otra ecuacion, la ecuacién de calor
D6 6 0
Cp— =—
Porpe =T
Supondremos que los movimientos son adiabdaticos. Asi mismo separaremos la temperatura poten-

cial 6 en dos partes 8 = 0(z) + 0’ (t, x, z). Bajo la hipétesis de la linealidad, la ecuacién de calor resulta

00 db

—+w—=0
ot wdz

De la definicién de temperatura potencial

obtenemos
0/ B T/ R pl

6 T cp

Combinandola con la ecuacién de estado tenemos

v _ E+(1_£)B' Py

0 b

= —— 4 ——

cpl p prp

Teniendo en cuenta que la velocidad del sonido vale c? = yp/p, tenemos

/ 0/ !

f:—T-i—L

p 6 pc?

de donde o .
,:__TJFB

p PQ 2
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Vamos a suponer que el segundo término del miembro de la derecha es mucho mds pequerfio que el
primer término. Esto significa que las fluctuaciones de densidad estdn determinadas por las fluctua-
ciones térmicas (darse cuenta que en p’ hemos descontado las variaciones de densidad debidas a la
altura que las hemos incluido en el término §p(z) ) y no por las fluctuaciones de presion (esto equi-
vale a lo que haciamos al principio de esta seccién cuando deciamos que las presiones de la burbuja
y el entorno eran las mismas). Asi pues tenemos

0/

/—_ —
p=-pz

Sustituyendo en la ecuacién del movimiento vertical se tiene

ou 1 ap'
ar  po Ox
ow 16p’+9’
ot pedz §°
ou 0w _
0x 0z
6—9/+wd—é =0
ot dz

que constituyen nuestro sistema de ecuaciones del movimiento. Eliminando p’ de las dos primeras

ecuaciones (derivando la primera por z y la segunda por x y restando) obtenemos

0z Ox

0 (au aw) 5(60’)

ot 0x
que no es ota cosa que la ecuacion de conservacion de la vorticidad en la que el miembro de la de-
recha representa la generacién de vorticidad por baroclinicidad, contrariamente a lo supuesto en las
ondas gravitatorias externas en las que la vorticidad era cero en el seno del fluido. Eliminando u y 6’

de las otras dos ecuaciones, suponiendo que N? sea constante, la siguiente ecuacién para w,

N262w -
+ o =0

6_2(02w+02w)
0tz \ ax2  09z2

Puesto que N se ha supuesto constante podemos buscar soluciones a la anterior ecuacién de la forma

w=wexpli(lx+nz—wt)]
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Sustituyendo obtenemos la siguiente ecuacion
W*(P+n*)-N*I*=0
de donde obtenemos la relacién de dispersién

w=+N ;
VI2+n?
que representan dos ondas una viajando en un sentido y la otra en sentido opuesto. Vamos a elegir
el signo positivo por facilidad. Teniendo en cuenta que el niimero de ondas k = v'I2 + 12 la anterior
ecuacién toma la forma
w=N é = Ncos6

siendo 0 el dngulo que forma la direccién en la que viaja la fase con el eje x. Asi pues la frecuencia
de la onda depende de la direccién de propagacion. Tengase en cuenta que en las ondas gravitatorias
externas la onda solo se propagaba en la direccién horizontal. Ahora, debido a la extratificacion, las
ondas se pueden propagar en cualquier direccién. Puesto que cos < 1 la frecuencia de las ondas esta
limitada por la frecuencia de Brunt — Vaisala. Debido a que la divergencia del campo de velocidades

es cero, al igual que sucede con el campo electromagnético, estas ondas son transversales, esto es
v-k=0

siendo k el vector de ondas. Asi pues los planos de igual fase viajan perpendicularmente al movi-
miento real de las particulas. Podemos interpretar ahora el dngulo 6 que aparece en la relacion de
dispersién como el dngulo existente entre el movimiento de las particulas y el eje vertical, ver la figu-

ra La méxima frecuencia se obtiene cuando las particulas se mueven en la vertical y el 4ngulo

X Upward  Downward
motion motion

Figura 4.12:
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0 vale cero en cuyo caso w = N. Este caso corresponde con un valor de n = 0 lo que significa que no
hay dependencia con la altura de u 'y w. Tenemos columnas de fluido moviendose arriba y abajo con
fases diferentes de acuerdo con su posicién horizontal.

Puesto que w depende del niimero de ondas estas ondas on dispersivas la velocidad de grupo

viene dada por el gradiente de w en el espacio de fases,

ow ow

Cg = Elx + %lz

sustituyendo la expresién de w se obtiene
Nn .
Cg = F(l’llx - llz)

que en términos de la frecuencia de oscilacion vale

wn

Cg = m(l’lix - liz)

mientras que la velocidad de fase vale

w w
c= ﬁk: ﬁ(lix-i' I’liz)

Multiplicando escalarmente ambas velocidades se obtiene
c-cg=0

lo que nos indica que ambas son ortogonales. La velocidad de grupo se mueve en la direccién en
la que se mueven las particulas. Asi mismo las componentes de ambas velocidades son iguales y
de sentido contrario de tal forma que podemos considerar que ambas velocidades dan lugar a un
tridngulo rectdngulo, formando la velocidad de fase un dngulo 8 respecto de la horizontal, situacién

que vemos ilustrada en la figura El hecho que ambas velocidades ¢ y ¢g sean perpendiculares

g

Figura 4.13:

y con componentes perpendiculares de signo contrario se ilustra en la figura donde se muesta
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un paquete de ondas moviendose en la direcién descendente y hacia la izquierda mientras que los

planos de igual gase (PP’) se mueven hacia arriba y hacia la izquierda. Las crestas de onda aparecen

Figura 4.14:

continuamente por una de los bordes del grupo, desapareciendo por el borde opuesto propagandose

alo largo del interior del grupo.

4.11.3. Ondas de montafia

Las ondas gravitatorias se puede excitar de diversas formas, vamos a considerar es este apartado la
situacion en que las ondas gravitatorias son excitadas por la topografia. Para ello vamos a considerar
que tenemos un viento de velocidad constante en la direcién +x que es lanzado sobre una terreno
ondulado. Vamos a suponer que las ondulaciones son muy pequeias, en el sentido que la altura
de la ondulacién es mucho menor que su anchura. Para facilitar el problema supondremos que las
ondulaciones son de la forma i = Hcos lx, siendo [/ el nimero de ondas [ =2x/Lcon L>> H.

Puestro que el problema de las ondas gravitatorias lo hemos resuelto con un viento en equilibrio
nulo, supondremos que nuestro sistema de referencia se mueve con el viento, o dicho de otra manera
la topografia viene hacia nosostros con velocidad —U, por lo tanto la superficie de la misma toma

como expresion en el sistema de referencia movil
z=h(x+Ut)=Hcos[l(x+ Ut)] = Hcos(lx —wt)

siendo w = —U! una cantidad negativa. La condicién frontera inferior viene dictada por el hecho que
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las particulas del fondo tienen una velocidad

Dh 0k dh

Wo=—=—+U—
°"Dr "ot ox

que linealizada vale

oh
wo = 3 = Hwsen(lx—wt) =—-HUlsen(lx—wt)

De la soluccién general obtenida en la seccién anterior
wy = Re(Wwexp(lx —wt)

se deve de verificar que

yla relacién de dispersiéon

2 2 22
0= =U~"l
P+ n?
puesto que w = —U|. Asi pues tendremos
w=-HlUsen(lx+ nz—wt) (4.21)
De la relacién de dispersion,
NZ
n’=— -
UZ

Esta ecuacién da lugar a dos posibilidades, a) que n? > 0 y por tanto tengamos raices reales y que
n? < 0y tengamos rices imaginarias en cuyo caso la onda se amortiguaria segtin nos alejamos de la

frontera.

Ondas radiantes

Vamos a considerar el caso de raices reales, para ello es necesario que N? > U?I? = w?, esto es la

frecuencia de oscilacion vertical ha de ser mayor que la frecuencia con la que aparecen las crestas o

n:i\lﬁ—lz
U2

De las dos raices solo es posible la raiz positiva pues la fuente de energia de estas ondas estd en la

las vaguadas del terreno. En este caso

supetficie y por tanto el flujo de energia debe de ser hacia arriba lo que implica que la componente
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vertical de la velocidad de grupo es positiva

-wn Uln

CgZ:?_ 2 >0

siendo k? = I? + n?, necesariamente n > 0.

La componente horizontal de la velocidad de grupo respecto de la superficie vale

wn
o= = +U=U—

donde se ha tenido en cuenta que w = —U|!. Sillamamos 6 al angulo que forma en el espacio de fases

la normal al frente de ondas

cosf = —
k
asi pues
Cgx = Ucos®0
cgz = Ucosfsent
por lo que

cg = Ucosf(cosbiy +senbli,)
que es paralelo al vector (/, n). En el sistema relativo la velocidad de fase vale

Ul U
c= %kz —ﬁ(lix + ni,) = —Ucos0O(cosbiy, +senbi,) = _Pk
yen el fijo

c= (niy — liz) = UsenB(senBi, — cosbiy,)

n
K2
La figura nos muestra la disposicién de estas ondas. Debido a los aumentos de presién que exis-
ten a sotavento de las crestas, el aire siente este aumento antes de llegar a las mismas y tiende a

desviarse antes de alcanzar la cresta.

Ondas estacionarias

En el caso en que N?/U? < [?, 1a estratificacién es débil. Ahora el ntimero de ondas 7 es imagina-
rio, pogamos este nimero en la forma n = +ia. Ahora la onda solo se propaga en la direccién x, en la

direccion z se produce un amortiguamiento de la misma. En el marco que se mueve con el viento la
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Figura 4.15: Caso de ondas radiantes

componente vertical vale
w=-IUHe “*sen(lx—wt)

en el marco fijo, tenemos que sustituir x por x — Ut, por lo que
w=—-lUHe “*sen(lx— (IU+w)t)
ahora bien dado que w = —1U se tiene
w=—-1UHe “*sen(lx)

que es una onda estacionaria que sigue las ondulaciones del terreno y se amortigua con la altura. En
este caso no hay flujo de energia pues w es cero en el marco fijo. Las altas presiones estan en el fondo
de los valles y las bajas presiones en la cima de las dorsales. La figura [4.16|nos ilustra la disposicion

de las ondas.

Figura 4.16: Caso de ondas atrapadas
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4.11.4. Obstaculo Aislado

Para terminar esta seccién vamos a analizar que pasa cuando un tenemos un obstaculo. Lo que
vamos a suponer es que podemos expandir en serie de Fourier la funcién matemaética que representa
el obstéculo,

h(x) = Z hysen(lx)
l

Podemos pensar ahora que la soluccién al problema se consigue como superposiciéon de ondas ge-

neradas por cada modo de la descomposicién anterior, esto es podemos suponer que

w(x,z,t) = ?R{Z w(x, z, t)} = ?R{Z w;(z) exp[i(lx—wt)]}
l 1

teniendo en cuenta la expresién[4.21} cada modo 1, lo podemos poner como

W;(z) =ilUh;explinz]

de donde
w= —Z hlUsen(lx+ nz—wt).
l
Como antes s
N2
n= (— - lz)
U2

Un perfil ampliamente utilizado es el perfil lorentziano dado por

a
h(x) = hpy——
as+

siendo h;, la altura maxima del obstaculo y a la semianchura. Para una montana estrecha, U, al>>N
el perfil es dominado por ondas cuyo ntimero de ondas son mayores que N/U y las ondas se van de-
bilitando con la altura como en el caso anterior cuando n era imaginario. En el caso de una montafia
ancha Ua~! << N dominan las ondas con niimero de ondas menores que N/U y las ondas se pro-
pagan con la altura. Se verifica asi mismo que los perfiles verticales se reproducen con un periodo
27U/ N. La figura[d.17|nos muestra ambos casos.

Hasta el momento se ha considerado que la frecuencia de Brunt-Vaisala y el viento medio son
constante con la altura. En realidad ambas variables son funcién de la altura. Scorer ha demostrado
que es precisamente la variacion de estas variables con la altura la que permite la existencia de ondas

atrapadas a sotavento del obstaculo. Dicho investigador introdujo el llamado pardmetro de Scorer
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() ()

HEIGHT (km)

Figura 4.17: Ondas de montafia, a) Obstaculo estrecho Ua™! >> N, b) Obstaculo ancho Ua~! << N. Observese la escala
horizontal.

definido por la expresion
, N?* 1d°U

U2 Ud?

que controla la forma de las ondas. La figura nos muestra un caso de ondas atrapadas.

HEIGHT (km)
IS
T é T

Figura 4.18: Lineas de corriente de ondas atrapadas sobre un obstdculo simple cuando la variacion vertical del pardmetro
de Scorer permite la aparicion de estas ondas
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